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Resumen

Los contrastes de bondad de ajuste en modelos de regresion se ocupan de verificar
si una curva de regresion pertenece a una cierta familia paramétrica de funciones.
En los tltimos anos se han publicado diversos trabajos sobre contrastes en modelos
de regresion basados en el estudio de diversas caracteristicas de los errores. Dichos
procedimientos se basan en la comparacion entre la funcién de distribucion empiri-
ca de los residuos paramétricos bajo la hipétesis nula y la funcién de distribucion

empirica de los residuos no paramétricos.

En este trabajo se plantean contrastes alternativos basado en los momentos de
primer y segundo orden de los errores de regresion. Los métodos de contraste pro-
puestos se validan mediante simulaciones y finalmente se ilustran mediante el anélisis

de tres conjuntos de datos reales.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Generalidades sobre los contrastes de hipotesis

Dentro de la inferencia estadistica, un contraste de hipétesis (también deno-
minado test de hipotesis o prueba de significacién) es un procedimiento para
juzgar si una propiedad supuesta en una poblacion estadistica es compatible con lo

observado en una muestra de dicha poblacion.

Con el fin de realizar un contraste, es necesario establecer dos hipoétesis, llamadas

hipotesis nula e hipotesis alternativa:

= La hipétesis nula, H, es la afirmacion que inicialmente se supone verdadera.

= La hipo6tesis alternativa, H;, es la hipotesis que queremos contrastar en

contra de la hipotesis nula.

Un contraste de hipotesis es un procedimiento estadistico para decidir si la hipo-
tesis nula debe ser rechazada, en base a la informacién contenida en una muestra de
datos. La hipotesis nula Hy se acepta si los datos no muestran una fuerte evidencia
en contra de ella. Por otro lado, si se observa que los datos sugieren fuerte eviden-
cia en contra de Hj, entonces esta hipotesis serd rechazada a favor de la hipotesis

alternativa H;.

Con el fin de realizar un contraste de hipotesis, necesitamos un criterio estadistico

para decidir si la hip6tesis nula debe ser rechazada o no sobre la base de una muestra
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de observaciones. El estadistico de contraste, D, es un criterio utilizado para medir
la discrepancia entre la hipotesis nula Hy y las observaciones. Dicho estadistico, es
una funcion de los datos, de tal manera que su distribucion se conoce completamente

(o puede ser aproximada) cuando la hipotesis nula se supone que es verdadera.

Una vez que el estadistico de contraste se ha elegido, debemos clasificar sus po-

sibles valores en dos regiones:

» [Laregiéon de aceptacion es el conjunto de todos los valores del estadistico de
contraste para los cuales la hipotesis nula Hj serd aceptada. En otras palabras,
es el conjunto de todos los valores del estadistico de contraste que no evidencian

gran discrepancia entre H, y los datos.

= La region de rechazo o regién critica es el conjunto de todos los valores
del estadistico de contraste que muestran gran discrepancia entre los datos y la
hipotesis nula Hy. Por lo tanto, si el valor observado del estadistico de contraste
pertenece a la regién de rechazo, entonces la hipotesis nula Hj serd rechazada

en favor de la hipoétesis alternativa H.

La decision a favor o en contra de la hipotesis nula se haré en base a la diferencia
observada entre la hipotesis nula y una muestra de observaciones. Obviamente, esa
decision puede ser correcta o incorrecta, lo que nos puede llevar a cometer dos tipos

de errores:

= En un contraste de hipétesis, la decisién de rechazar la hipotesis nula Hy cuando
ésta es verdadera se denomina error de tipo I. La probabilidad de este error

es el nivel de significacién del contraste, y se denota por a:

a = P( error de tipo I ) = P( rechazar Hy | Hy es verdadera ).

= En un contraste de hipotesis, la decision de aceptar la hipotesis nula Hy cuando

Hj no es cierta se llama error de tipo II, y su probabilidad se denota por :

p = P( error de tipo IT ) = P( aceptar Hy | Hy no es cierta ).
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En una situacion ideal, ambas probabilidades de error, a y (3, deberian ser pe-
quenas, pero esto no siempre es posible. Generalmente, cuando tratamos de hacer
pequena una probabilidad de error, entonces la otra aumenta. En la mayor parte de
los casos, se considera que el error de tipo I es el mas relevante, por lo que solo se
trata de controlar la probabilidad de este tipo de error. Asi, se fija de antemano una
probabilidad maxima para el error de tipo I (por lo general o = 0.05) y entonces la

hipotesis nula Hy se rechaza si hay una evidencia muy fuerte contra ella.

Una vez que hemos fijado un nivel de significacion, «, los valores del estadistico

de contraste se dividen en las regiones de aceptacion y de rechazo:

= La region de aceptaciéon, con probabilidad 1 — a cuando Hy es verdadera. Si
el valor del estadistico de contrastes D obtenido de la muestra, pertenece a la
regién de aceptacion, entonces no hay suficiente evidencia contra la hipétesis
nula, con un nivel de significacion «, se dice entonces que el contraste no es

estadisticamente significativo.

= La region de rechazo o region critica, con probabilidad « cuando Hy es cierta.
Si el valor del estadistico de contraste D obtenido en la muestra pertenece a
la region de rechazo, entonces la evidencia en contra de la hipdtesis nula Hj es
fuerte. En este caso, la hipdtesis nula serd rechazada en favor de la hipotesis

alternativa, y se dird que el contraste es estadisticamente significativo.

La eleccion de dichas regiones de aceptacion y rechazo se realiza tras un analisis
de las hipotesis Hy y H; y la distribucion del estadistico de contraste D, de forma que
los valores en la region de rechazo sean aquellos que muestran una mayor discrepancia

entre Hy y los datos (generalmente en las colas de la distribucion de D bajo Hy).

Si el contraste rechaza la hipotesis nula a un nivel de significacion o dado, también
. . ’ / .
se rechaza a cualquier nivel ', tal que & > «. Supongamos que por cada nivel de
significacion 0 < a < 1 se obtiene una region de rechazo R,, entonces se define el
p-valor como

p-valor = inf {a: d € R,},

donde d es el valor del estadistico de contraste observado en la muestra. Cuanto

menor sea el p-valor, mayor es la evidencia en contra de la hipotesis nula Hy. Si el p-
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valor< « entonces se rechaza Hy (contraste significativo) y si el p-valor> « entonces

se acepta Hy (contraste no significativo).

De forma general, los contrastes de hipotesis se pueden clasificar en dos grandes
grupos: contrastes paramétricos y contrastes no paramétricos. Los contrastes de
hipé6tesis paramétricos se emplean cuando la estructura global de los modelos
implicados en el contraste (distribucion, modelos de regresion, etc.) es conocida, a
falta de un conjunto de parametros, y el contraste se establece sobre esos parametros.
Por otra parte, los contrastes de hip6tesis no paramétricos son aquellos en los
que se plantean hipdtesis muy generales sobre la estructura de los datos. En este

trabajo nos centraremos en los contrastes de hipétesis no paramétricos.

Dentro de los contrastes no paramétricos, destacan dos grupos: los contrastes
sobre modelos de distribuciéon y los contrastes sobre modelos de regresion. En los

contrastes sobre modelos de distribucion nos encontramos con:

= Contrastes de bondad de ajuste. Muchos de los procedimientos forma-
les de la inferencia estadistica se basan en el supuesto que la distribucion de
una poblaciéon es de un tipo especifico. El uso de estos procedimientos puede
ser inadecuado si la verdadera distribucion de probabilidad subyacente es muy
diferente de la distribucidon que se supone. En estos casos, los contrastes esta-
disticos que comprueban la calidad de un modelo o la forma de una distribucién

para un conjunto de datos se conocen como contrastes de bondad de ajuste.

» Comparacion de distribuciones. Al analizar varias muestras, se puede estar
interesado en comprobar si provienen de la misma poblacién. Si es asi, las
muestras pueden ser tratadas conjuntamente con el fin de obtener estimaciones
e inferencias maés eficientes. Por otro lado, si sucede lo contrario, no debemos
utilizar el total de la muestra para realizar cualquier proceso de inferencia. Por
lo general, este tipo de problemas se llaman problemas de homogeneidad o de

k muestras.

= Contraste de independencia. Cuando se observan dos o mas caracteristicas
de los elementos de una poblacién, es interesante comprobar si estas caracteris-

ticas son independientes o no. En el caso de que las caracteristicas sean inde-
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pendientes, las muestras pueden ser analizadas por separado. Por otra parte, si
se puede establecer alguna relacion entre ellas, entonces pueden ser analizadas

conjuntamente, por medio, por ejemplo, de modelos de regresion.

Entre los contrastes sobre modelos de regresién podemos citar los siguintes

Casos:

= Contrastes de bondad de ajuste. Actualmente, la expresion bondad de
ajuste se utiliza no solo en problemas de distribuciones, sino también en con-
textos més generales, tales como la regresion. Muchos de los procedimientos
estadisticos se basan en suponer que una familia de regresion pertenece a una
cierta familia paramétrica (lineal, polindmica, logistica,...). En este caso los
contrastes de bondad de ajuste comprueban la forma de la familia de regresion
de un conjunto de datos. El presente trabajo se encuadra en este bloque de

contrastes.

= Comparacion de curvas. Uno de los problemas més importantes en la in-
ferencia estadistica es la comparacion de dos o mas grupos de variables. Esta
comparacion puede realizarse comparando medias, medianas o alguna otra ca-
racteristica de la variable de interés medida para cada grupo. Cuando esta
variable es acompanada por covariables, un objetivo mas ambicioso consiste en

comparar las funciones de regresion correspondientes.

= Otros contrastes, entre los cuales nos podemos encontrar contrastes sobre la
varianza condicional, contrastes sobre modelos parcialmente lineales, contrastes

sobre modelos aditivos, ...

Como hemos dicho, este trabajo se enmarca dentro de los contrastes de bondad
de ajuste para modelos de regresiéon. Para formalizar el planteamiento de estos con-
trastes, consideremos un vector aleatorio (X,Y") de forma que la respuesta Y y la(s)

covariable(s) X satisfacen el modelo de regresion siguiente:

Y = m(X) + o(X)e (1.1)
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donde € es el error de regresion, m(z) = E(Y|X = z) es la funcion de regresion
desconocida y 0%(z) = Var(Y|X = z) es la funcion de varianza condicional. Bajo

este modelo de regresion, queremos contrastar la hipotesis
H() :m e M (12)

frente a la alternativa general

lemgéj\/f,

donde M = {my : 0 € © C RP} es alguna clase paramétrica de funciones de regresion
indexadas por el parametro 6 (véase, por ejemplo, Seber (1977) para el caso de

regresion lineal y Seber and Wild (1989) para my no lineal).

A continuacién se muestran algunos ejemplos de clases de funciones de regresion

que podrian constituir clases paramétricas:

= Regresion polinémica. Sea X una variable aleatoria unidimensional, enton-
ces

mg(x) = 01 + O + Os2® + ... + mep_l
= Regresion lineal multiple. Si la covariable X es p-dimensional, entonces
me = 0'x,
siendo x = (21,...,2,) €RP y 0 = (01,...,0,)" € © CRP.

» Algtin modelo de regresion no lineal. Considérese X = (X, X5)' y sea
0= (0,0, €0 = {(s, t) ER: s+t # O}. Un ejemplo de modelo de regresion

no lineal es

1
my(x) = 00, exp(bhzy + O2x2).

1.2. Estimaciones de la funcién de regresion

Los modelos de regresion tratan de explicar la dependencia que existe entre la
variable respuesta Y y la variable dependiente o covariable X a partir de una mues-

tra aleatoria simple (X1,Y)),...,(X,,Y,) de (X,Y). Esta dependencia se estudia a
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través de la funcion de regresion, m, la cual se puede estimar de forma paramétrica,

mg, o bien de forma no paramétrica, m.

Dado un modelo paramétrico de regresion, la estimacién paramétrica de la
funcién de regresioén tiene como objetivo buscar los pardmetros que mejor ajustan
la nube de puntos al modelo de regresion. La diferencia entre el valor real de la
respuesta, Y;, y el valor de prediccion dado por el modelo paramétrico, mg(X;), se
denomina residuo: e; = Y; — mg(X;). Un método muy utilizado para estimar el vector
de paramétros 0 es el método de minimos cuadrados, que consiste en estimar ¢

mediante el valor que minimiza

Z € = Z(Yz’ —me(X;))*.

En algunos casos tenemos que introducir pesos en el proceso de minimizacién para
obtener una estimacion adecuada, entonces se utilizard el método de minimos
cuadrados ponderados para estimar los parametros, es decir, se buscan 6 que

minimiza la siguiente suma de cuadrados ponderada

i wie; = i wi(Y; — mp(X:))%,
=1 =1

donde w; es el vector de pesos positivos.

La estimacién no paramétrica de la funcién de regresiéon se basa en no
suponer ninguna hipotesis parameétrica sobre la funcion de regresion. Simplemente se
asumen condiciones generales de suavidad (continuidad o derivabilidad). Los métodos

empleados en esta situacion se llaman métodos de suavizado.

Consideremos el modelo de regresion (1.1), donde m es la funcion de regresion.
Como estimador no paramétrico de m, se tiene el estimador tipo nicleo propuesto

por Nadaraya (1964) y Watson (1964), que viene dado por la siguiente expresion:

YLK (559,
Y K (sE)

donde K es la funcion nicleo (tipicamente, una funcion de densidad simétrica) y h es

el llamado parametro de suavizado o ventana. Algunos de los nicleos més utilizados

son los siguintes:
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1
» Uniforme: K(x) = §]I(| x|<1).

1 2
» Gaussiano: K(z) = exp {_x_}

= Epanechnikov: K(z) = (1 — 2°)I(| = |< 1).

=~ W

El estimador tipo niicleo hereda las propiedades de suavidad del nucleo, sin em-
bargo, la forma del mismo no tiene un papel tan determinante como la ventana h.
Para un valor de h fijo, el nivel de suavizado que proporcionan los diferentes nicleos
puede ser muy distinto. Sin embargo, una vez que se elimina este efecto, el papel del
nucleo no es demasiado determinante; véase por ejemplo Wand and Jones (1995).

Notese que el estimador de Nadaraya-Watson se puede reescribir como
n
m(w) =Y Wai(@)Y;,
j=1

donde
. K-X))
ZZ:1 K(x — Xk).

Por tanto el estimador tipo nicleo de la funcién de regresion no es méas que una media

W)

(local) ponderada de los valores observados de la variable Y, ya que > 7, Wy;(x) = 1.
La cantidad de datos que entra en esta media, asi como sus ponderaciones dependen

fundamentalmente del paradmetro de suavizado.

El comportamiento del estimador de Nadaraya-Watson depende de los valores
del parametro ventana, h. A medida que h se hace pequeno, es decir, cuando se
aproxima a 0, el estimador converge a las observaciones de la variable aleatoria Y,
Y;, por tanto, el estimador tiende a interpolar los datos si h es pequeno, lo que
nos lleva al infrasuavizado. Por otra parte, si h es grande, el estimador converge a
la media de Y, es decir, el estimador es una funcién constante, lo que conlleva al

sobresuavizado.

Veamos un ejemplo con datos simulados. Los datos provienen de X ~ U[0,1] y

e ~ N(0,1), con tamafo muestral n = 500. Se considera el modelo de regresion

Y = —5X + cos(27X) + €.



Trabajo Fin de Master 9

oo — m_real
g °e — mo0
N T, ° — m_NW

Figura 1.1: Ejemplo simulado

Graficamente, tenemos la situacion dada en la Figura 1.1, en la que se muestran
los datos, la verdadera funcién de regresion, el estimador de Nadaraya-Watson y el
estimador paramétrico si se asume un modelo lineal. Evidentemente, al no hacer
suposiciones sobre el modelo con el estimador no paramétrico, éste aproxima mejor

la funcion de regresion que el estimador paramétrico.

Otro estimador no paramétrico también muy popular es el de la regresion polino-
mica local (Fan and Gijbels, 1996), que ajusta localmente un polinomio. Se trata de
una generalizacion del estimador de Nadaraya-Watson y posee buenas propiedades

a la hora de su aplicacion practica.

1.3. Breve revision de métodos de bondad de ajuste

en regresion

En los ultimos veinte anos la literatura relacionada con el problema de bondad
de ajuste en el contexto de la regresion ha crecido rapidamente. De forma general,

los procedimientos de contraste se pueden clasificar en tres grandes bloques:

1. Contrastes basados en la estimacion de la funciéon de regresion.



10 Contrastes basados en los momentos de los residuos

2. Contrastes basados en la estimacion de la funcion de regresion integrada.

3. Contrastes basados en los residuos.

1.3.1. Contrastes basados en la estimacién de la funcién de

regresion

Partiendo del modelo de regresion (1.1), se considera el problema bésico de con-
trastar (1.2). En muchos casos no existe ninguna teoria que diga como debe ser
m. El anilisis de la informacién empirica disponible nos deberia proporcionar dicha

informacion.

Basicamente, los métodos de contraste basados en la estimacion de la funcion de
regresion consisten en comparar una estimacion paramétrica con una estimacion no
paramétrica a través de algin tipo de distancia funcional. Es muy natural comparar
ambas estimaciones con el fin de decidir si el modelo paramétrico esta en consonancia

con los datos. Esta comparacion se puede realizar de dos formas:

» Suavizando los datos: se considera la distancia entre m y mj.

» Suavizando los datos y la hipotesis nula: se considera la distancia entre m y

g, siendo Mg(z) = > W(x)mg(X;).
j=1

Durante los anos noventa, las propuestas de diferentes alternativas se introducen

en la literatura estadistica:

» Hirdle and Mammen (1993) introducen un contraste basado en la distancia
Lgl
dy(m, Hy) = /(ﬁfz(x) — mg(z))*mi(z)de
donde myz(x) es el estimador polindmico-local basado en la muestra (X;, my(X;)),
coni=1,...,n.

La idea de este contraste se basa en el valor esperado de

Ci = E*(50 | X)m(X),
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siendo g =Y — my,(X) y 7 una funcion de peso, ya que E(C;) = 0 si y solo

si la hipotesis nula Hj es cierta.
» El contraste de Zheng (1996) considera:

do(m, Hy) = ZKhX X)(Y; — mg(X))(Y; — mg(X;))ma(X).
z#a

Este contraste se basa en que el valor esperado de
Cy = goE(go | X) f(X)me(X),

con 7y una funcion de peso, es cero si y so6lo si la hipotesis nula es cierta. La

version muestral de E(Cy) esta dada por
1 < R R N
- > (¥ = mg(X)) (A (X3) — fig(X0)) (X ma(X5),
i=1
que coincide con dy(m, Hy)/n, salvo por un término constante aditivo.

» El contraste propuesto en Dette (1999) (véase también Azzalini and Bowman

(1993)) se basa en procesos del tipo:

n n

ds(m, Ho) =) (Y; — mg(X; ZY (X)) s (X;).

i=1

Este contraste se basa en que el valor esperado de
Cy = E(eg — (20 — E(e0 | X))?*)m3(X),

donde 73 es una funciéon de peso, es igual a cero si y so6lo si Hy es cierta. La

version muestral de E(C3) esta dada por
—Z ((¥; = ma(X))? = (Vi = mp(X0) = (@ (X0) = (X)) s (X0)
== Z Y; = mg(Xo))* = (Y — (X)) — mg(Xs) + g(X,)))ma( X,).
que coincide con d3(m, Hy)/n cuando mz(X;) = mz(X;).

Estas tres propuestas de contraste utilizan la metodologia bootstrap para la ob-
tencion de los valores criticos. En general, la hipotesis nula se rechaza para valores

grandes de los estadisticos de contraste.
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Notese que si 11 = mo f = 73 = ¢, para ¢ > 0, entonces
E(Cy) = E(Cy) = E(C3) = c(E(E*(s0 | X)),

lo cual permite establecer una cierta analogia entre los tres contrastes descritos.
Zhang and Dette (2004) ofrecen un estudio exhaustivo de la comparacion de estos

procedimientos bajo la hipotesis nula y alternativas fijas.

1.3.2. Contrastes basados en la estimaciéon de la funcién de

regresion integrada

Considérese el vector aleatorio (X,Y) que satisface el modelo (1.1). Se define la
funcién de regresién integrada como

Ia) = EWlxen) = [ mly)aF ()
donde F' es la funcion de distribuciéon de X. Esta funciéon caracteriza a la funciéon
de regresion (véase Stute (1997)) y ademés puede ser estimada empiricamente sin

necesidad de recurrir a técnicas de suavizado mediante
[()——1 Enl Y, (1.3)
n {X;<z}

La idea principal del contraste es comparar un estimador no paramétrico de la re-
gresion integrada con algtin estimador basado en los supuestos de la hipdtesis nula.

Para ello se distinguen dos casos:

= Caso de la hipotesis nula simple (0 especificado completamente)

= Caso de la hipotesis nula compuesta (6 en un espacio paramétrico)

En el caso de la hip6tesis nula simple se considera la hipotesis nula Hy : m = my.
Entonces, se toma como estimador no paramétrico el dado por la expresion (1.3) y

como estimador paramétrico bajo la hipdtesis nula H

0X) = [ moldEu ) = 5 Y Lol %)
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El proceso empirico marcado por los errores de regresion

Ro(z) = n'?(In(x) = To(z)) = 7> " 1ix,<np (Vi — mo(X3))
i=1
ha sido estudiado por Stute (1997).Para contrastar Hy solo se tiene que elegir algin
funcional continuo sobre R, (x) (por ejemplo, el supremo que lleva a un estadistico de
tipo Kolmogorov-Smirnov). El valor critico puede obtenerse a partir de la distribucion

limite de tales funcionales.

Para el caso de la hipotesis nula compuesta se necesita un estimador de ¢ bajo

Hy, digamos @\, y el estadistico de contraste sera un funcional del proceso

R, =n""Y " 1ix,<ay (Vi — mg (X))

i=1
El analisis teorico es considerablemente més complejo que para el caso de la hipdtesis
nula simple. Como consecuencia, esto provoca un problema a la hora de obtener los

valores criticos del contraste, que se puede solventar utilizando técnicas bootstrap

(Stute et al., 1998).

1.3.3. Contrastes basados en los residuos

Dada la hipétesis nula (1.2) acerca de las caracteristicas individuales del modelo
de regresion, Van Keilegom et al. (2008) proponen contrastes basados en los residuos
partiendo del hecho que H, es verdadera si y so6lo si los residuos del modelo de
regresion, €, y los residuos construidos bajo Hy, g, tienen la misma distribucion.
Akritas and Keilegom (2001) propusieron la estimaciéon de la distribucion de los
errores de regresion a través de la distribuciéon empirica de los residuos estimados,

mediante la siguiente expresion:
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parai=1,...,n,y donde m y 62 son estimadores no paramétricos de la regresion y
de la funcién de varianza, respectivamente. Para dichas estimaciones se emplean los

estimadores de Nadaraya-Watson.

En Van Keilegom et al. (2008) el procedimiento de contraste esta basado en la
comparacion entre la funcion de distribucién empirica de los residuos paramétricos
(bajo la hipotesis nula), 1350, y la de los residuos no paramétricos (en la situacion
general), F.. Se estudia el proceso empirico n'/2(Fo(y) — F.(y)), y se consideran

estadisticos de contrastes de tipo Kolmogorov-Smirnov,
Tks =sup | Faooly) — Fe(y) | (1.4)
Yy

y Cramér-von Mises,

~ ~

Tons = / (Foly) — B.(9))*(v)dF.(y). (1.5)

para medir la distancia entre las dos distribuciones empiricas. Finalmente, se usan

técnicas bootstrap para aproximar los valores criticos del contraste.



Capitulo 2

Contrastes basados en los momentos

de los residuos

Considerando el modelo de regresion Y = m(X)+o(X)e, donde m(X) = E(Y|X)
v 02(X) = Var(Y|X) son desconocidas, y el error € es independiente de la covariable
X, Van Keilegom et al. (2008) proponen un procedimiento estadistico para contrastar
si la funcion de regresion m pertenece a alguna familia parametrica. Dicho contraste
se basa en el estudio de la distancia entre las funciones de distribucién empiricas
de los residuos calculados de forma paramétrica y no paramétrica. En este capitulo,
propondremos un contraste alternativo, basado en el estudio de los momentos de

primer y segundo orden (media y varianza) de los residuos bajo la hipétesis nula.

2.1. Motivacion y justificacién teodrica

Sea (X,Y’) un vector aleatorio bidimensional satisfaciendo el siguiente modelo de

regresion
Y =m(X)+o(X)e, (2.1)
donde ¢ es la variable de error independiente de X con media E(¢) = 0 y varianza

Var(e) =1, m(z) = E(Y|X = x) es la funcion de regresion y o2(z) = Var(Y|X = z)

es la funcion de varianza condicional.
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Se pretende contrastar la hipotesis nula
Hy:meM, (2.2)
frente a la hipotesis alternativa general
Hi:m¢gM,

donde M = {my : 0 € © C RP} es una familia paramétrica de funciones de regresion

indexada por el parametro 6. La hipotesis nula se puede reescribir como,

Hy : existe 0 € O tal que m = my,. (2.3)

Como ya mencionamos anteriormente, en el planteamiento de este contraste jue-
gan un papel importante los errores. Despejando del modelo de regresion (2.1), se
tiene la expresion de los verdaderos errores

Y —m(X)
EZW.

Por otra parte, dado un valor del parametro, #, también podemos construir los errores

bajo la hipotesis nula:

Y -mp(X) Y —m(X) | m(X) —me(X)

e L mlX) - m(X)

JX) | o(X) | o(X) (X

Van Keilegom et al. (2008) demuestran que la hipotesis nula (2.2) es cierta si y
solo si las variables aleatorias € y ¢y tienen una misma distribucion. El contraste
propuesto en el presente trabajo se basa en la siguiente caracterizacion alternativa

de la hipotesis nula H,.
TEOREMA 2.1
E(EO) = E(g) =0

Hj es cierta <— y

Var(eg) = Var(e) = 1

Demostracion. Como hemos dicho, Van Keilegom et al. (2008) demuestran que la

hipotesis nula (2.2) es cierta si y solo si las variables aleatorias ¢ y €y tienen una
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misma distribucion. Esto nos basta para justificar que si la hipotesis Hy es cierta,
por tener los residuos la misma distribuciéon, en particular se tiene que los momentos

de primer y segundo orden coinciden.

La justificacion del resultado inverso no es tan evidente. Considérese la expresion

de los errores construidos bajo la hipdtesis nula:

B m(X) —mgz(X)
Eop =€+ U(X) s
para los cuales se asume E(gy) = 0y Var(eg) = 1. Calculando la esperanza de ¢ se
tiene que
m(X) —mgz(X) m(X) —mgz(X)
(o) (e + (X (e) + ) :

de donde se sigue, por ser E(g9) = E(g) =0, que

E (m(XLEXnié(X)) = 0. (2.4)

Por otra parte, se calcula la varianza de los errores g (téngase en cuenta que ¢ y X

son independientes):

Var (g0) = Var (g X )UZX”;é(X >) = Var (e) + Var (m(X L(_X’;@(X )). (2.5)

De modo andlogo a la esperanza, puesto que Var(gg) = Var(e) = 1, se sigue que

Var (m(X)U(_XT;Lé(X)> —0,

por lo tanto

— constante ) =1.

Ademas teniendo en cuenta (2.4) se obtiene que

P <m(X)0<—Xﬂ)”Lé(X) _ 0> _ 1

Dado que la funcién o es siempre positiva podemos concluir que

o dicho de otra forma, existe 0 tal que m € M. Se verifica por tanto la hipotesis nula

Hjy, como queriamos demostrar.
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35

2.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Datos simulados.

Teniendo en cuenta el Teorema 2.1, podemos plantear la hipo6tesis nula Hy de

forma equivalente como:

/

H,:FE(g) =0 y Var(eg) = 1. (2.6)
Veamos un ejemplo. Consideramos un modelo de regresion lineal y contrastare-

mos si la funciéon de regresiéon proviene de una familia parametrica formada por las

funciones constantes. En caso de provenir de dicha familia, la media y la varianza

de los residuos deberian coincidir con la media y la varianza de los residuos bajo la

hipotesis nula.

Sea X ~ U [0,1] y e ~ N(0,1). Se define el modelo de regresion Y = 2+ X 40.25¢, y
se quiere contrastar la hipoétesis nula Hy : m es constante, es decir, Hy : m = 0. En
la Figura 2.1 se muestra el grafico de dispersion de un conjunto de datos simulado

segln el modelo propuesto.
Trabajando a nivel poblacional, el valor de 6§ que minimiza E[(Y — 6)?] es 6 =
E(Y). Entonces los residuos bajo la hipotesis nula vienen dados por

Y —my(X) Y — E(Y)
VTTLx) T 025

Seguidamente teniendo en cuenta que E(Y) = 2+ E(X) se obtiene que la media de
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£o €s

X-X
0.25

E(g0) = E(5)+E< ):E(e)+E(4X—4X):E(e)+4E(X)—2

lo cual esta en consonancia con Hy. Sin embargo, la varianza de gy es (téngase en

cuenta que £ y X son independientes)

24+ X —-EY X —-0.5
Var (g¢) = Var(e)—f—Var( i 005 ( )):1—|—Va7"( 0% )

1 1 _1+16_7
0.25212 12 3

— 14+

lo cual contradice la hipotesis nula. Como se puede observar, a pesar que la media
de g¢ es cero, su varianza no es uno, por lo tanto la funcién de regresiéon no proviene
de un modelo de regresion constante, como ya sabiamos. En situaciones generales

también puede producirse un cambio en E(gy).

2.2. Contraste de un modelo paramétrico basado en

el momento de segundo orden

No siempre es necesario contrastar ambas condiciones sobre la media y la varian-
za de los errores dadas en (2.6). En el caso de estar ante un modelo de regresion
paramétrico homocedéstico con término aditivo constante, la media de los residuos

bajo la hipotesis nula, g, es cero. Entonces nos basta con analizar su varianza.

Probémoslo para el siguiente caso particular. Consideramos un modelo lineal para

m de forma que la hipotesis nula es

Hy :m(z) = a+ bz.

El pardametro 6 = (a, )" es estimado mediante minimos cuadrados, que en su version

poblacional viene dado por

Cov(X,Y)
Var(X)

Cov(X,Y)

a=EBY)- Var(X)

E(X) y b=
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Seguidamente se obtienen los residuos bajo la hipotesis nula:

Y —my(X) Y —a-bX
oX)  o(X)

o =
Calculando E(eg) se tiene

Y —a—bX
E(€0) = E(W)

Cov(X,Y) Cov(X,Y)
E <Y o E<Y) + Var(X) E<X> T Var(X) X ’ X — LE) }
1

— E{G<X)< Y| X=z)- E(Y)+O‘(;+)(%;)/)E(X) O‘%( Y) ¢ >}
_ E{m(X)} E(Y) | Cou(X)Y) E(X) COUXY ( X >
o(X) E(c(X)) " Var(X) E(e(X)) Var(X 7 (X)

Entonces si 0(X) = o, entonces F(gg) = 0 ya que E(Y) = E[m(X)].

Bajo estas condiciones (homocedasticidad y término aditivo constante en el mo-

delo paramétrico), el contraste se reduciria a comprobar la hipotesis nula siguiente:
Hy: Var(sg) =1,

frente a la alternativa

H, :Var(ey) > 1.

Notese que segin la expresion (2.5) la varianza de gq es siempre mayor o igual que
la varianza de e, es decir, mayor o igual que 1, lo cual justifica la eleccion de la

alternativa unilateral.

El procedimiento a seguir para realizar este contraste consta de los siguientes

pasos:

1. Se considera una muestra aleatoria, (X1,Y),...,(X,,Y,), del modelo de re-

gresion (1.1) con o(X) = o.
2. Se estima el paramétro 6 por minimos cuadrados, obteniendo 6.

3. Se estima la varianza (constante), 2. Dado el modelo de regresion homocedas-

tico, en Rice (1984) se propone un método para la estimacion de la varianza
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utilizando diferencias, que tienen como objetivo eliminar la tendencia en la
funcion de regresion m, una idea originaria del analisis de series temporales.
Tal método no requiere un estimador de la funcién de regresion. Asumiendo
que X es univariante y X7 < ... < X, el estimador propuesto para la varianza

viene dado por:
n

5 = ﬁ > (2.7)

4. Se construyen los residuos bajo la hipotesis nula Hy:

Y, — my(X,
B = % (2.8)

5. Se construye el estadistico de contraste para la varianza:

D= (n-1)S2

€0’

n
siendo, 52 = - i . ;(502- — %)%

Para llevar a la practica el contraste necesitamos estudiar la distribucion del esta-
distico de contraste bajo la hipoétesis nula, lo cual puede hacerse mediante el estudio
tedrico de su distribucion exacta o asintética o bien mediante técnicas de remues-
treo. El analisis teérico sobrepasa los objetivos de este trabajo. Como alternativa,
procederemos mediante el uso de técnicas bootstrap. El proceso finaliza por lo tanto

con los siguientes pasos:

6. Se calcula mediante bootstrap el punto critico para el estadistico D a un nivel

de significacion a.

7. Finalmente se compara el valor del estadistico de contraste obtenido en la
muestra con el punto critico. Si el estadistico es mayor que el punto critico se

rechaza H,, mientras que si es menor se acepta.

En la seccion 2.4. se especificaran los detalles del algoritmo bootstrap empleado

en el punto 6 para la obtenciéon de los valores criticos.
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2.3. Contraste de un modelo paramétrico basado en

los momentos de primer y segundo orden

Cuando nos encontramos con un modelo de regresion pardmetrico general no
tenemos garantia que la media de los residuos construidos bajo la hipotesis nula sea

cero. En este caso debemos contrastar las dos condiciones establecidas en (2.6).

Consideremos el caso particular del siguiente modelo lineal Y = a + bX + ¢, del

cual se obtiene
E(Y)=a+bE(X) y Var(Y) = b*Var(X).

Supongamos que se pretende contrastar la hipotesis nula Hy : m(z) = fx. Para

ello se busca el estimador de 6 a través del problema de minimizacion

0 = argm@inE (Y - mg(X))Q].
Si desarrollamos la funcion que tenemos que minimizar obtenemos

BIY =me(X))] = E[(Y —6X)]
= E[Y’] -20E[YX]+6*E (X?).

Esta expresion es una pardbola en 6, cuyo minimo esta en

i E(YX)
- B(X?)
Teniendo en cuenta que Y = a + bX + ¢, entonces

E(YX)=aFE(X)+bE(X?*) + E(eX) =aE(X)+ bE(X?),

dado que € y X son independientes. Por lo tanto,

E(X)

I = Ex)

+b.

Entonces
E((a+0X)X) X

co=Y —my(X)=Y —6X =Y — ) ,
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y por lo tanto si calculamos su esperanza, se tiene

E(z) = E(Y)- E((E)g))QE(X) = a+bE(X) - “E<X];&ZJ;J(X ) B ()
_ HLM:@(l_ [E(X)F)
E(X?) E(X?) )

En conclusion, se sigue que E(gg) # 0 siempre que a sea distinto de cero, ya que

E(X?) > [E(X)]? y por lo tanto [E(X)]* /E(X?) < 1.
También se puede calcular la varianza de gg:
Var(ey) = Var(Y —0X) =Var(a+bX 4+¢—0X) = Var((b— 0)X) + Var(e)
-\ 2 E(X)
- (b—@) Var(X)+1=(b—b—a Var(X) +1

E(X?)
= <a§((j((2))) Var(X) +1,

que resulta ser mayor que 1, excepto si a = 0, lo cual estd excluido del modelo

propuesto.

En esta situacion el contraste consiste en probar las dos condiciones descritas en
la hipotesis nula (2.6). Con un nivel de significacion «, el contraste se realiza en dos

etapas:

1. Etapa 1. Se contrasta H(l)(l) : E(eg) = 0 frente a Hi(l) : E(eg) # 0 con un

)

. . . . (1 . . /
nivel de significacion «ay. Si se rechaza HO( esto implica que rechazamos H,.

En caso contrario pasamos a la etapa siguiente.

2. Etapa 2. Se contrasta H(/)(Q) : Var(eg) = 1 frente a Hi(Q) : Var(eg) > 1 con

(2)

. . . ., . / ’
un nivel de significaciéon as. Si se rechaza H,~ entonces rechazamos H,. En

(2)

. . / ’
cambio, si se acepta H,"’, aceptamos H,,.

Los niveles de significaciéon «ay y as se obtienen una vez fijado un nivel de signifi-
cacion global « para el contraste en dos etapas. En Qiu and Sheng (2008) se propone
un procedimiento en dos etapas para contrastar la igualdad de dos funciones de riesgo
en un contexto de anélisis de supervivencia. Se emplearé en este trabajo un proceso

analogo para la obtencion de los niveles de significacion.
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Por definicion, bajo la hipotesis nula, se tiene

o = P(rechazar Hy | Hyes cierta)

= P(rechazar H(l)(l) | H(/) cierta) + P(rechazar H[;(Q) N no rechazar H(/)(l) | H(/) cierta),
de donde, suponiendo independencia entre las dos etapas del contraste, se sigue que
a = ay + P(rechazar H(l)(z) | Hy es cierta)(1 — ay) = g + as(1 — ay). (2.9)

Por tanto, una vez controlado este punto, para que el contraste en dos etapas tenga

un nivel de significacion global «, o y ap deben satisfacer la ecuacion (2.9), es decir,
o — (1

para un «; dado, ay se deberia tomar como ay = ] .
Si no se tiene informacion previa sobre el modelo, entonces se puede dejar a; = awo,
y optar por

0612042:1— 1—oa.

Asi, a7 v ag determinan la region de rechazo del procedimiento en dos etapas.
Sin embargo, el p-valor del contraste no esta definido todavia. Generalmente, el p-
valor de un contraste en dos etapas se puede construir de varias maneras. Para el
procedimiento propuesto, ya que los contrastes en sus dos etapas individuales son

independientes, una definicién adecuada de p-valor es

D1 sipr <oy

p-valor =

aj + p2(1 — ;) en otro caso

donde p; y ps denotan los p-valores en la etapa 1 y etapa 2, respectivamente, y ay
es el nivel de significacion de la primera etapa. Obsérvese que el contraste rechazaréi

la hipo6tesis nula H(/) cuando el p-valor global sea menor que «, ya que

(1)

(a) o bien el contraste en la primera etapa rechaza la hipotesis nula H(l) , es decir,

p1 < aq;
(b) o bien el contraste en la primera etapa no rechaza la hipotesis nula H(l)(l), pero

(2

el contraste en la segunda etapa si rechaza H(I) ), es decir, p1 > a1 y p2 < ao.

El procedimiento de contraste consta de los siguientes pasos:
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1. Se considera una muestra aleatoria, (X1,Y}),...,(X,,Y,), del modelo de re-

gresion (2.1).
2. Se estima el paramétro ¢ por minimos cuadrados, obteniendo 0.

3. Se estima la varianza condicional. Si estamos ante un modelo heterocedéstico,
dicha estimacion se hace mediante el estimador no paramétrico de Nadaraya-

Watson: .
5 (x) =D W)Yy — i’ (x),
i=1

donde m es el estimador de Nadaraya-Watson de m. Obviamente, también
se podrian emplear otros estimadores no paramétricos. Ahora bien, si nuestro

modelo es homocedastico, la estimacion de o2 se puede realizar empleando la

propuesta de Rice (1984) dada en (2.7).

4. Se construyen los residuos bajo la hipétesis nula Hy, dados por la expresion

(2.8).

5. Se construyen los estadisticos de contraste para la media y la varianza, respec-

tivamente:

Dy = /n— y Dy = (n—1)52

€07

n

. - 1 ~ 2 1 ~ =2
siendo, g9 = ﬁ ;50@- y SEO = m Z(EOi - 60) .

i=1
Como ya mencionamos en la secciéon anterior, la distribucion de los estadisticos de
contraste se obtendra aplicando la metodologia bootstrap, ya que la teoria asintotica

sobrepasa los objetivos de este trabajo. Se procede entonces del siguiente modo:

6. Se emplea la metodologia bootstrap para calcular los puntos criticos para D,

vy Dy a niveles de significacion a; y as, respectivamente.

7. Finalmente se comparan los valores de los estadisticos de contraste con los
puntos criticos obtenidos para cada estadistico. Si se rechaza alguno de los
dos contrastes para la media y la varianza, se rechazara entonces la hipotesis
nula H(’] del contraste en dos etapas (2.6). Si por el contrario se aceptan ambos

!
contrastes, se acepta H.
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2.4. Aproximaciones bootstrap

Para aplicar estos procedimientos de contraste utilizamos metodologia bootstrap
para aproximar las distribuciones de los estadisticos de contraste bajo la hipotesis

nula.

En primer lugar, para ¢ = 1,...,n se estiman los residuos de forma no paramé-

trica, obteniendo
. Yi—m(Xi)
€1i = 7 =/v\

siendo m y o los estimadores de Nadaraya-Watson de m y o, respectivamente. Estos

(2.10)

nuevos residuos son estandarizados a media cero y varianza uno.

En este trabajo, se proponen dos tipos de bootstrap: un bootstrap uniforme de

residuos y un bootstrap suavizado de residuos.

El algoritmo de remuestreo se describe como sigue. Sea b el indice de las ejecu-

ciones bootstrap, b=1,..., B. Entonces:

1. Sean {E;k’b = (1—-a)Y*Vi+aZ;,i=1,... ,n} los residuos bootstrap, donde V;
es una muestra i.i.d. de F. (funcién de distribucion empirica de los residuos
(2.10) estandarizados) y Z; es una muestra i.i.d. de una variable de media cero

y desviacion tipica uno (por ejemplo, una normal estandar).

Con a = 0 se obtiene el bootstrap de residuos uniforme, mientras que con
a > 0 se obtiene el bootstrap de residuos suavizado. La constante a, determina

la cantidad de suavizado en el bootstrap.

2. Para cada ¢ = 1,...,n, se contruyen las variables respuesta bajo la hipotesis

nula

Vi, = mg(X;) +0(Xi)er,,

3. Sea Dj en el contraste basado en el momento de orden dos, o bien D}, y D3, en
el contraste basado en los momentos de orden uno y dos, los estadisticos de con-

traste obtenidos a partir de las muestras bootstrap {(XZ-, Yih),i=1,... ,n}.

Dado que en el paso 2 las remuestras bootstrap son construidas bajo la hipotesis

nula de que la funcién de regresion pertenece a la familia paramétrica de funciones
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especificada en Hj, este procedimiento aproxima la distribucion del estadistico de
contraste bajo la hipotesis nula. Si Dikb) es el estadistico ordenado de los valores
D7, ..., D% obtenidos en el paso 3, y andlogamente para D7 DR D3 (> entonces
D?[pBD’ Di([pB]) y D;,([pBD aproximan los cuantiles de orden p de la distribucion de

D, D1y D,y bajo la hipotesis nula, respectivamente.

Tras la aproximacion de los cuantiles, los procedimientos de contraste son los

siguientes:

= Si el contraste estd basado tnicamente en el momento de segundo orden (va-
*

rianza), se rechazara Hy si d > Di(1-a)p))» donde d es el valor observado del

estadistico D en la muestra original.

= Si el contraste esta basado en los momentos de primer y segundo orden (media
y varianza), se rechazara H(/)(l) st di < D7 (a/2)p) © bien di > DY (q_o o5,
donde d; es el valor observado del estadistico D; en la muestra original. Por

otra parte, se rechazara H(;(Q) sidy > D;y([ \B])> donde d5 es el valor observado

(1-«
del estadistco Ds.

2.5. Estudio de simulacién

En esta seccion se llevan a cabo varios estudios de simulacién para mostrar el
comportamiento practico de los métodos de contraste propuestos en las secciones an-
teriores. En uno de los estudios se hardn comparaciones con los resultados obtenidos
mediante otros estadisticos de contraste propuestos en la literatura. En particular,
se compara con el procedimiento desarrollado por Van Keilegom et al. (2008) que se

basa en la comparacion de las distribuciones de los residuos.

Las simulaciones se realizan mediante la seleccion de las siguientes funciones de

regresion:

(1) mz)=1+z (iv) m(x) =x + 0.5ze”
(7)) m(z)==x (v)  m(z) =2+ 0.3sen(4rx)
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Los modelo () y (i) se corresponden con las hipétesis nulas que se presentaran més
tarde, mientras que los modelos (#ii), (iv) y (v) son los utilizados como hipdtesis

alternativas.

En las distintas simulaciones, se consideran situaciones homocedasticas y hetero-

cedasticas. En el caso homocedéstico, las funciones de escala son:
(a) o(x) =02 y (b) o(x)=0.3,
y el caso heterocedéstico se toma
(¢) o(x)=0.2+0.2z.

La distribucion de £ es una distribucién normal estandar, y la covariable X esta
distribuida uniformemente en el intervalo [0,1]. Para la estimacion no paramétrica
de las curvas de regresion y de la varianza condicional se empleara el estimador de

Nadaraya-Watson con el nicleo de Epanechnikov.

Las tablas recogen la proporcion de rechazos en 1000 realizaciones del contraste
para tamanos muestrales n = 100 y n = 200 basados en B = 200 repeticiones
bootstrap. Los niveles de significacion son @ = 0.05 y a = 0.10. En el caso del

contraste en dos etapas se opta por oy = as =1 — /1 — a.

Como ancho de banda h requerido para la estimaciéon no paramétrica, se considera
un conjunto de valores fijos que se especificaran en cada tabla. Sobre la cantidad de
suavizado que se aplica en el bootstrap suavizado, se eligen para a los valores 0.05 y
0.10, aunque en las tablas solo se mostraran los resultados obtenidos para a = 0.05
ya que los resultados obtenidos con a = 0.10 son muy similares. Recordemos que el

caso a = 0 se corresponde con el bootstrap uniforme.

En primer lugar tomamos como hipoétesis nula
Hy:m(x) =a+ bx.

En la Tabla 2.1 se muestran los resultados del contraste basado en el momento de
segundo orden para los modelos (7), (ii7) y (iv) con las funciones de escala homo-
cedasticas (a) y (b). Por otra parte, en la Tabla 2.2 se muestran los resultados del
contraste basado en los momentos de primer y segundo orden para para los mismos

modelos con funcion de escala homocedastica (b) y heterocedastica (c).
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Tabla 2.1: Probabilidades de rechazo bajo los modelos (i), (i) y (iv) del contraste

basado en el momento de segundo orden. Los modelos son homodedasticos, con

varianzas (a) y (b).

()0 =0.2 (b) o =0.3
a=0 a = 0.05 a=0 a=0.05

m n h a: 005 0.10 0.05 0.10 0.05 0.10 0.05 0.10
() 100 0.10 0.048 0.087 0.050 0.089 0.044 0.100 0.043 0.098
0.15 0.043 0.088 0.042 0.086 0.045 0.096 0.045 0.097

0.20 0.046 0.090 0.044 0.089 0.042 0.091 0.043 0.092

200 0.10 0.063 0.121 0.066 0.122 0.066 0.121 0.063 0.116

0.15 0.058 0.127 0.058 0.130 0.062 0.121 0.061 0.118

0.20 0.067 0.117 0.064 0.120 0.064 0.116 0.062 0.116

(i4i) 100 0.10 0.341 0.461 0.340 0.462 0.163 0.256 0.164 0.256
0.15 0.350 0.467 0.345 0.463 0.170  0.255 0.170  0.252

0.20 0.345 0.469 0.347 0.469 0.169 0.266 0.168 0.263

200 0.10 0.562 0.681 0.563 0.677 0.232 0.348 0.232 0.348

0.15 0.559 0.687 0.557 0.686 0.234 0.359 0.234 0.352

0.20 0.563 0.687 0.563 0.684 0.240 0.348 0.244 0.346

(7v) 100 0.10 0.411 0.553 0.409 0.550 0.174 0.282 0.176  0.277
0.15 0.405 0.552 0.405 0.551 0.183 0.271 0.182 0.267

0.20 0.426 0.542 0.421 0.538 0.176 0.267 0.175 0.264

200 0.10 0.647 0.760 0.647 0.758 0.252  0.375 0.258 0.371

0.15 0.657 0.755 0.656 0.753 0.255 0.373 0.252 0.374

0.20 0.651 0.762 0.653 0.764 0.257 0.373 0.254 0.367

La Tabla 2.1 muestra una buena aproximaciéon de los niveles de significaciéon en

todos los casos (modelo (7)), sin embargo la potencia no es demasiado elevada. Los

mayores valores se alcanzan en el modelo (iv) para el caso de menor varianza. El

parametro ventana h no representa un gran impacto en la aproximacion del nivel o

en la potencia.

En la Tabla 2.2 se observan que la aproximacion del nivel depende en gran medida

del parametro h. El contraste aproxima mejor dichos niveles de significacion para

valores pequenos del pardmetro ventana. Con respecto a la potencia, se obtienen

valores aceptables de la misma.
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Tabla 2.2: Probabilidades de rechazo bajo los modelos (i), (iii) y (iv) del contraste
basado en los momentos de primer y segundo orden. Se considera para la varianza

el modelo homocedastico (b) y el modelo heterocedéstico (c).

(b)o =0.3 (c)o=02+0.2z

a=0 a=0.05 a=0 a=0.05
m n h «a: 0.05 0.10 0.05 0.10 0.05 0.10 0.05 0.10
(¢) 100 0.10 0.042 0.086 0.042 0.088 0.044 0.085 0.042 0.084
0.15 0.032 0.074 0.032 0.074 0.044 0.080 0.043 0.081
0.20 0.029 0.066 0.025 0.068 0.041 0.076 0.043 0.080
200 0.10 0.055 0.097 0.051 0.096 0.042 0.081 0.045 0.082
0.15 0.049 0.086 0.047 0.086 0.037 0.074 0.037 0.074
0.20 0.035 0.064 0.036 0.067 0.026 0.051 0.027 0.048
(z3i) 100 0.10 0.335 0.468 0.333 0.470 0.431 0.546 0.434 0.544
0.15 0.317 0.417 0.314 0.421 0.448 0.553 0.452 0.554
0.20 0.230 0.323 0.230 0.322 0.349 0.446 0.347 0.450
200 0.10 0.644 0.740 0.646 0.741 0.784 0.855 0.785 0.852
0.15 0.478 0.568 0.481 0.568 0.716 0.792 0.719 0.790
0.20 0.336 0.434 0.331 0.429 0.618 0.721 0.619 0.714
(7v) 100 0.10 0.370 0.479 0.374 0.479 0.472 0.595 0.472 0.601
0.15 0.264 0.375 0.266 0.378 0.408 0.513 0.410 0.514
0.20 0.178 0.249 0.176  0.247 0.285 0.395 0.287 0.393
200 0.10 0.646 0.738 0.645 0.739 0.772 0.850 0.776  0.849
0.15 0.393 0.484 0.393 0.486 0.623 0.721 0.620 0.724
0.20 0.297 0.402 0.291 0.409 0.543 0.663 0.548 0.657

En la Tabla 2.1y en la Tabla 2.2 los modelos coinciden en el caso de la varianza (b).
En los resultados de la Tabla 2.1 la varianza se obtiene mediante el estimador de Rice,
mientras que en los resultados de la Tabla 2.2 se obtiene mediante el estimador de
Nadaraya-Watson. La diferencia esté en el método de contraste. Comparando ambos
métodos observamos mejores aproximaciones del nivel de significacion con el primero
de ellos, mientras que la potencia es mayor para el segundo. No obstante, para el

segundo contraste la influencia del parametro ventana se muestra muy relevante.

Finalmente se realiza una comparativa entre el método basado en los momentos

de primer y segundo orden con el método propuesto por Van Keilegom et al. (2008),
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cuyos estadisticos de contraste Txg y Ton estan dados en las ecuaciones (1.4) y

(1.5). En este caso se contrasta la hipotesis nula

Hy : m(z) = Oz.

Las tablas 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 muestran los resultados para los modelos (i7), (ii7),
(1) y (v), respectivamente. El modelo (i) se corresponde con la hipotesis nula y los

modelos (ii7), (iv) y (v) con la hipotesis alternativa.

Los resultados de la Tabla 2.3 muestran una buena aproximacion al nivel de signi-
ficacion para el contraste basado en los momentos y el contraste de tipo Cramér-von
Mises, mientras que el contraste de tipo Kolmogorov-Smirnov proporciona aproxi-
maciones regulares, principalmente para el caso n = 100. Con respecto a la potencia
(Tablas 2.4, 2.5 y 2.6) se observa que el contraste de tipo Kolmogorov-Smirnov ob-
tiene en general peores resultados. En los modelos (ii7) y (iv) el contraste basado en
los momentos y el contraste de tipo Cramér-von Mises son similares, mientras que
en el modelo (v) los resultados del contraste basado en los momentos son considera-
blemente mejores. Notese ademés que el contraste basado en los momentos es mas
robusto a h, especialmente en el modelo (v) y en el caso heterocedastico para los

modelos (iii) y (iv).
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Capitulo 3

Aplicaciones a datos reales

En este capitulo se consideraran tres aplicaciones a datos reales para ilustrar el
funcionamiento del método de contraste en dos etapas propuesto en este trabajo.
Aunque hemos descrito dos procedimientos de contraste, uno basado solo en el mo-
mento de segundo orden y otro basado en los momentos de primer y segundo orden,
en estas aplicaciones a datos reales empleamos este ultimo, ya que no se hace ninguna

suposiciéon sobre los datos.

Con respecto a la utilizacion de los métodos bootstrap, se muestran los resultados
relativos al bootstrap suavizado con parametro a = 0.05. También se realizaron los
contrastes para a = 0 (bootstrap uniforme) y a = 0.10, obteniéndose resultados casi

idénticos en los tres ejemplos.

3.1. Aplicacién 1: Datos de diabetes

Consideramos un conjunto de datos sobre diabetes analizados en Faraggi (2003)
(véase también Gonzalez-Manteiga et al. (2011)). Los datos provienen de una encues-
ta sobre la incidencia de la diabetes en El Cairo (Egipto). Consisten en mediciones
de la concentracion de glucosa en sangre de 286 sujetos obtenidas a partir de una
puncion en el dedo. De acuerdo con los criterios de la Organizacion Mundial de la
Salud (1985), se clasificaron 88 sujetos como enfermos y 198 como sanos. En esta

seccion trabajamos con el grupo de sujetos sanos.
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Figura 3.1: Diagrama de dispersion y curvas de regresion estimadas de Y =“concentracion

de glucosa” frente a X =“edad”.

La edad del sujeto resulta ser una covariable relevante en este ejemplo, ya que
debido a razones médicas los niveles de glucosa tienden a ser mayores en las personas
de mas edad, incluso cuando no sufren diabetes. Los métodos desarrollados en Faraggi
(2003) requieren que la relacion entre la covariable “edad” y la variable respuesta
“concentracion de glucosa” sea lineal, es decir, de la forma Y = Gy + 51 X + €. Se

pretende entonces contrastar la hipdtesis nula:
Hy:m(x) =a+ bx. (3.1)

La Figura 3.1 muestra el diagrama de dispersion de los datos, asi como la esti-
macién no paramétrica de la funcién de regresion mediante Nadaraya-Watson, que
denotamos por mNW | y la estimacion de la funciéon de regresion bajo la hipotesis
nula, m0. En la estimacion no paramétrica de m, se tomd como parametro ventana

h = 7.89, el 6ptimo obtenido por el método de validaciéon cruzada.

La bondad de ajuste de la regresion lineal se comprob6 mediante el contraste en
dos etapas propuesto en este trabajo. Se utilizaron para ello diez valores del para-
metro ventana seleccionados en torno al h 6ptimo obtenido por validacién cruzada.

Para cada valor de h se calcularon los estadisticos de contraste y los p-valores segiin
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Figura 3.2: Grafico de los p-valores en funcion de h para los datos sobre la concentracion
de glucosa (en negro para a = 0.05 y en rojo para a = 0.10). Las lineas horizontales

discontinuas se corresponden a los niveles 0.05 y 0.10.

lo descrito en la seccion 2.3 mediante aproximacion bootstrap con 1000 repeticiones.
Notese que el p-valor para el contraste en dos etapas depende del nivel de significacion

a. Los p-valores para todos estos contrastes se muestran en la Figura 3.2.

Los valores obtenidos indican que un modelo lineal es apropiado para los datos,

lo cual concuerda con la suposicion de Faraggi (2003).

En la Figura 3.1 la estimacion no paramétrica parece desviarse notablemente
del modelo lineal en la parte derecha del soporte de la covariable. No obstante la
escasa presencia de observaciones que parecen estar alterando dicha estimaciéon no

son relevantes en el modelo.

3.2. Aplicacién 2: Datos de talla y peso de mejillones

Se considera el conjunto de datos de talla y peso del mejillon que se produce en
bateas en un espacio maritimo delimitado de las Rias Gallegas. La especie que se
cultiva en Galicia es el mejillon Mytilus Galloprovinciales. Concretamente los datos

aqui utilizados se corresponden a la Ria de Arousa y fueron proporcionados para
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este trabajo por el Instituto de Investigaciones Marinas de Vigo (IIM), perteneciente
al Consejo Superior de Investigacion Cientifica (CSIC). La muestra contiene 287

observaciones.

Generalmente la relacion entre la talla y el peso de diversas especies de animales

y plantas se suele ajustar por un modelo alométrico del tipo
Y =aX’+o(X)e. (3.2)

Cuando se relacionan talla (X) y peso (Y), si b (exponente alométrico) es 1, los
individuos poseen similitud geométrica (o se dice que son isométricos). En este caso
la relacion entre las variables es lineal. Cualquier exponente mayor al esperado segin
la isometria se considera alometria positiva, es decir, hay un crecimiento despropor-
cionadamente alto del peso. Por otro lado si el exponente alométrico es menor que 1
decimos que hay una alometria negativa, es decir, hay un crecimiento desproporcio-
nadamente bajo del peso. Para el caso del mejillon en la literatura se suele suponer

cierto este modelo alométrico.

Comenzamos por contrastar la isometria (b = 1). Esto es equivalente a contrastar

la siguiente hipétesis nula

Hy:m(z) = ax.

En la Figura 3.3 se muestra el diagrama de dispersion, asi como la estimacién no
paramétrica de la funcion de regresion mediante Nadaraya-Watson. En la estimacion
no paramétrica de m, se tomd como parametro ventana h = 4, el 6ptimo obtenido

por el método de validacién cruzada.

Para la aplicacion del contraste en dos etapas se utilizaron diez parametros venta-
na seleccionados en torno al h 6ptimo obtenido por validaciéon cruzada. Los p-valores
obtenidos para todos estos contrastes con niveles de significacion 0.05 y 0.10 fueron
siempre cero. Por tanto, el contraste indica que el modelo isométrico dista mucho de
ser apropiado para estos datos, es decir, en caso de ajustarse a un modelo alométrico
el paramétro b no es 1. Observando la Figura 3.3 es evidente que el conjunto de datos

considerado no puede ser ajustado por un modelo lineal sin constante aditiva.

Por otra parte, si se verifica el modelo alométrico, aplicando logaritmos se puede
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Figura 3.3: Diagrama de dispersion y curvas de regresion estimadas de Y =“peso” frente a

X =“talla”.

transformar la expresion (3.2) en la expresion lineal siguiente:

!

log(Y) = log(a) + blog(X) + o (X)e .

Entonces contrastando dicho modelo lineal entre las variables en escala logaritmi-
ca se estaria contrastando el modelo alométrico (3.2) entre las variables originales.

Consideremos para ello la hipotesis nula de linealidad (3.1).

En la Figura 3.4 se muestra el diagrama de dispersion de las variables log(Y) y
log(X), asi como la estimacion no paramétrica de la funcion de regresion mediante
Nadaraya-Watson. En la estimaciéon no paramétrica de m, se tomé6 como parametro
ventana h = 0.07, el 6ptimo obtenido por el método de validacién cruzada. Los
p-valores obtenidos para todos estos contrastes se muestran en la Figura 3.5. El
contraste indica que el modelo lineal no es apropiado para los datos transformados
mediante logaritmos, por lo tanto el modelo alométrico no es apropiado para los

datos originales de talla y peso.
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Figura 3.4: Diagrama de dispersion y curvas de regresion estimadas de Y = log(“peso”)

frente a X = log(“talla”).
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Figura 3.5: Grafico de los p-valores en funcion del parametro ventana h para los datos
de talla y peso de mejillon (en negro para o = 0.05 y en rojo para o = 0.10). Las lineas

horizontales discontinuas se corresponden a los niveles 0.05 y 0.10.
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3.3. Aplicaciéon 3: Datos sobre el gasto en familias

holandesas

Finalmente, en esta seccion se ilustra el procedimiento del contraste en dos etapas
por medio de un conjunto de datos obtenido del Journal of Applied Econometrics
introducidos en Adang and Melenberg (1995) (véase también, Neumeyer and Pardo-
Fernandez (2009) y Pardo-Fernandez et al. (2007)). Las observaciones consisten en
el gasto anual de los hogares holandeses (desde octubre de 1986 hasta septiembre de
1987). Los datos son registrados en florines holandeses, antigua moneda de los Paises
Bajos antes de la introduccién del euro. Se considera la poblacién formada por los
hogares de dos miembros, con 159 observaciones. Einmahl and Van Keilegom (2008)
verifican que el modelo

Y=m(X)+e¢

con ¢ independiente de X se cumple cuando X =“logaritmo de los gastos totales”
se considera como una covariable e Y ="logaritmo de los gastos en alimento” es la

variable respuesta. Ahora contrastaremos la linealidad entre estas variables.

La Figura 3.6 muestra los graficos de dispersion y la estimacién de la curva
de regresion mediante Nadaraya-Watson y bajo la hipotesis nula de linealidad. La
estimacion de la curva no paramétrica se basa en el parametro ventana h = 0.47

obtenido por validaciéon cruzada.

Como en los ejemplos anteriores, para la aplicacion del contraste en dos etapas se
utilizaron diez parametros ventana seleccionados en torno al h 6ptimo obtenido por
validacion cruzada. Los p-valores obtenidos para todos estos contrastes se muestran
en la Figura 3.7. En conclusion, el contraste indica que el modelo lineal es apropiado

para estos datos.
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Figura 3.6: Diagrama de dispersion y curvas de regresion estimadas de Y = log(“gastos en

alimento”) frente a X = log(“gastos totales”).
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Figura 3.7: Grafico de los p-valores en funcion del parametro ventana h para los datos
sobre gasto en familias holandesas (en negro para o = 0.05 y en rojo para o = 0.10). Las

lineas horizontales discontinuas se corresponden a los niveles 0.05 y 0.10.
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