METODOS DE INFERENCIA
PARA LA DISTRIBUCION
WEIBULL: APLICACION EN
FIABILIDAD INDUSTRIAL

Laura Martinez Fernandez
Trabajo fin de master

Master en Técnicas Estadisticas

Universidade de Vigo

Julio de 2011






Estela Sanchez Rodriguez y Juan Carlos Pardo Fernandez, profesores del

Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa de la Universidade

de Vigo,
HACEN CONSTAR

que el presente trabajo titulado Métodos de inferencia para la distribucion
Weibull: Aplicacion en Fiabilidad Industrial ha sido realizado por Laura
Martinez Fernandez bajo su direcciéon para su presentacién como Trabajo

Fin de Maéster del Mdéster en Técnicas Estadisticas.

Fdo.: Estela Sanchez Rodriguez Fdo.: Juan Carlos Pardo Fernandez






Agradecimientos

Deseo expresar mi mas sincero agradecimiento a los profesores y directores
de este proyecto Estela Sanchez Rodriguez y Juan Carlos Pardo Fernandez,
por su dedicacion y su constante apoyo a lo largo de este proyecto, que han
sido fundamentales.

Gracias a mi familia, sobre todo a mis padres, que a lo largo de todos
estos anos me han apoyado y dado animos para seguir adelante.

Quiero dar las gracias también a mis amigos por la infinidad de momentos
buenos que me hacen pasar y por apoyarme y darme dnimos en los momentos
malos.

También quiero dedicar este proyecto a la gente que ya no esta, aunque si-
guen estando presentes cada dia que pasa.

Por 1ultimo, quiero dar las gracias a Iker, que siempre saca lo mejor de mi y
que me da animos todos los dias para seguir adelante, incluso en los momen-

tos mas complicados.

Gracias a todos.






Indice general

I Ticcidnl

IT.

Conceptos basicos|

[1.2.5. La distribucion Log-Normal| . . . . . ... ... .. ..

[1.3. Muestra aleatoria simple y verosimilitud| . . . . . . ... ...

. Tipos de censural

[2.1. Tipos de censural . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..

2.1.1. Censura tipol|. . . . . ... ... ... ... .. ....

2.1.2. Censura tipollf . . .. ... ... .. ... ... ....

[2.1.3. Censura Aleatoria Independiente| . . . . . . . . .. ..

. Inferencia para la distribucion Weibull|

[3.1. Graficos probabilisticos| . . . . . . . . ... ... ... ... ..

[3.2. Estimacion por maxima verosimilitud| . . . . . . ... ...

[3.2.1.  Maxima verosimilitud para la distribucion Exponenciall

VII

10
12
14
16
18

21
22
22
23
23

32



VIII Laura Martinez Fernédndez

[3.2.2. Maxima verosimilitud para la distribucion Weibulll. . . 33

[3.4. Contrastes de hipdtesis basados en el test de razon de verosi- |

| militudes| . . . . .. 35

[3.4.1. Test de razon de verosimilitudes para el parametro de |

| forma 0| . . . ... 37
[3.4.2. Test de razén de verosimilitudes para el parametro es- |

[ cala Al . . ... 38
[3.5. Pruebas de bondad de ajuste]. . . . . . . ... ... ... ... 39
[3.5.1.  Contraste de Kolmogorov-Smirnov| . . . . . . .. ... 39

[3.5.2. Contraste de Cramér-von Misses . . . . . . ... .. .. 40

[3.5.3. Contraste de Anderson-Darlingl . . . . . ... ... .. 40

4. Software Rl 41
[4.1. Paquete Renext| . . . . . . . .. ... ... ... ... .. 42
[4.2. Paquete STAR] . . . . . . . ... 44
4.3. Paquete Sim.DiffProc/. . . . . . . ... ... 47

[5. Simulaciones y aplicacion a datos reales| 51
O.1. Bstudio de simulacionl . . . . . .. ..o 0oL 51
[5.2. Aplicacion a datosreales| . . . . . .. ... o000 56




Introduccion

En ingenieria, la fiabilidad es comtinmente definida como la probabilidad
de que un dispositivo realice su funciéon cuando es requerida, durante un
tiempo especificado y bajo unas condiciones de entorno establecidas. Para
ser mas precisos necesitamos introducir los conceptos tiempo de vida 1til de
un producto y fallo.

Llamaremos fallo a la pérdida de alguna de las propiedades del disposi-
tivo, la cual impide el funcionamiento de éste. El tiempo de vida 1til de un
producto es el periodo de tiempo en el que puede ser utilizado, es decir, el
tiempo que transcurre entre su puesta en funcionamiento y su fallo.

La fiabilidad en la ingenieria estd orientada al estudio de los tiempos de
fallo. El problema reside en predecir si se puede producir un fallo y cudndo
ocurrird. Esta informacién es muy 1til para las politicas de mantenimiento
e inspeccién de una empresa asi como los plazos de garantia de los produc-
tos. También es muy ttil para predecir costes debidos al mantenimiento y
a los fallos ocasionales que pueden ocurrir durante el tiempo de vida del
dispositivo.

El origen de la fiabilidad se puede atribuir a los estudios para evaluar la
mortalidad derivada de las epidemias y a los métodos actuariales desarrolla-
dos por las companias de seguros, para determinar el riesgo de sus poélizas.
La herramienta utilizada para el calculo de esta fiabilidad eran las tablas de
vida.

A principios de 1900 se utilizaban los métodos actuariales para estudiar la
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supervivencia de pacientes con determinados tratamientos y para estudiar la
fiabilidad de los ferrocarriles. La teoria matematica de la fiabilidad se desarro-
lla por las demandas de la tecnologia. El area de mantenimiento de maquinas

es donde la fiabilidad se aplica con sofisticadas técnicas matematicas.

En 1939 Walodie Weibull, propuso una distribucién para describir la du-
racion de los materiales, que mas tarde se denominaria distribucién de Wei-
bull. Esta distribucion, la cual trataremos en este proyecto, es utilizada en

infinidad de aplicaciones debido a su gran versatilidad.

Epstein y Sobel (1953) empezaron a trabajar con la distribuciéon Expo-
nencial como modelo para estudiar el tiempo de vida 1til de un dispositivo.
La distribucién exponencial no tiene memoria, es decir, el tiempo de vida
util de un determinado dispositivo no influye en la probabilidad de que éste
falle. La popularidad de esta distribucion es el gran uso que se ha hecho de

ella en trabajos de fiabilidad debido a su simplicidad en los calculos.

En los anos noventa, la investigacién de la fiabilidad toma nuevas direc-
ciones gracias a M. B. Mendel. Sus métodos se pueden encontrar en publica-
ciones sobre problemas de fiabilidad en la ingenieria, entre los que destacan

los de Shortle y Mendel (1996).

Nuestro proyecto se estructura en cinco capitulos diferenciados. En el
Capitulo 1 se definen conceptos basicos en estadistica como la funcién de
distribucién y densidad y se introducen los conceptos de funcién de fiabili-
dad y riesgo. Asimismo, se caracterizan modelos de distribuciones utilizados
en el estudio de tiempos de vida 1til, como la distribucion Exponencial, Wei-
bull, Gumbel, Normal y Log-Normal y las relaciones existentes entre algunas
de éstas. Ademsds, se introducen conceptos como muestra aleatoria simple y
funcién de verosimilitud, que se utilizaran posteriormente en el desarrollo de
este proyecto. En el Capitulo 2 se trata el concepto de censura, que aparece
frecuentemente en los estudios de fiabilidad, centrdandose en la censura por

la derecha y estudiando los tipos de censura que se pueden presentar. En to-
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do caso, las aplicaciones de este proyecto se haran para muestras completas
y muestras con censura tipo II. El Capitulo 3 se centra en la distribucion
Weibull, donde se proporcionan dos métodos, el grafico y el de maxima ve-
rosimilitud para proporcionar estimaciones de los parametros de la Weibull
tanto para datos completos como para censurados. En el Capitulo 4 se revi-
san los paquetes del software R relacionados con este tema. En el Capitulo 5
se realiza un estudio de simulacién para estudiar los intervalos de confianza
basados en la normalidad asintética para los estimadores de méaxima verosi-
militud de los parametros de la distribucion Weibull y una aplicacién de las
técnicas de inferencia a datos reales procedentes de una empresa del sector
de la automocion.

Este proyecto surge como continuacién de un proyecto fin de carrera pre-
sentado en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Industrial de la Univer-
sidad de Vigo por Hermida (2007).

Los libros de referencia de este proyecto son Lawless (2003) y Griful Pon-
sati (2004). Otras referencias bibliogréficas asociadas a este campo son Nelson
(1982), Kalbfleish y Prentice (2002), Prabhakar y otros (2004), Lee y Wenyu
Wang (2003), Klein y Moeschberg (1982), Nachlas (1995), Epstein y Sobel
(1953) y Jiang y otros (1999).






Capitulo 1

Conceptos basicos

En este capitulo introduciremos algunos conceptos generales de teoria de
fiabilidad, asi como los modelos de distribuciéon mas utilizados para este tipo

de estudios.

1.1. Definiciones Preliminares

En general, asumiremos que el tiempo de vida es una variable continua,
la cual denotaremos por T', y que toma valores en el intervalo [0, 00). Esta
distribucién viene caracterizada por las funciones definidas a continuacion.

La funcién de distribucién de la variable aleatoria continua 7', F(t), re-

presenta la probabilidad acumulada de fallo hasta el tiempo ¢, es decir
F(t)= P(T <t).
Esta funcién es continua, mondtona no decreciente y ademads verifica que

lim F(t) = 0

t——o00

lim F(t)= 1.

t—o00
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La funcién de fiabilidad en el tiempo t, R(t), representa la proporcién de

unidades que no han fallado antes del instante ¢ y viene dada por

R(t) = P(T > t) = / f@)de = 1— F(t).
t
Esta funcién es continua, monoétona decreciente y ademas verifica que

R(0) = 1

R(co) = lim (1 —F(t))= 0.

t—o00

El p-cuantil de la distribucién de 7" es el valor ¢, que verifica
F(t,) = P(T' <t,) =p,

lo que equivale a la expresion

donde F~! es la funcién inversa de F.

A partir de la funcién de distribucion definimos la funcién de densidad
f(t) de la variable aleatoria continua 7' como la derivada de la funcién de
distribucion, es decir, f(t) = F'(t).

Un concepto muy importante a tener en cuenta cuando trabajamos con
distribuciones asociadas a tiempos de vida es la funcién de riesgo o tasa
de fallo h(t), que se define como la probabilidad instantdnea de que una
componente falle en el instante ¢. En términos de probabilidad se interpreta
como el limite de la probabilidad condicionada de que T falle antes del tiempo
t + At sabiendo que no habia fallado en el instante ¢. Esto no es més que
el cociente entre la funcién de densidad f(t) y la funcién de fiabilidad R(t).

Entonces, la funcién de riesgo es
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Definimos la funcién de riesgo acumulada, H(t), como

La funcién de riesgo acumulada y la funcién de distribucién verifican la si-

guiente relacion

H(t) = —log(1— F(t)).

La funcién de riesgo es una caracteristica muy importante de las distribucio-

nes asociadas a variables correspondientes a tiempos de vida.

= Funciones de riesgo decrecientes surgen cuando al principio del funcio-
namiento la probabilidad de fallo es alta debido a posibles defectos de

fabricacion.

= Funciones de riesgo constantes tienden a aparecer en conjuntos donde

los fallos son debidos a un fenémeno aleatorio como accidentes o shocks.

= Funciones de riesgo crecientes aparecen cuando se produce un enveje-

cimiento del componente.

Estas tres formas de riesgo o fallo se combinan para generar la curva de
batniera o bathtub curve, que se corresponde con la figura (1.1]), la cual es una
curva tipica en fiabilidad. La primera zona se denomina mortalidad infantil,

la siguiente zona de vida 1til y la ultima es la zona de desgaste.
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A Infantil Vida atil Desgaste

h(t)

00 01 02 03 04 05 06

Figura 1.1: Curva de la banera

1.2. Modelos de distribucién importantes

En esta seccién vamos a tratar algunos modelos de distribucién impor-

tantes en trabajos de fiabilidad.

1.2.1. La distribucion Exponencial

Histéricamente, este modelo de distribucion fue muy utilizado en el tra-
bajo con tiempos de vida 1til, debido a la simplicidad de los métodos es-
tadisticos que proporciona. La funcién de densidad de una variable aleatoria

con distribuciéon Exponencial es
ft) = e ™, (1.1)

con t > 0, siendo A > 0 el parametro del modelo. Su funcion de distribucién

S}

F(t)= 1—e™,

y su funcién de fiabilidad es

R(t) = e,
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Su funcién de riesgo es constante y su valor es el pardmetro del modelo, A,

1.0

1.0

0.6
1
F(®)
0.6

(t)

0.4

0.2

0.2

—— lambda=0.5
— lambda=1
. —— lambda=2

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6

Figura 1.2: Funciones de densidad (izquierda) y distribucién (derecha) Ex-

ponencial con A = 0.5, 1 y 2.

es decir

h(t) = A

Emplearemos la notaciéon 7' ~ Exp(A) para indicar que T es una variable
aleatoria con funcién de densidad (|I.1)). La media y la varianza de esta distri-
bucién vienen dadas por los valores 1/\ y 1/A?, respectivamente. El p-cuantil

es

1
tp: —X

Cuando el parametro A es igual a 1 la llamaremos distribucién Exponen-

log (1 —p).

cial estandar, cuyas funciones de densidad y distribucion se corresponden con

la linea de color rojo de la figura (|1.2)).
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N7 — lambda=0.5
— lambda=1
— lambda=2

Figura 1.3: Funcién de riesgo de la distribucion Exponencial con A = 0.5, 1

y 2.
1.2.2. La distribucién Weibull

La distribucion Weibull es quiza el modelo mas utilizado para tratar pro-
blemas con tiempos de vida en fiabilidad industrial y al que nos ceniremos
en este proyecto. Una variable aleatoria continua 7' tendrd una distribucion

Weibull, y lo denotaremos T ~ Weibull(\, [3), si su funcién de densidad es

F(#) = M) exp{—(A\)"}, (1.2)
cont > 0, siendo A > 0y S > 0 los parametros del modelo, que se denominan

de escala y forma, respectivamente. Su funcién de distribucion, que es
F(t) = 1—exp{—(A\t)"}. (1.3)

Las funciones de densidad y distribucién del modelo Weibull estan represen-

tadas en la figura ((1.4)). Su funcién de fiabilidad es
R(t) = exp{—(\)"}, (1.4)
y su funcién de riesgo, que se corresponde con la figura (|1.5)), es

h(t) = AB(At)PL. (1.5)
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1.0

0.8
|

(

2

|
F®

0.4

A — beta=0.5
> — beta=1
— beta=1.5

\ —— beta=2

J beta=3.44

0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 1.4: Funciones de densidad (izquierda) distribucién (derecha) Weibull
con $=0.5,1,152y344y A=1.

La funcion de riesgo adopta las siguientes formas en funcién del parametro

de forma, [3:

= Si 8 < 1 la funcién de riesgo es decreciente, es decir, la tasa de fallo

disminuye al aumentar el tiempo.

= Si 8 =1 la funcién de riesgo es constante, por lo que no depende del
tiempo. En este caso, la distribucién Weibull coincide con la Exponen-

cial.

= Si 8 > 1 la funcién de riesgo es creciente. En particular, si 1 < § < 2
la funciéon de riesgo crece rapido en el origen y muy poco a medida
que t crece; para = 2 el riesgo crece linealmente con el tiempo y
para 3 > 2 crece un poco con t proximo a cero y después rapido. Es
oportuno considerar la posibilidad § = 3.44, ya que en este caso, la

distribucién Weibull se parece a la Normal.

El p-cuantil de esta distribucion es

= s[-log(1—p)]}.
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beta=0.5
beta=1
beta=1.5
beta=2
beta=3.44

3.0
|

25

1

2.0

1

h(t)
1

15

/
—

1.0

0.5
L

0.0
L

T T T T 1
1 2 3 4 5

Figura 1.5: Funcién de riesgo de la distribucion Weibull con g = 0.5, 1, 1.5,
2y 344y =1

El valor 1/X es aproximadamente el percentil 63.2 % y se interpreta como el
valor de la variable del tiempo de vida en el que han fallado el 63.2% de las
unidades. En el capitulo referente a la inferencia volveremos a trabajar con

esta distribucion.

1.2.3. La distribucion Gumbel

Nuestro interés en esta distribucion no se centra en su uso directo como
modelo para variables aleatorias asociadas a tiempos de vida, sino por su
relaciéon con la distribucién Weibull. La variable aleatoria 1" tendra distri-

bucién Gumbel, y lo denotaremos por T' ~ Gumbel(T,w), si su funcién de

0=l () el (59))

densidad es
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0.4
1.0

0.3

0.6

f(t)

0.2

I
F(t)

0.4
|

0.1
0.2

0.0
0.0

Figura 1.6: Funciones de densidad (izquierda) y distribucién (derecha) de la

distribucién Gumbel con 7 =0y w = 1.

cont € R, siendow > 0y 7 € R los parametros del modelo, que se denominan

de escala y localizacion, respectivamente. Su funcién de distribucion es

F(t) = exp [— exp {_ (t :)H ’

y su funcién de fiabilidad es

R(t) = 1—exp {—exp [_ (ff)”,

El p-cuantil de esta distribucién es

Yp = T+ wlog[—log(1 — p)].

Si T es una variable aleatoria con distribucién Weibull(\, ), entonces, la
variable aleatoria transformada, Y = logT" tendra distribucién Gumbel con
pardmetros 7 = log A y w = 7. Cuando trabajamos con variables asociadas
a tiempos de vida, es conveniente tratar con los logaritmos de estas variables.
Cuando 7 = 0 y w = 1, esta distribucién se llama distribucion Gumbel
estandar, cuyas funciones de densidad y distribucién estan representadas en

la figura (1.6]) y su funcién de riesgo estd representada en la figura (1.7)).
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15 20 25
|

h(t)

10

Figura 1.7: Funcion de riesgo de la distribucién Gumbel con 7 =0y w = 1.

1.2.4. La distribuciéon Normal

Es la distribucion utilizada con mas frecuencia en estadistica, aunque no
ocurre asi en estudios de fiabilidad debido a su caracter simétrico, ya que
habitualmente los tiempos de vida presentan un comportamiento asimétrico.

Una variable aleatoria continua 7' tiene distribucién Normal, y lo deno-

taremos 1" ~ N(u, o), si su funcién de densidad es

o= e |7 (54 ]

con t € R, siendo p y o los parametros del modelo, que se denominan me-

dia y desviacion tipica, respectivamente. Su funciones de distribucién y de

fiabilidad son
t 1 -1 /z—pu 2
F(t) = e — dx,
Q /_oo oV 2 5 ( o >

R(t) /OO ! e ! (x—,u>2 dx
= X _— y
: oV 2T P 2 o
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respectivamente, para las cuales no existen expresiones analiticas explicitas,
aunque si se pueden aproximar numéricamente. Véanse las representacio-
nes graficas de la figura . La funcion de riesgo, dado que la funcién de
distribucién Normal no tiene forma explicita, no puede ser calculada de ma-
nera directa mediante el cociente entre la funciéon de densidad y la funcion
de fiabilidad, aunque si se puede aproximar numéricamente. Esta funcién
esta representada en la figura . Cuando p = 0y 0 = 1, esta distribu-
cion se denomina distribucion Normal estandar, cuya funcién de densidad,

denotada por ¢(t) es

o) = e [%] |

Su funcion de distribucion es

CD(t):/_ o(u) du. (1.6)

1.0

N
R
«© |
o o
S
«© ] © |
(=} __ ©
= o | T
o ~
o
<
o ~ — sigma=0.3
~ S —— sigma=0.5
o —— sigma=0.8
o _t o | — sigma=1
S T T T 1 © T T T T T 1
3 4 5 6 7 3 4 5 6 7 8

Figura 1.8: Funciones de densidad (izquierda) y distribucién (derecha) de la

distribucién Normal con =5y o = 0.3, 0.5, 0.8 y 1.
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sigma=0.3
sigma=0.5
sigma=0.8
sigma=1

h(t)

Figura 1.9: Funcién de riesgo de la distribuciéon Normal con p =5y o = 0.3,

0.5, 0.8 v 1.

1.2.5. La distribucién Log-Normal

Este modelo de distribucion se ha utilizado en multitud de aplicaciones
asociadas a ingenieria, medicina y otras areas. Diremos que la variable aleato-
ria T" sigue una distribucién Log-Normal, y lo denotaremos como LogN (p, o),
si la variable Y = log T sigue una distribucion Normal con media 4 y desvia-

cion tipica o. Por lo tanto, si la funciéon de densidad de la variable aleatoria

Y es )
_ 1 —l(y—n
(o) = 2m_exp[?( . )]

con y € R, entonces la funcién de densidad de 7' = exp(Y') es

B 1 —1 [(logt —p 2
f(t)_ O't\/%exp [7( o )

con t > 0, que es la densidad de la distribucién Log-Normal. Su funcién de

F@p:@(gﬁ:ﬁ),

9

distribucién es

g



Métodos de inferencia para la distribucion Weibull 17

donde @ es la funcién de distribuciéon Normal estandar dada en la expresion
(1.6). Las funciones de densidad y distribucién estan representadas en la
figura (|1.10). La funcién de fiabilidad es

2.0
|
1.0
|

15

f(t)
1.0
|
F©
0.6
|

0.4

0.5
0.2
|

— sigma=0.25
— sigma=0.5
— sigma=1

— sigma=1.5
T T T T 1 T T T T 1

0.0 0.5 1.0 15 20 0.0 0.5 1.0 15 20

Figura 1.10: Funciones de densidad (izquierda) y distribucién (derecha) de
la distribucién Log-Normal para p =0y o = 0.25, 0.5, 1 y 1.5.

g

R(t) = 1—q><k’gt—_”>.

La funcién de riesgo, h(t), que se corresponde con la figura (1.11)), se caracte-
riza por valer cero en ¢t = 0, y como podemos comprobar, para el caso o = 1.5,
la funcién de riesgo crece hasta un méaximo y luego decrece, acercandose a

cero a medida que t tiende a oco.
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—— sigma=0.25
© —— sigma=0.5
—— sigma=1

—— sigma=1.5

Figura 1.11: Funcién de riesgo de la distribucién Log-Normal para =0 y

o =025, 0.5, 1y 1.5.
1.3. Muestra aleatoria simple y verosimilitud

Definimos una muestra aleatoria simple de tamano n de una poblacion T’
como un conjunto de n variables aleatorias independientes 77, ..., T}, que tie-
nen la misma distribuciéon que 7. Cuando reordenamos los elementos de esta
muestra de menor a mayor, obtendremos el conjunto T(yy,...,7T(n), al que
llamaremos muestra ordenada y que utilizaremos en los siguientes capitulos.

Supongamos que 717,...,T, es una muestra aleatoria simple de n ele-
mentos, los cuales proceden de una determinada poblacion con funcién de
densidad fy(t), donde 6 = (61,...,0;)" es un vector de pardmetros descono-
cidos que toman valores en un conjunto (2. La funcién de verosimilitud para

0, que denotaremos por L(f) es
L) =[] fo(To). (L.7)
i=1

Evidentemente, la funcién L(6) depende de la muestra, pero es comin supri-

mirla en la notacién.
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Si 6 es un elemento de © donde la funcién de verosimilitud alcan-
za Un maximo, entonces 6 se denomina estimador de méxima verosimilitud
del parametro #, que en muchos modelos de distribucion existe y es unico.
Muchas veces es mas comodo trabajar con la funciéon log-verosimilitud, que
también alcanza un maximo en . Esta funcién de log-verosimilitud tiene la

expresion

1(0) = log(L(0)) = Zlog(fe(Ti))' (1.8)

En la mayoria de las ocasiones, el estimador de maxima verosimilitud 6 se

obtiene resolviendo las k ecuaciones

oL(0) .
——=0,i=1,...,k
891 Y ? ? Y Y
donde 6; es la i-ésima componente del vector de pardmetros 6 = (0y,...,6)".

El método de méaxima verosimilitud es muy utilizado en la préactica debido
a que proporciona estimadores consistentes, asintéticamente eficientes, inses-
gados y normalmente distribuidos en muestras grandes.

Ahora definiremos la matriz de informaciéon de Fisher, cuya matriz in-
versa es la matriz de varianzas-covarianzas que utilizaremos para construir
los intervalos de confianza basados en las estimaciones de maxima verosimi-
litud de nuestros parametros. La matriz de informacion de Fisher para un

estimador de maxima verosimilitud 6 del parametro 6 es

que es una matriz cuadrada con dimensiones k£ x k. Cada elemento de la matriz
es el opuesto de la segunda derivada parcial de la funcién de log-verosimilitud
evaluada posteriormente en los estimadores de maxima verosimilitud del mo-

delo de distribucion correspondiente. La matriz de varianzas-covarianzas del

~ [ oot
Var(0) = {—m] s (1.9)

vector aleatorio 6 es
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que es la inversa de la matriz de informacion de Fisher. Los elementos dia-
gonales de esta ultima matriz se corresponden con las varianzas de los esti-

madores de maxima verosimilitud de cada componente del pardmetro.



Capitulo 2

Tipos de censura

Normalmente, los datos asociados a tiempos de vida presentan observacio-
nes incompletas. La estimacion de las caracteristicas de la fiabilidad cambian
respecto a la estimacién cldsica de muestras completas. Un fenémeno que

produce datos incompletos es la censura.

Formalmente, se dice que una observacion es censurada por la derecha
de un valor C' si el valor exacto de tal observacion no es conocida pero si se
sabe que excede del tiempo C. Andlogamente, una observacion es censurada
por la izquierda de C' cuando sé6lo se sabe que el valor de la observacion es
menor que C. También puede aparecer la censura por intervalo, donde los
datos censurados presentan censura por la derecha y por la izquierda. Es
mas comun que aparezca la censura por la derecha que por la izquierda con
datos asociados a tiempos de vida. A partir de ahora, cuando nos refiramos
a censura, nos estaremos refiriendo especificamente a censura por la derecha.
Para poder hablar de censura tendremos que tener en cuenta la forma en
como se obtuvieron los datos. El problema fundamental es determinar la
distribucién de la muestra y correspondiente funcion de verosimilitud de un

proceso para asi determinar los métodos estadisticos que derivan de ello.

21
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2.1. Tipos de censura

Por simplicidad, supondremos que se dispone de una muestra aleatoria
simple 71,...,7T, de tiempos de vida. Los tipos de censura que vamos a
explicar a continuacion son censura tipo I, censura tipo Il y censura aleatoria

independiente.

2.1.1. Censura tipo 1

Este mecanismo de censura aparece cuando se observa a cada uno de
los n individuos hasta un tiempo predeterminado C' > 0, observando si los
tiempos de vida T}, con ¢ = 1, ..., n, asociados a cada individuo son mayores
o menores que este valor C'. Si T; > (' estaremos en condiciones de saber que
cada T; es mayor que ese valor prefijado C' pero no su valor exacto, por lo
que diremos que éste es un dato censurado.

Estos datos pueden ser convenientemente representados por n pares de

variables aleatorias (Z;, A;), donde

Z; = min(T;, C),

1 siT; <C
Ai:

0 siT;>C
es el indicador censura, que valdra 1 si el dato es observado y 0 si el dato es
censurado.
La contribucién del par de variables (Z;, A;) a la funcién de verosimilitud
es

F(Z)% R(Zy)'™™,

donde los datos observados contribuyen en la expresién anterior con su fun-

cion de densidad y los datos censurados con su funcién de fiabilidad. Por lo
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tanto, la funcién de verosimilitud en el caso de censura tipo I es

n n

Hf(Ti)Ai R(C)'™% = Hf(Zi)Ai R(Z)'

=1 =1
2.1.2. Censura tipo II

Este tipo de censura se presenta cuando comenzamos el estudio de los
n individuos al mismo tiempo y lo damos por finalizado una vez que obser-
vamos 7 fallos, donde » < n es un numero prefijado. Este tipo de pruebas
permiten ahorrar tiempo y dinero, ya que en algunas ocasiones puede que los
individuos tarden mucho tiempo en fallar. A pesar de que algunas pruebas
se formulan con censura tipo II, ésta presenta la desventaja de que el tiempo
total de estudio, T{,), es desconocido al empezar dicha prueba. Formalmente,
supongamos que tenemos los r tiempos de vida ordenados mas pequenos,
Thy < ... < T, de una muestra aleatoria de orden n. Si T, ..., T, tienen
distribucién continua y son independientes e idénticamente distribuidos con
funcién de densidad f(¢) y funcién de fiabilidad R(t), entonces la funcién de

verosimilitud de la muestra ordenada T{y), ..., T{, es

(ni—!r);f(T(l)) ST [R(T)]" (2.1)

2.1.3. Censura Aleatoria Independiente

Este tipo de procesos se dan mucho en la practica y son aquellos en los que
se supone que cada individuo tiene asociado un tiempo de vida T y un tiempo
de censura C, donde Ty C son variables aleatorias continuas con funciones
de densidad f(t) y g(t) y funciones de fiabilidad R(t) y S(t), respectivamente.
Todos los tiempos de vida asi como los tiempos censurados son mutuamente
independientes. Este tipo de censura es una generalizacion de la censura tipo
I, ya que en vez de considerar un tiempo prefijado C' constante, tendremos

asociado para cada 7T; un valor C;, con ¢ = 1,...,n. Como pasaba con la
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censura tipo I, tendremos que
Z; = min(T;, C;)

Ai:
0 siT;>C;.

Los datos de las observaciones sobre n individuos vendran dados por los pares

(Zi;, A;), i =1,...,n. Entonces, la contribucién del par (Z;, A;) a la funcién

de verosimilitud es

[f(Z:)S(Z:)) ¥ [g(Z) R(Z:)]) ™,

donde un dato censurado contribuye con su funcién de densidad y la funcién

de fiabilidad del dato no censurado y un dato observado contribuye con su

funcion de densidad y la funcién de fiabilidad de la censura. En este caso, la

funcion de verosimilitud es



Capitulo 3

Inferencia para la distribucion

Weibull

En este capitulo nos centraremos en la distribucion Weibull. Existen di-
ferentes métodos para la obtencién de estimadores puntuales adecuados para
los parametros de forma y escala tanto para datos completos como para datos
censurados. En este capitulo estudiaremos un método grafico y la estimacion
por maxima verosimilitud. También hablaremos de cémo construir intervalos
de confianza para los parametros y de contrastes de hipétesis aplicados a los

parametros de esta distribucién, asi como su bondad de ajuste.

3.1. Graficos probabilisticos

En esta seccién presentaremos un método grafico para determinar si es o
no adecuado el modelo Weibull para un conjunto de datos. Ademaés de su uso
para establecer visualmente la bondad del ajuste del modelo Weibull, se sue-
len utilizar para estimar graficamente los pardametros de dicho modelo. Este
tipo de herramientas gréaficas son aplicables tanto para muestras completas

como para muestras censuradas. Consideraremos que 7' es una variable alea-

toria Weibull(\, 5) con caracteristicas (1.2)), (1.3)), (1.4) y (L.5). Si tomamos

25
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logaritmos a ambos lados de la expresion ((1.4)) obtendremos
log(R(1)) = log (1— F(1)) = —(A)",

podremos reescribir la expresion anterior como sigue, teniendo en cuenta las

propiedades de los logaritmos,

log (1_;}7@)) = (\t)P.

Volviendo a aplicar logaritmos a ambos lados de la expresion anterior

log (log (%F(t)» = log(\t)”,

log (log (1_;1%))) — Blog(\) + Blog(t). (3.1)

o equivalentemente

Teniendo en cuenta que
H(t)= —log(l—F(t)) =1 1
- Og - Og (1 . F(t) )
la expresion (3.1) quedaria
log(H(t)) = Blog(\) + Blog(t), (3.2)

por lo que el logaritmo de la tasa de fallo acumulada log(H (t)) del modelo
Weibull se puede expresar como una recta en funcion de log t con pendiente f3.
Si la muestra es completa, se dispondran de n tiempos de fallo y si la muestra
presenta censura (en nuestro caso censura tipo II), solo dispondremos de r
tiempos observados y n — r tiempos censurados.

Un estudio completo seria un caso particular del estudio censurado que
estamos considerando solo con tomar r = n. Supongamos entonces que se

dispone de r tiempos 17,75, ..., T, ordenados de menor a mayor

T(l) < T(g) <...< T(T).
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El estimador empirico de la funcién de distribucién es

A n°observaciones < t

F(t) = , (3.3)

n

con t < T{,y. De la expresion (3.1) deducimos directamente el estimador de

la tasa de fallo acumulada es

H(t) = —log (1 - F(t)) .

Dado que estamos considerando una muestra censurada, no podremos estimar
F(t) y H(t) de forma completa, sino que solo podremos dar estimaciones
basandonos en los r datos no censurados. Definimos ahora el concepto de
rango de T(;) como el nimero de elementos de la muestra menores o iguales
que T(;) v se denota rango(7(;)). El estimador de la funcién de distribucién
empirico tiene expresiones muy sencillas si se evalia en una muestra ordenada

y en este caso esE|

A rango(7(;)
F(T(y) = —— -

,1=1,...,7
n

y el estimador de la tasa de fallo acumulada es
H(T(i)) = —10g (1 - F(T(l))) 5 1= 1, sy T

Esta funcién representa el porcentaje empirico de fallos ocurridos ante el
tiempo de fallo correspondiente al rango i-ésimo, por lo que la tasa de fallo

acumulada en la muestra ordenada sera

ﬁ(T(i)) = —log (n;z) Ji=1,...,7.

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, el método gréafico de ajuste de

la distribucién Weibull consta de los siguientes pasos:

'En la préctica, utilizaremos los valores F(T(i)) =i/(n+1)6 F(T(i)) =(—-0.3)/(n+
0.4), ya que son los unicos valores que podremos utilizar con la funcién weibplot, de la

que hablaremos en el capitulo correspondiente a software R.
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1. Determinar si el estudio es completo (trabajaremos con n datos) o

censurado (trabajaremos con r datos, los no censurados).

2. Considerar la muestra ordenada de los tiempos de fallo:

» T(1), T(2), - - -, T(n) en el caso de que estemos ante un estudio com-
pleto

» T(1), T(2), ..., 1) en el caso de que estemos ante un estudio cen-
surado.

3. Calcular la funcién de distribucion empirica evaluada en cada tiempo

observado

. T
F(T(z)):w7lzl’7n(2217,r)

En el caso de que no haya tiempos repetidos tendremos que rango(7{;))=1.

4. Calcular la tasa de fallo acumulada empirica en cada uno de los tiempos

observados

n

FI(T(Z-)): —log<n_l>,izl,...,n(izl,...,r)

5. Representar los pares de puntos <log(T(i)), log(fI(T(l-))) ci=1,...,n

(t=1,...,7) en los ejes coordenados.

6. Calcular la recta de ajuste por minimos cuadrados para comprobar la
existencia de relacion lineal. El ajuste de esta recta sera adecuada para
nuestro conjunto de tiempos de fallo si el coeficiente de determinacion
R? es préximo a 1. Si esto ocurre, el modelo Weibull serd un modelo

plausible para los tiempos de fallo.

7. Una vez que sabemos que nuestros datos proceden de una distribucion
Weibull, podremos estimar \ y [, parametros de escala y forma, res-

pectivamente. Para ello consideremos que la recta ajustada en el grafico
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€s

~

y= at+b,

donde a es la pendiente de la recta y b es una constante. Volviendo a

la relacién (3.2)), entonces
y= at+b= log[H(t)] = Blog())+ Blog(t),

y las estimaciones de los parametros de la distribucion Weibull son

~

f=a,

con lo que la estimacion del parametro de forma, 3, coincide con la
pendiente de la recta ajustada y

x:exp(),

es la estimaciéon del parametro de escala.

Q| oo

Veamos un ejemplo como ilustracién del método gréafico que acabamos de

describir, recogido de Griful Ponsati (2004).

Ejemplo 1. En una prueba de vida interesa el tiempo de perforacion, en
minutos, de un flutdo aislante interpuesto entre dos electrodos. Los datos
de tiempo son 0.74, 1.13, 0.09, 0.47, 0.73, 2.38, 1.4, 0.39. El experimento

termina cuando fallan todas las unidades.

Estamos ante un estudio completo, ya que sabemos que el estudio termina
cuando han fallado todas las unidades. Lo primero que haremos sera ordenar
los tiempos de menor a mayor para a continuacion seguir los pasos citados
anteriormente para la construccion del grafico Weibull. Para hacer este ejer-
cicio utilizaremos la funciéon weibplot de R, de la que hablaremos con detalle

en el siguiente capitulo.
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Tabla 3.1: Calculos para la obtencion del Grafico Weibull

T;  Rango(T(;)) F(T(i)) log(T(;)) log (‘ log (1 - F(T(i))>>

0.09 1 0.11 -2.4079 -2.14
0.39 2 0.22 -0.9416 -1.38
0.47 3 0.33 -0.755 -0.92
0.73 4 0.44 -0.3147 -0.55
0.74 ) 0.56 -0.3011 -0.2
1.13 6 0.67 0.1222 0.103
1.4 7 0.78 0.3365 0.41
2.38 8 0.89 0.8671 0.79

Los calculos realizados para la obtencién del grafico estan reflejados en la
tabla, donde la estimacién de la funcién de distribucién empirica F (Tw))
se calcula utilizando el argumento ’exp’ de la funcién weibplot, cuyo valor
es i/(n + 1). Valiéndonos de la funcién anterior, obtenemos la figura (3.1).
La disposicién de los puntos en el grafico se ajusta a la linea recta, por lo
que podremos asegurar que nuestro conjunto de datos sigue una distribucién
Weibull. Una vez que sabemos que nuestro conjunto de datos tiene dicha
distribucién, nos faltard estimar los pardmetros de ésta. Para ello, tendremos
que saber la expresién de la linea recta sobre la que caen los puntos, que en

este caso es

y = 0.95log(t) — 0.081,

por lo que las estimaciones de los parametros en este caso seran § = 0.95 y

A = ¢70081/095 — () 92, Ademds, el coeficiente de determinacién es R? = 0.95,

lo que indica un buen ajuste, ya que es un valor préoximo a uno.
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Figura 3.1: Gréafico Weibull con A = 0.92 y 8 = 0.95.

3.2. Estimacién por maxima verosimilitud

Otro método muy utilizado en la estimacién de parametros es el méto-
do de maxima verosimilitud. Este método es muy utilizado en la practica
debido a que proporciona estimadores consistentes, asintoticamente eficien-
tes, insesgados y normalmente distribuidos en muestras grandes. Veremos la
formulacién del método de méaxima verosimilitud tanto para muestras com-
pletas como para muestras con censura tipo II para la distribucién Exp(\)

y para la distribuciéon Weibull(\, 3).

Supongamos que 11,75, ..., T, es una muestra aleatoria simple de n ele-
mentos y la muestra ordenada 1{y), T(2), ..., (), los cuales proceden de una
determinado modelo de distribucién con funcién de densidad f(t;6), funcién

de verosimilitud (1.7)) y funcién de log-verosimilitud (1.8)).
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3.2.1. Maxima verosimilitud para la distribucion Ex-

ponencial

Primero hablaremos de la funcién de maxima verosimilitud para el modelo
exponencial Fzp(\), que es un caso particular de la distribucién Weibull y
veremos que la estimacién de su parametro se puede obtener analiticamente.
Sea T ~ Exp(A), con funcién de densidad (1.2). Por tanto, su funcién de

verosimilitud para el caso completo es
L) = X" exp{-AT3}.
i=1

El logaritmo de la expresion anterior es

n

1) = nlog(N) — (T,

i=1
y ahora haciendo la derivada respecto a A de esta expresién e igualando el
resultado a cero obtenemos que el estimador de maxima verosimilitud de A

€S
n

2 Ty
En el caso de que tengamos una muestra con censura tipo Iy T; ~ Exp()),

X:

la funcién de verosimilitud serd la dada en la expresion (2.1), donde 7 es el
numero de datos no censurados de la muestra. En el caso de la distribucién

Exp()), la funcién de verosimilitud con censura tipo II es

L(\) = ﬁ”l}exp [=ATi] (exp [-AT(»])"

con lo que la funcién de log-verosimilitud es
n! ,
I(A) = log (W) +rlog(\) — A ; rAT) — (n— 1) T
y el estimador de maxima verosimilitud del pardmetro A se obtiene calculando

la derivada de la anterior expresion respecto a A e igualando a cero, por lo
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que este estimador es

T
S Ty + (n—1)Ty

X:

3.2.2. Maxima verosimilitud para la distribucion Wei-

bull

Una variable aleatoria T tiene distribucion Weibull(\, 3) si tiene densidad
(L.2). En el caso del modelo Weibull(X, 3), no podremos calcular analitica-
mente las estimaciones mediante maxima verosimilitud de los parametros del
modelo, sino que deberemos recurrir a métodos numéricos para calcular di-

chas estimaciones. La funcién de verosimilitud para muestras completas con

distribucién Weibull(\, ) es

(AT;)"~" exp[—(AT))]

1

LA, B) = (AB)"

n
1=

y la funcién de log-verosimilitud es
[(\,B) = nlog(8) + Bnlog A+ (B—1)> logT, = Y (AT).
i=1 i=1

Los estimadores de maxima verosimilitud se obtienen resolviendo las ecuacio-
nes resultantes de igualar las dos derivadas parciales de [(A, 5) a cero. Como
resultado, el estimador de maxima verosimilitud de 3, se obtiene resolviendo

la ecuacion )
i T log T,

n B
> i1 1
y aunque no es posible obtener una solucion analiticamente, podremos cal-

I
=== logT;= 0, (3.4)
ﬁ n =1

cular £ utilizando métodos numéricos como el método de Newton-Raphson.
Una vez estimado el parametro de forma, obtendremos una estimacién para

el parametro de escala A mediante la expresion

A= (ﬁ) . (3.5)



34 Laura Martinez Fernédndez

La funcién de verosimilitud para muestras con censura tipo II de una distri-
bucién Weibull(A, 5) es la dada por la expresion (2.1). Entonces, su funcién
de log-verosimilitud es

I(N\,B) = logn!—log(n—r)! +rlog(X)

+(B—-1) Z log(AT(s)

- Z(AT@))B = (n —1)(AT()".

El estimador de maxima verosimilitud del pardametro de forma [ se obtiene
resolviendo la ecuacion
i1 Ty log Tey + (n = )T, log(Tiy)
r B 3
>ic1 Ty + (n = )T,

) 11
—E—;ZlogT@:O (3.6)
=1

y utilizando esta tltima, se obtiene que el estimador de maxima verosimilitud

del parametro escala A es

ol

r

Sy T(% +(n— T)T(/i)

P
Il

Es necesario utilizar métodos iterativos como el Newton-Raphson para obte-

ner las anteriores estimaciones.

3.3. Intervalos de confianza

Supongamos que T es una variable aleatoria con distribucién Weibull(\, ),
entonces los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros de la
distribucién, y B, son los obtenidos en las expresiones y |) res-
pectivamente. Una caracteristica salientable de los estimadores de maxima
verosimilitud es que son asintéticamente normales, es decir, que si A y B son

los estimadores de méaxima verosimilitud de los parametros escala y forma
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de la distribucion Weibull(A, ), respectivamente, entonces

A ~aproz N ()\, \/ Var(;\))

BNaprox N (Bv VCLT’(B)) )

donde \/ Var(\)y \/ Var () son los elementos diagonales de la matriz inversa
de la matriz de informacién de Fisher evaluada en A y 3. Por tanto, las

cantidades anteriores estandarizadas son

~aproz N (0,1) (3.7)
Var(S\)
y A
L”BA ~apron N (0,1). (3.8)
Var(p)

Los intervalos de confianza (1 — «) % bilaterales basados en los pivotes (i3.7))
y (3.8) son de la forma

(5\—23 \/ m),j\+2% \/ m))
<B—zg V:’f’(\B%B‘FZg\/V?r(\B));

respectivamente y donde zg es el cuantil de la distribucion normal estandar,

que esté tabulado y \/Var(A) y \/Var(3) son las raices cuadradas de las

estimaciones de los elementos diagonales de la matriz (1.9)).

3.4. Contrastes de hipdtesis basados en el test

de razén de verosimilitudes

Al realizar un contraste de hipdtesis, la idea bésica es trabajar con nuestra

muestra suponiendo que la hipdtesis nula Hy es cierta. Si la conclusion es
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que hay una gran diferencia entre la muestra y esta misma bajo Hy es que
rechazaremos Hy. Con esto se sigue que hay dos tipos de errores, rechazar
Hy cuando es cierta, al que llamariamos error tipo I, y aceptar Hy cuando
es falsa, al que llamariamos error tipo II. El nivel de significacién, denotado
por «a (suele utilizarse a = 0.05 6 o = 0.01), es la méxima probabilidad de
cometer error de tipo I y la potencia del test es la probabilidad de no cometer
error de tipo II. Estos contrastes estan basados en determinados estadisticos,
que resumen las caracteristicas del conjunto de datos a estudio. Los contrastes
comparan estos estadisticos con los valores de los estadisticos tabulados, que
dependen del nivel de significacion y si los estadisticos calculados superan a
los tabulados rechazaremos H,. Por ultimo, definiremos el p-valor, que es la
probabilidad calculada al asumir que la hipdtesis nula Hy es cierta, de que el
estadistico de contraste tome valores tan o mas extremos que los calculados
con la muestra sin restricciones. Si esta probabilidad es menor que nuestro

nivel de significacién, rechazaremos Hy.

Por otra parte, el test de razén de verosimilitudes es un contraste de
bondad de ajuste entre dos modelos y que nos sirve de herramienta para
comprobar si un modelo reducido proporciona la misma informacién que el
modelo sin restricciones. El estadistico del test de razén de verosimilitudes

es

A= —21(0) + 21(0),

~ ~

donde [(#) es la funcién de log-verosimilitud del modelo reducido y () es la
funcion de log-verosimilitud para el modelo sin restricciones. Ahora veremos
cémo se comporta el test de razén de verosimilitudes con los parametros de
la distribucién Weibull tanto para muestras completas como para muestras

ordenadas.
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3.4.1. Test de razén de verosimilitudes para el parame-

tro de forma [

Consideremos la hipdtesis nula

Hy: 3= B,

frente a la cual se pueden presentar distintas hipétesis alternativas: alterna-

tiva bilateral

Hy : B # po,

o bien alternativas unilaterales izquierda y derecha

Hy :B<By 6 H=p>p

Para un contraste de razoén de verosimilitud de la hipétesis nula, Hy,
frente a la hipotesis alternativa, Hy, necesitaremos el estimador de de maxima
verosimilitud de A y S bajo Hy. El estimador de maxima verosimilitud de (3
bajo Hy es B = 0y, v el estimador de maxima verosimilitud de X\ bajo Hy, X,
se obtiene al calcular la derivada parcial de I(\, By) respecto a A e igualandola

a cero, entonces
1

~ n %
A= [ =——— | .
ST

El estadistico del test de razon de verosimilitudes para contrastar H frente

a H, es entonces

~ ~ ~

A= =2I(X, Bo) + 2U(\, ),

donde \ y B son los estimadores de maxima verosimilitud del modelo sin res-
tricciones y que corresponden a las expresiones y respectivamente.
Las zonas de rechazo dependen de la hipdtesis alternativa considerada. Por
ejemplo, en el caso del contraste unilateral derecho, rechazaremos H, pa-

ra valores grandes de A, teniendo en cuenta que A tiene una distribucion
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aproximada x? bajo Hy. Para muestras con censura tipo I, tenemos que

Bo
X = -
(Z:1 Tiﬂo +(n— T)Tff;>

y una vez obtenido este valor, procederemos como en el caso de muestras

completas.

3.4.2. Test de razén de verosimilitudes para el parame-

tro escala A\

Consideremos las hipdtesis nula
H(] A= )\0,

frente a la cual se pueden presentar distintas hipdtesis alternativas: alterna-

tiva bilateral
Hy: X\ # Ao,
o bien alternativas unilaterales izquierda y derecha
Hi:A<X 6 H =XA> X

Para contrastar H, frente a H; tendremos que maximizar [(), 3) bajo
H,. Calculando la derivada parcial de [(\g, 3) respecto a § e igualando esa
expresion a cero tendremos la igualdad

n

E + nlog(Ao) + Zlog Z (MT)? log(AT}) = 0.
=1 =1

Esta ecuacion puede resolverse utilizando métodos iterativos que nos propor-
cionaran el estimador de maxima verosimilitud de § bajo Hy. El estadistico

del test de razén de verosimilitudes para contrastar H frente a H; es entonces

A= =20\, B) +21(\, B),
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donde \ y /3 son los estimadores de méxima verosimilitud del modelo sin
restricciones y que se corresponden con las expresiones y respecti-
vamente. Las zonas de rechazo dependen de la hipotesis alternativa conside-
rada. Por ejemplo, en el caso del contraste unilateral derecho, rechazaremos
H, para valores grandes de A, teniendo en cuenta que A tiene una distribu-
cién aproximada x? bajo Hy. Para muestras con censura tipo II, obtendremos
B resolviendo la ecuacion

r

6

Para resolver la ecuacion anterior utilizaremos métodos iterativos. Una vez

+ > log(AT)(1 = (AT(w)”) = (n = r) log(AT) (A Tir)” = 0.

=1

obtenido este valor, procederemos como en el caso de muestras completas.

3.5. Pruebas de bondad de ajuste

Una prueba de bondad de ajuste trata de contrastar la hipétesis nula
Hy : El conjunto de datos sigue un modelo con funcién de distribucion Fy(t).
Se pueden considerar los siguientes casos

1. El pardmetro (o parametros de la distribucién) es conocido. Se trata

entonces de una hipotesis nula simple.

2. El pardmetro (o pardmetros) no es conocido y es necesario obtener su

estimacién. Se trata entonces de una hipétesis nula compuesta.

Consideraremos tres contrastes diferentes basados en la funcién de distri-
buciéon empirica.
3.5.1. Contraste de Kolmogorov-Smirnov

El estadistico en el que se basa este contraste, D,, es

D, = sup|F(t) — Fy(t)l,
t
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donde F (t) es la funcién de distribucién empirica, la cual viene dad por
la expresion . Los valores criticos estan tabulados y rechazaremos H,
para valores grandes del estadistico D,,. Como este contraste estd basado
en el supremo, puede causar algiin problema, por lo que consideramos los

siguientes contrastes.

3.5.2. Contraste de Cramér-von Misses

Es un contraste que se basa en las diferencias entre Fy y la funcién de

distribucién empirica (3.3). El estadistico de contraste es

W2 [ (B0 - ROP (0,

[e.e]

Si trabajamos con muestras ordenadas, el estadistico de contraste es

1 1 <& 2 — 1712
'/‘/ 2 P — —_— . —_—
o 12n2 + n Z’il [FO(T(Z)) 2n } ‘

Los valores criticos estan tabulados y rechazaremos H para valores gran-

des del estadistico TW?2.

3.5.3. Contraste de Anderson-Darling

Este contraste también esta basado en las diferencias entre Fj y la funcién
de distribucién empirica (3.3)). Es una generalizacién del contraste de Cramér-
von Misses. El estadistico de este contraste es

° (F(t) — Fy(t))?
—oo Fo(t)(1 = Fo(2))

Los valores criticos estan tabulados y rechazaremos H, para valores grandes

del estadistico A2.
Estos tres contrastes solo son validos cuando trabajamos con muestras
completas. Para trabajar con datos censurados se pueden obtener los valores

criticos utilizando técnicas de remuestreo.



Capitulo 4

Software R

Antes de empezar a describir los paquetes y las funciones relacionadas
con la fiabilidad industrial disponibles en el software R hablaremos de las
funciones relacionadas directamente con la distribucién Weibull: dweibull
proporciona la funcién de densidad, pweibull nos da la funcién de distribu-
cién, qweibull nos da el cuantil y rweibull genera nimeros aleatorios con
distribucién Weibull con parametros especificados. Estas funciones se pueden
encontrar en el paquete stats. Tenemos que tener en cuenta que R utiliza
como pardmetro de escala para la distribucion Weibull(), B), « = A~! y que
en todas las funciones relacionadas con esta distribucion, se escribe primero
el parametro de forma (3 y a continuacién es pardmetro de escala A7, que
difiere de nuestra notacién. En cada secciéon utilizaremos como ejemplo el
conjunto de datos extraidos de la libreria FAmle, yarns, (véase Gamerman
y Lopes (2006) ), en el que se miden cien ciclos hasta el tiempo de fallo en
cristales de aviones. Para cargar los datos y poder trabajar con ellos en R

utilizaremos el cédigo

library(FAmle)
data(yarns)

datos=yarns$x

41
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4.1. Paquete Renext

Antes de cargar este paquete tendremos que tener instalados en R otros
paquetes como survival, mgvc o splines. El paquete Renext, mediante
la funcién fweibull, nos permitira calcular las estimaciones por méxima
verosimilitud de los pardmetros de la distribucion Weibull(X, 5) solo para
muestras completas. Mediante la funciéon weibplot, podremos representar un
conjunto de datos sobre escalas logaritmicas, dibujando los pares de puntos

(log(t), —log(1 — F(t))). La sintaxis de la funcién fweibull es
fweibull(x,info.observed = FALSE,check.loglik = FALSE)

donde los argumentos son

b'd vector de datos
info.observed matriz de informacioén observada
check.logik si es TRUE, la log-verosimilitud es

recalculada utilizando
dweibull con log=TRUE.

El resultado es una lista.
Los valores que devuelve esta funcion son

estimate estimacién por maxima verosimilitud
de los parametros.

sd desviacién estandar (asintética) de
las estimaciones.

cov matriz de covarianzas(asintética)
calculada a partir de la matriz de

informacién tedrica u observada.

Ejemplo 2. Calculo de las estimaciones por mdzima verosimilitud para el

conjunto de datos a estudio.



Métodos de inferencia para la distribucion Weibull

43

library(Renext)
fweibull (datos)
$estimate
shape scale
1.604368 247.915708
$sd
shape scale
0.125092 16.270475
$loglik
[1] -625.199
$cov
[,1] [,2]
[1,] 0.01564802 0.6371975
[2,] 0.63719754 264.7283432

La sintaxis de la funcién weibplot es

weibplot(x, plot.pos= "exp", shape= NULL, scale= NULL,
labels= NULL, mono= TRUE, ...)

donde los argumentos son

X vector de datos

plot.pos posicién respecto a la que se van a
representar los puntos.
Si es ’exp’ entonces F(x) en el punto
i se toma como i/n+l y si es ’med’ se
toma como (i-0.3)/(n+0.4).

shape pardmetro forma para una o mas lineas
que queramos representar (puede ser un

vector o un nflmero) .
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scale parametro escala para una o mas lineas
que queramos representar (puede ser un
vector o un nimero).

labels leyenda del grafico.

mono para que el grafico tenga color
(mono= FALSE) o en escala de grises
(mono= TRUE) .

otros argumentos.

A continuacion construiremos el grafico Weibull para nuestro conjunto de da-
tos valiéndonos de as estimaciones por maxima verosimilitud de los pardme-
tros de la distribuciéon Weibull(\, 8) calculados utilizando la funcién fweibull.

En este caso 1/\ = 247.9 y 3 = 1.6.

Ejemplo 3. Obtencion del grdfico Weibull para el conjunto de datos a estu-
dio.

library(Renext)
weibplot (datos,shape=1.6,scale=247.9)

Y de este grafico podemos deducir que los datos siguen una distribucion
Weibull y que por tanto la estimacion del parametro de escala es A = 0.004

y la del parametro de forma es 5’ = 1.6.

4.2. Paquete STAR

Antes de cargar este paquete tendremos que tener instalados en R otros
paquetes como survival, mgvc o splines. Este paquete nos permitira cal-
cular mediante la funcién weibullMLE las estimaciones por el método de
maxima verosimilitud de los pardmetros de la distribucion Weibull(\, B) y
nos permitira hacer estas estimaciones tanto para muestras completas como

para muestras con censura tipo II. Su sintaxis es
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075 0.95
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prob
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Figura 4.1: Grafico Weibull

weibullMLE(yi,ni=numeric(length(yi))+1, si=numeric(length(yi))+1,

shape.min= 0.05, shape.max= 5)

y sus argumentos son

yi vector de observaciones

ni vector que cuenta cada valor
de yi. Por defecto es
numeric(length(yi))+1.

si vector de datos no censurados.
Mirar comentarios.

shape.min el menor valor posible para el
parametro forma.

shape.max el mayor valor posible para el

parametro forma.

Comentarios:

En el caso de muestras completas se definird si como numeric(length(yi))+1,
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que es el valor por defecto, pero en el caso de muestras censuradas (en nues-
tro caso censura tipo II), reordenaremos la muestra con el comando sort
y definiremos si como c(rep(1,r),rep(0,n-r)), por lo que tendremos una
muestras ordenada con r datos no censurados y n — r datos censurados. Los

valores que devuelve esta funcién son

estimate los pardmetros estimados.

se errores estandar de cada
parametro.

logLik el maximo del logaritmo de

la funcién de maxima
verosimilitud.

r cédigo R de la funcidn que
devuelve el logaritmo de la
funcién de verosimilitud
relativa.

mll cédigo R de la funcidn que
devuelve el opuesto de
la funcién de log-verosimilitud
utilizando los logaritmos de los

parametros.

En cuanto a la aplicacion de esta funciéon con muestras que presentan cen-
sura tipo II, hemos detectado que si el porcentaje de datos censurados es
elevado, dicha funcion da errores y no calcula las estimaciones. Si la muestra

es completa funciona correctamente.

Ejemplo 4. Cdlculo de las estimaciones de mdxima verosimilitud para el

conjunto de datos a estudio.

library(STAR)
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weibullMLE(datos,shape.min=1, shape.max=5)
$estimate
shape scale

1.604369 247.915477

$se
shape scale
0.1218647 16.2860248
$loglik
[1] -625.199

4.3. Paquete Sim.DiffProc

Antes de cargar este paquete tendremos que tener instalados en R los pa-
quetes rgl, x1sx, x1lsx y rJava. Dentro de este paquete podremos encontrar
la funcién Ajdweibull, que nos proporcionara intervalos de confianza para el
modelo Weibull(X, B) cuando trabajamos con muestras de datos no censura-
das y la funcién testksdweibull , que es el contraste Kolmogorov-Smirnov

aplicado a la distribuciéon Weibull. La sintaxis para Ajdweibull es
Ajdweibull(x, starts= list(shape= 1, scale= 1), leve= 0.95)
donde sus argumentos son

X vector de datos observados.

starts lista con los valores iniciales
de los parametros de la
distribucidén para su estimaciédn.

leve nivel de confianza.
Los valores que devuelva esta funcion son

coef Coeficientes extraidos del modelo.



48 Laura Martinez Fernédndez

AIC Valor numérico correspondiente con
el criterio AIC.

vcov Matriz de de varianzas-covarianzas
estimada.

confint Una matriz(o vector)donde las columnas
proporcionan los limites de confianza
superior e inferior para cada parametro.
Estos son (1-leve)/2 y 1- (1-leve)/2

respectivamente.

Ejemplo 5. Obtencion de los intervalos de confianza basados en el test de
razon de verosimilitudes para los pardmetros de la distribucion del conjunto

de datos a estudio.

library(Sim.DiffProc)
Ajdweibull (datos$yarns,starts=1list (shape=1,scale=1),leve=0.95)
Coefficients:
Estimate Std. Error
shape 5.809887 0.31892806
scale 5.420565 0.06978147
-2 log L: 556.7529

$coef

shape scale
5.809887 5.420565
$AIC

[1] 560.7529
$vcov
shape scale

shape 0.101715109 0.007086121
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scale 0.007086121 0.004869454
$confint
2.5% 97.5 Y%
shape 5.201176 6.451196
scale 5.283088 5.557944

La funcién testksdweibull, que proporciona el test de Kolmogorov-Smirnov
para contrastar si un conjunto de datos sigue o no un modelo de distribucién

Weibull(), 5). Su sintaxis es
test_ks_dweibull(x, shape, scale)
donde los argumentos son

X vector de datos

shape parametro de forma.
Por defecto es 1.

scale parémetro de escala.

Por defecto es 1.
Los valores que devuelve son

statistic el valor del estadistico

del contraste.

p.value el p-valor del test
alternative describe la hipétesis alternativa.
data.name vector de caracteres queda el nombre

del conjunto de datos a estudio.

Ejemplo 6. Bondad de ajuste del conjunto yarns a la distribucion Weibull(1.6,1/247.9).
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library(Sim.DiffProc)

test_ks_dweibull(datos,1.6,247.9)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test
data: X

D = 0.0761, p-value = 0.6092.

Donde el p-valor es 0.5813, valor que supera el nivel de significacién, 0.05. Por
tanto, podremos afirmar que nuestro conjunto de datos sigue una distribucion

Weibull(1.6,0.004).



Capitulo 5

Simulaciones y aplicaciéon a

datos reales

5.1. Estudio de simulacion

En esta seccién realizaremos un estudio de simulacién sobre los intervalos
de confianza obtenidos a partir de la normalidad asintética de los estimadores
de méxima verosimilitud de los pardmetros de la distribucién Weibull(\, ).
Calcularemos la longitud, que es la diferencia entre extremo superior y el ex-
tremo inferior del correspondiente intervalo, y la cobertura, que es el niimero
de veces que el parametro real de la distribucion cae dentro del intervalo.
Para ello, fijaremos en 1000 el nimero de iteraciones de nuestro estudio. A
continuacién, generamos muestras Weibull de tamano n (con n igual 25, 50
y 100), con r datos no censurados (consideraremos r = 0.75n y r = 0.50n,
redondeando al entero mas préximo si fuese necesario), y elegimos los valores
A=1y B =0.5,1y 2 para los parametros de la Weibull. A continuacion, cal-
culamos la matriz de varianzas-covarianzas y mediante las raices cuadradas
de los elementos diagonales obtendremos los errores estandar de los pardame-

tros A y [, respectivamente. Después de este proceso, hemos obtenido los

o1
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resultados que se muestran en las tablas (5.1)) y (5.2). Hemos visto en el
capitulo 3, que los intervalos de confianza (1 — «) % bilaterales basados en

los pivotes (3.7)) ¥ (3.8) son de la forma

(5\— za'\/ m),S\—FZ% Y m))

y
(5= 25VVar(). o+ 25\ var())
donde \/ Var \/ Var ) son las estimaciones de las raices cuadradas de

los elementos dlagonales de la inversa de la matriz de informacién de Fisher,

que viene dada por

_ 2B 921(\,B)
N2 T oNB
I= ’
_ B 9N
BN B2 I(A,B8)=(A,5)

donde las respectivas derivadas parciales para muestras con censura tipo II

son (para muestras completas cambiamos r por n)

82 aG 5)— 5 —l-/\ﬁ (ZTﬂ n—rT{%)

ON? A2
Las expresiones de las derivadas parciales cruzadas coinciden y su expresién

S}

2
——aalig’ﬁm = —+Z ATi)? [V~ + BA* T log A]

+ﬁ)\ﬁ 1 ZlogT ) + ( \ T) [(/\T(r))ﬁ
=1

+B(NT ) log(NT(ry) + BX71.

Por ultimo

_ PN B)

o5 52 + Zlog (AT(5) (AT(i))” + (n — ) log? (AT ) (A T(hy)”.
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Después de obtener estas derivadas parciales, sustituiremos A por A y 3 por e

y calcularemos la matriz inversa, que seria la matriz de varianzas-covarianzas

—_—

Var(A)  Cov(), )

= — —_—

Cov(8,A)  Var(p)
Para obtener el errores estandar de \ y B , calculamos la raices cuadradas de
los elementos diagonales de esta tltima matriz. A la vista de las tablas (5.1)
y (5.2) podemos concluir lo siguiente:

= Las coberturas son buenas, se acercan a los niveles nominales, tanto

para muestras completas como para muestras censuradas.

» A medida que aumenta n, las longitudes de los intervalos se van hacien-
do méas pequenas. Para un mismo n, las longitudes de los respectivos
intervalos van creciendo a medida que aumenta el niimero de datos

censurados.
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Tabla 5.1: Longitud media y coberturas estimadas de los intervalos de con-

fianza para 5.

1—a: 0.950 0.900
I3 n r cob. long. cob.  long.
0.5 25 25 0.948 0.326 0.930 0.274
19 0.965 0.426 0.906 0.357
13 0.954 0.584 0.891 0.490
50 50 0.941 0.224 0.901 0.188
38 0.953 0.290 0.907 0.243
25 0.963 0.390 0.912 0.327
100 100 0.952 0.155 0.899 0.130
75 0.954 0.202 0.911 0.169
50 0.952  0.265 0.898 0.223
1 25 25 0.949 1.313 0.906 1.102
19 0.955 1.703 0.900 1.429
13 0.961 2.358 0.891 1.979
50 50 0.956 0.447 0.918 0.376
38 0.946  0.582 0.905 0.489
25 0.941 0.780 0.891 0.655
100 100 0.950 0.311 0.905 0.261
75 0.940 0.404 0.895 0.339
50 0.952  0.532 0.908 0.447
2 25 25 0.956 1.300 0.900 1.091
19 0.945 1.716 0.901 1.440
13 0.968 2.334 0.913 1.959
50 50 0.953  0.900 0.907 0.755
38 0.957 1.160 0.896 0.973
25 0.939 1.572 0.885 1.319
100 100 0.949 0.620 0.902 0.520
75 0.958 0.809 0.910 0.679

50 0.944 1.061 0.892 0.891
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Tabla 5.2: Longitudes medias y coberturas estimadas para los intervalos de

confianza para .

1—a 0.950 0.900
I5} n r cob. long. cob. long.
0.5 25 25 0.890 1.839 0.891 1.543
19 0.933 2.158 0.884 1.811
13 0.910 2.980 0.855 2.501
50 50 0.937 1.245 0.896 1.045
38 0.944 1.342 0.910 1.126
25 0.938 1.970 0.897 1.653
100 100 0.945 0.862 0.901 0.723
75 0.942 0.946 0.902 0.794
50 0.936 1.333 0.892 1.119
1 25 25 0.935 0.410 0.878 0.344
19 0.934 0.441 0.883 0.370
13 0.900 0.571 0.836 0.480
50 50 0.954 0.588 0.907 0.494
38 0.927 0.634 0.875 0.532
25 0.940 0.894 0.888 0.751
100 100 0.932 0.415 0.886 0.348
75 0.940 0.453 0.882 0.380
50 0.951 0.624 0.896 0.524
2 25 25 0.931 0.409 0.879 0.343
19 0.919 0.443 0.871 0.371
13 0.898 0.571 0.842 0.479
50 50 0.946 0.289 0.897 0.243
38 0.931 0.315 0.882 0.264
25 0.910 0.429 0.857 0.360
100 100 0.948 0.206 0.900 0.173
75 0.948 0.225 0.898 0.189
50 0.940 0.308 0.876 0.259
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5.2. Aplicacién a datos reales

Los datos que analizaremos en esta seccién proceden de una empresa de
la automocién y han sido estudiados con mas detalle en Hermida (2007).
Obtendremos los estimadores de maxima verosimilitud y los intervalos de

confianza obtenidos a partir de normalidad asintética.

Pieza 1

En este caso, tenemos un vector de tiempos de fallo en el que el porcentaje
de censura es enorme comparado con el de la no censura. En primer lugar,
construiremos el grafico Weibull correspondiente para ver si nuestro conjunto
de datos sigue o no una distribucién Weibull. El grafico aparece en la figura

(5.1). Viendo el grafico, parece que los datos se pueden ajustar mediante una

0.75 0.90
L1

0.50
1 1

prob
0.20 0.30

0.10
L

50 100 200 500

T_0)

Figura 5.1: Grafico Weibull para pieza 1.

recta, por lo que podemos afirmar que nuestro conjunto sigue una distribucion
Weibull. Los parametros estimados por el método de maxima verosimilitud

de Ay 8 son 3.58 .107% y 0.82, respectivamente. Ahora, nos queda calcular
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Tabla 5.3: Intervalos de confianza para \ y (.

1-a=095 1—a=0.90
B (052,1.12)  (0.57,1.07)
A (0,1.78.1077) (0,1.55.1077)

los intervalos de confianza, que en este caso son los correspondientes a la
tabla ([5.3)).

Observamos que los intervalos correspondientes a [ contienen al uno, por
lo que no podemos concluir si en nuestro conjunto de datos se ha producido
un fallo de fabricacion, fenémenos aleatorios o envejecimiento. La longitud

de los intervalos de confianza correspondientes a A es muy pequena.

Pieza 2

Como en el apartado anterior, disponemos de un vector de datos donde
el porcentaje de censura es enorme comparado con el de la no censura. Como
estamos trabajando con tiempos de vida, solo consideraremos aquellos datos
que sean estrictamente mayores que cero. En primer lugar, construiremos el
grafico Weibull correspondiente para ver si nuestro conjunto de datos sigue
o no una distribucién Weibull. El grafico es el qu aparece en la figura .

Parece que los datos se pueden ajustar mediante una recta, por lo que
podemos afirmar que nuestro conjunto sigue una distribucion Weibull. Ahora
nos falta estimar los parametros de la distribucion. Los pardmetros estimados
por el método de méxima verosimilitud de A y 38 son 2.90 .1078 y 0.78,
respectivamente. Ahora, nos queda calcular los intervalos de confianza, que

en este caso son los correspondientes a la tabla ((5.4)).



58 Laura Martinez Fernédndez

0.75 0.95

prob

0.10 0.20 0.40

20 50 100 200 500

T_(0)

Figura 5.2: Grafico Weibull para pieza 2.

Tabla 5.4: Intervalos de confianza para A y [3.

l1-a=095 1—a=0.90
B (0.67,0.88)  (0.69,0.87)
A (0,7.28.107%) (0,6.57.107%)

A la vista de los intervalos correspondientes a 3, concluimos que ninguno
de ellos contienen al 1, por lo que estaremos ante una situacién de mortalidad
infantil, debida a defectos de fabricacion o a errores en el control de calidad.

Observamos también que la longitud de los intervalos de A es muy pequena.
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