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Resumen

El presente estudio de simulacién tiene por objetivo estimar la tendencia
de un conjunto de datos con dependencia espacial de manera paramétrica
y no paramétrica. Para ello se efectiia un plan de simulacién consistente
en diferentes escenarios en los que varia la dependencia espacial por medio
del rango y del nugget, parametros ambos de la funcién de covarianza. Las
estimaciones de la tendencia por los diferentes métodos y en los diferente
escenarios se compara mediante el error cuadratico medio integrado (MISE),
lo que permite determinar no sélo su exactitud y su precisiéon, sino también
comparar el efecto de variar las condiciones de dependencia espacial. Final-
mente, la evidencia sugiere que la estimacién no paramétrica puede ser una
buena opcién en casos en los que nada se sabe sobre el modelo de tendencia
de los datos observados.
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Introduccion

Una problema importante en la mayoria de las investigaciones cientificas
es la formulacion de modelos estadisticos que representen adecuadamente
el fenémeno aleatorio en estudio. En muchos casos, la utilizacién de mo-
delos sencillos que supongan que las observaciones de dicho fenbmeno han
sido tomadas bajo condiciones idénticas e independientes unas de otras no
es adecuado. La falta de homogeneidad en los datos suele ser modelada a
través de la suposiciébn de una tendencia no constante. Por otra parte, si
existe evidencia para pensar que los datos cercanos en el espacio o en el
tiempo son mas semejantes que aquellos que estan alejados, es decir, que los
datos puedan presentar dependencia espacial y/o temporal, resulta mas con-
veniente emplear modelos que exploten adecuadamente dicha componente
espacial o espacio-temporal. Si bien estos modelos han recibido mucha aten-
cion por la comunidad estadistica en los taltimos anos debido sobre todo a su
interés practico, resulta llamativo el escaso niimero de aportaciones donde el
principal objetivo sea la realizacién de inferencia estadistica en dichos mode-
los cuando se supone la existencia de una funciéon media o tendencia. En este
trabajo nos centraremos en la estimacion de la tendencia de modelos con de-
pendencia espacial y/o espacio-temporal utilizando técnicas no paramétricas
de tipo polinémico local. Estas técnicas no paramétricas no presuponen un
modelo funcional paramétrico para dicha funcién tendencia. Por otra parte,
en la practica, para poder realizar estas estimaciones sera necesario estimar
también de alguna manera la dependencia entre las observaciones. Para ello,
serd necesario formular modelos adecuados. Con el objeto de realizar un es-
tudio lo mas completo posible, utilizaremos varios modelos de dependencia
parametricos y los compararemos con un modelo no paramétricos. La uti-
lizaciéon de estas técnicas no paramétricas, tanto para estimar la tendencia
como para estimar la dependencia espacial o espacio-temporal, proporcionara
una mayor flexibilidad en la estimacién y esperamos unos mejores resulta-
dos en la practica. Otros problemas inherentes a los métodos de estimacion
no paramétricas como la seleccién del parametro de suavizado seran tam-
bién tratados. Por dltimo, se aplicaran estas y otras técnicas a conjuntos de
datos mediante estudios de simulacién, lo que conllevaré que sera necesario
la elaboracién de software adecuado para poder llevar a cabo este cometido.
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Capitulo 1

Conceptos de Geoestadistica

1.1. Introduccién

De manera general, datos espaciales son aquellos que tienen asociada
una localizacion en el espacio. Consecuentemente, y ampliando la idea ante-
rior, un dato espacio-temporal es simplemente la observacién de una variable
en cierta localizacion espacial considerando al tiempo como coordenada adi-
cional. Este tipo de datos es muy comun en las ciencias de la tierra (geologia,
meteorologia, oceanografia, paleontologia...), pero también en otras areas
del conocimiento tales como epidemiologia, geografia, ecologia, astronomia,
ciencias agricolas, etc.

Las variables espacio-temporales de interés pueden ser continuas o dis-
cretas, y se presupone que existe correlacion entre dos variables que tengan
asociada distinta referencia geogréfica. La idea fundamental con este tipo
de datos es que las observaciones mas cercanas son mas parecidas entre si,
y conforme éstas se distancian, la correlaciéon entre las variables tiende a
disminuir, anulandose en algiin momento.

Se le llama estadistica espacial al conjunto de modelos y métodos que
tienen por objetivo el analisis de datos espacialmente referenciados. Dentro
de la estadistica espacial misma, se le llama geoestadistica al conjunto de
métodos y modelos para el estudio de datos espaciales con las siguientes
caracteristicas: 1) Los valores de la variable se observan en un conjunto
discreto de localizaciones muestrales dentro de alguna region espacial. 2)
Cada observacion es una medida de (o esté relacionada directamente con) un
fenémeno espacial continuo en las correspondientes localizaciones muestrales
[1].

La geoestadistica puede considerarse una rama de las matematicas apli-
cadas cuyos origenes se remontan a principios de la década de 1950. Las
primeras aportaciones las hizo el ingeniero de minas D.G. Krige y el es-
tadistico H.S. Sichel, en Sudéafrica, en un intento por mejorar los métodos
para calcular las reservas en las minas de oro. Posteriormente, sus técnicas
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10 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE GEOESTADISTICA

llamaron la atencién de los ingenieros de minas franceses, en especial de
Georges Matheron, quien formaliz6 los conceptos de Krige en el marco de la
Teoria de las Variables Regionalizadas |2].

1.2. Procesos Espaciales

Los datos geoestadisticos pueden tener dependencia espacial, temporal,
o ambas. En muchos casos, ademés, este tipo de datos suelen ser multivari-
antes.

Sea DC R% un dominio espacial d-dimensional. Puede pensarse para fines
practicos en d = 3. Para un conjunto de localizaciones x,, € D, a un tiempo
ta, con a = 1,2,3,...,n., se pueden realizar mediciones de varios atributos
fisicos z¢,, donde i = 1,2,3,...N. No obstante, considérese por un momento
que la componente temporal no se tiene en cuenta y que sélo se mide un
atributo fisico en cada localizacion espacial (que corresponde al caso N = 1).
De esta manera se tiene una observacién z en cada localizacién x, lo que
se representa por medio de z(x,). Si z esta definida en cada punto de D,
entonces decimos que z es una variable regionalizada (VR). Méas aun, puede
pensarse que cada valor z(x,) es una realizaciéon de una variable aleatoria
(VA) Z(x,) , con lo que el conjunto {z(x),x € D} es una realizacién de un
conjunto infinito de variables aleatorias. A este conjunto infinito de variables
aleatorias {Z(x),x € D} se le denomina funcidn aleatoria o proceso espacial
(PE).

Considérese un vector de posicion arbitrario xg en el dominio D (que
puede o no formar parte de una muestra). La variable aleatoria correspondi-
ente, Z(xo), genera valores z(xg) de acuerdo con su funciéon de distribucion

Fy,(2) = P(Z(x0) < 2).

Asi mismo, en el caso de n variables aleatorias asociadas a n vectores de
posicién, la funcién de distribucién se expresa como

Fxp,ooxn (21, s 2n) = P(Z(x1) < 21, ..., Z(%x5) < 2p). (1.2.1)

Este modelo general constituye la ley espacial de probabilidad de Z(x) y
permite describir multiplicidad de procesos en la naturaleza. No obstante, en
la préactica es imposible determinarla, pues al considerar muestras finitas de
n posiciones espaciales solo se tiene una realizacion parcial {z(x1), ..., 2(x,)}
del PE Z(x). Resulta necesario entonces hacer algunos supuestos que per-
mitan realizar inferencias [2].

Por lo general, en las aplicaciones geoestadisticas resulta suficiente esti-
mar los momentos de Z(x) hasta de segundo orden, ademas de que en la
mayoria de los casos la informacién disponible no permite inferir momentos
de orden superior [3].
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El momento de primer orden de Z(x) es la esperanza, definida como
m(x) = E[Z(x)]. (1.2.2)
Los momentos de segundo orden que se consideran son

= La varianza de Z(x)
*(x) = Var(Z(x) = E [{Z(x) - m(x)}*]  (1.23)
= La covarianza entre Z(x;) y Z(x;)
Cov(Z(x:). Z(x;)) = E [{Z(xs) — m(xi)} {Z(x}) — m(x;)}] (1.2

= El semivariograma
WZ(x), 205) = yVar [20x) — Z05)]. (125)

1.2.1. Procesos Espaciales Estacionarios

Se dice que el PE Z(x) es estrictamente estacionario en D si la funciéon
de distribucion (1.2.1) es invariante ante traslaciones; es decir, que dado un
conjunto de n puntos{xy, ..., X, } y para algin vector h, se cumple que

Fxl,...,xn (217 ceey Zn) - Fx1+h,...,xn+h(zla ceny zn)7

lo que significa que si se cambia la configuracién de puntos en una determi-
nada direccién, la distribucién miltiple no se altera. Dado que usualmente
se trabaja con los momentos hasta de segundo orden, tiene sentido practi-
co acotar y relajar la hipotesis de estacionariedad estricta a estos primeros
momentos.

Se dice que Z(x) es estacionaria de seqgundo orden en D si

1. Su valor esperado existe y es el mismo para cualquier x
EZ (x)]=m (1.2.6)

2. Para cualquier par de variables, Z(x), Z(x + h), existe la covarianza y
s6lo depende del vector de separacién h

Cov(Z(x),Z(x+h)) = C(h). (1.2.7)

La condicién (1.2.7) implica que la varianza existe, es finita y no depende de
X, pues

02 =C(0) = Var(Z(x)). (1.2.8)



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS DE GEOESTADISTICA

Adicionalmente, el semivariograma también es estacionario y cumple la si-
guiente relacién con la funcién de covarianza

+(h) = v(Z(x), Z(x + h)) = %E (Z(x +h) — Z(x))? (1.2.9)

— C(0) - C(h),

con lo que cualquiera de ambas funciones permite caracterizar la depen-
dencia espacial del proceso.

Existen algunos PE que representan a fenémenos fisicos con una capaci-
dad de variaciéon préacticamente ilimitada, por lo que para estas funciones
no esta definida la varianza ni la covarianza. Sin embargo, es posible que
sus diferencias Z(x + h) — Z(x) tengan varianza limitada; es decir, que las
diferencias sean estacionarias de segundo orden.

Asi, se dice que un PE es estacionario intrinseco en D si

1. El valor esperado de las diferencias cumple que
ElZ(x+h)—-Z(x)]=0 (1.2.10)
2. La varianza de las diferencias es finita y esté4 dada por
Var[Z(x+h) — Z(x)] = 2vy(h) (1.2.11)

Por lo anterior, si un PE tiene varianza finita, eso implica que sus diferencias
también tendran varianza finita; es decir, que si un PE es estacionario de
segundo orden también sera estacionario intrinseco. En contraparte, si un PE
es estacionario intrinseco, no podemos asegurar que también sea estacionario
de segundo orden [2][3].

En este capitulo nos centraremos en el caso de media constante. El caso
general se comentard mas adelante.

1.3. Funcién Variograma y Covarianza

I es una de las herramientas mas importantes en la geoes-

El variograma
tadistica, pues es la base para caracterizar la estructura de dependencia

espacial de algin PE.

! Aunque estrictamente hablando no son lo mismo, es comiin referirse al semivariograma
como variograma.
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Figura 1.3.1: Semivariograma .
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1.3.1. Variograma y Covarianza Tedricos

La descripcion espacial de un PE, Z(x), puede hacerse por medio de sus
diferencias o incrementos Z(x +h) — Z(x). En este sentido, puede decirse
que el variograma teorico se define a partir de la condicién de estacionariedad
intrinseca, dada por las ecuaciones (1.2.10) y (1.2.11).

Puede observarse, por definicion, [ecs. (1.2.5), (1.2.9)], que el variograma
~ cumple que

= Es siempre positivo o cero, si es que se evaltia en el origen

= Es una funcién par

7(=h) = ~(h)
» El variograma aumenta méas lentamente que ||h||?,

v(h)

lfim —0
|Ih]| oo ||h][?

La forma tipica de un variograma acotado se muestra en la Figura 1.3.1.

= Al valor que acota superiormente al variograma se le denomina sill o
meseta. Si la variable Z(x) es estacionaria de segundo orden, entonces
la meseta coincide con Var(Z(x)).
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» Al valor de ||h|| a partir del cual el valor del variograma es constante
e igual a la meseta, se le denomina rango. Para ||h|| mayores que el
rango, Z(x) y Z(x + h) son incorrelacionadas.

» Tedricamente, v(0) = 0. Sin embargo, en la practica suele ocurrir que
im0 v(h) # 0. A esta desigualdad en el origen se le denomina
efecto nugget o pepita. Su existencia se debe a variaciones espaciales a
distancias menores que el intervalo de muestreo mas pequeno.

= A la diferencia entre la meseta y el nugget se le denomina sill parcial
(psill) o meseta parcial.

Por su parte, la funcién de covarianza o covariograma se define a partir de
la condicion de estacionariedad de segundo orden, dada por las ecs. (1.2.6)
y (1.2.7). Con respecto a esta funcion, puede decirse que

» Esta es una funcién acotada superiormente por la varianza, es decir,
|C(h)| < C(0).

s Al igual que con el variograma, la covarianza es una funcién par,

C(=h) = C(h),
pero, a diferencia de la primera, ésta si puede adquirir valores negativos.

= En ocasiones suele dividirse la covarianza entre la varianza, dando lu-
gar a la funcidn de correlacion o correlograma,

C(h)

p(h) = C(0)’

expresion que estd acotada entre 1y -1.

Es interesante mencionar que a partir de una funcién de covarianza es posi-
ble deducir una funcién variograma por medio de la ecuacion (1.2.9); no
obstante, lo contrario no siempre es posible debido a que el variograma no
siempre es acotado [2|. De cualquier manera, se pefiere usar el estimador
del variograma por poseer menor sesgo en comparacién con el estimador
del covariograma [4]. Ademaés, si la media no es constante y no se elimina
adecuadamente, pueden producirse malas estimaciones del covariograma.

La funcién de covarianza debe ser semidefinida positiva; es decir, que la
funcién C'(h) involucrada en el calculo de la varianza de una combinacion
lineal de n + 1 VA Z(x,) estacionarias debe ser positiva:

Var {ZowaZ(xa)} = Z ZwawﬁC(xa —-x3) 20, (1.3.1)

a=0 =0
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para cualesquiera vectores X, y pesos w,. Lo que permite garantizar que la
varianza de la combinacion lineal de cualquier subconjunto de VA, de una
PE, sea positiva, es que la suma de los pesos w, sea igual a cero. Asi, si
> o _oWa = 0, la varianza de una combinacion lineal de VA intrinsecamente
estacionarias se define por

Var {E:OwaZ(Xa)} =— Z Z wawpy(Xa —xg) = 0, (1.3.2)

a=0 =0

pues, evidentemente, al no existir la covarianza para PE intrinsecos, la ex-
presion (1.3.1) debe quedar en términos del variograma ~. Por lo anterior,
decimos que —v es condicionalmente semidefinido positivo, o bien, que v es
condicionalmente semidefinido negativo |2].

1.3.2. Anisotropia

Si la estructura espacial s6lo depende de la norma de h y, por tanto, es
independiente de su direccion, se dice que Z(x) es isotrdpica. Cuando no sélo
depende de la norma de h, sino que el variograma es diferente considerando
diferentes direcciones, Z(x) es anisotropica.

Se le conoce como anisotropia geométrica a aquella situacién en la que, al
variar la direcciéon en el espacio, varia también el rango del variograma. Este
tipo de anisotropia puede corregirse mediante un cambio de coordenadas
adecuado.

Por otra parte, la anisotropia zonal es aquella en la que al variar la direc-
cién varia también el valor de la meseta. En estos casos, es comun considerar
una combinacién de variograma isotrépico en cierta direccion, v1, y agregar
un variograma anisotrépico geométrico, o, de tal manera que no influya en
la direccién de ;. De esta manera, el PE resultante sobrepone dos procesos
incorrelacionados, Z(x) = Z1(x) + Za(x) [2].

1.3.3. Estimaciéon del Variograma

Para obtener un modelo de variograma que describa adecuadamente la
dependencia espacial de los datos, habitualmente se procede de acuerdo a lo
siguiente:

1. Estimacién preliminar del semivariograma usando algin tipo de esti-
mador experimental.

2. Ajustar un modelo valido de semivariograma a las observaciones pre-
liminares, ya que éstas, normalmente, no pueden usarse directamente
en la prediccién espacial.

3. Validacién del modelo.
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Considérese una variable regionalizada z(x) en el dominio D. Sean z, y 23
los valores de la VR en los vectores de posicion x, y Xg, respectivamente.
Se define la disimilaridad, ~v*, entre estas dos cantidades, mediante

1 2

Vap = §(Za — 23) (1.3.3)

Més atun, puede pensarse en el vector resultante de la diferencia de ambos
vectores, h = x, —Xg, y expresar la dismiliaridad (1.3.3) en términos de éste,
obteniéndose

77 (0) = 5 (2% + 1) — 2(xa))?

es decir, que la disimilaridad depende de la orientacién dada por h. Eviden-
temente, la disimilaridad entre z, y z3 debe ser la misma que entre zg y za;
o bien, en otras palabras, que la disimilaridad es independiente de considerar
el vector h o—h. Decimos entonces que la disimilaridad es simétrica:

7' (=h) = 7" (h).

La idea de disimilaridad entre dos valores z, y zg puede extenderse a
todos los pares de valores de z(x) en las diferentes posiciones muestrales.
Esta idea generalizada consiste en calcular la disimilaridad promedio entre
todos los pares de valores de z(x) cuya diferencia de sus correspondientes
vectores de posicién sea un vector h en particular. Formalmente, se dice
que se calcula el promedio de la disimilaridad v*(h) para una clase dada
de vectores w. Los vectores pertenencientes a la clase w se caracterizan por
tener la misma norma y direccién dentro de los mérgenes de cierta tolerancia
establecida.

De esta manera, se define el variograma experimental como

v (wq) =

; Z {z(xa + 1) = 2(xa)}?, (1.3.4)
=1

2N,
a=

siendo h € @, y n. el nimero de pares de vectores de posiciéon cuya diferencia
es h. La ecuacion (1.3.4), propuesta por Matheron en 1962, se considera
el estimador clasico del variograma teoérico. No obstante que es insesgado,
tiene poca robustez, lo que es entendible debido a que es esencialmente una
media muestral. Por esta razén, Cressie y Hawkins propusieron en 1980 un
estimador alternativo méas robusto [2][5].

En la practica, lo usal es considerar vectores h cuya norma sea menor
que la mitad del diametro del dominio en cuestion. Con respecto a la region
de tolerancia para h, esta debe ser lo suficientemente grande como para que
no aparezcan inestabilidades; en este sentido, se recomienda que el niimero
de aportaciones a la estimacion en un salto de h sea al menos de 30 [6].
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Figura 1.3.2: Variograma exponencial, con a = b = 1. El rango efectivo se
alcanza en |h| = 3.
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1.3.4. Modelos de Variograma

Los semivariogramas experimentales no siempre satisfacen las propiedades
de una funcién de semivariograma, razén por la que se suelen ajustar semi-
variogramas teoricos validos.

El variograma se puede caracterizar mediante una funciéon de covarianza
continua. Si el variograma es finito y limitado por un valor v(c0), podemos
expresar entonces una funciéon de covarianza por medio de

C(h) =v(c0) —y(h).

En la practica es comun encontrar variogramas experimentales para los
que, a partir de cierto valor de ||h||, sus estimaciones parece fluctuar alrede-
dor de un valor constante. A este tipo de variogramas experimentales se les
puede ajustar un variograma tedrico como el de la figura 1.3.1, lo que en
esencia es una funcion de covarianza:

7(h) = b— C(h),

donde b = C(0) es el valor de la funciéon de covarianza en el origen.
A continuacién se presentan algunos modelos de covarianza utilizados
comunmente en casos de PE isotropicos.

= Ffecto nugget.

Crone(h) = b |h]|=0
na 0 |h>0’
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con b > 0. El correspondiente variograma es b — C,,,4(h), cuyo valor es
0 en el origen y b fuera de él.

= Fzponencial

1
Comn®) = b exp (=1 ).

con a,b > 0. El variograma correspondiente se aproxima asintotica-
mente a b, por lo que en la préictica se considera como rango efectivo
aquella norma ||h|| para la cual se ha alcanzado el 95% de C(0). El va-
lor del rango efectivo es 3a. La figura 1.3.2 representa tanto la funcion
de covarianza como el variograma, en el caso particular de a = b = 1.

» FEsférico

a3

0 [|h|| > a

p(1— 3lbl 1]h[3 0 < |Inll <

En este modelo, a representa el rango y b el maximo valor de la cova-
rianza. Asi, el variograma correspondiente crece hasta llegar al rango, a
partir del cual cambia de valor abruptamente haciéndose constante en
b. La figura 1.3.3 representa la funcién de covarianza y el variograma
para el caso a = b= 1.

s Modelo Matern o K-Bessel

Chtatern(h) = wa @')K ('2") ,

donde @ > 0, kK > 0, I" es la funcién gamma, y K, es la funcién de
Bessel modificada de segundo tipo de orden k.

Este modelo resulta particularmente interesante y muy flexible para
modelar variogramas que tiendan mas o menos rapido hacia la meseta,
lo que se consigue variando el valor de k, que se conoce como pardmetro
de suavizado. En particular, si Kk = 0.5 se obtiene el modelo de co-
varianza exponencial. Con valores de x mayores que 0.5 se consiguen
variogramas que tienden més lentamente hacia la meseta, es decir, son
modelos que consideran un mayor rango de dependencia. Contraria-
mente, para valores de x menores que 0.5 se consiguen variogramas
que tienden mas rapidamente hacia la meseta, lo que significa que se
consiguen modelos que consideran menores rangos de dependencia |7].

Existen muchos otros modelos de variograma, que en general pueden
dividirse en acotados y mo acotados. El modelo exponencial y esférico son
ejemplos de variogramas acotados, pero dentro de esta categoria puede men-
cionarse también al modelo lineal con meseta, al modelo circular, modelo
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Figura 1.3.3: Variograma esférico con a = b = 1. A partir de |h| = 1, el
variograma es constante e igual a b.
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I

gaussiano, y al modelo de efecto agujero. Hay otros casos en los que la va-
rianza aparenta incrementarse sin limite. Incluso, si se toman intervalos mas
pequenos siempre queda variaciéon sin explicar. Un ejemplo de esto es el mo-
delo nugget, ya que toda la varianza se encuentra dentro de un intervalo de
muestro més pequeno. Para ver estos y otros modelos, véase, por ejemplo,
la obra de J.P. Chiles |7].

1.3.5. Meétodos de Ajuste del Variograma Experimental, Cri-
terios de Seleccion y Validacion

Para ajustar un modelo de variograma suele utilizarse la aproximacion
por minimos cuadrados. Sea 6 el vector de parametros del variograma, y
sean 4 = (Y(hy),...,5(h))t v v(0) = (v(hy,0),...,v(hg, 0)) los vectores
que representan el variograma experimental y el variograma teérico en los
vectores h;, respectivamente. Entonces, el método de minimos cuadrados
consiste en los siguientes:

s Minimos Cuadrados Ordinarios.
Este criterio supone que los residuos estan normalmente distribuidos,
que son independientes y que las semivarianzas estimadas poseen igual
varianza. Asi, se elige 6 de tal manera que se minimice la expresion

(5 = 7(0))" (5 —(0)).

= Minimos Cuadrados Generalizados
En el caso de variables dependientes, este criterio escoge 6 de tal ma-
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nera que minimice

(5 = 20)'V(O) (5 —(8)),

donde V() es la matriz de covarianza de 4. No obstante, en la practica
es dificil de obtener o aproximar.

s Minimos Cuadrados Ponderados
Suponiendo que las varianzas de 4 no son iguales, este criterio busca
aquél € que minimice

(5 =2 (0) WO (5 = 7(0)),

donde W (#) es una matriz diagonal cuyos valores son las varianzas de
4. Explicitamente, se minimiza

Y(h;) — y(hj,0))?
T 1

sin embargo, el problema es que Var [§(h;)] casi siempre se desconoce.

Cressie propone una alternativa al estimador de minimos cuadrados pon-
derados, demostrando que una buena aproximacién consiste en reemplazar
Var [§(h;)] por [y(h;,0)]?/N (h;), dando asf mayor peso a las semivarianzas
que se esperan menores [8]. Si 4 se evalua en en un conjunto finito de vectores
h;, se escoge 0 tal que minimice

ij(@[‘r(hj) —7(hy, 0)]%,

siendo w;(0) = |N(hy)|/v(hy,0)*.

Otra forma de proceder en cuanto al ajuste de un modelo valido consiste
en la estimaciéon por maxima veorsimilitud. Este método es muy conocido
en la inferencia estadistica paramétrica, aunque su empleo en geoestadisti-
ca ha sido relativamente reciente (mediados de 1980). Si suponemos que la
distribucién de los datos es normal, se puede deducir facilmente la expresiéon
de la funcién de verosimilitud y obtener las estimaciones de los pardmetros
buscando los valores que la maxmizan. Para mas detalles, vease la obra de
Cressie[5].

La validacion del modelo de variograma puede hacerse de varias maneras.
Una de ellas es usando el método leave one out, que consiste en quitar un
elemento de la muestra y predecir el valor en ese punto (mediante kriging)
con el modelo de variograma obtenido, procediendo de la misma manera

2Otra alternativa es considerar los pesos w; () como |N(h;)|/4(h;)?, ya que en la forma
primeramente mencionada los pesos dependen de #, con lo que al minimizar la ecuacién
(1.3.5) se maximizan también las varianzas.
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para los demas puntos de la muestra. Al final del procedimiento se obtiene
un mapa de las diferencias entre los valores reales y estimados. Si el modelo
de variograma reproduce correctamente la estructura espacial de los datos,
entonces dichas diferencias deberan ser cercanas a cero [3].
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Capitulo 2

Estimacion de la tendencia

En este capitulo se tratara la estimacion de la tendencia en un conjunto de
datos espaciales. Una primera aproximacioén al problema consiste en proponer
modelos paramétricos de la tendencia y estimar los coeficientes de la misma
planteando un problema de regresién lineal. Otra forma de proceder, no
obstante, es de manera no paramétrica, estimando la tendencia en cada punto
del dominio de definicién por medio de algin estimador local.

2.1. El Modelo General

Considérese una variable respuesta Y = Z(X) cuya dependencia radica
en un vector de coordenadas X€R? mismas que pueden representar una
linea si d = 1, o un plano si d = 2. De manera general, el modelo para Y se
descompone en una parte deterministica y otra residual de la forma

Yi=m(Xy)+e, i=12 .. n. (2.1.1)

donde m(X), conocida como funcién de tendencia o deriva, da cuenta de
la variabilidad a gran escala. A su vez, €(x) representa el comportamiento
local o evolucién a pequena escala, siendo un proceso de media cero, varianza
constante y con funcién de covarianza que depende de la diferencia entre las
posiciones en cuestion; es decir,

Var(e)X;) = o2, (2.1.3)
CO’U(GZ', 6j|XZ‘, Xj) = 0'2p(Xi — Xj). (2.1.4)

Denominaremos al modelo 2.1.1 modelo general.

23
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2.2. Estimador paramétrico

Uno de los modelos mas utilizados en estadistica para el caso de datos no
homogéneos es el modelo clasico de regresion lineal. Sea Z(x) una funcion
aleatoria definida en un dominio D, y exprésese de la siguiente manera:

Z(x) =) xj(x)B; + e(x);

M-

7=0
es decir, que expresamos la funcion aleatoria Z(x) segtn (2.1.1), consideran-
do que m(x) = Z?:o zj(x)p;, con = {fo, ...,Bp}t un vector desconocido
de coeficientes, {xj,j7 =0,...,p} un conjunto de variables explicativas y e
es un proceso de media cero y, en principio, incorrelacionado y de varianza
constante.

Supongase que el objetivo es la estimacion eficiente de la tendencia, o
bien, la estimacién 6ptima de los pardameros de la variacién a gran escala,
B, a partir de las observaciones disponibles en un conjunto de posiciones
espaciales {xi,...,X,}. Puede entonces escribirse el sistema de ecuaciones
correspondiente de manera matricial como

Z=Xf3+e, (2.2.1)

siendo Z = {Z(x1), ..., Z(x,)}, X la matriz de disefio y € = {e(x1), ..., e(x)}'.
Suponiendo que los errores son incorrelacionados, de media cero y va-
rianza constante o2, el mejor estimador lineal insesgado de 3 es

Bois = (X*X) ™' X*2Z; (2.2.2)

no obstante, si los errores no tienen varianza constante o no son incorrela-
cionados, como ocurre en una situacién de dependencia espacial, es posible
encontrar un mejor estimador de 5. Supongase entonces que los errores tienen
matriz de covarianza 023, siendo X la matriz de correlaciéon de los errores.
En lugar de la ecuacion (2.2.2), se tiene que la mejor estimacion de [ es

Bas = (XPE1X) 7 X212, (2.2.3)
que se conoce como el estimador por minimos cuadrados generalizados.

Factorizacion Cholesky. En efecto, en el contexto de regresiéon por mini-
mos cuadrados generalizados, la ecuacion (2.2.3) surge como solucion
de minimizar

(Y - X821 (Y -XB). (2.2.4)

Noétese que en el caso en el que se supone que los errores son in-
dependientes e incorrelacionados, ¥ = I, dando lugar a la solucién
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(2.2.2). Ahora, puesto que 0?Y es la matriz de covarianza de los er-
rores, ésta debe ser no singular y definida positiva. Asi, es posible
encontrar mediante factorizaciéon Cholesky una matriz triangular S,
tal que ¥ = SS*. Sustituyendo esta expresion en la expresion (2.2.4) y
desarrollando, se obtiene que

(S7'Y —57'Xp)" (S'Y — 571Xg).
Llamando a S7'Y =Y’ y S71X = X/, se tiene que

(Y’ —X'ﬁ)t (Y’ —X’ﬁ),

. . ., . /
es decir, que ahora se realiza la regresion sobre las nuevas variables Y
/ L. / / ’ .
y X . Es facil ver que los nuevos errores ¢ =Y — X 3 son incorrela-
cionados y de varianza constante:

Var(€) = Var(Y —X'8) = Var(S~(Y — X8)) = Var(Ste),

y como ¥ = SS? es la matriz de correlacion de los errores e,
Var(S™'e) = S War(e)S™" = S716255'S7 = oI (2.2.5)

De esta manera, la factorizaciéon Cholesky resulta de interés en el caso de
estimaciéon bajo dependencia espacial porque permite hacer una transforma-
cion de los datos originales a datos independientes, como quedé demostrado
en (2.2.5). Esto ser4 de mucha utilidad mas adelante para los propésitos de
este trabajo.

2.3. Estimador No Paramétrico

El estimador no paramétrico de la tendencia consiste en una generaliza-
cion de la estimacion de la tendencia en un punto x considerando un promedio
ponderado de las respuestas Y, dando mayor peso a las respuestas cercanas
y menor peso a las lejanas. El estimador no paramétrico a utilizar en este
trabajo es el llamado local lineal. Este estimador es una generalizaciéon del
estimador de Nadaraya-Watson [9].

2.3.1. Estimador local lineal

Considerando por simplicidad el caso unidmensional, la estimaciéon de
la tendencia m(z) en un punto z, se calcula por medio de un promedio
ponderado de las observaciones Y;,

(x) = zn: WY,
i=1
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donde

| (35
Wi = Kp(X; —x) = K Exjh—:c> '

Asimismo, K es una funcion nucleo, simétrica y definida positiva, y h es
una ventana de suavizacion que determina el tamano del vecindario para rea-
lizar la respuesta media. La funcion nicleo actia como una funcién de peso
que le otorga mayor importancia a los puntos cercanos y menor importancia
a los puntos alejados de x.

La funcién K debe cumplir las siguientes propiedades:
» K(z)> 0 para todo z.

» [ K(t)dt=1

» K(—x) = K(x)

Hay varias funciones que se pueden considerar como nucleo. Algunas de ellas
son

= Nicleo tricubo

s Nucleo Gaussiano

= Nucleo bicuadrado

x ¢ [—1,1]

El grado de suavidad de las estimaciones se determina mediante la eleccion
del parametro h. En este sentido, la eleccién del niicleo no es tan importante,
sino mas bien importa elegir un tamano de ventana adecuado. Si h es muy
grande, la estimacién resulta muy suave; si es muy pequeiia, practicamente
se interpolan los datos.
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El estimador de Nadaraya-Watson puede pensarse como un ajuste local
constante entorno a un punto x. De esta manera, una generalizacién de
este estimador consiste en considerar un ajuste local polinémico de grado p,
usando los datos alrededor de x. Asi, se tiene que

p=0 — Estimador de Nadaraya-Watson
p=1 — Estimador local lineal

p=2 — Estimador local cuadratico
p=3 — Estimador local ctibico

El estimador polinémico local se basa en la idea de que la funcion de regresion
m se puede aproximar por un polinomio de grado p por medio del desarrollo
de Taylor. De esta manera se justifica el ajuste polinémico local y en cada z
se minimiza la expresion siguiente:

D Ku(Xi—2) (Y = [Bo+ Bi(Xi — ) + .. + Bp(Xi — )] (23.1)
i=1

La solucién del problema de minimizacién viene dado por

A~

B = (Boy - Bp)t = (XIWX)TIXIWZ

siendo

W = diag [Kp(X1 — ), ..., Kp (X, — 2)] .

De esta manera, si interesa la estimaciéon de m en el punto g = z, habré
que evaluar la expresion

ﬁAo + ﬁl(m —xo) + ... + Bp(:z — x0)P,

obteniéndose

m(z0) = Bo. (2.3.2)

Otro de los aspectos por determinar es el grado p del polinomio. En
este sentido, algunos resultados tedricos demuestran que el comportamiento
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asintotico de los estimadores mejora conforme aumenta p [10]. No obstante,
en la practica no queda del todo claro el beneficio de utilizar polinomios de
grado elevado puesto que a mayor p, mayor varianza en la estimaciones. Es
frecuente que se necesite de tamanos muestrales considerables para tener una
mejoria notable en el comportamiento del estimador.

Adicionalmente, se sabe que las estimaciones que se basan el polinomios
de grado impar presentan mejores propiedades tebricas que aquellas basadas
en polinomios de grado par. Por tal razon, en la practica es suficiente utilizar
estimadores locales ctibicos (p = 3) o estimadores locales lineales (p = 1).

2.3.2. Estimador local lineal en datos espaciales

En el caso de datos espaciales se considera un conjunto de vectores aleato-
rios {(X;,Y;)};";, donde las Y; son respuestas escalares y X; es, en general,
un vector en R%. El problema mutivariante de regresiéon no paramétrica con-
siste en estimar m(x) para algin x en un subdominio de R¢. Desde luego,
no se hace supuesto alguno sobre la forma funcional paramétrica de m.

Como ya se ha mencionado, el modelo que se asume es aquél dado por
la ecuacion (2.1.1), junto con las condiciones (2.1.2), (2.1.3) y (2.1.4). En
analogia con las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2), el estimador local lineal para
m en x es la solucién para [y de la minimizaciéon por minimos cuadrados

siguiente:

min 3 (K (X — ) {¥i — o — 6 (Xi = x)}’},
=1

donde H es una matriz simétrica definida positiva, K es un kernel d-variado
y Kg(u) = |[H|7'K (H'u). La matriz H, llamada matriz ventana, es la que
controla tanto la forma como el tamano del vecindario que se usara en la
estimacion de m(x). Explicitamente, el estimador local lineal toma la forma

m(x, H) = e} (XEW,X,) T XEW, X, Y =sLY, (2.3.3)

donde e; es un vector de longitud d + 1 cuya primera coordenada es 1
y las coordenadas subsecuentes 0; X, es una matriz cuya fila i-ésima es
(1, (X; —x)'), W, = diag { K (X1 — x), ..., Kg(X,, —x)}, e Y es el vector
de respuestas escalares (Y7, ..., Y,)".

2.3.3. Seleccion de la matriz ventana H

Tal como ocurria con h en el caso unidimensional, en este caso resulta de
especial importancia seleccionar adecuadamente la matriz H. La seleccién
de H puede hacerse mediante el criterio de validacion cruzada generalizada
(GCV), que consiste en elegir aquella H que minimice la expresion
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1S Y-\
i— My
GCV(H) = — 2; (1 - ;trs> : (2.3.4)
donde S es la matriz cuya i-ésima fila esta dada por s'):(i; es decir, el vector de
suavizacion para x = X;. No obstante, hay evidencia de que no es correcto
usar el criterio (2.3.4) en presencia de errores correlacionados, ya que su
esperanza se ve afectada por dicha correlacion [11]. En realidad, la mayoria
de los métodos de selecciéon de la matriz H suelen no funcionar del todo bien
en presencia de correlacion espacial [12|. En ese sentido, resulta necesario
introducir alguna correccion en la expresion (2.3.4) a fin de que tome en
cuenta adecuadamente la correlacion espacial y corrija el sesgo.

Al respecto, M. Francisco-Fernandez y J. Opsomer [13] proponen la si-
guiente correccion para la ecuacion (2.3.4):

n

R 2
GOV(H) = =3 <M> , (2.3.5)

1
n i1 1-— ﬁtTSR

donde R es la matriz de correlacion de las observaciones. Aun asi, en la
practica se suele desconocer la matriz de correlacién, por lo que estos autores
proponen asumir un modelo paramétrico de covarianza y estimar R [13]:

1 =
i—1 — EtTSR

n R 2
GCV,o(H) = %Z <M> . (2.3.6)

Evidentemente, (2.3.6) se aproximara mejor a (2.3.5) en la medida en
que el modelo de covarianza asumido sea el adecuado y que las estimaciones
de los parametros de covarianza sean lo suficientemente buenas.

Mas atin, considérese la expresion para el promedio del error cuadrético
medio (mean average squared error, MASE), dado por la siguiente expresion:

1 1

MASE(H) = — (Sm — m)"' (Sm — m) + —o?tr (SRS'), (2.3.7)
n n

donde m es el vector de tendencia (m(Xy),...,m(X,))!, vy R es la matriz

de correlacién teodrica de los errores. Denominese a aquella matriz H que

minimice la expresion (2.3.7) como H 6ptima, Hop.

2.4. Prediccion Espacial Lineal Optima

Aunque en el presente trabajo el objetivo no se centra en la predicciéon
del proceso sino en la estimacion de la tendencia m, se ha decidido incor-
porar una subseccién relativa al kriging dada su importancia en en analisis
geoestadistico.
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En muchos casos, el objetivo final es la prediccion del proceso en una
posicion espacial x. Si se sigue la aproximacion tradicional, podria pensarse
en utilizar el estimador de la tendencia como predictor; sin embargo, en
un contexto de dependencia espacial, la tendencia no es el predictor lineal
6ptimo. Es en estos casos que resulta de especial importancia el Kriging.

Supongase que se tiene informacién sobre cierto atributo fisico z en dife-
rentes posiciones de un dominio D. Un problema tipico en esta situacion es
tratar de estimar el valor de z en aquellas posiciones de D en donde no hubo
medicién, teniendo en cuenta la estructura de covarianza de las variables
aleatorias Z(x) definidas en las posiciones en cuestion. El método utilizado
es muy similar a una regresion lineal multiple aplicada a un contexto espacial,
en donde las variables aleatorias Z(x) fungen como variables regresoras, y la
variable aleatoria en el punto donde interesa la estimacion, digamos, Z(xg),
funge como la variable dependiente. Al conunto de algortimos de regresion
lineal cuyo propésito es ese, se le conoce como kriging. Esta es una técnica
de estimacion local que tiene la cualidad de ser el mejor estimador lineal
insesgado de z [14].

Kriging

Considérese el problema de estimar el valor de un atributo z en alguna
posicién x a partir del conocimiento de los valores de z en n diferentes posi-
ciones del dominio D, digamos, z(X4),a = 1,...,n. Los estimadores kriging
son variantes de estimador cléasico de regresion lineal Z*(x),

n(x)

Z(x) = m(x) = Y _ Xal(X) [Z(xa) — m(xa)], (2.4.1)

donde A\, (x) es un peso especifico que se le asigna a la observacion z(x,),
interpretada como una realizacion de la variable Z(x4), y m(x) y m(x,) son
los valores esperados de Z(x) y Z(Xq), respectivamente. Hay ocasiones en
las que no suelen considerarse todos los datos disponibles, sino sélo los n(x)
datos més cercanos al punto donde interesa la estimacion de z; es decir, se
considera un vecindario W (x) centrado en x [14].

El objetivo de las técnicas kriging es minimizar la varianza del error de
predicciéon J% (x) sujeto a la restriccion de insesgadez del estimador. Es decir,
se minimiza

op(x) = Var{Z*(x) — Z(x)},
sujeto a

E[Z*(x) — Z(z)] = 0.

El estimador kriging depende del modelo que se adopte para la funciéon
aleatoria Z(x). Por lo general, Z(x) se suele descomponer en una componente
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de tendencia y una componente residual, tal como se expresa en la ecuaciéon
(2.1.1), que aqui se reproduce:

Z(x) = m(x) + €(x),

donde se supone conocido el variograma o el covariograma de €(x).
El valor esperado de Z en la posicién x representa el valor de la tendencia
en dicha posicion:

E[Z(x)] = m(x).

Las variantes del kriging dependen del modelo que se adpote para la
tendencia m(x).

1. El kriging simple (KS) supone

m(x) = m,
es decir, que la media m(x) es conocida en todo el dominio D.

2. El kriging ordinario (KO) supone que la tendencia m(x) = m es cons-
tante pero desconocida. Ademés, se cine a fluctuaciones locales de la
media dentro de un vecindario W (x), dentro del cual se pueda consid-
erar la media estacionaria.

3. El kriging universal (KU) considera que la media m(x) es una funcion
que varia suavemente en todo el dominio D. La tendencia se modela
por medio de combinaciones lineales de ciertas funciones de las coor-

denadas, fx(x):

K
m(x) = Bifu(x), (2.4.2)
k=0

Los coeficientes f, se consideran desconocidos. Se considera que fy(x) =
1, de tal manera que cuando K = 0, se llega al caso particular del krig-
ing ordinario.

Kriging Universal

El kriging ordinario considera de manera implicita un PE no estacionario
en el dominio D; no obstante, considera que el proceso es estacionario den-
tro de cierta vecindad W (x). Sin embargo, hay ocasiones en las que no es
posible suponer esto tltimo, incluso considerando vecindades relativamente
pequenas. En casos como estos se considera entonces el kriging universal,
que modela la tendencia del PE segtn la ecuacion (2.4.2) [14].

Considerando las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2), se tiene que
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n(x)

K K
= Brf(x +ZA (xa) = > fu(xa) B
k=0 k=0

o bien, reagrupando algunos términos y factorizando,

n(x) n(x)

= Z )\Q(X) Xa + Z 6k fk Z /\ fk Xa . (243)

Para que el segundo término de la suma en (2.4.3) quede sin efecto, es
necesario que se cumpla que

Z)\ X) fu(Xa) = fu(x), k=0,.., K. (2.4.4)

Como ya se menciond, se considera, por convencion, que fo(x) = 1, de
tal manera que si K = 0 se llega al caso particular del kriging ordinario, en
donde los pesos satisfacen que ZZ(:xl) Aa(x) = 1.

Las restricciones (2.4.4) permiten entonces expresar el estimador Z*(x)
en términos tnicamente de de las n(x) variables aleatorias Z(x,),

n(x)

Zicw(x) = 3" AV () Z(xa), (2.4.5)

a=1

donde, evidentemente, M5V (x) satisface que

n(x)

S N fr(xa) = fr(x), k=0,..,K. (2.4.6)

a=1

Un poco de algebra puede mostrar que el estimador (2.4.5) es insesgado,

EZky(x) = Z2(x)] = 0,

debido precisamente a la condicion (2.4.6). Por otra parte, la minimizacion
del correspondiente error de la varianza o%(x) requiere utilizar multipli-
cadores de Lagrange. Asi, el resultado de minimizar el error de la varianza

es:

K
Tiev () Z At (x =x) = Ym0 fu(x), (24.7)
k=0

donde los ,u,kK U representan los correspondientes multiplicadores de Lagrange
y C¢ representa la funciéon de covarianza de la parte residual e. Cuando
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K =0, las ecuaciones (2.4.5) y (2.4.7) representan al estimador y la varianza,
respectivamente, en el caso de kriging ordinario (KO).

El KU requiere fijar las funciones de tendencia fi(x) y la funcion de
covarianza de la componente residual €(x). Con respecto a las funciones f,
éstas pueden proponerse de acuerdo a la situacion fisica de turno, aunque en
ocasiones no hay elementos suficientes para poder hacerlo. No obstante, es
comun utilizar polinomios de grado menor o igual a 2 [14].

Estimacién en el caso de tendencia no constante

Considérese un proceso Z intrinsecamente estacionario del que se tienen
las observaciones {Z(x1), ..., Z(Xy)}. En este caso se cumplen las condiciones
dadas por las ecuaciones (1.2.10) y (1.2.11), y es sobre la base de estas
condiciones que se plantea el estimador del variograma en la seccién 1.3.1.
Cuando la media no es constante no se puede emplear el estimador empirico
del variograma; por tal razon, antes de usarlo hay que eliminar la tendencia
de los datos. En el caso en el que la media sea conocida (KS), se puede
eliminar la tendencia y estimar el variograma a partir de los residuos; sin
embargo, si la tendencia m(x) se desconoce, como ocurre en el caso KU,
habra que proceder de otra manera.

Si se conocen los coeficientes B (como en el caso de KS), se puede estimar
el variograma partir del modelo general mediante

K
e(x) = Z(x) = Y Brfu(x);
k=0

sin embargo, en el caso del KU se desconocen los coeficientes §;. Una idea
inmediata consiste en estimar los (5 para asi obtener los residuos y a partir
de éstos obtener una estimaciéon del variograma. No obstante, el problema es
que, para estimar eficientemente el conjunto de (i, es necesario conocer la
varianza del proceso Z(x); es decir, se necesita conocer el variograma . Esta
problemética circular se considera el principal inconveniente del KU [15].

Sea Py, = X(X'JE_lX)_1 Xt2~1 Sustituyendo (2.2.3) en (2.2.1) se
obtiene la estimacién de e,

¢ =7 —Xfg, = (1-Py,)Z,

cuya matriz de covarianza es

Var(é) = I- Py )1 - Pyl = T - X(X'271X) !X,

Asi, ain procediendo de la manera maés eficiente, el uso de los residuos
introduce un sesgo en la estimacién de la dependencia espacial, lo que implica
una estimaciéon sesgada del variograma teérico. Por lo general, el sesgo del
estimador del variograma es pequeno en los saltos cercanos al origen y se
torna considerable en saltos grandes [16].
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Ademaés de lo anterior, en la practica se tiene el problema adicional de
no conocer 3. En 1984, Neuman y Jacobson propusieron una solucién con-
sistente en iniciar con el estimador Bol& estimar el variograma a partir de
los residuos, ajustar un variograma teérico, calcular el estimador de minimos
cuadrados generalizados basandose en el modelo ajustado y repetir iterativa-
mente hasta llegar a la convergencia. Aunque este procedimiento suele llegar
a convergir en unas cuantas iteraciones, no soluciona el problema del sesgo,
pues incluso cuando se conoce X, el sesgo es diferente de cero [17].

A pesar de lo anterior en cuanto a la estimacién sesgada del variograma en
el KU, el efecto que esto tiene en la predicciéon no es considerable; en primer
lugar, porque al ajustar un modelo de variograma por minimos cuadrados
generalizados (o ponderados), son los saltos méas pequenios los que reciben
mayor peso en el ajuste. Adicionalmente, si la prediccion espacial se realiza
en una vecindad, el variograma se evaltia justamente en los saltos pequenos,
que es en donde se tiene tanto buena estimacién como buen ajuste. De hecho,
Stein muestra que si se logra captar adecuadamente el comportamiento del
variograma en el origen se puede lograr una prediccion eficiente [18].



Capitulo 3

Descripcion del Estudio de
Simulacién

El presente estudio de simulacién tiene por objetivo realizar una com-
paracién de distintos estimadores de la tendencia considerando datos con
dependencia espacial de acuerdo al modelo general (2.1.1). La comparacion
se realizara entre estimadores de la tendencia paramétricos y no paramétri-
cos, vistos en las secciones 2.2 y 2.3.3.

A partir de una muestra de tamafno n, {X;,Y;}.-, el objetivo entonces
es estimar la tendencia m y comparar si el estimador en cuestiéon, m, se
encuentra “cerca’ de la tendencia que se quiere estimar. Mas precisamente, lo
que se quiere comparar entre los diversos estimadores usados es, en promedio,
qué tan cerca se encuentran de la tendencia verdadera. Evidentemente, esto
debera hacerse considerando un ntmero de muestras uficientemente grande,
B. En general, los pasos a seguir seran los siguientes:

Simular una muestra {X;,Y;} de tamano n.

Estimar la tendencia m por medio del estimador m.

Repetir este proceso un niimero grande de veces.

Considerar una medida de discrepancia entre el estimador m y la ten-
dencia m, a fin de poder comparar entre diferentes estimadores.

3.1. Comparaciéon de las Estimaciones de la Ten-
dencia

Para comparar las estimaciones obtenidas con los estimadores, seré nece-
sario tener una medida que permita, por una parte, comparar en promedio
qué tan cerca se encuentran dichas estimaciones de la tendencia verdadera

35



36  CAPITULO 3. DESCRIPCION DEL ESTUDIO DE SIMULACION

y, por otra parte, tener una idea de la variabilidad promedio de las mismas
en todo el dominio de definicién de los datos.

Una medida que permite evaluar simultdneamente ambas caracteristicas
es el error cuadrdtico medio integrado (MISE), que se define como

MISE(m) =E / m(x))% dx,

o bien,

MISE(m) = /868902 [ (x)] dx—i—/Var [m(x)] dx. (3.1.1)

En el presente caso, puesto que se esta en un caso discreto, se aproximaré
la ecuacion (3.1.1) por medio de

/ sesgo? [m(x)] dx =

k 2
%ZZ ( Zm (ti,7; ) —m(ti,Tj)] (3.1.2)

=1 j=1
y de
/Var [(x)] dx =~
T 1 B ' 2
pZZ ( Z i’ (ti,rj)] ) ( Zm tmy) (3.1.3)
=1 j=1 i=1

siendo (t;,7;) los puntos en la rejilla. En efecto, la ecuacion (3.1.2) con-
sidera el sesgo cuadratico en cada punto de la rejilla y calcula un promedio
de éstos, mientras que con la ecuacion (3.1.3) se obtiene un promedio de las
varianzas en cada punto de la rejilla. Por lo anterior, el mejor estimador sera
el que tenga el menor MISE.

3.2. Simulacién de una muestra

Las simulaciones se realizaran por medio del uso de paquetes especifi-
cos dentro del lenguaje de programacion R; fundamentalmente, se hara uso
de geoR.. Este paquete esta diseiado para realizar anélisis de datos geoes-
tadisticos y prediccion espacial [19]. En particular, dados un modelo y unos
pardmetros de covarianza, la funcién 'grf’ permite generar simulaciones de
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funciones aleatorias gaussianas en el niumero de localizaciones espaciales in-
dicadas.

Antes de comenzar cada simulacién serd necesario fijar una serie de
parametros, tales como:

= ¢] tamano muestral n

el nimero de repeticiones B

definir la funcién de tendencia m que se desea estimar

el tipo de dependencia espacial con el que se generaran los datos

En el caso de la estimacién no parmétrica serd necesaria la definicion
de otros parametros, tales como la funcién kernel, o algin pardmetro para
determinar la ventana.

Una vez definida la tendencia m y la estructura espacial de los errores
(alguna de las funciones de covarianza mostradas en la seccion 1.3.4), existen
dos posibilidades:

= Diseno fijo. Consiste en que el experimentador fija de antemano las
variables explicativas y son siempre las mismas; por ejemplo, X; =
(X1, Xi2), i = 1,2,...n, tomando X;; y X;2 equiespaciadas en el in-
tervalo (0,1) cada una de ellas. De esta manera, en cada una de las B
simulaciones la muestra {X;};" | es la misma, cambiando s6lo el valor
de {Yi},.

= Disenio aleatorio. Este disefio consiste en que, en cada una de las B
simulaciones, se tiene tanto un nuevo conjunto de posiciones mues-
trales {X;};"; (que incluso puede ser no equiespaciado) como un nuevo
conjunto de valores {Y;};" ;.

Una vez generadas las variables X; se generan los errores (por medio de grf”)
y se suman a la tendencia m que se haya elegido, obteniéndose un valor de
Y para cada X;. Por simplicidad, en este trabajo se trabajara con diseno

figo.

3.3. Estimadores

Haciendo alusién a lo mencionado en la secciénes 2.2 y 2.4, con respecto a
la estimacion de la tendencia, y en referencia también a la soluciéon propuesta
por Neuman y Jacobson, en este trabajo se consideraran cuatro estimadores
paramétricos de la tendencia:

1. Minimos cuadrados ordinarios (OLS).

2. Minimos cuadrados generalizados con una iteracion (GLS1).
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3. Minimos cuadrados generalizados iterativamente hasta la convergencia
(GLSe).

4. Minimos cuadrados generalizados considerando los parametros teéricos
de covarianza (GLSt).

El procedimiento transcurre de la manera siguiente. Una vez simulados los
datos:

= Se calcula el variograma experimental mediante la funciéon ’variog’.
Esta funcién permite calcular el variograma experimental ya sea me-
diante el estimador clasico o el estimador robusto de Cressie (seccion
1.3.3). Es posible también indicar algtn tipo de tendencia, misma que
se estima mediante minimos cuadrados ordinarios y en cuyo caso el
variograma se realiza sobre los residuos. De esta manera, se tiene la
estimacion de los parametros de tendencia via OLS.

s El siguiente paso es ajustar un modelo de semivariograma al variogra-
ma experimental. Esto se hace mediante la funcion 'variofit’, que estima
los parametros de covarianza (meseta parcial, rango, nugget) ajustando
un modelo paramétrico al variograma empirico. El ajuste del variogra-
ma puede hacerse por medio de pesos iguales, pesos de Cressie, o bien,
pesos proporcionales al niimero de puntos en cada clase de distancia.

= Una vez estimados los parametros de covarianza, se calcula la matriz
de covarianza. La funcion ’varcov.spatial’ permite construir la matriz
de covarianza para un conjunto de localizaciones espaciales. A partir
de la matriz de covarianza se obtiene la matriz de correlaciéon, misma
con la que se realizara la factorizacion Cholesky (seccion 2.2).

= Habiendo realizado la factorizacién Cholesky, se efectiia la regresion
con las nuevas variables Y’ y X/, y sobre los residuos obtenidos se
vuelve a calcular el variograma experimental para, nuevamente, ajustar
el variograma teodrico, obtener los pardmetros de covarianza, estimar
la matriz de correlacion, hacer nuevamente factorizacion Cholesky, y
asi sucesivamente hasta llegar a la convergencia de los parametros de
covarianza. En ese momento, se detiene proceso.

En resumen:

1. Las primeras estimaciones obtenidas serén los parametros de covarian-
za y los coeficientes de tendencia estimados por OLS.

2. La solucion por GLS1 sera considerando los resultados tnicamente en
la primera iteracion al hacer factorizacion Cholesky.

3. La solucién por GLSe seran los tltimos parametros de covarianza es-
timados y los ultimos coeficientes de tendencia estimados al llegar el
algortimo a la convergencia.
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4. Elresultado por GLSt se obtiene, en lugar de estimando los parametros
de covarianza, construyendo la matriz de correlaciéon con los pardmetros
tedricos; es decir, se hace una vez la factorizaciéon Cholesky usando la
matriz de correlacién teorica.

Paralelamente a los estimadores anteriores, se considerara el estimador no
paramétrico mostrado en la ecuacion (2.3.3). En este caso, el procedimiento
consiste en una vez generada la muestra, estimar la matriz 6ptima Hpy,
considerar un ntucleo d-variado y obtener la estimaciones de acuerdo con la
ecuacién ya mencionada.

3.4. Definicion de los Parametros de la Simulacion

Como ya se menciond, previo a la simulacién se deberan establecer paré-
metros necesarios tales como el tamafnio muestral, el tipo de dominio o rejilla
donde se simularan los datos, la funcién o funciones de tendencia tanto para
la simulacion de los datos como para la estimacion de la tendencia (es decir,
la especificacion del modelo en los casos paramétricos), los parametros de
covarianza, entre otras.

Tipo de rejilla. Se considerard una particion equidistante del cuadrado
(0,1) x (0,1). Cada lado del cuadrado se dividira en 20 segmentos,
con lo que se tendré una rejilla de 400 puntos.

Modelo y parametros del variograma. Se consideraré, tanto en la sim-
ulacién de los datos como en la estimaciéon de la tendencia, el modelo
Matern. Los pardmetros teéricos de covarianza que se estableceran por
defecto son

(0.8,0.25,0.2,0.5), (3.4.1)

que corresponden a la meseta parcial, rango, nugget, y k, respectiva-
mente. Debe notarse que el modelo Matern con x = 0.5 equivale a
considerar el modelo exponencial de covarianza. Asimismo, el rango
que se considera es el propio de la funcién de covarianza exponencial,
con lo que el rango efectivo en este caso es 3 veces este valor; es decir,

0.75.

Estimacion del variograma. La estimacion del variograma se realizaré
considerando el modelo Matern, con x = 0.5. La méaxima distancia
hasta donde se calculara la disimilitud serd 0.5v/2; es decir, la mi-
tad de la diagonal de la rejilla. Con respecto al célculo del variogra-
ma experimental, se consideraré el estimador clasico de Matheron, y
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Figura 3.4.1: Tendencias usadas en la simulaciéon
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en lo referente al ajuste de variograma teoérico, se consideraran pesos

iguales.!

Tendencia. Se consideraran dos tipos de tendencia:

» Tendencia 1 (T1). m[(x1,z2)]
» Tendencia 2 (T2). m [(x1,x2)]

r1 + a:% — 0.52122

= sin(27z1) + 4(w2 — 0.5)?

Notese que los coeficientes de tendencia de T2 son (1,4).

La figura 3.4.1 muestra la apariencia de las tendencias T1 y T2.

Estimador no paramétrico. El estimador no paramétrico (2.3.3) requiere
de una matriz H y de un kernel d-variado. Con respecto a la primera,
en este trabajo se usara la venta 6ptima H,,:, misma que se obtiene al
minimizar la ecuacion (2.3.7). En cuanto al kernel, se utilizara el kernel

de Epanechnikov, que en su versiéon multivariante se define como

Kpa(x) = = mix {(1 - [}x][2),0} .

1Si bien es posible elegir los pesos de Cressie, que en cierta forma se prefieren sobre
otros pesos, en el presente estudio de simulacion se encontro la dificultad de que al im-
plementar el algortimo, en algunas ocasiones éste no convergia, dando lugar a valores de
los coeficientes de dependencia exorbitantes. Una forma en que se corrigio este problema
fue, en primer lugar, considerando pesos iguales en lugar de los de Cressie, y en segun-
do lugar, implementando limites razonables a los valores estimados de los coeficientes de
dependencia. De hecho, se pudo detectar que la funcion ’variofit’ de geoR tiene un error
de codigo, toda vez que los limites para la meseta parcial los considera para el rango, y
viceversa. Hay que mencionar que parte importante del tiempo dedicado a este trabajo se
invirtié en detectar con precisién y corregir este tipo de errores de cédigo.
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Nutmero de repeticiones. El ntmero de repeticiones en cada simulaciéon
sera B = 1000.

3.5. Plan de Simulacion

El plan de simulacién consiste en comparar por medio del MISE las es-
timaciones de la tendencia obtenidas con los estimadores paramétricos y
no paramétricos descritos en las seccion 3.3, teniendo en cuenta diferentes
situaciones de dependencia espacial consistentes en:

» Variar el nugget.

Manteniendo fijos los demés parametros de covarianza definidos en
(3.4.1), se consideraran diferentes valores del nugget: 0.0, 0.2, 0.5.

En este caso el objetivo es observar el efecto de aumentar o disminuir
la variacidén que se encuentra en intervalos de muestreo menores a los
considerados. Esta es una primera forma de considerar variaciones en
la dependecia de los datos, pues conforme el nugget aumenta, los datos
se acercan a la independencia.

Es importante mencionar que los valores de la meseta parcial seran
tales que la suma de ésta con el nugget deberé ser 1; es decir, que lo
que se esta variando en cada caso es la proporciéon de varianza nugget.

= Variar el rango.

Otra forma de modificar la dependencia espacial es variando el rango de
la funcion de covarianza. A diferencia del caso de variacion del nugget,
aqui no se trata de que aumente o disminuya la variacién en escalas
menores a las consideradas en el muestreo, sino que, directamente, se
trata de un aumento o disminucién en el alcance de la dependencia
espacial.

Al igual que en el caso anterior, se mantienen fijos los demas parame-
tros de covarianza en (3.4.1) mientras se consideran diferentes valores
del rango: 0.1,0.25, 0.5.

Estas situaciones de dependencia espacial se consideraran de acuerdo a cada
una de los siguientes casos:

1. Especificacion adecuada del modelo (T2-T2).
Consiste en simular los datos con el modelo paramétrico T2, y estimar
la tendencia con el modelo paramétrico T2. De esta manera se estima
la tendencia de la mejor forma en que puede hacerse paramétricamente;
es decir, estimamos con el mismo modelo del cual provienen los datos.

2. Especificacion inadecuada del modelo (T2-T1).
Consiste en simular los datos con el modelo paramétrico T2 y estimar
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la tendencia con el modelo paramétrico T1. Asi se estima la tendencia
de los datos simulados mediante un modelo de tendencia diferente,
como podria ocurrir en una situacion real.

3. Estimacion no paramétrica (T2-NP). Consiste en calcular la H,,; para

el modelo paramétrico T2 y con ella estimar la tendencia mediante
(2.3.3).
Esta es una situacién parecida al caso 1, s6lo que en el caso no paramétri-
co. En condiciones habituales, con datos reales de los que no se sabe
de qué modelo de tendencia provienen, se tendria que emplear aquella
H que minimice la expresion (2.3.6). No obstante, en este trabajo se
usard la H,, por cuestiones de optimizacién de tiempo.

En cualquiera de los casos mencionados, lo que se quiere observar es el efecto
de las diferentes situaciones de dependencia espacial en el MISE de las ten-
dencias estimadas, asi como el efecto en las estimaciones de los coeficientes
de dependencia espacial.
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Resultados

A continuacién se muestran los resultados obtenidos en las simulaciones
considerando las diferentes situaciones de dependencia espacial y los diferen-
tes casos de especificacion de la tendencia planteados en la seccién 3.5.

4.1. Especificacién Adecuada del Modelo

4.1.1. Variacién de la proporciéon del nugget
MISE

Los resultados del cuadro 4.1.1 muestran que el sesgo cuadratico integra-
do de la estimacion de la tendencia es practicamente nulo en cualquiera de las
situaciones de dependencia dadas por el valor del nugget, aunque ligeramente
mayor ahi cuando se tiene nugget 0, que es cuando se estd més lejos de la
independendencia (en este contexto de variacion del nugget). Por lo anterior,
el MISE representa practicamente la varianza integrada de la estimacion de
la tendencia. Lo que se observa es que el método OLS tiene el mayor MISE
de todos los métodos, y que va descendiendo conforme se avanza de OLS
a GLSt, lo que representa una ganancia el uso de los métodos diferentes al
OLS. Por otra parte, cuando se observan las distintas situaciones de depen-

Figura 4.1.1: Sesgo? integrado, Varianza integrada y MISE. T2-T2. Variacion
del nugget.

Sesgo® Int. Varianza Int. MISE

Método NOO|N02[N05 NOO|N02|N05 NOO|NO2|N05

OLS 0.0004/0.0001]0.0000

0.1670(0.1330/0.0851

0.1674/0.1331|0.0851

GLS1 | 0.0000/0.0000/0.0000 | 0.0748|0.0650]0.0473 | 0.0748]0.0650|0.0473
GLSe | 0.0000/0.0000/0.0000 | 0.0745|0.0646]0.0476 | 0.0745|0.0646]0.0476
GLSt | 0.0000/0.0000]0.0000 | 0.0697]0.0592|0.0426 | 0.0697|0.0592]0.0426
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Cuadro 4.1: Estadisticos descriptivos de los coeficientes de tendencia estima-
dos. Nugget 0.0

(a) fo=1
’ Método ‘ Media ‘ Mediana ‘ Error Estandar
OLS 1.0243 | 1.0303 0.3971
GLS1 | 1.0069 | 0.9965 0.2843
GLSe | 1.0054 | 1.0016 0.2800
GLSt | 1.0057 | 1.0063 0.2752
(b) fr =4
’ Meétodo ‘ Media ‘ Mediana ‘ Error Estandar
OLS 3.9311 | 3.9337 2.4626
GLS1 | 3.9860 | 3.9640 1.5480
GLSe | 3.9911 | 3.9797 1.5663
GLSt | 3.9907 | 4.0132 1.4894

dencia dadas por el nugget se observa que conforme éste aumenta, tiende
a disminuir el MISE, lo cual es entendible, pues al aumentar el nugget, los
datos se encuentran mas cerca de la independencia.

COEFICIENTES DE TENDENCIA

La correcta especificacion del modelo permite en este caso tener las es-
timaciones de los coeficientes de tendencia, de las cuales se pueden observar
algunos estadisticos descriptivos en el cuadro 4.1, relativo a nugget 0.0. Se
puede observar como todos los métodos arrojan estimaciones de los coeficien-
tes de tendencia practicamente insesgadas, ademas, considerando la cercania
entre la media y la mediana, se trata de distribuciones simétricas.

Puede observarse también cémo al pasar del método OLS a GLSt, la
estimaciéon promedio se acerca mas al valor del pardmetro, al mismo tiempo
que se gana precision al obtener menores errores estidndar. Concretamente,
se tiene mayor precision en la estimacion de By que de 81 en cualquiera de los
métodos, situacién entendible debido a que la funcién de la que es coeficiente
B1 es més compleja que la funciéon de la que es coeficiente fy.

Al pasar de nugget 0.0 a 0.2, y después a 0.5, en general, se observa el
mismo fenémeno que en el cuadro anterior; a saber, que hay mayor precisiéon
en la estimacion de fy que de 51, y que la precision mejora conforme se pasa
del m’etodo OLS al GLSt, pero ademas, se observa que al aumentar el nugget
de provoca una disminucién en el sesgo del estimador y una mayor precisién
en la estimaciéon de ambos coeficientes en cualquiera de los métodos. De
hecho, al pasar de nugget 0.2 a 0.5 se observo el mismo fenémeno: menor
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Figura 4.1.2: Graficos de caja de las estimaciones 30 y 31. N02
(a) Bo=1 (b) B1 =4
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diferencia entre la media de las estimaciones y el valor del coeficiente, y
menor error estandar en general, mismo que disminuye al pasar de OLS a
GLSt. Para tener una idea de las distribuciones, se muestran los gréficos de
caja de la estimaciones de los coeficientes de tendencia en el caso de nugget
0.2.

COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

En cuanto a los coeficientes de dependencia solo se tiene estimacién de
la meseta parcial, del rango y del nugget, toda vez que el parametro de
suavizacion k ha permanecido constante por considerar un modelo Matern
con k = 0.5 tanto en la simulacién de los datos como en el proceso de
estimacién. De manera general, se encuentra que la distribuciéon de las esti-
maciones de estos parametros es asimétrica, pudiendo distinguirse facilmente
entre la media y la mediana de las estimaciones. No obstante, las estimaciones
promedio de los pardmetros, ya sea en nugget 0.0, 0.2 o0 0.5, son relativamente
cercanas a los pardmetros teodricos.

Lo anterior se verifica al observar los variogramas obtenidos con los
parametros de covarianza medios comparados con el variograma teorico en la
figura 4.1.3. En general, puede observarse que en la region cercana al nugget
hay una ligera sobreestimacién, razén por la que el variograma en esa zona se
observa por encima del tedrico. Después, aproximadamente en la parte media
del variograma, parece haber una subestimaciéon del mismo, y por ultimo se
observa una regién cercana al final del variograma en la que parece haber
una cierta sobreestimacion del mismo. Eso acusa que, en promedio, tiende a
haber una sobre estimacioén tanto del nugget como del rango y la meseta.
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Figura 4.1.3: Comparacion del semivariograma teérico con los variogramas
obtenidos mediante el valor medio de los parametros de covarianza, segin

método.
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Cuadro 4.2: Sesgo? integrado, Varianza integrada y MISE. T2-T2. Variacion
del rango.

Sesgo?int. Varianza int. MISE

Método | RO1[R025[R05 RO1[R025/R05 RO1/R025|R05

OLS | 0.0000/0.0001]0.0001 | 0.0509/0.1330|0.2156 | 0.0509]0.1331]0.2157

GLS1 | 0.0000/0.0000/0.0000 | 0.0418|0.0650]0.0573 | 0.0418]0.0650|0.0573

GLSe | 0.0000/0.0000/0.0000 | 0.0424]0.0646]0.0572 | 0.0424|0.0642|0.0572

GLSt | 0.0000[0.0000]0.0000 | 0.0404]0.0592|0.0497 | 0.0404|0.0592]0.0497

4.1.2. Variacién del rango
MISE

Los resultados del sesgo® integrado, varianza integrada y MISE con-
siderando variacién en el rango se encuentran en el cuadro 4.2. En general,
se observa que el sesgo cuadrado integrado en cualquiera de los métodos y
en cualquiera de los valores del rango es cero o practicamente despreciable,
aunque quizé, en el caso OLS, si se consideraran valores mayores del rango
pudieran observarse valores algo mayores del sesgo. En cuanto a la varianza
integrada puede observarse que conforme aumenta el rango tiende a aumen-
tar la varianza integrada de manera notable, basicamente en el método OLS,
pues lo que se observa en los otros métodos hace pensar que al aumentar el
rango no hay cambios apreciables en la varianza integrada.

Ya que se observo que el sesgo es despreciable, el MISE en cada uno de los
métodos es una consecuencia del valor de la varianza integrada y se tendrian
los mismo comentarios que para la varianza.

En cuanto a la variaciéon del MISE segtin método, puede observarse que
éste disminuye notablemente al pasar de OLS a GLSt, siendo el MISE en
los tres dltimos métodos bastante similares y ya sin cambios importantes al
pasar de uno a otro; en realidad, el cambio notorio se observa al pasar de
OLS a GLSI.

COEFICIENTES DE TENDENCIA

En cuanto a la estimacién de los coeficientes de tendencia, se pudo obser-
var que en todos los métodos se obtienen distribuciones en las que la media
y la mediana son bastante simétricas. Ademaés, se observé también que us-
ando el método OLS se obtiene mayor error que en los demés métodos. En
cuanto al cambio en la precision de las estimaciones, se pudo observar que al
aumentar el rango aumentd la imprecision de las mismas, al observarse un
incremento en el error estandar.
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Cuadro 4.3: Estadisticos descriptivos de las estimaciones de 51 = 4. Rango
0.1y 0.5.

(a) f1 = 4. Rango 0.1
’ Método ‘ Media ‘ Mediana | Error Estandar ‘

OLS 3.9959 | 3.9670 1.2294
GLS1 | 3.9905 | 3.9838 1.0934
GLSe | 3.9907 | 3.9980 1.1024
GLSt | 3.9902 | 3.9553 1.0680

(b) 81 = 4. Rango 0.5
’ Método ‘ Media ‘ Mediana | Error Estandar

OLS 4.0026 | 3.9662 3.1480
GLS1 | 4.0008 | 4.0367 1.4926
GLSe | 4.0030 | 4.0270 1.5219
GLSt | 3.9938 | 4.0167 1.3707

COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

En cuanto a la estimacion de los coeficientes de dependencia, en el caso
de menor rango, 0.1, se encontré6 que en promedio se sobreestimé el efecto
nugget, observandose los variogramas con los coeficientes promedio por enci-
ma del variograma teérico justo en el origen. Después, en la parte media de la
grafica, se observa que los variogramas estimados se encuentran por debajo
del teorico, lo que significa que en promedio se sobreestima ligeramente el
rango; no obstante, la meseta de los variogramas estimados parece coincidir
con el variograma teorico, con lo que se puede decir que la estimacién de la
meseta fue aceptable.

En cambio, cuando se observan los variogramas en el caso de rango 0.5
se puede constatar que la estimacién media del nugget fue aceptablemente
correcta en préacticamente todos los métodos; sin embargo, se observa en la
parte media que los variogramas estimados con los paramétros medios de
dependencia sobrepasan al variograma teérico, lo que implica que en este
caso se estad subestimando el rango de la dependencia.

4.2. Especificacién Inadecuada del Modelo

4.2.1. Variacion de la proporciéon de nugget
MISE

Los resultados del sesgo cuadratico integrado, varianza integrada y MISE
se observan en el cuadro 4.4. A diferencia de lo que ocurri6 en el caso donde
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Figura 4.1.4: Comparacién del variograma teoérico con los variogramas
obtenidos mediante el valor medio de los parametros de covarianza, segin
método.
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Cuadro 4.4: Sesgo?® integrado, Varianza integrada y MISE. T2-T1. Variaciéon
del nugget.

Sesgo®int Varianza int MISE

Método NOO[N02[N05 NOO|N02|N05 NOO|N02|N05

OLS | 0.3163|0.3162|0.3162 | 0.3917]0.3150(0.2003 | 0.7079]0.6312]0.5165

GLS1 | 0.4704/0.4516]0.4377 | 0.2887|0.2401]0.1609 | 0.7590/0.6918|0.5986

GLSe | 0.6615/0.6628|0.6829 | 0.2942|0.2548]0.1846 | 0.9557|0.9176]0.8675

GLSt | 0.5788|0.5391]0.4840 | 0.2757]0.2309|0.1556 | 0.8545|0.7700/0.6396

Cuadro 4.5: Promedio de los coeficientes de covarianza, segin método.
Nugget 0.0

’ Método ‘ meseta parcial | rango | nugget

OLS 1.0760 0.1687 | 0.0155
GLS1 1.4488 0.2893 | 0.0570
GLSe 1.7540 0.3605 | 0.0765
GLSt 1.6471 0.3538 | 0.0773

se consideraba especificacién adecuada del modelo, en el presente caso re-
sulta dificil en primera instancia distinguir si hay algun patrén en cuanto
al comportamiento del MISE y sus componentes en los diferentes métodos
usados.

Hablando de manera general, puede decirse que aumentar el valor del
nugget tiene como consecuencia un decremente en el valor del MISE; es de-
cir, que los datos, al acercarse més a la independencia, favorecen estimaciones
globales con menor error cuadratico medio integrado. Asimismo, se observa
que la varianza disminuye al aumentar el nugget y el sesgo cuadréatico no
parece experimentar grandes cambios. Eso significa que los cambios observa-
dos en el MISE al aumentar el rango se deben fundamentalmente al aumento
de la varianza integrada. En cualquier caso, es evidente que en el presente
caso de mala especificacion de la tendencia las estimaciones son mucho peo-
res comparadas con el caso de especificaciéon adecuada del modelo, en el que
se tienen sesgos despreciables y varianzas integradas bastante menores a las
obtenidas cuando no se especifica bien la tendencia.

COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

En relacion con los coeficientes de dependencia, se encontré que la mala
especificaciéon del modelo condujo a estimaciones bastante inexactas de los
parametros de covarianza, tal como se puede observar en el cuadro 4.5.

Como resultado de las malas estimaciones promedio de los coeficientes
de covarianza, los graficos de los variogramas estimados resultan bastante
diferentes al variograma tedrico, de tal manera que representan casi por
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Figura 4.2.1: Comparacién del variograma teérico con los variogramas
obtenidos mediante el valor medio de los parametros de covarianza, segin
método. Nugget 0.0
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completo una estructura espacial de los datos diferente de la que realmente
fueron simulados. A manera de ejemplo, puede verse en la grafica 4.2.1 que
si bien el nugget no fue problema grave en cuanto a su estimacién media,
si lo fueron de alguna manera el rango y, en especial, la meseta parcial.
Eso significa que al haber especificado mal la tendencia, las estimaciones
sobreestiman la varianza de los datos principalmente al alejarse del origen.
En relacién con los casos de variacion de nugget, se observé igualmente que
la estimacion del nugget no fue el problema principal, sino el rango (incluso
en mayor medida que en el caso de nugget 0.0) y la meseta, cuyos valores
fueron todavia mayores que los observados en el cuadro 4.5, teniéndose de
esa manera variogramas con mesetas ain mas elevadas que las mostradas en
la figura 4.2.1.

4.2.2. Variacion del rango
MISE

Los comentarios sobre el MISE variando el rango son bastante similares
a los obtenidos anteriormente en el caso de variacion del nugget en el sentido
de que se observan a simple vista valores del sesgo cuadratico integrado y de
la varianza integrada que estan lejos de considerarse propios de una buena
estimaciéon de la tendencia. No obstante, el aumento del rango implicé un
aumento del MISE en todos los métodos, a diferencia de lo que ocurria
cuando aumentaba el nugget.

La grafica 4.2.2 pemite observar de manera global los sesgos y varianzas
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Cuadro 4.6: Sesgo?® integrado, Varianza integrada y MISE.

(a) Variando el nugget

Sesgo’int Varianza int MISE

Método NOO[N02[N05 NOO[N02[NO5 NOO/N02[NO5

NP 0.0523|0.0439|0.0312 | 0.4686|0.3867]0.2608 | 0.5209|0.4306]0.2926

(b) Variando el rango

Sesgo? int Varianza int MISE

Método | RO1|R025[R05 RO1[R025R05 RO1[R025|R05

NP 0.0393]0.0439]0.0350 | 0.1853|0.3867|0.5475 | 0.2246]0.4306|0.5825

en la rejilla considerada.

Dada la forma de las superficies de tendencia, observables en la grafica
3.4.1, puede entenderse que en el grafico de sesgo® se observen especifica-
mente esas zonas en donde el sesgo es casi nulo: es en estas zonas donde co-
inciden en buena medida ambas tendencias. La varianza, en cambio, tiende a
aumentar conforme las posiciones espaciales se alejan del centro de la rejilla.

COEFICIENTES DE DEPENDENCIA

En cuanto a la estimacion de los coeficientes de dependencia, la situacion
es basicamente la misma que en el caso de variaciéon del nugget; es decir,
que se tienen muy malas estimaciones en promedio de los parametros de
covarianza. En este caso, las estimaciones del nugget resultan un poco peor
en el caso de rango 0.1 que en el caso de rango 0.5; a su vez, las estimaciones
de la meseta parcial se tornan peores al aumentar el rango.

4.3. Estimacion No Paramétrica

Los resultados de la estimacién no paramétrica de la tendencia se mues-
tran en el cuadro 4.6.

Escencialmente, se observa, al igual que en los casos anteriores, que el
MISE aumenta conforme el rango aumenta, y disminuye conforme aumenta el
nugget. Asimismo, al aumentar el nugget se observa una disminucién tanto en
el sesgo cuadrético como en la varianza; no asi con el rango, que al aumentar
su valor el sesgo cuadratico se mantiene aproximadamente igual mientras
que es la varianza la que aumenta y la causante de que aumente el MISE.

Es interesante mencionar que los resultados del MISE obtenidos bajo
la estimacién paramétrica de la tendencia se encuentran en alguna zona
intermedia entre los encontrados bajo estimacién adecuada e inadecuada de
la tendencia en los casos paramétricos.
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Figura 4.2.2: Sesgo® y varianza obtenidos por el método GLSt. Rango 0.0
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Cuadro 4.7: Matriz ventana H,,;, segtin situaciéon de dependencia

(b) Nugget 0.2

0.287 0.000 || 0.273 0.000
0.000 0.579 || 0.000 0.546
(c) Nugget 0.5 (d) Phi 0.1
0.239 0.000 || 0.261 0.000
0.000 0.505 || 0.000 0.533

(e) Phi 0.5

0.247 0.000

0.000 0.529

Con respecto a la matriz ventana H,,; utilizada en estos casos, éstas se
muestran en el cuadro 4.7. Puede observarse como al pasar de una situacién
de mayor dependencia a menor dependencia, como cuando aumenta el nugget,
los valores de la diagonal de la matriz H,,; tienden a disminuir.

Este efecto resulta interesante debido a que en situaciones de menor de-
pendencia, cada dato aporta més informacién por si mismo, no siendo re-
querido abarcar mayor espacio en la rejilla para calcular el estimador local
lineal. En cambio, cuando hay mayor dependencia, cada dato aporta menos
informacién por si mismo, con lo que se hace necesario abarcar una mayor
area para poder estimar adecuadamente la tendencia.
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Conclusiones

En este trabajo se consideraron diferentes escenarios de dependencia es-
pacial por medio de la variacién de pardmetros de covarianza tales como el
rango y el nugget. En cada caso, se consideraron diferentes formas de especi-
ficacion de la tendencia a fin de comparar las estimaciones de la tendencia
por diferentes métodos paramétricos y no paraméticos.

De manera resumida, el MISE de las estimaciones no paramétricas indica
que éstas no fueron tan buenas como en los casos de especificacion adecuada
de la tendencia de manera paramétrica, pero se obtuvieron mejores resulta-
dos que en el caso en el que no se especificaba la tendencia correctamente.
Considerando que en la préctica se suele desconocer la tendencia verdadera
de los datos, se concluye que a menos que se especifique la tendencia de
manera adecuada mediante una funcién similar a la tendencia verdadera, no
se puede usar con buenos resultados la estimacion paramétrica de la tenden-
cia. Para la mayoria de los casos en los que nada se sabe sobre la tendencia
verdadera, los resultados sugieren apoyarse en la estimaciéon no paramétrica
de la tendencia.

Este trabajo deja abiertas varias lineas futuras. Una de ellas consiste
en generalizar y realizar estimaciones no paramétricas del variograma, asi
como trabajar también en la correcciéon del sesgo en las estimaciones del
mismo, obtenidas a partir de los residuos. Se deja abierta la puerta para la
bisqueda de métodos més eficientes y menos cosotosos computacionalmente
para seleccionar la matriz ventana H, por ejemplo de tipo plug-in.

Por dltimo, se deja abierta la posibilidad de trabajar en la elaboracion
de un paquete estadistico que permita utilizar tanto métodos paramétricos
como no paramétricos en la estimaciéon de la tendencia, que sea ademaés lo
suficientemente flexible para emplearlo incluso cuando el propésito principal
no es la estimacion de la tendencia, sino la predicciéon via kriging.
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