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Resumen

El andlisis de datos funcional se ocupa de la modelizacion estadistica de variables aleatorias que
toman valores en un espacio de funciones (variables funcionales). Varias técnicas estadisticas
estandares tales como la regresion, ANOVA o componentes principales, entre otros, han sido
considerados desde el punto de vista funcional. En general, estas metodologias se centran en
variables funcionales independientes e idénticamente distribuidas. Sin embargo, en varias disci-
plinas de las ciencias aplicadas, existe un gran interés en la modelizacién de datos funcionales
espacialmente correlados. En particular, la mayoria de ellos estan interesados en el modelado
de datos funcionales espacialmente correlacionados. Este es el tema aqui tratado. En concreto,
este proyecto trata la prediccion de curvas, cuando se dispone de una muestra de las curvas de
una region con continuidad espacial.

Se revisan tres métodos para la prediccion espacial de los datos funcionales. Inicialmente,
se propone un predictor que tiene la misma forma que el predictor kriging clasico, pero teniendo
en cuenta las curvas en lugar de datos de una sola dimensién. Los otros predictores surgen
de adaptaciones de modelos lineales funcionales con respuesta funcional en el caso de datos
funcionales espacialmente correlacionados. Por un lado, se define un predictor que es una com-
binacion de kriging y del modelo funcional lineal point-wise (concurrente). Por otra parte, se
utiliza el modelo funcional lineal total para extender dos métodos clasicos geoestadisticos mul-
tivariantes para el contexto funcional. El primer predictor se define en términos de parametros
escalares. En el resto de los casos, los predictores implican parametros funcionales. Se adapta
un criterio de optimizacién, criterio utilizado en prediccion espacial multivariante para estimar
los pardmetros escalares y funcionales que intervienen en los predictores propuestos. En todos
los casos se da un enfoque no paramétrico basado en la expansidn en términos de bases de fun-
ciones que se usa para obtener las curvas a partir de datos discretos.

Las metodologias propuestas se ilustran mediante el analisis de un conjunto de datos real
correspondiente a la curva de temperatura que es funcién del tiempo.

Palabras clave: base de funciones; Cokriging; validacién cruzada; modelo lineal funcional;
Kriging; prediccion espacial multivariante.
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Introduccion

Lamayoria de los fendmenos naturales que se estudian son variables medidas tanto en el espacio
como en el tiempo. Considerando una superficie de un suelo, por ejemplo, en ocasiones se puede
observar una alta variabilidad en distancias pequefias. Esta variabilidad es el resultado de los
procesos naturales. Si se tienen datos de una de esas variahlesties de una regién con
continuidad espacial, implicitamente en cada uno de ellos hay una observacién funcional y asi
usando técnicas de suavizado los valores encontrados pueden convertirse en un dato funcional.
Por ello, en este proyecto se mostrara como las técnicas de permiten identificar tendencia en
media y varianza y explorar la estructura de autocorrelacion inherente a un conjunto de datos
medidos en una regién con continuidad espacial mediante el uso de varios ejemplos. Muchos de
los datos recogidos en problemas de las ciencias aplicadas son curvas. Para modelizar este tipo
de informacioén esta el Analisis de Datos Funcionales (FDA), (se puede v6prs¢ utiliza
desdefinales de los afios noventa. En ciencias como la agronomia, meteorologia, ecologia y
otras el andlisis geostadistico, (véaéh pe utiliza, a menudo, para describir la distribucion
espacial.

La palabra geoestadistica se compone de dos partes, geo y estadistica de manera similar a
términos como geofisica 0 geoquimica. Se usa con dos acepciones diferentes:

1. como una coleccion de todos los métodos estadisticos y probabilisticos aplicados a las
geo-ciencias,

2. y como nombre para la teoria de variables regionalizadas.

La geoestadistica fue usada primero por la industria minera, debido a los altos costes altos
gue suponian las perforaciones que se hacian, de ahi que el andlisis de los datos fuera de suma
importancia. De hecho muchos libros y publicaciones sobre geoestadistica estdn en su mayoria
orientados a problemas de mineria.

La motivacion de este trabajo es ofrecer una solucion al problema de predecir curvas en
aquellas zonas no muestreadas de una regién, basandonos en estas dos ramas estadisticas, el
analisis de datos funcionales y la estadistica espacial. Los cafit@lescogen el fundamento
teéricomas importante, necesario para este proyecto, para ambas ramas.

La modelizacion de variables medidas en diferentes sitios de una regién con continuidad
espacial,(véase en [6]) ha tenido desde los afos sesenta junto con el desarrollo del andlisis
geostadisticain gran uso en varias ciencias medioambientales, en mineria, geologia, ecologia.
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2 CONTENIDOS

Por convencion, el andlisis geostadistico es un procedimiento de dos pasos. El primero, la estruc-
tura espacial de la variable es examinada con el andlisis del varioagrama. Una vez se tiene una
estructura espacial y precisado un modelo adecuado (esférico, exponencial o gasussiano, segun
sea el caso), se utiliza algtn procedimiekriging para interpolar la variable no muestreada.

En el contexto geostadistico multivariante consideramos simultaneapnoigesos aleato-
rios espaciales, (véase &j)[ Es necesario encontrar un modelo para la covarianza espacial en
el que todas las variables estén incluidas en el analisis. Se va a utilizar la informacién multivari-
ante para predecir cada uno de los puntos no muestreados. Un caso particular de geostadistica
multivariante es el métodwokriging bivariante, (en [6]).

Otrarama importante de la geostadistica es el analisis de datos espacio-temporales. Los
modelos geostadisticos espacio-temporales proporcionan una herramienta probabilisstica para
el analisis de datos y predicciones basadas en la dependencia temporal entre las observaciones.
En contraposicion a la geostadistica multivariante, donde a menudo hay unas cuantas variables
en cada ubicacion, los conjuntos espacio-temporales de datos pueden ser muy grandes.

La comunidad estadistica ha estado interesada en desarrollar modelos para datos funcionales,
ya desde trabajos publicados a finales de los afios setenta a otros mas actuales como el trabajo de
Ramsay, ([24]). Nuevas metodologias que combinan los modelos no paramétricos con los datos
funcionalesse puenden consultar e8] [

Dela misma manera que los métodos estadisticos estandares han sido generalizados para ser
utilizados en FDA, es posible pensar que los métodos geostadisticos pueden ser adaptados a este
tipo de datos.

El proyecto ha sido estructurado del siguiente modo, en el Cagiséchace una breve de-
scripciénde la geostadistica univariante, en el Capifide generalizan los conceptos anteriores
enun contexto multivariante. En dicho contexte procesos aleatorios espaciales se consideran
simultdneamente. Es necesario encontrar un modelo de covarianza espacial para todas las vari-
ables incluidas en el modelo. Por tanto, se usa la informaciéon multivariante para predecir en
cada uno de los puntos no muestreados. El CapButwisa la teoria fundamental del andlisis
dedatos funcionales. Las técnicas habituales para la modelizacién de datos funcionales se cen-
tran en funciones independientes. Sin embargo, en varias areas de las ciencias aplicadas, existe
un gran interés por la modelizacién de datos funcionales correlados. De ahi que métodos estadis-
ticos para la modelizacion de variables correladas, como por ejemplo el andlisis geostadistico,
hayan sido adaptadas al contexto funcional. Una vez que el lector esta entrenado con todos es-
tos conceptos, en el Capitudg se le ofrece una aplicacion de los mismos combinando ambas
técnicasa unos conjuntos de datos.

Enresumen, lo que contiene este proyecto fin de master es una revisién critica de los métodos
gue se han considerado previamente, en estadistica espacial con datos funcionales y aplicados a
un conjunto de datos real como es el de la temperatura en Galicia.

Este conjunto de datos tiene tanto componente espacial y funcional.

Datos metereoldgicos de Galicia

La predicciéon espacial en datos meteorolégicos es un factor importante para muchos tipos de
modelos como los hidroldgicos, los de crecimiento y mortalidad de los ecosistemas forestales.

Como caso particular se tiene el modelado de datos de temperatura. A lo largo de la historia
geostadistica se han desarrollado y utilizado muchos métodos para hacer prediccion espacial
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de temperatura, aunque, en la mayoria de las ocasiones, no se ha tenido en cuenta su caracter
funcional. En este proyecto se usa un conjunto de datos meteorolégicos, se dispone de datos
de temperatura media del ambiente para Galicia en 66 estaciones distribuidas por Galicia del
siguiente modo:

¢ 13 (en 13 municipios distintos) en la provincia de A Corufia (94 municipios)

« 20 (en 19 municipios distintos) en la provincia de Lugo (67 municipios)

« 15 (en 15 municipios distintos) en la provincia de Orense (92 municipios)

¢ 18 (en 16 municipios distintos) en la provincia de Pontevedra (62 municipios)

En particular se analiza la informacion de la temperatura promedio diaria durante el afio
2009 (Figurad).

15 20 25
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Figura 1: Valores medios de las curvas diarias de la temperatura media obsema@@sta-
ciones meteoroldgicas de Galicia.

Los datos de cada estacién se obtuvieron la pagina web de Meteogalicia - Xunta de Galicia
(http://www.meteogalicia.es/web/index.action). Las coordenadas geograficas de estaciones me-
teoroldgicas (Figur@) también se han obtenido de esa pagina. Estos datos son analizados en el
Capitulo4.



Figura 2: Estaciones metereoldgicas. El punto marcado en rojo correspdadeacultad de
Matematicas, punto no muestreado.



Capitulo 1

GeostadisticaUnivariante

La Geostadistica es la ciencia que estudia los fendmenos que fluctan en el espacio y/o tiempo,
oferciendo una coleccién de herramientas estadisticas para la descripcion y modelizacion de la
variabilidad espacial (y temporal).

El término Estadistica Espacial se usa para describir una amplia variedad de modelos y
métodos adecuados para el andlisis de datos referenciados espacialmente. En gldioro [6
puedeencontrar una descripcién general de éstos.

El andlisis espacial comprende el conjunto de conceptos y procedimientos utilizados para
abordar el estudio de la estructura y las relaciones territoriales a partir del conocimiento de la
posicion de las entidades geograficas y las caracteristicas de las variables seleccionadas para su
investigacion.

Cuando la distribucion espacial de los datos es importante para su estudio e interpretacion,
la aplicacion de técnicas especificas para datos espaciales cobra importancia puesto que puede
proporcionar mayor informacién que las técnicas tradicionales.

Las bases de datos espaciales deben contener observaciones de una (o varias) variables es-
tadisticas de interés y una referencia cartogréafica. Estas variables van a ser continuas, la Gnica
condicién que se le impone es que exista alguna dependencia entre dos variables con distinta ref-
erencia cartografica, es decir, dos observaciones son mas similares cuanto mas cercanas son sus
realizaciones muestrales y a su vez, a medida que la distancia de las localizaciones muestrales
aumenta, la correlacién entre las variables tiende a anularse. La caracteristica de dependencia es
una diferencia importante respecto al analisis estadistico efectuado con datos independientes lo
gue va a suponer ventajas, ya que las predicciones serdn mas precisas, como inconvenientes, las
estimaciones menos precisas.

No existe ninguna restriccion en las referencias cartograficas, que pueden ser una referencia
territorial explicita como latitud y longitud (datos geograficos) o una referencia implicita como
domicilio o c4digo postal (datos socio-econémicos).

En estadistica espacial se distinguen tres tipos de datos (Whasedios geoestadisticos o
georreferenciadogeostatistical data), datos en rejilla o datos en un &rea (lattice data), y datos
de procesos puntuales (point processes data).
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CAPITULO 1. GEOSTADISTICAUNIVARIANTE

Tipos de datos espaciales

Datos geoestadisticos o georreferenciados (geostatistical data)

Los datos espacialmente continuos son mediciones tomadas en puntos fijos con localiza-
ciones continuas en el espacio. Las mediciones clasicas en salud ambiental, tales como
contaminacion de suelos y de aire o la radiacion natural, suelen pertenecer a esta categoria.
La variable medida, sin embargo, puede ser tanto continua como discreta. El objetivo es
el de, dados los valores tomados en puntos de muestreo fijos, extender la distribucion es-
pacial de los valores de un atributo sobre la regién total de estudio. Por lo tanto el analisis
de los datos geoestadisticos puede contemplar tanto la modelizacion del patron de vari-
abilidad, la determinacioén de los factores con los que pueda estar relacionado, como la de
obtener una buena prediccién de la variable en puntos donde no se ha muestreado. Estos
métodos son muy utilizados en estudios del area de geociencias (suelo, clima, hidrologia,
geologia minera, etc) por lo que también suelen ser denominlados geoestadisticos.

. Datos en rejilla o datos en un area (lattice data)

Los datos en rejillason observaciones procedentes de un proceso aleatorio, observadas
sobre una coleccién contable de regiones espaciales, que pueden estar regular o irregular-
mente distribuidas, complementados con lo que se denomina estructura de vecindad, es
decir, informacién sobre las regiones vecinas. Matematicamente una rejilla queda definida
como un conjunto de lados y de vértices, es decir, un conjunto de indices de localizaciones
con un conjunto asociado de vecinos. Ya que los datos en rejilla estan definidos en re-
giones espaciales, las localizaciones concretas especificadas por el vector suelen referirse
al centroide de la region.

. Datos de procesos puntuales (point processes data)

Se denominanlatos patrones de puntos o procesos puntyaleando las localizaciones

(y no las mediciones) son las variables de interés. Consisten en un nimero finito de local-
izaciones observadas en una regién determinada. El objetivo de los procesos puntuales es
el de conocer la variacion de la intensidad de los eventos sobre la regién de estudio y el de
buscar modelos que ayuden a explicar o comprender el fenGmeno. Tan importante como
la variable estudiada suele ser el patron de variacion espacial.

Independientemente del tipo de datos, los objetivos principales del estudio de la Estadistica
Espacial son, como en casi todos los campos de la Estadistica, dos:

1. Descripcion de los datos. Esto puede incluir no solo el estudio descriptivo del proceso

Z(u), tal como se entiende dentro de la estadistica clasica, sino también la modelizacion
del tipo de dependencia espacial.

2. Prediccion. Sin duda en muchas ocasiones la prediccion es el objetivo que motiva el

estudio de datos espaciales.
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1.2 Analisis estructural

En geoestadistica los datos se observam éocalizaciones de un conjuntd € R? donde
d indica la dimension del espacio. Las localizaciones se expresan en dos o tres coordenadas
espaciales, como por ejemplo, longitud, latitud, y/o altitud. Las observaciones se toman en cada
localizacion y se consideran como una realizacion de un proceso estocastico espacial denotado
generalmente par (u).

La funcién de distribucion acumulada de una variable aleatoria continua dependiente de la
localizacion espacial, Z(u) viene definida por:

F(u;z) = P{Z(u) < 2}

siendolP la funcion de probabilidad asociada. En la practica se suele trabajar con informacién
den datos, por lo que la variable aleatoria se suele denotaZ poy) = z(u;),i = 1,...,ny
en ese caso se trabaja con la funcion de distribucion acumulada condicional dada por:

F(u;kln) = B{Z(u) < z|n}

En geostadistica es importante modelizar el grado de correlacién o dependencia espacial entre
una cierta variablé (u;),i = 1,...,n.

1.2.1 \Variable regionalizada

Una variable medida en el espacio de forma que presente una estructura de correlacién, se dice
gue es unaariable regionalizada. De manera mas formal se puede definir como un proceso
estocastico con dominio contenido en un espdtie R?. En términos practicog (u) puede

verse como una medicién de una variable aleatoria (por ejemplo concentracion de un contam-
inante) en un punta de una region de estudio. Un proceso estocastico es una coleccion de
variables aleatorias indexadas, esto es, para caael conjunto de indiceB, Z(u) es una
variable aleatoria. En el caso de que las mediciones sean hechas en una superficie, entonces
Z(u) puede interpretarse como la variable aleatoria asociada a ese punto del plape$enta

las coordenadas, planas o geograficaZ, ka variable en cada una de ellas). Estas variables
aleatorias pueden representar la magnitud de una variable ambiental medida en un conjunto de
coordenadas de la region de estudio.

1.2.2 Hipotesis de estacionariedad

Una variable aleatori& (u), u € A se dice que eastacionariaen la regionA si la funcion de
distribucion acumulada es invariante bajo cualquier trasla€id@iectuada sobre sus localiza-
ciones:

Fui,...,ug; Z1,.. ., Zg) = Fur + C,...,upy + C; 21+ C, ..., Zk + O)

para cualquier vector de traslaciéh Es decir, esta hipotesis establece el grado de homogenei-
dad espacial del fenémeno.
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Como solo se dispone de una realizacion discreta de la vadidhle es inevitable que haya
gque asumir ciertas hipétesis para poder llevar a cabo algun tipo de estudio estadistico. El tipo de
estacionariedad asumido indica qué tipo de inferencia estadistica puede realizarse con el modelo
probabilistico.

Se considera un proceso estocasti¢h{u), v € D}, dondeD es un subconjunto dB?
(espacio Euclided-dimensional). El proces@ se dice que eSaussiancsi, para cualquier
naturalk > 1y las localizaciones, ..., ux, el vector(Z(u1), Z(uz), ..., Z(ux)) tiene una
distribucién normal multivariante.

Estrictamente Estacionario

Si la correspondiente distribucion @& (u,), Z(us), ..., Z(ux)) es la misma que la del vector
(Z(uy + h), Z(ug + h),...,Z(ur + h)) para cualesquieray, us, . . . , u puntos espaciales y
cualquierh € R?, el proceso se dice que estrictamente estacionario.

Estacionario de segundo orden

El procesaZ se dice que esstacionario de segundo ordenestacionariamente délsl p(u) =

u, es decir, la media es la misma para todasdgsCov {Z(u1), Z(u2)} = C (u1 — ug), para
todosu; € D,us € D, dondeC(u) es la funcion de covarianza entre una observagign
de otra en el 0C(u) recibe el nombre deovariograma. Como consecuencia de la definicion
tenemos:

s 02 =C(0),Vz € D.

 C es una funcion simétrica’(h) = C(—h).

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz puede demostrarse que
[C(h)] < C(0).

» C(h) es una funcidn definida positiva.

* Una funcion relacionada es@brrelograma,p(h) = C'(h)/C(0), verificando que
lp(R)] < p(0) =1

Se puede ver que si todas las varianzas son finitas entonces un proceso estrictamente esta-
cionario es también estacionario de segundo orden. La afirmacion inversa es falsa, en general,
pero un proceso Gaussiano que es a la vez estacionario de segundo orden sera también estricta-
mente estacionario,q]).

Hip 6tesisintrinseca

Si se asume que(u) es una constante, la cual podemos suponer cero sin pérdida de generalidad,
se puede definir:
2v(uy —ug) = Var{Z(u1) — Z(uz)}
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La ecuacion anterior sélo tiene sentido si la parte izquierda depende yle@- solo a través
de su diferencia;; — us. Un proceso que satisface esta propiedad se liatniasicamente
estacionario. La funciorzy(-) se llamavariogramay ~(-) semivariograma.

1. v es una funcion simétrica(h) = v(—h).

2. |y(h)| =z ~v(0) = 0.

3. Variograma estandarizade;(h) = v(h) /0%, vs(0) = 0.

La propiedad intrinsecamente estacionario es mas débil que la estacionariedad de segundo
orden.
Si se supone que el proceso es estacionario de segundo orden se verifica que:

Var{Z(u1) — Z(u2)} = Var{Z(uy)}+ Var{Z(uz)} — 2Cov {Z(u1), Z(u2)}
= 20(0) — 2C’(u1 — UQ)

y también si se verifica la condicion de estacionario de segundo orden, entonces:

Como consecuencia,ambas funciones son equivalentes para caracterizar la dependencia espacial
de la variable regionalizadé(h).
Ademas el variograma debe cumplir:

1. v(h) es una funcién condicionalmente definida negativa.

2. Ty 4o % -

Desde este punto de vista, las distintas formas (mas fuertes) de estacionariedad no son nece-
sarias. La estacionariedad tanto intrinseca como la de segundo orden son suposiciones mas
naturales. Por ello, hay que ser cauto cuando un andlisis preliminar de los datos indica que el
proceso es intrinsecamente estacionario y no estacionario.

Isotropia

Un concepto diferente es el dotropia. Si se supone que el proceso es intrinsecamente esta-
cionario con semivariogramgh), h € R%. Siv(h) = 7o (||h])), es decir, si el semivariograma
depende del vectdr sélo a través de su longitud ||, entonces el proceso Ewtropico.

Un proceso que es a la vez intrinsecamente estacionario e isotrépico se dichounogs-
neo.
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1.3 Estudio del semivariograma

El estudio del semivariograma, o variograma, es mas habitual que el estudio del covariograma.
Las razones son dos:

» La hipotesis de intrinsecamente estacionaria incluye la condicién de estacionaria de se-
gundo orden.

 Para el calculo del semivariograma no es necesario conocer la media de la variable.

Por otra parte, si la variable es estacionaria de segundo orden, siempre puede obtenerse la fun-
cion de covariograma a partir de la funcion de semivariogrartia) = 0% — C(h).

De ahora en adelante, por facilidad de notacion, se denotara el variograma isotrépico por
~(h), dondeh representa la longitud del vector, en lugar del propio vector. El semivariograma
representa un indice de cambio que muestra una variable con la distancia. Su forma describe el
patrén de variacion espacial en términos de su magnitud y forma general.

La pediente del semivariograma indica la intensidad de cambio del atributo (variable) anal-
izado con la distancia al mismo tiempo que el porcentaje de disminucién en la dependencia
espacial. EI maximo valor que alcanza un semivariograma se lagsata (sill) o varianza a
priori, e indica la escala bajo la cual los datos definen un proceso estacionario de segundo orden.
La meseta puede ser 0 no finita. Los semivariogramas que tienen meseta finita cumplen con la
hipétesis de estacionariedad fuerte; mientras que cuando ocurre lo contrario, el semivariograma
define un fenédmeno natural que cumple sélo con la hipétesis intrinseca.

El lag o distanciapara la que ekill es alcanzado se llantango o alcance y define el
limite de la dependencia espacial. El rango se interpreta como la zona de influencia. Existen
algunos modelos de semivariograma en los que no existe una distancia finita para la cual dos
observaciones sean independientes; por ello se llama rango efectivo a la distancia para la cual el
semivariograma alcanza el 95% de la meseta. Cuanto mas pequefio sea el rango, mas cerca se
esta del modelo de independencia espacial. El rango no siempre aparece de manera explicita en
la féormula del semivariograma.

Finalmente un semivariograma con término independiente define la varianza l|IEfeetta
Pepita (nugget), la cual define la variabilidad intrinseca en los datos y que no ha sido captada
por el rango de distancia analizadas asi como cualquier variacion puramente aleatoria. Repre-
senta una discontinuidad puntual del semivariograma en el origen. Puede ser debido a errores
de medicion en la variable o a la escala de la misma. En algunas ocasiones puede ser indicativo
de que parte de la estructura espacial se concentra a distancias inferiores a las observadas.

Denotando pofh| = ||k||, algunos ejemplos de semivariogramas isotropicos son:

1. ModeloNugget effect.
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Es la estructura mas bésica del semivariograma indicando falta de estructura espacial.
Viene dado por:

v(IRl) = { 1 en otro caso.
2. Modelo lineal.

Define un modelo no acotado en funcién de dos constantes positivas. La funcion tiende
a infinito para distancias grandes lo que hace que este modelo no se corresponda con un
proceso estacionario,

- 0 si |h| =0
(Rl = { co+cih  si|h] > 0.
3. Modelo esférico.
Definido por un rango actual una varianza a priori (s)lke; y un efectonuggetey,

a

3
ter- 150 o5 (1A ] si|n| <
vy = f o rot-os ()] smi<e

co + 1 silh| > a.

4. Modelo Exponencial.

Definido por un rango efectiva (rango integrak/3), una varianza a priori (s)llc; y un
efectonuggetcy,

(b)) =co+ e [1 — exp (—?’Lh'ﬂ .

5. Modelo Gaussiano.
Definido por un rango efective, una varianza a priori; y un efectonuggetc,

2
1—exp (—(3“;’))] .
a
6. Modelo potencia(Power).

Definido por un factof) < w < 2, una pendiente positiva y un efectonuggetc,

v (|h]) = co+c1 -

Y(|h]) = co+er-|h]”.

7. Modelo del efectdlole o sinusuidal.

Se utiliza para definir componentes ciclicas subyacentes. Con una varianza a prjori de
y un efectonuggetde ¢y, se define como

Y(|hl]) =co+er - [1.0 — cos <|Z|w>] :

Para ser un modelo de variograma correctamente definido, este modelo dehelecto
debe ser sélo aplicado en una direccion.
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8. FamiliaMatérn.
Esta clase se define mejor en términos de la funcion de covarianza definida por

- 1 2/ |h]\ ™ 2/0 ||
Co (|n]) = 20:1T () < 9? > o, <9i>

Eneste casd; > 0 define un parametro de dependencia espdaly 0 es un parametro
de forma. La funcion'(-) representa la funcion gamma mientras gggees la funcion
modificada de Bessel de tercera clase de ofderComo casos especiales se tiene que
0y — % tiendea la forma exponencial y el limite d& — oo daria lugar a la forma
Gaussiana.

Todos los modelos anteriores (excepto el lineal y el potencial) son acotados, lo que significa
que elsill (umbral) se alcanza realmente en el limite a una cierta distancia marcada por el rango.
Ademas se tienen las siguientes observaciones:

« Para el modelo de efectmgget, ekill es alcanzado tan pronto la distancia se hace posi-
tiva.

» El modelo esférico alcanza realmentesiflla una distancia equivalente a su rango.

» Los modelos exponencial y Gaussiano alcanzan asintéticamesite definiéendose un
rango practico como aquella distancia para la que el modelo se encuentra al 3686 del

Los modelos acotados también se suelen llamadelos de transicion. Por otra parte, los mod-
elos potencial y lineal no tieneill, y por tanto, carece de su correspondiente funcion de covar-

ianza.
Alrededor del origen podemos ditinguir tres tipos de comportamiento:

1. Comportamiento parabdlico: (modelo Gaussiano) tal comportamiento es caracteristico de
fendmenos altamente regulares.

2. Comportamiento lineal: (modelos esférico o exponencial) tal comportamiento es carac-
teristico de aquellos fendmenos que muestran dependencias espaciales a cortas distancias
aumentandolas linealmente con las mismas.

3. Comportamiento discontinuo: (modelo de efeutiggej evidencia de gran variabilidad
intrinseca a los datos que enmascara cualquier posible dependencia espacial.

El comportamiento cerca del origen del modelo potencial depende de los valores del parametro
w, siendo lineal para = 1 y parabdlico para valores decercanos a 2.
1.4 Anisotropia

Hay varias formas de trabajar con procesos anisétropicos considerando éstos como generaliza-
ciones mas o menos directas de procesos isotropicos.
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1.4.1 Anisotropia geométrica

La forma mas simple es considerardaisotropia geométrica. Esta se refiere a un semivari-
ograma de la forma

v(h) =0 ([lAR])

donde~, (||Ah||) es un variograma isotrépico & una matriz de dimensiod x d represen-

tando una transformacion lineal &#¢. Logicamente s es la identidad, esto se reduce al caso
isotropico. La idea subyacente es esta situacion es que el proceso no es isotrépico en el espacio
original, pero si en algun espacio transformado linealmente, el cual puede, por ejemplo, corre-
sponder a una transformacién de las coordenadas. En el caso mas légico y usual eA el que
es una matriz definida positiva, los contornos de igual covarianza se corresponden con elipses
inscritas en circulos.

1.4.2 Anisotropia zonal

Una posible generalizacion de anisotropia surge de la simple observacion deZque sj Z,
son procesos independientes intrinsecamente estacionarios, erforces; + ... + Z,, €s
también intrinsecamente estacionario, con semivariograma dad@po« vi(h)+. . .+, (h),
denotandoy, . .. , 7, l0os semivariogramas dé,, . . ., Z, respectivamente. Asi,

p

v(h) = 0 (Aih),

i=1

siendoyy un semivariograma isotropicod, . . . , A, matrices, es un semivariograma valido
gue generaliza la anisotropia geométrica. Esta anisotropia sedtasudropia zonal.

Una idea mas complicada es asumir que, para alguna funcion no difigalel proceso
Z(g(u)), en lugar del originak (u), es un proceso isétropico estacionario. Esta idea puede, de
hecho analizar, tanto la no estacionariedad como la no isotropia.

1.5 Condicion de positividad

Una restriccion importante en geostadistica es que no se puede definir una covarianza espacial
o una funcién de semivariograma de forma arbitraria. Necesariamente la primera de ellas debe
cumplir con la condicion de positividad. En el caso més general en €lquéZ (u1) , Z (uz)} =

C' (u1,u2), el cual no supone ninguna condicion de estacionariedad, la condicion de positividad

significa que la relacion
Z Z aiajC (ui, Uj) > 0
i g
se cumple para cualquier conjunto finito de punigs. .., u, Yy coeficientes reales arbitrarios

ai,...,a,. Es necesario que la parte izquierda de la ecuacion es la variadzg @€ (u;).
También se tienen estas mismas condiciones en la version de variogramas. Supongamos que
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v (+) es el semivariograma de un proceso estacionario de segundo orden, entances Si,,
son constantes con, a; = 0, tenemos

Z Z%‘%‘V (uj —uj;) <0
i g

Esta es la condicion deo positividad condicional,(explicada e@]]. La anterior condicién es
unacondicién necesaria para qyé-) sea un semivariograma valido en el caso general.

1.6 Versiones muestrales de algunas medidas de variabilidad espa-
cial

Se considera ahora el problema de la estimacién del variograma y de otras medidas de variabil-

idad espacial. En general disponemos de un pro€&sa) ,u € D} observado en un nimero

finito de localizacionesq, ..., un.

El estimador méas simple viene dado pon&todo de los momentos, el cual, suponiendo que

los puntos de muestraq, . .., uy estén definidos en un reticulo regular, viene definido por
. 1
24(h) = Yo {Zw) - Z(wy)}*.
#N(h)
(uisui)EN(h)

N (h) denota todos aquellos par@s, v;) para los que,; —u; = h'y #N(h) denota el cardinal
de N(h). En el caso, por otra parte mas comun, de que los puntos de muestreo no estén en un
reticulo regular, se aplica la férmula anterior pero con la nueva definicidn(ée,

N(h) = {(us, uj) : vy —u; € T(h)},

siendoT’(h) alguna vecindad o region de tolerancia sobre

Si disponemos de dos atributos medidos sobre las mismas localizaciones espaciales, puede
ser de interés evaluar la variabilidad espacial (cruzada) entre ambos atédblitosa medida
adecuada viene de la mano del estimadovddbgrama cruzadaado por:

230 (0) = 27 X () = 2D () - ¥ ()

Una posible objecién al método de los momentos es que no es robusto frente a valores extremos
deZ.

Otra objecion surge del hecho del sesgo de la distribucién: si suponemos que el proceso es
Gaussiano, para valores concretosudg h, la distribucién de{Z (u + h) — Z(u)}? es de la
forma2v(h)x?, y la distribucion dey? esta sesgada. Sin embargoXsi-~ x? entoncesX /4

tiene una distribucién casi simétrica y por tanto las medias muestral&gae — Z(us)|"/? se

comportaran mejor que las d& (u1) — Z(us)}>.
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La funcion decovarianza muestrgbuede ser también obtenida mediante el método de los
momentos se la siguiente forma:

)= 2 {Z00Zwy) —m?)

(uisui)EN(h)

dondem = mZiZ(ui). Si ademas definimos? = m > Z(ui)* — m?, podemos
estandarizala covarianza para definir ebrrelograma

Porotra parte, elnadogramas una medida similar al variograma del método de los momen-
tos en el que el cuadrado de las diferencias efifrg) y Z(u;) es sustituido por la diferencia
absoluta, dando lugar a la siguiente expresion

1
Yar(h) = E Z(w;) — Z(u;
290 (h) EN(h) S |Z (us) (Uj)|

Algunas de las anteriores medidas de variacion espacial pueden ser usadas cualitativamente
para conseguir estructuras de continuidad espacial. Mas de un tipo de medidas puede ser
obtenida al mismo tiempo. En general, las caracteristicas observadas a través del eje de las
abcisas (distancias) son comunes para todas las medidas de variabilidad / continuidad. Sin em-
bargo los valores del eje de ordenadas que definen el variograma son especificos del tipo de
variograma elegido.

Se tienen dos reglas practicas que deberian ser tenidas en cuenta al estimar un variograma:

1. el variograma empirico solo debe ser considerado para distancias para las que el nUmero
de pares es superior a 30, (ver]?

2. la distancia de fiabilidad para un variograma experimental €sD /2 siendoD la dis-
tancia maxima que presentan las localizaciones muestreadas.

1.7 Factores a tener en cuenta para la modelizacion

En la practica de la modelizacion tres son los puntos claves del problema:
1. Determinacion del variograma o covarianza experimental.
2. Analisis de los posibles variogramas permisibles.

3. Utilizacién de informacion auxiliar, como el conocimiento fisico del area y fenémeno bajo
estudio o medidas robustas tales como el madrograma.

La modelizacién consiste en la conjuncién de estas diferentes fuentes de informacién para
construir un modelo adecuado que retenga la mayoria de las caracteristicas de los atributos bajo
estudio.

Algunas decisiones importantes en una modelizacién se centran en:
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1. Como obtener un modelo isotrépico o anisotrépico;
2. Cual es el nimero y tipo de estructuras basicas que constituyan el variograma;

3. Eleccion adecuada de los parametros asociados a los variogramas (sill, rargme)y

Respecto a la decision sobre modelo isotropico o0 anisotrépico, en la practica se suele com-
parar diferentes variogramas experimentales calculados en distintas direcciones (para decidir si
existe anisotropia geométrica, por lo menos, tres direcciones deben ser consideradas). Una op-
cion que nos puede ayudar para la deteccién de anisotropia direccionalsearterplotdel
mapa del variograma en el sistema de coordenadas usual. El centro del mapa corresponde con el
origen del variograma(0) = 0. Cuando la variacion es isotropica, el incremento es similar en
cada direccion y por contra, la anisotropia geométrica aparece como lineas de contorno elipticas
indicando la direccion de maxima variabilidad espacial. Por esto, la evaluacion de un mapa de
semivariogramas requiere considerar algunas direcciones e intervalos de distancias (lags).

El dltimo peldafio en el proceso de la modelizacion consiste en la determinacion de los
parametros asociados a los modelos seleccionados.

1.8 Métodos de estimacion de los parametros del variograma

Asumamos que muestreamos a partir de un proceso espacial homogéneo para el que el vari-
ograma ha sido estimado por alguno de los métodos anteriores.

Los semivariograma$(h) y 7(h) carecen de la propiedad de no positividad condicional.
Como consecuencia, es posible que algunas predicciones espaciales derivadas a partir de tales
estimadores presenten varianzas negativas. La forma mas clara y comun de evitar esta dificultad
es reemplazando el semivariograma empifi¢o) por algin modelo paramétrico, que se sabe
que cumple con la condicién de semidefinido negativo. En general, no es necesario restringirse
a modelos isotrépicos, aunque suelen ser los primeros a ser considerados. Se consideran tres
métodos:

1. Estimacién por minimos cuadrados (least squares estimation).

2. Estimaciéon por maxima verosimilitud (maximum likelihhod

1.8.1 Estimacion por minimos cuadrados (MC)

Supongamos que tenemos estimado el semivariogféineen un conjunto finito de valores de
h, y queremos ajustar un modelo especificado por una funcion paramgtiad) en términos
de un vector finito de parametrés Este vector suele contener tres parametros, efeaget,
sill y rango. Supongase que se ha utilizado el estimador de los momentssa?y el vector
que contiene los valores estimados () el vector de los valores derivados por el modelo sobre
los mismos valores de.

Se tienen tres posibilidades para los métodosstienacidon minimo cuadratica no lineal:

» Minimos cuadrados ordinarios (MCO), en los que se térnamo aquel valor que mini-
miza{5 —~v(0)} {# — ~(0)} . (donder indica la transposicion de matrices).
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» Minimos cuadrados ponderados (MCP), en los que se foroano aquel valor que mini-
miza{y —~v(0)} W(0)~' {# —~(0)}. En este castV/’ () es una matriz diagonal cuyos
elementos de la diagonal son las varianza§ daunque no covarianzas como si lo hace
el MCG. Por tanto MCP admite varianzas4leaunque no covarianzas aungue si lo hace
el MCG.

« Minimos cuadrados generalizadoss (MCG), en los que se fooomo aquel valor que
minimiza {4 — ~v(0)} V(0)~' {# — v(#)} . Aqui V(#) denota la matriz de covarianzas
de#, la cual depende d#&

En general, los tres estimadores MCO, MCP y MCG, aparecen en orden creciente de efi-
ciencia pero decreciente en simplicidad. Notar que MCO es facilmente implementable por al-
gun procedimiento de minimos cuadrados no lineales, mientras que MCP y MCG requieren la
especificacion de las matricB8(6) y V(0).

1.8.2 Estimacion maximo verosimil (MV)

Si se asume que se muestrea a partir de un proceso Gaussiano, entonces es bastante sencillo
obtener la forma exacta de la verosimilitud y maximizarla numéricamente. Considerese el pro-
ceso espacial -~ N(Xg, '), conZ un vector de observacionesdimensional X una matriz

n X ¢ de covariables (¢ < nX de rango completo); un vector de dimensién de parametros
desconocidos Y’ la matriz de covarianzas de las observaciones. En la practica se puede asumir
que X = aV/(0) siendoa un parametro de escala conocidd®y#) es una matriz de covarian-

zas estandarizadas determinadas por el pardmetro descofio€dn Z, Z -~ N(Xg, X), su

funcién de densidad es de la forma

(2m) " 2det ()72 exp {; (Z-XB) X2V (Z- XB)} .

Y por tanto, la log-verosimilitud negativa sera:
n n 1 1 , _1
1(B,a,0) = 5[09(270 + §log(a) + ilogdet(V(G)) + % (Z-XB)V(O) (Z—-Xp).

Aunqgue este método es computacionalmente factible, su mayor dificultad frente a por ejem-
plo el método de MCP lo hace menos usado.

Supdngas€Yi, ..., Y, } son variables aleatorias independientes y normalgs, o) con
parametros desconocidps/ o2. Los estimadores maximo verosimilesdg o2 sonji =Y =
LS Yiyo? = L5 (v; - V)2 Peroeste estimador resulta sesgado y se suele usar el esti-
mador insesgado de?, -1 >, (V; — Y)z. Supongse ahora que en lugar de trabajar con el
vectorYy, ..., Y, lo hacemos con la densidad conjuntg#fe — Y, ..., Y, — Y), cuya distribu-
cion no depende de. Ahora el estimador verosimil d€’ es directamentel- >°, (V; — }7)2.

Estaidea puede ser extendida al modelo genefal, N(X 3, ). Sise defindV = A'Z
un vector den — ¢ contrastes linealmente independientes, es decirn las; columnas ded
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son linealmente independientesAyX = 0, tenemos quéV —~ N (0, A’c A), y el logaritmo
negativo de la funcién de verosimilitud ¥ sera de la forma,

n —

2

— 1 1
lw(a,0) = n 5 qlog(27r) + qlog(a) + §l0g |A'V (6)A| + %W/ (A'V(6)A) W.

Esposible elegird que satisfagad’A = I — X (X'X) ' X', A/A = 1. En este caso la
expresion anterior se simplifica a:

lw(a,0) = n ; qlog(ZTr) + - ;

1 1 1
+ glog |X'V(O)'X] + Slogdet (V (6)) + %GZ(G),

qlog(a) + élog | X'X|+

dondeG? () denotda suma de cuadrados generalizados de los residuos
A\ ~
G2 = <Z — Xﬂ) vl (Z — Xﬂ)

y 6= (Z - XB) X'V~1Z es el estimador MCG dg basado en la matriz de covarianias

La estimacion MVR proporciona mejores estimaciones que el MV pues, en general, da lugar
a estimadores con menores desviaciones para muestras con pocos datos. La estimacién MVR
es ampliamente utilizada en modelizacion geostadistica. Sin embargo, es mas sensible que el
estimador MV de maxima verosimilitud bajo incorrecta especificacion del vector de niedias

En general, como los variogramas estimados por los métodos de verosimilitud (MV, MVR)
no estan basados en los variogramas empiricos, hay claras diferencias entre éstos y los esti-
madores MCO o MCP.

1.9 Kriging: prediccion e interpolacion

Una vez conocida la varianza especifica el objetivo es predecir e interpolar procesos espaciales.

El problema tiene los siguientes fundamentos dado un conjunto de observaciones de un
atributo espacial (u,), Z(uz), . .., Z(uy,), €l objetivo es predecir el valor d&(u,), para algun
() ¢ {ul, .. .,un}.

Kriging es un nombre genérico adoptado en geostadistica para dar nombre a una metodologia
de interpolacién basada en una familia de algoritmos de regresion generalizados por minimos
cuadrados.

Todas las clases de estimacionekdgings, no son mas que variantes de las estimaciones
de regresion lineal basicas, las cuales para predecir el valor del atfilenida localizacién,
denotado pof*(uy), vienen definidas por

n(uo)
Z*(ug) —m(uo) = Y Aaluo) [Z(ta) — m(ua)]
a=1

donde )\, define la ponderacion, peso asignado a los datos que intervienen en el sumatorio,
m(ug) Y m(uq) SON los correspondientes valores esperadd$(dg) y Z(u,) respectivamente
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y n(ug) + 1 elementosn(ug) atributos. A partir de ahora y sin pérdida de generalidad para que
la notacion resulte mas sencilla se usaeh lugar den(ug).Obsérvese que solo actian aquellas
localizaciones:,, vecinasa la localizacién de prediccién dg.

Cualquier base deriging tiene como objetivo la minimizacion de la varianza del error
o2 (u), la cual en su formato general viene dado por

Jé(u) = Var [Z*(u) — Z(u)]

donde el superindice * indica el valor estimado para esa localizacion.

Ademasoz (u) = Var [Z*(u) — Z(u)] se minimiza bajo la restriccién de insesgadez, es de-
cir, E[Z*(u) — Z(u)] = 0. Normalmente, la variable aleatoria que define el atributo en estudio
se descompone en una componente resiffa) y otra determinista que define la tendencia
m(u),

Z(u) = R(u) + m(u)

La componente residual se modeliza como una variable aleatoria estacionaria de media cero y
covarianzaC,(h), siendo

E{R(w)} = 0
Cov{R(u),R(u+h)} = E{R(u) R(u+h)}=Cgr(h)

De esta forma, el valor esperado de la variable aleafbda una cierta localizaciémviene
dado por el valor de la componente tendencia en esa localiZAdigitu) } = m(u).

De acuerdo con el modelo considerado para la tendencia, podemos considerar las siguientes
varianteskriging lineales: simple (SK), ordinario (OK), con modelo de tendencia o universal
(UT), en bloques y factorial. En cuanto a los no lineales se pueden mencionar: lognormal,
multi-Gaussiano, de rango, indicatriz y disyuntivo.

En la Tablal.1se resumen los principales tipos de kriging lineal que detallaremos a contin-
uacion.

Kriging Media Analisis estructural | Propiedades

paraZ(u) | m(u) Y (u)

Simple Constante conocida Covariograma Son 6ptimos si hay normalidad

Ordinario | Constante desconocida Semivariograma multivariada.

Universal | No constante y desconocidaSemivariograma Independiente de la distribucign
son los mejores predictores
linealmente insesgados.

Tabla 1.1: Principales tipos de kriging lineal y propiedades

Antesde comenzar el estudio de cada uno de ellos, se presentan dos particularidades impor-
tantes:

1. La condicidon de estacionariedad, necesaria para el andlisis estructural, no es ahora impre-
scindible para la prediccion kriging. Por esta razén, en muchas de las expresiones que
se utilizaran se podemos encontsdt., — ug) 0 C(uq — ug) en vez dey(h) o C(h)
utilizadas anteriormente.
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2. En la estapa de prediccion la dependencia espacial se supone totalmente modelizada por
las funcionesy(h) y/o C'(h) obtenidas en la etapa de analisis estructural.

1.9.1 Kriging Simple (SK)

Supongase que hay una variable regionalizada estacionaria conrmgdiavarianza conocidas.

De manera analoga a como se define en modelos lineales el modelo establecido en este caso es
igual a la media mas un error aleatorio con media cero. La diferencia es que en este caso los
errores no son independientes. $&a) la variable de interés medida en el sitio

E[Z(w)] = m
Z(u) = m+ e(u), conEle(u)] = 0.

El predictor de la variable de interés en un sitipdonde no se tiene informacion se define
como:

Z*(ug) = m+ € (uo),

cone*(ug) que corresponde a la prediccion del error aleatorio en elgjtiddespejando de la
ecuacion anteriot* (ug) = Z*(ug) — m. El predictor del error aleatorio se define por:

=D aelta) = Y Ao (Z(ua) —m)
a=1 a=1

de donde el predictor de la variable de estudio es:

> A (Z(ua) - m)] =m+ > Aae(ua)
a=1 a=1

El predictor es insesgado gt*(Z(ug)) = E(Z(up) = m. Luego el predictor sera insesgado
cuandaE (e*(ugp)) = 0.

Z*(uo) =

n

(e* Z)\aeua :Z

Por tanto en este caso no existen restricciones para las ponderaciones tendientes al cumplimiento
de la condicion de insesgadez. La estimacion de los pesos del método kriging simple se obtiene
de tal forma que se minimice (e*(ug) — €(uop))-

V(" (uo) — e(ug)) = E("(uo) — e(uo))”

(u
n 2
= E ((Z )\ae(ua)> - 6(u0)>

n n

0
= AaAsE (e(ua)e(ug)) —22)\1[43 e(up)e(uo)) + E (e(up))?
a=1p=1

usando:



1.9 KRIGING: PREDICCION E INTERPOLACION 21

1. Efe(ug)] =0
2. (e (ux) € (ug)) = Cov (€ (ur) , € (ug)) = Cxg
3. E (e (ug))* = 02

n

V(e*(uo) — €(un)) = D> AasE (e(ur)e(up)) —2) " AargChg + 0”
a=1p=1 a=1

derivando respecto & se tiene:

OV (€* (up) — € (up))
o\

= 2 Z AaC1x — 2C0

a=1

igualando acerd_._; A\oC1) = Cio. En general para cualquigr A = 1,2, ..., n, se obtiene:

8 n
D > A3Cas = Cag
g=1

Con las n ecuaciones resultantes se construye el siguiente sistema de ecuaciones:

Cii Ci2 ... Cip A1 Cho
Coyp Co ... Cyy A2 B Cao
Cnl Cn? cee Cnn )\n CnO

La varianza de prediccion Kriging Simple sera,

n
2 2
O =0 — Z /\aCa().
a=1

Finalmente, el peso asignado a la mediaendra dado por,
Aug) = 1= Aalug).
a=1

1.9.2 Kriging Ordinario (OK)

Supongase que se hacen mediciones de la variable de igterétos puntos.,, a = 1,...,n,

de la region de estudio, es decir, se tienen realizaciones de las vaddbles..., Z(u,), y se

desea predecit (ug), en el puntasy, donde no hubo medicion. Kriging Ordinario (OK) tiene

en cuenta las posibles fluctuaciones locales de la tendencia o media, limitando el dominio de
estacionariedad de la media a la vecindad 16€&k) : m(u*) es una constante (desconocida)
para todau* € W (u).
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El estimadorKriging Ordinario puede predecirse como una combinacion lineal denlas
variables aleatorias asi:

Z*(UO) = )\1Z(U1)+)\2Z(ug)+...+)\nZ(un)

= > AaZ(ua)

en donde los\, representan los pesos o ponderaciones de los valores originales. Dichos pesos
se calculan en funcién de la distancia entre los puntos muestreados y el punto donde se va a hacer
la correspondiente prediccidn. La suma de los pesos debe ser igual a uno para que la esperanza
del predictor sea igual a la esperanza de la variable. Esto Ultimo se conoce qemasto de
insesgadez.
Estadisticamente la propiedad de insesgadez se expresa a trdvég'de,)) = E (Z(up)).
Asumiendo que el proceso es estacionario de medi@esconocida) y utilizando las propiedades
del valor esperado, se demuestra que la suma de las ponderaciones debe ser igual a uno, es decir,
Yoo _1Aa = 1. Se dice queZ*(uy) es el mejor predictor, lineal en este caso, porque los pesos
se obtienen de tal manera que minimicen la varianza del error de prediccion, es decir que min-
imicen la expresioV (Z*(up) — Z(up)).
Esta Ultima es la caracteristica distintiva de los métodos kriging, ya que existen otros métodos de
interpolaciéon como el de distancias inversas o el poligonal, que no garantizan varianza minima
de prediccion. La estimacion de los pesos se obtiene minimizendo (ug) — Z(up)) sujeto
ay » jAa=1
Se tiene qué’ (Z*(ug) — Z(up)) =V (Z*(up)) — 2Cov [Z*(uo), Z(uo)] + V [Z (up)].

Desagregando las componentes de la ecuacion anterior se obtiene lo siguiente:

Z AaZ (up)
a=1

— Z Z AaAgCov [Z(uq), Z(ug)]

a=18=1

V[Z"(uo)] 14

En adelante se usara la siguiente notacioo [Z (u,), Z(ug)] = Cap y V [Z(up)] = 0. De
lo anterior

Cov [Z * (uq), Z(ug)] = Cov !Z Ao Z (Ua, Z (u))

a=1

= > Cov[AaZ(ua, Z(up))]

a=1

= i )\aCaO
a=1

Entonces reemplazando, se tiene que:

n

V(Z*(uo) = Z(uo)) = DD AargCap =2 AaCao + 0°(0)
a f @
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Luego se debe minimizar la funcién anterior sujeta a la restriceifin, A\, = 1. Este problema
de minimizacién con restricciones se resuelve mediante el método de los Multiplicadores de
Lagrange.

of = D> AargCag =2 AaCao +2u (Z Ao — 1)
a g «a a=1

Siendoy los Multiplicadores de Lagrange. Siguiendo el procedimiento acostumbrado para
obtener valores extremos de una funcién, se deriva e iguala a cero, en este caso con respecto
al,yapu.

9 (9;) Y
= 2 E AgCig —2C10 + 2
O =~ pLp 10+ 2p
Por tanto E AgCig+p = Cho

p=1
De manera analoga se determinan las derivadas con respegto.a\,:

> AsCap + 1 Cho

p=1

Z)\ﬁcnﬁ-i-ﬂ = Cno
5=1

por ultimo derivamos con respectq.a

d(7) v
o = 22)\&—2

n
Por tantoz Ao = 1
a=1
De las ecuaciones anteriores resulta un sistema del) ecuaciones cofw. + 1) incognitas,
gue matricialmente puede ser escrito como:

Ci Ci2 ... Cip 1 A ] Cho

Coy1 Cop ... (g 1 A2 Cao

Cnl CnZ <o Cnn 1 )\n Cn()
101 o1 o]l ] 1]

El sistema anterior se puede plantear:

Caﬁ)\ = CaO
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por lo cual los pesos que minimizan el error de prediccion se determinan mediante la funcién de
covariograma a través de

A= (Cap) tCho.

Encontrando los pesos se calcula la prediccion en el pyntde forma analoga se procede para
cada punto donde se quiera hacer prediccion. La varianza de predicciéon del Kriging Ordinario
sera por tanto:

n
2 2
OO =0 —Z)\QCao—u
a=1

Validacion del kriging

Una modelizacion estadistica general exige una validacion a posteriori de sus resultados, y de
forma particular la modelizacién geostadistica requiere de dicha validacion y la basa en una
reestimacion de los valores conocidos bajo las condiciones de implementacién de los modelos
construidos. Estas implementaciones incluyen los modelos de variogramas, elkijgirdgy

la eleccion de la estrategia general de modelizacion.

Existen diferentes métodos para evaluar la bondad de ajuste del modelo de semivariograma
elegido con respecto a los datos muestrales y por ende de las predicciones hechas con kriging.
La técnica mas empleada es la de Validacion Cruzada (cross-validation, CV) sirve para com-
parar valores estimados por los modelos con los reales. La idea consiste en un proceso iterativo
en el que cada vez se excluye un dato de la muestra y se estima con el resto de los datos el
modelo de semivariograma escogido, predecir via kriging el valor de la variable en estudio en la
ubicacién del punto que se excluyd. Cada uno de estos valores se compara, por ejemplo medi-
ante regresion lineal, con el valor real. Buenos coeficientes de correlacion / determinacion seran
indicativos de una correcta modelizacién. Si el modelo de semivarianza elegido describe bien la
estructura de autocorrelacién espacial, entonces la diferencia entre el valor observado y el valor
predicho debe ser pequefio. Este procedimiento se realiza de forma secuencial con cada uno
de los puntos muestrales y asi se obtiene un conjunioeafeores de prediccién. Lo usual es
calcular medidas que involucren a estos errores de prediccion para diferentes modelos de semi-
varianza y seleccionar aquél que optimice algun criterio como por ejemplo el del minimo error
cuadratico medio (MECM). Una forma descriptiva de hacer la validacion cruzada es mediante
un gréfico de dispersiéon de los valores observados contra los valores predichos. En la medida
en que la nube de puntos se ajuste mas a una linea recta que pase por el origen, mejor sera el
modelo de semivariograma utilizado para realizar el kriging.

Sin embargo, la utilizacién de la validacién cruzada para seleccionar modelos de semivariogra-
mas, tiene algunas restricciones:

1. Unremuestreo del modelo de semivariograma no influye en los pésigsngs. Asi, los
valores desill total no pueden ser obtenidos por validacién cruzada de valores restimados.

2. Elsill relativo y el comportamiento del semivariograma en el origegget, no pueden
ser usados simultaneamente con la validacién cruzada.
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3. Si el modelo es inadecuado, entonces no esta claro qué parametros deben ser cambiados.

Representacion de las predicciones

Una vez se ha hecho la prediccién en un conjunto de puntos diferentes de los muestrales via
kriging, se debe elaborar un mapa que de una representacion global del comportamiento de
la variable de interés en la zona estudiada. Los mas empleados son los mapas de contornos,
los mapas de residuos y los graficos tridimensionales. En el caso de los mapas de contornos,
en primer lugar se divide el area de estudio en un enmallado y se hace la predicciéon en cada
uno de los nodos de este mismo. Posteriormente se unen los valores predichos con igual valor,
generando asi las lineas de contorno (isolineas de distribucion). Este gréafico permite identificar

la magnitud de la variable en toda el area de estudio. Es conveniente acompafiar el mapa de
interpolaciones de la variable con los correspondientes mapas de isolineas de los errores y de
las varianzas de prediccion (posiblemente estimados a través de métodos matematicos), con el
propdsito de identificar zonas de mayor incertidumbre respecto a las predicciones.

Intervalos de Confianza

Asumiendo que los errores de prediccidén siguen una distribucién normal estandar y que son
independientes, un intervalo de confianza (1 — «)%, 0 < o < 1, paraZ(u) es:

[z*(u) — z1-g0%, 2" (u) + 21_%04 , conz* el valor calculado de la prediccionyy_« el per-
centil de una normal estandar.

1.9.3 Kriging universal(UK)

Este tipo dekriging (UK) considera que la media local no es conocida y varia suavemente en
cada vecindad locaV (u). La componente de tendencia se modeliza como una combinacion lin-
eal de funcioneg;(u) de las coordenadas. Para tratar este tipo de variables es frecuente descom-
poner la variabléZ(u) como la suma de la tendencia, tratada como una funcion deterministica,
mA&s una componente estocastica estacionaria de media cero. Asimdse )geen (u)+e(u),

conE (e(u)) = 0, V (e(u)) = o y por consiguientéE(Z(u)) = m(u). La tendencia puede
expresarse mediante(u) = >.1_, a;f;(u) donde las funcioneg;(u) son conocidas y es

el nimero de términos empleados para ajustér). El predictor Kriging Universal se define
como:

Z*(uo) = Y A (ua)
a=1
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este sera insesgado si:
E(Z%(u0)) = m (uo)
> = m(uo)
(Z)\am(ua)> = m(up)

p

= > afi(uo)
=1

= > afi(uo)
=1

Y Aafilua) = Y filuo)
=1

La obtencion de los pesos en el Kriging Universal, analogo a los otros métodos kriging, se hace
de tal forma que la varianza del error de prediccion sea minima.

V(Z* () — Z(w)) = E(Z*(uo) — Z(up))?

a=1
= D0 AadgmiE (c(uam1)e(up)) = 2> Aok (e(ua)e(uo)) + E (e(ug))?
a g a=1

usando:
1. Cop = Cov(e(uq), €(ug))
2. 0% =E(e(up))?

se tiene

n

V(Z* (o) = Z(u0)) = DD AargCas =2 AargChro + 07
a=1 =1 a=1
Luego incluyendo la restriccién dada por la condicién de insesgadez, se debe minimizar:

non n p n
2= AarsCap +2)  AaCa0+ 0>+ D> | > Aafi(ua) — fi(uo)
a=1 I=1 =1

a=1p=1
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0 en términos de la funcion de semivarianza

n n n p n
02:_22/\a)‘5+22)‘a+02+zm Z)\afz(ua)—fz(uo)
a=1 =1 a=1

a=1p=1

derivando la expresion anterior respect®da\s, ..., Ay, p1, p2, - - ., 44p € igualando a cero las
correspondientes derivadas se obtienen las siguientes ecuaciones:

n p
> XsYap+ Y mfilta) = a0, @=1,2,...,n
A=1 =1

Z)\ﬁfl(uﬁ) = filw), B=12,...,p
B=1

en términos matriciales

Y1 Y12 .- Yin :};11 jiln AT M o ]
.721 .722 :72n .21 .2n Ay a0
Yol Ym2 -+ Yo flno ... fpn An = | "o
Jiu fiz oo fin 0 .00 p1 f1o
 f1 f e fn 0 o0 | L#ad Lfe ]

dondefi;s = fi(ug) es la |-ésima funcién en el punto j-ésimo. La varianza de prediccion del
Kriging Universal esta dada por:

n p

otk =Y AaYao + > tufi(uo)
a=1 =1

Notese que sh = 1y fi(u) = 1, el sistema de ecuaciones del Kriging Universal y la varianza

de prediccidn coinciden con las del Kriging Ordinario. En este orden de ideas puede decirse que

el Kriging Ordinario es un caso particular del Kriging Universal.

1.9.4 Cokriging

El términocokrigingse utiliza para los métodos de regresion en los que intervienen varios atrib-
utos. Supongamos, pues, que disponemos de dos variables regionalizadasfinidas en las
mismas localizaciones. La ecuacién para la estimacion del valor de la variable prifi@pda
localizacionug viene dada por

ni n2
Z%(u0) = Y oy (w0)Z(uar) + Y A, (0)Y (ur2)
a1=1 az=1
Este tipo dekriging requiere un modelo para la matriz de funciones de covarianza, incluida la
covarianza de/, Cz(h), la covarianza d&, Cy (h), la covarianza cruzada de-Y, Czy (h) =
Cov{Z(u),Y(u+ h)}, Yy lacovarianza cruzada dé— Z, Cy z(h).






Capitulo 2

GeostadisticaMultivariante

Hasta ahora se ha estudiado como estimar una propiedad utilizando los valores conocidos de
dicha propiedad obtenidos en puntos vecinos o cercanos o bien como hacer uso de una funcion
de tendencia para guiar la estimacién de la propiedad.

Se consideran entonces procesos espaciales multivariantes:
{Z(U) = (Z1(u), Z>(w), ..., Zy(u)) /u € D}, D C R? De forma que:

» Estosp procesos espaciales univariantes se suponen intercorrelacionados.

» CadaZ;(u) se observa en un conjun) = {w;1,u;2,...,uin,} den; > 0 localiza-
ciones. Dos conjuntaS; y S; son, en general, diferentes parg j.

o Zi(u) = mi(u) + Yi(u), i = 1,2, -, p dondem;(u) es la componente determinista y rep-
resenta los cambios o evolucion a gran escalg®) es la componente aleatoria (erratica)
y representa el comportamiento local o evoluciéon a pequefia escala.

Sin pérdida de generalidad, suele suponerse que la variable de interés (variable a predecir) es
mientras que las restantes se denominan variables secundarias.
2.1 Analisis estructural

Al igual que en el caso univariante, sélo se dispone de una realizacion del proceso multivariante
y por eso es necesario asumir ciertas hipotesis de estacionariedad sojpre

Proceso multivariante de segundo orden

» ExisteE [Zi(u)] = m;,Vi=1,2,...,p,Yu € D.

* ExisteCov (Zi(u), Zj(u + h)) = C; ;(h); Vi, = 1,2,...,p,Yu € Dy Vh € R%.
Las funcioneg’; ;(h) reciben el nombre deovariogramas cruzados.

29
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1. Engeneral los covariogramas cruzados, al contrario que en el caso unidimensional, no son
simeétricos:
Cij(h) = Cov (Zi(u), Zj(u+ h)) # Cov (Zj(u), Zi(u + h)) = Ci j(=h).

2. Se verifica qué&’; j(h) = Cj(—h)
3. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Cig(M)* < |Cii (W) [C55(h)] < 1C34(0)]C5(0)
por lo que los covariogramas cruzados estan siempre acotados superiormente.

Proceso multivariante intrinsecamente estacionario
» ExisteE [Zi(u) — Zi(u + h)] = m;(h),Vi=1,2,...,p,Vu € D.

* Existe
LCov ((Zi(w) = Zi(u+ D)), (Z;(w) = Zj(u+ h))) = 7i5(h);
Vi,j=1,2,...,p,Yu € DyVYh € R%

Las funcionesy; ;(h) reciben el nombre deemivariogramas cruzados.
1. Los semivariogramas cruzados son simétrigpsth) = v; ;(—h).
2. Los semivariogramas cruzados son nulos en el origei0) = 0.
3. En el caso de variables estacionarias de segundo orden, existe una relacion entre semivar-
iograma y covariograma cruzados:

i, (h) = Ci;(0) — % [Ci,j(h) + Cij(=h)]

4. El semivariograma cruzado es estimable sols) st 5.

Es importante sefalar que ésta no es la Unica definicion de semivarigrama cruzado que puede
encontrarse en la bibliografia ya que existen diversas formas de generalizar los semivariogra-
mas unidimensionales al caso multidimensional. Asi, por ejemplo, una segunda definicibn muy

extendida es:
1
§Var (Zi(u) — Zj(u+ h)) =5, j(h); Vi, j=1,2,...,p;Vu € Dy Vh € R

A esta segunda expresion se le suele denomisemdosemivariograma cruzado.

1. Porlo general, los pseudosemivariograma cruzados no son simétricos:
Yi,j(h) = vji(—=h) # vi;(—h)
2. Los pseudosemivariograma cruzados pueden ser no nulos en el afigen:> 0.

3. En el caso de variables estacionarias de segundo orden, no existe una relacién entre pseu-
dosemivariograma y covariograma cruzados.
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4. El pseudosemivariograma cruzado siempre es estimable, ain ctiagds;.

En todo caso, si los covariogramas, o los semivariogramas, o los pseudosemivariograma cruza-
dos son solo funcion de la distandjial| y no de la direccién del vector, se denominan isotropi-
cos. En caso contrario se habla de anisotropia.

A continuacion estudiaremos algunas técnicas geoestadisticas propuestas para obtener es-
timaciones de la propiedad de interés cuando se dispone de observaciones de otras variables
secunadarias relacionadas con la variable en estudio.

Entre este tipo de técnicas se encuentran:

« Cokriging Simple y Ordinario
» Cokriging colocado (collocated cokriging)

Al igual que en el caso de geoestadistica univariada, lo fundamental es contar con una her-
ramienta que mida la correlacion espacial de las variables involucradas y su interrelacion.

La correlacién espacial de cada una de las variables involucradas se obtiene como antes a
través de la funcién de covarianza o del variograma.

La correlacion espacial conjunta o la interrelacion se obtiene a través de la funcién de covar-
ianza cruzada que se estudiara a continuacion

2.2 Cokriging

Planteamiento basico de la estimacion por Cokriging:
Considerar la estimacion dg (u) como una combinacion lineal de las observaciones disponibles
de Z; mas combinaciones lineales de las observaciones de las variables relacionadas.

Ejemplo:
» Z, propiedad o variable principal, por ejemplo porosidad.

» Y, informacion o variable secundaria, por ejemplo impedancia acustica.

N M
cor(u) = Z Aa(U)Z(ua) + Z Ba(w)Y (2q)
a=1 a=1

El primer sumando es una combinacion lineal de la variable principal y el segundo de la variable
secundaria.
En el caso general lo Gnico que se complica es la notacion:

» Z, propiedad o variable principal, por ejemplo porosidad.

* Y}, variables secundarias, por ejemplo atributos sismicos.
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N
cor(u) = ZA Z Bay (w)Y1(za,) -+ Z /Bozk u) Y $ak)
a=1 ar1=1 ap=1

El primer sumando es una combinacion lineal de la variable principal y los siguientes de las
variables secundarias.

N K Nj

cok Z a) + Z Z ':UQJ)
a=1 j=1a;=1

2.2.1 Cokriging simple

El caso mas simple se denomiczkriging simple y la hipétesis basica es la estacionaridad de
todas las variables junto con el hecho de que se asume que las medias de todas las variables son
conocidas. Esto es,

E(Z(u)) = m conocida
E(Y;(u)) = m; conocidayy.

A continuacion se obtienen las ecuaciones de cokriging simple en el caso en que se considera
s6lo una variable secundaria. En este caso el estimador propuesto es,

N
:ok(u) = m+ Z Aa(u)(z( Z 6&1 Yl xal) ml)
a=1

aj=1
Al igual que en el caso anterior, las condiciones de optimalidad son:
1. Estimador insesgadB,(Z* , (u)) = E (Z(u)).
2. Var [Z(u) — Z% ,.(u)] minima.
La primera condicion se obtiene automaticamente al utilizar que:
E(Z(ug) —m) = 0
E(Yi(zq)) —m1 = 0
Con lo cual,
E(Zeox (1)) = m = E(Z(u))

La condicién de varianza minima se obtiene derivando respecto a los paramegtip®
igualando a cero cada una de las derivadas obtenidas.

OVar [Z(u) — Zzy,(u)]
OX;

OVar [Z (a)ﬁj Z:ok:( u)] = 0,j=1,2,..., Ny

= 0,j=1,2,...,N
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Para calcular explicitamente la expresion de la varianza hay que proceder con cautela debido
a que aparecen nuevos términos a considerar.

Var [Z(u) — Z,,.(u)] = Var[Z(u)] + Var [Z],.(u)] —2Cov (Z(u), Z.,;.(u))

cok c » “cok

T\ = Var[Z(u)] =0

Tp = Var[Z;,,(u)]
— Var (Z N (Z(u; — m))) + Var (Z B (Y (z; — mj>))
+ 200w (3N (Z(wi = m), Y B (¥ ;= my)))
= D D ANChui — ) + > BiBiCy (wi — x;5)

+ QZZAiﬁjCZY(Uz’—l’j)
Ty = 2Cov(Z(u), Zi(u))

2Y NCz(u—w)+2Y  BiCay(u— )

Al calcular las derivadas respectivas se obtiene que

dVar [Z(ig): ZenW)l  _ > ACr(ui —uy) +2Y  BiCry (u; — x;)
% j=1 J=1
— 20s(u—w),i=1,2,.. N
OVar [Z(u) — Z7%, (u)] S 3
5 cok = 2) BiCy (i — ;) +2 ) NCry(u; — )
7 j=1 7j=1

— 2CZy(u—£DZ'), i= 1, 2,...,N1
Ahora la expresion detallada del sistema de ecuaciones es
& @ -1E]
Cyz Oy B Cyu
Siendo cada una de las submatrices las siguientes:

i Cz(O) Cz(ul—UQ) Cz(ul—uN)
Cz(UQ—Ul) Cz(O) Cz(UQ—uN)
[ s ] | Cuun—wm)  Calun—w) ... C(0)
Cyz Cyz(x1 —u1) Cyg(xa —ui) ... Cyz(x1—un)
Cyz(xa —uy) Cyz(xa —u2) ... Cyz(ra—un)
i .Cyz(:zrl —up) CYZ(IN—UQ) .C'YZ(xN—uN) ]
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Cyz(ui — x1)
Cyz(ug — x1)

CAPITULO 2. GEOSTADISTICAMULTIVARIANTE

Cyz(u1r — x2)
Cy z(ug — x2)

Cyz(ui —xn)
Cyz(ug — )

[ Czy } _ Cyz(un — 1) Cyzluy — o) Cy7(un — o)
Cy Cy(O) Cy($1 — :UQ) Cy(xl — :L‘N)
Cz(xe — 1) Cy (0) Cy(xg —xpN)
| Cy(aw—21)  Cy(a — ) Cy(0) |
_)\1 1 _Cz(u—ul) }
A2 Cz(u — ug)
[)\]: v [CYU]: C(u— un)
B b1 Cyu Cy(u — 1)
B2 Cy (u — 2)
5N _bY(u—xN)_

2.2.2 Cokriging ordinario

Al igual que en el caso de kriging ordinario, se asume que las medias de las variables son
desconocidas y se imponen condiciones para filtrarlas.
El estimador propuesto es:

N K N;
cor(u) = Z Aa(u)Z(uq) + Z Z Ba, (w)Yj(za,)

a=1 7=1 Ozj=1

Con lo cual,

E(Zeor(u)) =

K N
mYy Aoty mj Y fa,
j=1

Cl{jzl

Y se obtienen las condiciongs A\, = 1, Zﬁszl Ba; =0, =1,2,..., K.

Ahora se procede nuevamente como en el kriging ordinario perakcanl parametros
de Lagrange. Cuando se tiene tan solo una variable secundaria, el sistema de ecuaciones del
cokriging ordinario es,

Cy Czy 10 A Czu
Cyz Cy 01 B | _| Cvu
10 00]]|m 1
o 1 00| m 0

Obsevaciones:
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1. Con solo 2 variables se requieren 4 funciones de covarianza. En general vaiables
secundarias se requiergfi*! funciones de covarianza.
2. Debe existir una correlacion lineal entre las variable principal y las variables secundarias.

3. Las variables secundarias deben poseer un numero mucho mayor de observaciones que la
variable principal.

4. Imposible estimar las covarianzas cruzadas con datos NO coincidentes.
5. Resultados satisfactorios se obtienen con datos parcialmente coincidentes.

6. Con datos totalmente coincidentes. Conveniente para estimar de manera consistente el
tope y la base de un yacimiento. No se obtiene una mejora sustancial sobre los métodos
de kriging cuando la variable secundaria es la informacion sismica.

Cuando las variables estémtrinsicamenterelacionadas, es decir, cuando ocurre que los
modelos de variograma o covarianza de todas las variables son proporcionales a un mismo
modelo de variograma o covarianza, entonces el kriging y el cokriging con datos totalmente
coincidentes son iguales.

2.3 Cokriging universal

Representamos pdiZ;(u; ;),i =1,...,p;j =1,...,n1} la muestra a partir de la cual pre-
tendemos predeci?; (ug), up € D. Al igual que en el caso univariante, dependiendo de
las suposiciones sobre las funciones de tendengi@), ..., m,(u) se distinguen tres tipos de
prediccion lineal Optima multivariante:

1. Cokriging simple. Si las funciones de tendencia son conocidas.
2. Cokriging ordinario. Si las funciones de tendencia son desconocidas pero constantes.
3. Cokriging universal. Si las funciones de tendencia son desconocidas.

Evidentemente, el Gltimo caso es el mas general y, por ello, el mas utilizado. En el caso de
cokriging universal se asume que cada tendengi@:) puede expresarse como combinacion
lineal de funciones regresoras conocidas:

L;
mi(u) =Y aiifi(w); i=1,2,...,p.
1=0

El predictor cokriging se define como el mejor predictor lineal insesgado (BLUP) calculado con
todas las variables observadas:

P ny
Zi(uo) =D X Zi(uiy).

i=1 j
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2.4 Condicion de insesgadez
Para que el predictor sea insesgado son condiciones necesarias:

ny
Z/\Ljf{(ulyj) = f{(uo)7 | = 0, 1, .. ,Ll;uL]‘ c Sl.

ng
Z/\i,jfil(ui,j) = 0; Z:O,l,...,Li;um (S Si,i:2,...,p.

Si ambas se verifican, entonces:
E[Z] (uo)] Za11f1 E[Z1(uo)] -

Condicion de varianza minima

Al igual que en el caso unidimensional, se trata de un problema de minimizacion de varianza
de prediccion sujeto a las restricciones necesarias para asegurar la insesgadez del predictor. La
funcion a minimizar se plantea utilizandg + ... + L, + p Multiplicadores de Lagange:

Var (Z7 (uo) — Z1(uo)) + 22#11 Z/\Ljfl (u1,7) — f1(uo)

7

P Li i
+ QZZ,LLZJ Z)\i,jfil(uiJ)
i=2 [=0 Jj=1

Mediante derivadas parciales de la expresion anterior se obtiene la expresién matricial de la cual
se deduce el vector de pesos 6ptimo y la varianza de prediccién. A continuacién se muestra el
aspecto del sistema matricial a resolver en el cage €€2 variables estacionarias de segundo
orden y con tendenciéas; y mo desconocidas pero constantes (Cokriging Ordinario).
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Analisis de datos funcionales

En muchas areas se ha empezado a trabajar con grandes bases de datos, que cada vez con mas
frecuencia, corresponden a observaciones de una variable aleatoria tomadas a lo largo de un
intervalo continuo (o en discretizaciones cada vez mas extensas de este intervalo continuo).

En campos como la espectrometria, el resultado de la medicién es una curva que representa
a la muestra concreta que al menos se ha evaluado en una centena de puntos. Este tipo de datos,
gue llamaremos datos funcionales, surgen de manera natural en muchas disciplinas, y como este
ejemplo podriamos citar muchos otros en diversos campos como la economia, ingenieria, medio
ambiente, ... Ante estos nuevos retos surge como respuesta la estadistica de datos funcionales
que originalmente identificaba dato funcional con funcion en un intervalo continuo. Basica-
mente, los problemas a los que se debe enfrentar la estadistica con datos funcionales responde
a las mismas necesidades que la estadistica clasica. Estos se podrian categorizar de la siguiente
manera:

1. Explorar y describir el conjunto de datos funcionales resaltando sus caracteristicas mas
importantes.

2. Explicar y modelar la relacién entre una variable dependiente y una independiente (mod-
elos de regresion).

3. Métodos de Clasificacion Supervisada o no Supervisada de un conjunto de datos respecto
a alguna caracteristica.

4. Contraste, validacion y prediccion.

En ambos casos todas las técnicas incluidas estan restringidas al espacio de furfgiones
€S un espacio con caracteristicas especificas que lo hacen especialmente tratable. Una variable
aleatoriaX se dice que es unariable funcional si toma valores en un espacio funcioifal
(Espacio normado o seminormado completo), como se puede V8}.en [

Un conjunto de datos funcionalg¢,, . . ., X,,} es la observacion devariables funcionales
X; ..., X, idénticamente distribuidas.

La primera dificultad que siempre tendremos al analizar datos funcionales, es encontrar una
representacion adecuada para los datos.

37
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Estas defniciones se pueden aplicar a muchos tipos de espacios. En paRitalam, las
métricas usuales es un espacio funcional y por tanto puede deducirse que toda técnica que se
desarrolle para datos funcionales puede ser aplicada con ciertas garantias en el entorno mul-
tivariante. El espacio mas comunmente usado cuando se habla de datos funcionales es el es-
pacio L? [S], esto es, las funciones de cuadrado integrable en el intesvato [a,b] C R.

Desde un punto de vista més general podemos tener datos funcionales en la famfliaz] =
{f:S—Rtalquef|f(t)]" du}, donde(S, 1) es un espacio de medidaly< p < co. Estos
espacios son semi-normados salvo el gaso2 que es el tnico de esta familia que es un espacio

de Hilbert separable. Cuando se desarrolla una nueva técnica para datos funcionales la primera
preocupacion es siempre determinar en que espacio funcional vamos a trabajar. Esto determi-
nara decisivamente el conjunto de herramientas que podremos usar. Una preocupacion similar
la tendremos al aplicar una técnica de datos funcionales a un conjunto de datos. La métrica del
espacio funcional que se elija para encuadrar estos datos debe ser coherente con la interpretacion
fisica del fendmeno que describan.

En general, la representacion de un dato funcional en una base ortonormal proporcionara
ventajas tanto desde el punto de vista tedrico como practico sirviendo de puente entre la in-
evitable discretizacion del dato funcional y su verdadera forma funcional.

Una base es un conjunto de funciones conocidas e independigples  tales que cualquier
funcion puede ser aproximada, tan bien como se quiera, mediante una combinacion lideal de
de ellas conkK suficientemente grande. De esta forma, la observacion funcional puede aproxi-
marse coma:(t) ~ S5 e (t).

Si los elementos de la base son facilmente diferenciables hastapteleemos: (@ (t) ~
S kol (1),

Basicamente, la idea clave cuando se pueden usar bases ortonormales es representar cada
dato funcional en la base usando aquellas coordenadas que son mas significativas. Debido a la
alta dimensién de los datos funcionales, se elige en general un ndfmeana representar los
datos en el subespacio, convirtiendo el problema de dimensién infinita en un problema multidi-
mensional. La eleccion del pardmefkoy de la base mas adecuada para los datos observados
se antoja crucial y, en principio, no hay ninguna regla que permita hacer una seleccion 6ptima
de forma universal. El parametig es, en cierto modo, un parametro de suavizacion de los
datos funcionales. S{ es bajo tendremos un modelo muy manejable pero posiblemente habre-
mos perdido informacion relevante. Ri es alto representaremos muy bien los datos pero el
problema de la dimensién cobra importancia. Si atendemos a la eleccion de la base, para datos
periddicos se suele emplear la base de Fourier y para datos no periddicos la base B-spline o la
Wavelet. Una base muy popular esta basada en la expansion de Karhunen-Loéve que no es mas
gue la extension del analisis de componentes principales multivariante a procesos estocasticos
y por afiadidura a datos funcionales. Calculando a partir del operador momento de segundo
orden muestral las correspondientes autofunciones y autovalores es posible construir especifi-
camente una base ortonormal adaptada para cada conjunto de datos. Esta técnica se denomina
Componentes Principales Funcionales (FPCA) y ha dado lugar a muchas técnicas interesantes
para datos funcionales. Sin embargo, esta técnica puede ser muy sensible a la aparicion de datos
atipicos y la representacion del dato funcional puede no ser relevante para el objetivo del estu-
dio como podria ser la relacién con otra variable funcional o no. La decision sobre qué base
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elegir debe tomarse en funcion del objetivo del estudio y los datos y aprovechando las ventajas

e inconvenientes que presenta cada tipo de base. Si se trunca cualquiera de estas bases en un
namero determinado de elementos obtendremos una semimétrica que también podremos usar
para manejar los datos funcionales. En este caso, cualquier métrica o semi-métrica en el espa-
cio no es mas que una forma de determinar qué elementos del espacio estan cercanos y cuales
lejanos.

La estadistica con datos funcionales tiene frontera con otros campos relevantes de la estadis-
tica como el analisis multivariante, el analisis de datos longitudinales o las series temporales.
Como se comentd anteriormente, una técnica de datos funcionales puede aplicarse con ciertas
garantias a datos multivariantes. Al revés, en general, no es cierto. Para la mayoria de las técni-
cas multivariantes que basan mucho de su trabajo en propiedades del dlgebra matricial puede ser
un problema casi insalvable tratar datos funcionales de alta frecuencia con seguramente, muy
fuerte colinealidad. Segin aumenta el grado de resolucién con el que somos capaces de ver una
curva, mas dificil resulta para las técnicas multivariantes obtener un resultado convirtiendo el
aumento de resolucién en una dificultad mas que en una oportunidad de obtener mejor informa-
cion. Algo similar podria decirse del analisis de datos longitudinales. En este campo se obtienen
medidas repetidas a lo largo del tiempo para el mismo sujeto, pero en general, éste es un nimero
pequefio y las técnicas multivariantes pueden adaptarse para trabajar con ellas. La principal di-
ficultad para tratar datos longitudinales como datos funcionales suele ser precisamente la baja
calidad de representacién de las curvas. La relacién con el campo de las series temporales es
totalmente diferente. Asi, ejemplos clasicos de datos funcionales se han construido a base de
cortar una serie temporal en ciclos homogéneos. Por ejempl@5¢s8d usan los datos de un
indicebursatil estadounidense troceados por afios (como unidad funcional) para deducir a partir
de la forma de cada curva anual la tipologia de los distintos afios (de expansion, de crisis, ...).
Considerados los datos como una serie temporal, el objetivo es predecir alguno de los periodos
del préximo afio. Como conjunto de datos funcionales, el objetivo es resumir la informacién
y el resultado sera siempre un dato funcional, esto es, un ciclo anual completo. Por tanto, la
relacién entre estos dos campos es peculiar. Muchas veces trabajan sobre la misma informacién
pero desde 6pticas completamente diferentes.

3.1 Preliminares

Se presentan unas definiciones preliminares sobre medidas clasicas y distancias entre vectores
enR? en contexto funcional. Se asume gkiét), Y (¢), Z(t),t € T son funciones definidas en
algun espacio de funciones.

* Producto interior

(X(1),Y (t)) = /T X(H)Y (t)dt.
Propiedades:

1. Simetria:( X (¢), Y (¢)) = (Y (t), X (¢)).
2. Positividad:(X (t), X (t)) > 0.
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3. Bilinealidad: (a X (t) + bY (t), Z(t)) = a(X(t), Z(t)) + b (Y (t), Z(t)), para cua-
lesquiera numeros realesy b.

* Norma
IX(@#) = IIX(®)|? donde

IXOI? = (X(), X(8) = / X ()X (8)dt
T

Propiedades:

1X ()] > 0.
laX ()|l = |a| | X (¢)||, para cualquier nUmero real

1X (@) + Y@ < |X @I + [V @)

(X (@), YO < XY @) = VIX EOHIY (@), Y ()]

4o HXOY )
< gxwicoy <1

o > w b e
=

IN

Un dato funcionab@(t)t € T, se representa generalmente como un conjunto finito de pares
(tj,vij),t; €T, j=1,---,M ey;; = x;(t;) (si no hay ruido blanco) 9i; = x;(tj) +¢
(si hay ruido blanco)¢; tiene media cero. El conjunto de punt@g} _, C T puede ser con-
siderado el mismo para todas las funciones en un conjunto de datos funcionales. Métodos de
interpolacion (si no hay ruido blanco) o métodos no paramétricos de suavizacién (en caso con-
trario) son comunmente usados para representar los conjuntos digtreips, j = 1,--- , M,
como una funcion real;. En este sentido se puede decir que el hereda la metodologia de la
estimacién no paramétrica funcional.

3.2 Técnicas exploratorias para Datos Funcionales

En [25] se recogen como herramientas para resumir los datos: la media funcional, la varianza
funcionaly la funcién de covarianza. En un capitulo posterior se emplean las componentes prin-
cipales funcionales como herramientas del analisis descriptivo. Basicamente esto era todo el
analisis descriptivo de un conjunto de datos funcionales. Sin embargo, el andlisis descriptivo se
revela decisivo para el tratamiento de datos funcionales. La cuestion se complica si pensamos
gue nuestros datos pueden estar sujetos a métricas no usuales y por tanto, las representaciones
usuales engafarian nuestra mirada. En este campo se echan en falta herramientas descriptivas
que en otros ambitos como el multivariante se han desarrollado expresamente. Manejando difer-
entes conceptos sobre profundidad estadistica también se han definido extensiones de medidas
robustas para datos funcionales, incluyendo incluso el bootstrap para datos funcionales como
herramienta para analizar la variabilidad de los distintos estimadores. Durante todo este trabajo
estamos ed?(T).
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3.2.1 Media, Varianza, covarianza, correlacién, covarianza cruzaday correlacion
cruzada

Media: X, = 1 577 | X;(¢).

Varianza:Var(X) = - S (X;(t) — X (1)) (X(t) — X () .

n 1=

Covarianza:Cov(X(tl), X(tl)) = ﬁ E?:l (Xi(tl) — T(tl)) (XZ (tg) — T(tg)).

Cov(X(t1),X(t1))
\/Var (t1))Var(X (t2))

Covarianza cruzadd@ov (X (t1),Y (t2)) = =25 S0, (Xi(t1) — X(t1)) (Yite) — Y(t2)).

Correlacion:Corr(X (t1), X (t1)) =

CorrelaciéncruzadaCorr (X (), Y (t2)) = \/VCOV(Xt(t)l)V ((”)() -
ar( 1))Var

3.2.2 Componentes principales
Componentes principales Multivariante

Las componentes principaleson una herramienta basica en el entorno multivariante disefiada
para explicar un conjunto de datds = (X;;),.p Mediante una combinacion de variables
ortonormales que cumplen la propiedad de maximizar la varianza. Es la solucién del siguiente
algoritmo:

 Encontrar el vecto€; de normal tal que la combinacién lineaf; = £’X maximice

p 2
i=1J4l"

» Repetir el proceso anterior, exigiendo ademas en el pagoes,,, L&, k < m.

Componentes principales para FDA (FPCA)

Algoritmo adaptado para datos funcionales:

 Encontrar Iafunciér&l(s) de normal ([ & (s)%ds = 1) tal quef; = [ & (s)Xi(s) max-
imice >_% 1f11 .

* Repetir el proceso anterior, exigiendo ademas en el pagoeé,, (s) L&k (s), k < m.

La descomposicion en esta base ortonormal permite escribir cada dato como:

K
t) =" firki(t)
k=1

dondey;; es el valor de la componente principalX;¢;.
Las caracteristicas mas notables de las componentes principales son las siguientes:



42 CAPITULO 3. ANALISIS DE DATOS FUNCIONALES

» Resumen rapidamente la informacion de la muestra.
» Permiten obtener una base ortonormal empirica adaptada a los datos.
» Pueden servir para detectar datos atipicos (aunque también pueden esconderlos).

» La rotacién de las componentes pueden ayudar a encontrar mejores explicaciones de las
componentes.

Posibilidad de modificar el algoritmo para conseguir suavidad en las componentes.

3.3 Bases para datos funcionales

Unabasees un conjunto de funciones conocidas e independigaigs, . tales que cualquier
funcion puede ser aproximada, tan bien como se quiera, mediante una combinacion lideal de
de ellas. De esta forma, la observacion funcional puede aproximarsexdeme », . cx¢x(t) =
25:1 Ck¢k(t)-

Si los elementos de la base son facilmente diferenciables hastagreleemosy (¢ (t) =
Sren ey ~ Yl ey (1),

Las bases que se suelen usar para datos funcionales $@séssde Fouriesi los datos son
periodicosbasesB-splinepara calculos rapidos y flexiblesases de Waveletpropiada para
modelizar discontinuidadesxponencial, potencial, polonomiat,- .

Bibliografia adecuada, con respecto a esto se encuentra en los libB1 gdZ6].

Unavez que se ha decidido usar la representacion en bases de las funciones surgen las tres
preguntas siguientes:

1. ¢Qué tipo de base de funcionaes son las mas adecuadas?.
2. ¢Cuantas bases se deben seleccionar describir nuestros datos?.

3. ¢Como se determinan los coeficiemtbasados en las funciones parcialmente observada?.

En el libro [26] se encuentran detalladamente resueltas estas preguntas. A continuacion se
describeras bases mas habituales y a lo largo del capitide definen criterios Utiles para la
elecciondel numero de bases de funciones. El método de minimos cuadrados estandar se usa
para estimar el vector de coeficienteguunque, una matriz de penalizacion también puede ser
incluida en el problema de minimizacion.

3.3.1 Bases de Fourier

Unabase de Fouriees una base periddica de perl'cfgoquecuando se seleccionan datgs}
equiespaciados éfi = [0, Ty w = %’T estaformada por las siguientes funciones ortonormales:
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1
¢o(t) = ﬁa
borr () = SimCwt)
T
2
bon(t) = cos(rwt)
T

2

3.3.2 Bases B-Splines

Un splinees un conjunto de polinomios (de order) definidos en subintervalos construidos de

tal modo que al final del polinomio en un subintervalo coincida con el inicio del polinomio del
siguiente subintervalo (hasta derivagla— 2). Los puntos de corte de subintervalos se llaman
nodos.r = {n}lL:O. Los B-splines (Bases de splines) se calculan facilmente con el algoritmo
de Boor. Entre ellos los mas utilizados son los cubicos. El nimero de parametros para definir
una funcion spline es el nimero de nodos interigfes- 1) + el orden del polinomigm).

3.3.3 Bases de Wavelets

La base d&Vaveletsse construye a partir de dos funciones. El wavedetre ¢ que verifica que
J ¢(t)dt = 1y el waveletmadrey que verifica quef ¢ (¢)dt = 0. Los elementos de la base se
obtienen a partir de estas dos funciones ortogonales por traslacion y cambio de escala.

¢j,k (t) = 27 %
Vikt) = 2
/ ()i (t)dt = Opp,

/¢]7k(t)¢]/7kl(t)dt — 0,
/w],k’(t)w‘j”k’(t)dt == 5j,j’5k,k"

Elegida la base la aproximacién ortogonal wavelet de una funidrviene dada por:
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&) = > Sukdant)+ Y dixbse(t)
P k

+ Z dj—1xVy—1k(t) + -+ Z di gk (t)
% %

Llamando:

Sit) = > Sixpu(t)
k
Dy(t) = Z dyrn(t)
K
Dy 1(t) = Z dy-1k%7-1k(t)

k
Di(t) = > digthre(t)
k

AlafuncionS;(t) se la conoce comsefial suave a las funcione®;(t) como lafunciones
detalle. A esta descomposicién se la lladesscomposicén multiresolucion.

3.4 Suavizacion de datos funcionales

Supongamos que obseervams;) = x(t;) + €(t;) donde el termine(¢;) representa el ruido
originado al medir los datos. Para recuperar la sefial original podemos usar un suavizador lineal,
es decir,

« Suavizacion tipo Kernglh): s;(t;) = LK (%)
« Representaciétiuncada k') en una baseS = & ('W®) ' &'W.
« Suavizacién penalizada): S= & (#’'WH + AR) ' &'W.

Grados de libertad del ajustéf = traza(SS).

3.5 Elecciéon de la suavizacion

En general, se pretende minimizar el error cuadratico medio:
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MSE [#(t)]

E [{a(t) - 2(1)}’]
= Sesgo® (&(t)) + Var (2(t)).
Minimizar (por ejemplo), tenemos el criterio del GCV:

n (y — 2g) W (y — g)
PO R

La varianza de la prediccion viene dada por:

GCV(0) =

9 = Sy — Var(g) = S3.S.
3.5.1 Regresion - representacion en base

Observados los paréXy, 1), - - , (Xn, yn), podemos escribir:

Ky

Xi(t) = > cup(t) = X = CW(t),

k
Kp
Bt) = > bibi(t)=B=0b
k
donde resulta

b= (Z/Z)il Z'y,§ = Clygby =Zby =Z (Z’Z)f1 Z'y =Sy

condyg = [¥(4)0'(t)dt.
Versién penalizada

b = (Z/Z + )\R(])_l Z/y7g — CJway — Zby =7 (Z/Z + )\R(])_l Z/y — Sy

3.5.2 Regresion Lineal Funcional

Aslmase quéX,Y') es un par de variables aletorias 0 Y) € L?(T) x L*(T). Suponiendo
que ambas variables esta centradas, es d&lk|t)] = 0 parat € Ty E(Y (¢)) = 0 establece-
mos la siguiente relacion entPée Y.

Vi) = [ X s+ el
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donde ahora el parametfpes de cuadrado integrabiie 8nx Ty ¢;(t) es una variable
funcional con media cero.
Escribienda3 como una doble expansién en términos de dos basg¥, se tiene:

k L
Bls,t) =D > bumk(s)0i(t) = n(s)'BO(?).

k=1 1=1

Observados los parg¢x(;,Y7), -, (X, Y,) para estimar el modelo previo, se sugiere es-
timar g minimizando:

pussu) = [ 3 (- | Xi<s>n<s>’Be<t>ds)2dt,
=1

Como antes debe restringirse el tamafio de las bases para que la estimacién sea razonable.

Y (t) = /X(s)n'(s)BH(t)ds + €(t) = XBO(t) + €(t)

dondeX es una matriz x K de laformaX = [ X (s)n/(s)ds.
Por tanto, de la ecuacion anterior, usando la representacid(t)de

x’XB/e(t)e’(t)dt = x’/Y(t)a’(t)dt,

gue se puede reescribir:

[Joo ® (X'X)] vec(B) = vec <X'/Y(t)9'(t)dt> ,
dondelyy = [ 6(t)¢'(t)dt. Siademd¥ = C¢ entonces:

vec(B) = [Joo @ (X'X)] - (Jpo @ X") vec(C)

dondelyy = [ ¢(t)0'(t)dt.
La penalizacién de estos estimadores puede hacerse tantmero ent. Sea

R = [ L] (2] ds
S = / [L:6;] [Lp(t)] dt.
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Contérminos de penalizacién pueden escribirse las anteriores ecuaciones como:

X'XBJgs + AsRBJgg + AJyyBS = X' / Y (08 (1)dt

dondeld,,, = [ n(t)n'(t)dt. Sicomo ante¥y = C¢ entonces:

vee(B) = [Jgg @ (X'X) + Asdop @ R+ XS @ Iy] ™ (Igp @ X') vee(C)

dondedyy = [ ¢(¢)8' (t)dt.






Capitulo 4

Ejemplo real de Kriging con datos
reales funcionales

En los tres capitulos anteriores se ha presentado el marco tedrico necesario para poder llevar
a cabo la aplicaciéon a datos reales combinando ambas técnicas. Se usara para cada técnica el
conjunto de datos de la temperatura descrito en la intoduccién.

Antes de describir las técnicas kriging usadas se presenta una estadistica descriptiva basica
y funcional de los datos junto con unos conceptos basicos de meteorologia que ayudaran a
interpretar los resultados.

En la parte superior de la Figura (4.1) se tiene la temperatura de Galicia a lo largo del afio
2009y en la inferior lo mismo salvo que destacando la temperatura en la Facultad de Matemati-
cas (Santiago de Compostela) punto no muestreado.

La Figura (4.2) presenta la temperatura en Galicia a lo largo del afio 2009 distribuida a lo
largo de las cuatro estaciones del afio (primavera, verano, otofio e invierno) destacando siempre
la temperatura en el punto no muestreado.

En el Capituld se ha tratado con detalle la metodologia del Andlisis de Datos Funcionales,
perocomo en cualquier analisis estadistico es basico conocer la media, la varianza, el minimo,
maximo, - -- de los datos, que es lo que se presenta en la Figuda. (El calculo de estos
estadisticogueda desarrollado en dicho capitulo.

4.1 Conceptos basicos de meteorologia

Se define etiempo atmosféricaomo el estado de la atmésfera en un determinado momento.
Para determinarlo se analizan algunas caracteristicas como son la temperatura, humidad, pre-
sion atmosférica y el viento. Elima es el conjunto de valores medios de estas condiciones
atmosféricas durante muchos anos. Depende fundamentalmente de 3 factores que son:

« Latitud. Los rayos solares calientan mas a latitudes préximas al Ecuador (los rayos caen
mas perpendicularmente) que aguellas que se encuentran en los polos.

» Relieve o altitud. La temperatura de la troposfera disminuye con la altitud (las capas altas
de la atmdsfera son menos densas y non retienen el calor). Cuando una corriente de aire

49
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Temperaturas de Galicia afio 2009
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Figura 4.1: En la parte superior Temperatura de Galicia afio 2009. En la inéederSantiago.

circula por la superficie y se encuentra una cadena montafiosa, asciende por ella y la enfria.
El vapor de agua que contiene el aire, se condensa y cae en forma de precipitaciones. En
las montafas hay temperaturas baijas y llueve mas.

« Distancia al mar. El agua tiene una elevada capacidad calorifica (tarda mucho en calen-
tarse y luego tarda mucho también en enfriar). En el verano la Tierra se calienta con mas
intensidad (no transmite el calor, lo acumula en la superficie) con el mar. Por eso si el auga
del mar estd mas fria, refresca el ambiente de las zonas costeras. En el invierno la Tierra
enfria mas que el mar, y el mar asi modera el frio en las zonas costeras. (Por ejemplo: las
brisas costeras: terrestres y marinas, nocturnas y diurnas)

Otros conceptos que cabe citar son:
* Isotérmicas. Son lineas que unen puntos de igual temperatura.
* |sobaras. Son lineas que unen puntos de igual presién atmosférica.

» Vegetacion. La vegetacion también influye en el clima, cuanta mas vegetacion, mayor
cantidad de lluvia. (Hay que tener en cuenta que el movimiento del aire, viento, se produce
de las zonas frias, alta presion atmosférica, a las calientes, poca presion atmosférica, a ras
del suelo y al revés de las capas altas de la atmésfera.

 Predicion meteoroldgica. La predicion meteorologica se hace en base a los datos sum-
inistrados por: lagstaciones meteorolégicéigstalaciones que cuentan con instrumentos
de medicién, como barometros, termémetros, pluvidmetros y anemomeaidees me-
teorolégicos(instrumentos que permiten conocer en tiempo real donde llueve y con que
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Figura 4.2: Temperatura de Galicia afio 2009.

intensidado hace) ysatélites meteoroldgicdsatélites artificiales que se situan en orbita
alrededor de la Tierra y permiten el andlisis de imagenes e informacién de la atmésfera

desde gran altura).

Todos estos factores determinan que en Galicia predomine el oiggnico templado.
Este clima se caracteriza por unas temperaturas suaves en el verano y moderadamente frias en
el invierno, asi como por unas precipitacions muy abundantes, sobre todo en el invierno. En
la Tabla @.1) se recogen la temperaturas minimas, medias y maximas en las 66 estaciones de

estudio.

Primavera Verano Otofio

Minima -3.2
Media 26.0
Maxima 11.7

Invierno
3.7 -8.2 -9.0
16.9 11.7 7.2
28.2 24.2 19.8

Tabla 4.1: Temperatura minima, media y maxima en las 66 estaciones. Afio 2009.

Sinembargo, al estudiar con detalle las caracteristicas climatoldgicas de nuestra Comunidad,
podemos distinguir las siguintes variedades de clima: oceanico costero, oceanico continental,
oceanico mediterrdneo y ocednico de montafia.

« En eloceanico costerpredomina en las zonas costeras de Pontevedra, A Coruiay Lugo,
es decir, abarca toda la zona costera desde A Garda hasta Ribadeo. Se caracteriza por
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Figura 4.3: Estadisticos descriptivos para la temperatura de Galicia afio 2009.

tenertemperaturas suaves en el verano y en el invierno y precipitaciones abundandantes,
gue pueden alzanzar los 1.000 o 1.500mm anuales.

» El oceanico continentade localiza en las zonas del interior. Se caracteriza por tener ve-
ranos calidos e inviernos frios con posibilidades de heladas. Las precipitacions alrededor
de los 1.000mm anuales, podiendo ser de nieve en el invierno.

» El oceanico mediterranees propio de los valles del Mifio y del Sil. Se caracteriza por
tener temperaturas elevadas en el verano e suaves en el invierno. Pluviosidad mas escasa,
sobre todo en el verano, oscilando entre los 600 y 1.000mm anuales.

» El oceénico de montafiaropio de las zonas montafiosas como las sierras de los Ancares,
El Caurel, Queixa;--. Se caracteriza por tener veranos frescos e inviernos menos frios
gue en otras zonas montafiosas mas alejadas del mar. Precipitaciones abundantes, de hasta
1.500mm anuales, que en el invierno pueden ser de nieve.
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4.2 Kiriging ordinario para funciones-valores de datos espaciales

En esta seccién se considera un primer enfoque con respecto al problema de prediccién espacial
de datos funcionales. Se propone un procedimiento de kriging funcional donde la curva a pre-
decir es una combinacion lineal de las curvas observadas y donde los coeficientes son nimeros
reales.

Este problema ha sido estudiado inicialmente por Goulard y Voltz (1993), (VEEBeEn
su caso, las funciones eran conocidas solamente por un conjunto finito de puntos y el mod-
elo paramétrico los ajustaba para reconstruir la curva entera. En este contexto, el modelo
paramétrico se suponia conocido y tanto el nimero de puntos conocidos para cada funcién como
el nimero de los parametros en el modelo paramétrico, se asumia que eran pequefos.

En el caso que nos ocupa se propone aplicar un ajuste no paramétrico al pre-proceso de
las funciones observadas par ello se usardn bases de Fourier para la suavizacion. Por ello se
reconstruyen los datos a datos a continuo, es decir, representandolos en una base. Los valores
medios de temperatura, por la naturaleza de los sistemas atmosféricos, son una funcion continua
z(t) a lo largo periodo de tiempoe [1,365]. En el seguimiento de la temperatura, el proceso
continuo es observado y registrado como discreto en intervalos fle= 1,2, ..., J. Para cada
dia se tiene registrado 66 observaciones, una en cada estacion. Es decir, para una observacion de
cualquiera en un diese tienen 66 registros discretoSy 1,1, ..., Xm,1,66. EStOS puntos discretos
se pueden utilizar para reconstruir una observacion continua mediante técnicas de interpolacion,
de suavizado o el uso de bases, [[23Una baseesun conjunto de funciones conocidas e
independientesy, k € N tales que cualquier funcion puede ser aproximada, tan bien como se
guiera mediante una combinacidfi de ellas. Mediante esta difinicion podemos expresar la
temperatura en una base para unidial modo que sigue:

K
T i(t) = Zcm,i,kd)k(t)
k=1

Las bases mas usadas son las B-splines y las de Fourier. Las primeras se usan para calculos rapi-
dos y flexibles y las segundas para datos periédicos tales como los ciclos diarios de la temper-
atura como es el caso que nos ocupa. Una vez se tiene un dato expresado en la forma de la base de
Fourier se pueden expresar todos los datos como elementos de esa Bage. 1Si.., X, 1,66

son todas las observaciones de una de las variables, se puede obtener una representacion de la
base minimizando:

con respecto a los,, ; », (conK < 66, ya que cada dia se tienen 66 observaciones). El nimero

de based( determina la suavidad resultante del ajuste, esto es, valores pequefios o grandes de
K proporccionan mas o menos suavidad en el ajuste. Hay que tener cuidado que no suceda se
que se esté interpolando2d]).
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Para cada estacion y tanto para la temperatura se ha representado el 1 de enero del 2009
como elemento de una base de Fourier de 21, 33 y 65 elementos. Se ha determinado que en
ambos casos la base de Fourier de 65 proporcciona un nivel de ajuste aceptable para los datos
diarios. Después de esta conversién el objeto de estudio es recontruir no solo el 1 de enero del
2009 sino los 365 dias del afio. En la Figdrdpuede observarse el proceso seguido.
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&1 — N° bases: 33 4 ° ﬁ
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Figura 4.4: Representacion en bases.

Esteenfoque esta totalmente de acuerdo con las tendencias actuales del FDA, y, en partic-
ular, con la metodologia funcional de estimacién no paramétrica. La propuesta de Giraldo et
al. es hacer Kriging basado en prediccion espacial de curvas aleatorias formalmente coincide
con el Kriging funcional introducido por Goulard y Voltz1(l]), pero la version no paramétrica
desarrollanotables diferencias (por ejemplo, la representacién de los datos) y un problema adi-
cional como es el de la eleccion de los pardmetros de suavizacion (la clave de los métodos no
paramétricos). El predictor esta basado en la filosofia basica de los datos funcionales, esto es, las
curvas son entidades singulares, mas que una secuencia de observaciones individuales (Ramsay
y Silverman, 2005). El desarrollo de las férmulas en las tres técnicas pueden consultarse con
detalle en los articulos de Giraldo et al.

4.2.1 Predicciény estimacién de los parametros

Se considera un proceso aleatorio funciopal: s € D C R¢, generalmente = 2, tal que
Xs €S una variable funcional para cualquiee D. Seansy, ..., s, puntos arbitrarios e®, y
considerese gque se puede observar una realizacion funcional del proceso aleatoriosn
lugaresys,,- - -, Xs, - S€ asume que se tiene un proceso aleatorio estacionario de segundo orden
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e isotropico, es decir, la media y la varianza son funciones constantes y la covarianza depende
sé6lo de la distancia entre los puntos muestreados. Formalmente se asume que:

o E(xs(t)) =m(t),VteT,s € D.

o V(xs(t)) =c%(t),vt € T,s € D.

* Cov (xs,(t), x5, (t)) = C(h,t) = Cys,(t),Vsi, 55 € D, t € T, donde h = ||s; — s;]|.
%V (Xsi(t) — X, (t)) =(h;t) = Vsis; (t),Vsi,sj € D,t € T, donde h = ||s; — s;]|.

La funcién~(h;t), es una funcion de, llamadasemivariogramade x(t). Ademas, se consid-
era la familia de predictores lineales paf@)s,

Xso(H) =D Aixs, (), M, A ER
i=1

El predictor,xs,(t), tiene la misma expresion que un kriging ordinario, pero considerando
curvas en vez de variables, es decir, la curva de prediccion es una combinacién lineal de las
curvas observadas. Se asume por tanto que cada curva medida es un dato completo. Este enfoque
trata la curva completa como una entidad singular. Xesen la ecuaciory,,(t) muestran la
influencia de las curvas que estan alrededor de la localizacién no muestreada donde se llevara a
cabo la prediccién. Las curvas de las ubicaciones mas cercanas al punto de prediccion tendran
mayor influencia que las mas alejadas. Este es un primer paso y natural en el modelado de datos
espaciales funcionales.

Se considera la condicién insesgadez para encontrar el mejor predictor lineal insesgado
(BLUP). De la condicion anterior, media constante, se exigeXjfle, \; = 1. En geostadis-
tica clasica univariante se asume que las observaciones son realizaciones de una muestra aleato-
ria {Z(s) :seD,D e Rd}. El Kriging se define comd ", \;Z(s;) y el mejor predictor lin-
eal insesgad@B LU P) se obtiene minimizande?, = V(Z(s;)— Z(si)) sujeto a . =1
Por otro lado en geostadistica multivariant@g]], los datos{Z(s1), ..., Z(s,)} se tienen de
observaciones de un proceso espafi(s) : s € D, Z(s) € R™, D € R?}. En este contexto

N

V(Z(so) — Z(so)) es una matrizy eBLU P dem variables en una localizacion no muestreada

so se puede obtener minimizandg, = >, V(Z(s;) — Z(s;)) sujeto a las restricciones

gue garanticen la condicion de insesgadez, esto es, minimizar la traza de la matriz del error
cuadratico medio sujeto a alguna restriccion dada por la condicion de insesgetjpz Ei-
tendiendcel criterio al contexto funcional, es decir, remplazando el sumatorio por una integral,
los n parametros en el Kriging dg,, considerados se obtienen como solucion del siguiente
problema de optimizacion:

min /T V(R (s0)(t) — x(s0) (1)),

>\17---7>\n
n

S.t.z N =

=1
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Donde} ;" , \; = 1 son las restricciones de insesgadez. De las condiciones de insesgadez y del
teorema de Fubini se obtiene:

LV Gaa®) = ) =B | [ () = 0P

Con lo que se necesita minimizar:

|V Geo® = v + 20 (Z - 1) |
=1

donde el predictoks, (t) = >, Aix(t)s,(t) y p es el multiplicador de Lagrange usado para
tener en cuenta la restriccion de insesgadez. La integral en la ecuacion anterior se puede escribir
como:

2 _NCN g o2(4) — O :
o2 _ZZAZ)\]/TCU(t)dH/T (t) Q;AZ/TCZO(t)dt.

i=1 j=1

Asi, la funcion objetivo se puede escribir:
ZZ/\ZAJ/ Cij(t)dt +/ UQ(t) — 22/\2/ Cio(t)dt +2u (Z N — 1) .
i=1 j=1 T T i=1 T i=1

Minimizando la ecuacién anterior con respectda. .., \, Yy u se obtienen el siguiente con-
junto de(n + 1) ecuaciones:

Z/\j/clj(t)dt—F/i = /Clo(t)dt
o r T

Z)‘j/cﬁ(t)dt—i-,u = /C2o(t)dt
= T T

Z)‘j/cnj(t)dt-i',u = /Cno(t)dt
= T T

n
Soa =
i=j
Las cuales podemos expresar en notacidén matricial como sigue:

JpCosi(t)dt ... [ Cgs, (t)dt 1 M J7 Csyso(t)dt

JpCopsi(t)dt ... [ Cs,(t)dt 1 An J7 Ciso (t)dt
1 e 1 0 W 1
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También se pueden obtener las estimaciones basadas en la traza del variograma. Asumiendo
estacionariedad, se tiene que

Vsis; (t) = Uz(t) — Cy5(1)

Entonces

/Tcij(t)dt = /TUQ(t)dt—/T'ysisj(t)dt

Reemplazando la ecuacion anterior en el sistema de ecuaciones, se obtiene el sistema:

JrYarsi @®)dt o Ve, (Bt 1 A S Vsrso (t)dt
1 . 1 0 — 1 1

De las primeras. ecuaciones del primer sistema, se tiene la relacion

n n

Reemplazando la ecuacion anterior en la ecuacidnse obtiene:

o? = /UZ(t)dt—Z)\i/Cio(t)dt—,u.
T i=1 T

Si ademas se considera la relacifnCi; (t)dt = [ o*(t)dt — [ 7s,s,(t)dt, la traza de la
varianza, de la prediccién del kriging ordinario funcional basado en la traza del variograma
vendra dado por

n

i=1

El pardmetro definido en la ecuacién anterior deberia ser considerado como una medida global
de incerteza, en el sentido que es un version integrada de la prediccion clasica point-wise de
la prediccién de la varianza del Kriging Ordinario. Bajo alguna especificacion en la traza del
modelo del variograma, se podran usar estimaciones de este pardmetro para identificar esas
zonas que presentan gran incerteza en las predicciones. Sitse fijay se reemplaza la traza

del variograma en la ecuacion anterior por el variograma de una variable aledtoriac T

se obtendria la varianza de prediccion del Kriging Ordinario (modelo clasico), (véa$é]en [
Esteresultado se puede usar para calcular intervalos de confianza point-wise.
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4.2.2 Estimacion la traza del variograma

Para resolver el (4.2.1), es necesario un estimador de la traza del variograma. Ya que se asume
queys(t) tiene una funcion de media constantesobreD,

V (6 (8) = X, (0) = E [ (s, (1) = s, ()]
Notar que, usando el teorema de Fubini,

1
v(h) = -E [/ (Xsi(t) — X, (t))Zdt] ,para s;, s; € D con h = ||s; — s;|
T

2
Entonces una adaptacion del modelo clasico de los moméhfod/) para esta cantidad da el
siguiente estimador

A(h) = Z / X (1) = x5, (1)) dit

i,JEN(h)

dondeN(h) = {(si,s;) : ||si — sj]| = h}, y [N(h)| es el nimero de elementos distintos en

N (h). Debido a la irregularidad de los datos espaciales, generalmente, no hay observaciones
sufiencientes separadas exactamente a una distariergoncesV (k) se modifica potV (h) =

{(si,s5) : ||si — sj|| € (h —€,h 4+ €)}, cone > 0 un valor pequefio. Una vez que se ha estimado

la traza del variograma para una secuenciddealoresh;, se propone un ajuste paramétrico

del modeloy, (k) (como el esférico, el Gaussiano, el exponencial o el Matérn podrian ser uti-
lizados) en los punto&,4(ht)), K = 1,..., K como si se obtuvieran bajo los argumentos

de la geostadistica clasica. Generalmente, este tipo de ajuste, se hace por minimos cuadrado
ordinarios o minimos cuadrados ponderados (ver, [6]). Notar que el ajuste paramétrico de la
trazadel variograma es siempre un variograma valido porque sus propiedades son las de un var-
iograma paramétrico ajustado por un conjunto geostadistico univariante.

Un procedimiento diferente, como alternativa al ajuste paramétrico, consiste en aplicar téc-
nicas de suavizacion (splines o regresion local lineal, ver Wasserman, 2006) al conjunto de datos
(hi,¥(hg)), k =1,..., K para ser capaz de evaluar aproximadamé&(i¢ mediante cualquier
valor deh € RT. Sin embargo, en este caso;j$h) denota la versién suavizada €é€»), la
condicion de semifinida negativa g€h) merece mas atencion. i,y denota la traza del var-
iograma estimado paramétricamente, esta forma funcional se usa para obtener los coeficientes
A; del Kriging en el sistemad(2.1), y para estimar la traza de la varianza de prediccion a través
dela ecuacionr? .

4.2.3 Enfoque no paramétrico

En el articulo [11] tratan el mismo problema de geostadistica de interpolacién de curvas y es-
pecificamenteonsideran el predictogs, (). Consideran que las curvas son s6lo conocidas
por un conjunto finito de sus puntogs,(t;) : 7 = 1,...,M,i = 1,...,ny muestran tres
argumentos para la prediccion de curvas en zonas no visitadas:
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» Enfoque Multivariante 1Cokrige First, Fit later (CFP). El vector de valores observados
(Xsi(t1)7 ey Xy (tM)) se considera como la observacion de una variable aleatfria
dimensional en el sitig;. El Cokriging se aplica, entonces, para predecir los valores de
este vector aleatorio en el sitio no muestrea@to(f(si(tl), ey X (tM)). Por tanto, un
modelo paramétricq(+; 0), 6 € RP se ajusta a los valore(szsi(tl), c X (tM)) para
reconstruir la funcién entera eg: x(-; 0y, ).

» Enfoque Multivariante 2Fit first, Cokrige later (FCP). Primero, el modelo paramétrico
se ajusta a la curva observadg:; ési), 1 =1,...,n. Los valores de los parametrps
dimensionales se consideran como observaciones de la variable aleatoria. ElI Cokriging se
aplica para predecir el valor del parametren la posicionsg, decimos qué;o, yx(+; é;‘o)
es el resultado de predecir la funcidonsgn

» Enfoque de una curva kriging (CKP). Dado que las funciopeson so6lo conocidas para
M valores, Goulard y Voltz (1993) proponen un modelo paraméiried), § € RP para
estos datos para obtenef:; ési) como una aproximacion de la funcion entera. Por
tanto, el predictoK s, (t) se puede reescribir como

Xso = zn: Xix ( ési>
=1

y las integrales eff’ para la estimacién de los coeficientesse calculan usandyg(-; 4, )
en vez deys;.

Considérese ahora el caso comun donde un gran numero de Val@es observados para
cada funcién muestreada y no hay un modelo paramétrico que los ajuste adecuadamente. En
este contexto el segundo propositoF P (Cokrige first, Fit later) que puede llegar a ser ex-
tremadamente caro en términos de recursos computacionales. La razor(&s gukesarrolla
un primer paso del Cokriging donde la dimension de la observacion multivariante es igual a
El coste computacional de este paso es razonalllé ssta en decenas, pero es inaceptable si
M es del orden de varios cientos 0 miles. Cuando un modelo paramétrico es adecuado para
representar las funciones observadas, la alternatv# (Fit first, Cokrige later) es factible,
porque en este caso el paso Cokriging tiene en cyewgtores dimensionales, dongdes el
namero de parametros en el modelos paramétrico. Aqui el problema aparece cuando el modelo
no paramétrico se considera para ajustar los valores observados. Entonces se podria hacer un
ajuste no parameétrico, pero este proceso es esencialmente equivalente al ajuste paramétrico con
namero de parametrgs,; creciente con el nimero de valores observatibs Sin embargo,
la flexibilidad extra proporcionada por un modelo no paramétrico es generalmente obtenida a
expensas de permitir grandes valopgg (inclusopy; < M). Por tanto se concluye que el
coste computacional del argumerfi@' P podria también ser prohibitivo. Asi que nos limita-
mos a utilizar la curva de kriging predicto€ K P). Del sistema4.2.1) y la seccion anterior,
esevidente que, el paso crucial para la estimacion de la traza del variogi@ng para cal-
cular los coeficientes Kriging, en el predictory,,(t), esta el calculo de integrales a través de
T con la forma genéricg., (XSZ. (t) — ij(t))Q. Cuando se ajusta bien un modelo paramétrico
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los valores de las funciones observadas estan disponibles. Se trata de sustituir esta integral
~ ~ 2

porfT (X(t; 0s,) — x(t; Hsj)> , que por lo general tiene una expresion analitica cerrada. Cabe

plantearse qué es lo que se puede hacer si no existe un modelo paramétrico aceptable que ajuste

las funciones observadas. La propuesta que se plantea es la de sustituir el paso paramétrico del
ajuste por uno no paramétrico.

4.2.4 Resultados de la aplicacién

No es facil proponer un modelo para estas curvas y que hay un cierto grado de ruido observa-
cional. Suavizamos las funciones observadas usando bases de funciones de Fourier.

En las Figurag.5y 4.6podemos ver una comparacion entre los datos sin suavizar y suaviza-
doscon 85y 35 bases de Fourier.

T2 real. T2 suavizada con 85 bases.
Afo 2009 - Galicia Afio 2009 - Galicia
‘ ]
4
o o i
) s !
8 o :
> > I
© I i
() (O]
o o
S 1S
@ @
o
H —
| I [ [ [ I [ [ [
0 100 200 300 0 100 200 300
Dias Dias

Figura 4.5: Estadisticos descriptivos para la temperatura de Galicia afio 2009.
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T2 real. T2 suavizada con 35 bases.
Afo 2009 - Galicia Afio 2009 - Galicia
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Figura 4.6: Estadisticos descriptivos para la temperatura de Galicia afio 2009.

Visualmente los datos se representan bien con 35 bases de Fourier. Si tenemos muchas
bases se produce un sobrestimamiento y ademas el coste computacional es mayor. Para decicir
el nimero de bases mas indicado se uso la librgtiausc de Febrero-Bande, M. y Oviedo de
la Fuente, M.. Se ha usado el métadin.np. Este método realiza una suavizacion funcional de
los datos usando una estimacién no paramétrica del kernel con métodos de validacion cruzada
(CV) o mediante métodos de validacion cruzada generalizada (GCV). En la seccién siguiente se
explicara mas en detalle la eleccién del nimero de bases por tratarse de una técnica que expresa
la solucién basada en bases de funciones. El parameteda ventana e$.56. Cuando se han
obtenido ques5 era un buen niumero para considerar de bases en el método de suavizacion se ha
usado un método de validacién cruzada y la matriz de estimacion calculada mediante Regresion
Local Lineal (LLR), y la traza de la matriz val&r.49. En el caso de35 bases el método
de validacién usado es de validacion cruzada generalizada y la matriz se calcula mediante la
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estimacion del kernel de Nadaraya-Watson. En este caso la traza obtedidzres

Criterio de evaluacion del Kriging

En cualquier problema de prediccion, el modelo ideal de evaluacién consiste en dividir el con-
junto de datos en dos partes: una muestra de entrenamiento (estimaciéon) para el modelo de
ajuste y otra muestra de test (validacion). Este planteaminto, sin embargo, no es eficiente, salvo
gue el tamafio de la muestra sea grande. La idea que esta detras es el de validacion cruzada,
donde se conmutan los papeles de muestra test y entrenamiento. En el contexto de datos fun-
cionales espacialmente correlacionados, donde la meta es predecir la curva entera de la funcion
Xso(t) en el puntosp no muestreado, la técnica de validacion cruzada de dejar uno fuera trabaja
del siguiente modo: cada dato de la localizacion se saca del conjunto de datos y mediante una
funcion de suavizacion se predice en esa localizacién usando Kriging funcional como predictor.
Llamamos a este procedimiento validacion cruzada funcigiéll”). Calculamos eb'SE de

FCV por:

n n
SSEpcv =Y SSEpcy(i) =) H (Xsi(tj) - Xg?(%)) I8
i=1 i=1

dondexgi (t;) es la prediccion er; evaluada en;, j = 1,..., M, sacando el sitig; tem-
poralmente fuera de la muestra.

Para decidir que modelo de semivariograma usar se han probado mediante validacion cruzada
cuatro ejemplos de semivariogramas isotrépicos, el Matérn, Exponencial, Esféricoy Circular de-
scritos en el Capituld. En la Figurad.7 se muestran los resultados de prediccion en la Facultad
de Matematicas obtenidos al calcular el Kriging Ordinario mediante validacién cruzada para
elegir el modelo més apropiado.

En la Tabla4.2 se concluye que todos los modelos tienen un comportamiento similar. Por
tantose trabajara con el esférico de aqui en adelante. Suponemaos que no se aprecian estas difer-
encias debido a que las distancias entre las estaciones no es muy grande, la maxima distancia
de una estacion a otra s@n5.32Km y la maxima distancia de cualquier estacion al punto no
muestreado eE55.82Km.

Estadistico | Matérn | Exponencial | Esférico | Circular

Minimo 687.7 687.7 687.6 687.3
1st Qu. 1544.0 1544.0| 1545.0) 1552.0
Mediana 2394.0 2394.0| 2394.0| 2394.0
Media 2872.0 2872.0| 2872.0| 2876.0
3rd Qu. 3132.0 3132.0| 3132.0| 3127.0
Maximo 16290.0 16290.0| 16290.0| 16290.0

Tabla 4.2: Principales tipos de kriging lineal y propiedades.

En la Figura4.8 se muestra el variograma obtenido al calcular la prediccion en el punto
no muestreado con el método esférico, como se explicd con los otros modelos el resultado es
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Figura 4.7: Prediccion en funcién del tipo de modelo.

analogo.

Unavez que se tiene determinado que modelo se va a usar se procede a hacer la predic-
cion. La Figurad.9 muestra el variograma obtenido al calcular la prediccion en la Facultad de
Matematicas.

Enla Figura4.10se muestran los resultados de prediccién comparados con el dato real, pues
aunqueconsideramos como no muestreado la Facultad de Matematicas, se tienen los resultados
para el mismo afio de la estacion Santiago-EOAS situada a excasos metros de nuestro punto de
interés. Se verifica que &l mayor correponde a la estacién mas cercana geograficamente al
punto no muestreado. En la Figutd 1se prensentan todos a%.

Segude, (esta en el ayuntamiento de Boqueixdn), es la estacion con el mgyarque
tiene el menor\ esta en Malpica. En la Tabla3 se presenta un resumen de los resultados
obtenidos.

Sergude| Rio do Sol| Punta Candieira | Malpica
A 0.61 0.17 0.144 -0.02
Distancia en Km 9.78 26.89 101.08 56.13

Tabla 4.3:)\’s y distancias mas representativos.

En la Figurad.12se ven las temperaturas de aquellas estaciones més representativas, por un
ladose tiene la temperatura de Santiago, luego la de Sergude, Rio do Sol y Punta Candieira, por
ser las estaciones con mayoresy por ultimo Malpica la de menak. La temperatura media
anual de estas estaciones se ve en la Tadla

Del andlisis de validacion cruzada se concluye que la estacion 6ptima para la preéiccion
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Figura 4.8: Prediccion en funcién del tipo de modelo.

Santiago | Sergude | Rio do Sol| Punta Candieira | Malpica
13.28 13.28 11.02 13.20 13.18

Tabla 4.4: Temperaturas medias en el afio 2009.

la Facultad de Mateméticasyses la de Sergude, estacidn mas cercasia bhos coeficienteg;

del kriging se obtuvieron resolviendo el sistema de ecuacidrge$con~;, estimado mediante

el variograma esféricg;,, como ha quedado justificado anteriormente. El método de validacion
cruzada funcional (FCV) usado para para elegir el nimero de parametros de suavizacion, tam-
bién puede ser considerado una herramienta util para comparar curvas observadas y predichas,
esto es, define una medida de distancia entre estas dos curvas. De h8ds(#®l puede
considerarse como una aproximacion al error cuadratico medio integrado (MISE). Cuando se
usa validacion cruzada la idea es que los valores predichos deberian estan cerca de los obser-
vados (utilizando la técnica de dejar uno fuera en cada iteracion). En la EidiB& parte

de la izquierda muestra una comparacion grafica entre las curva observadas (las reales) y la
predicha(utilizando FCV).

La Tabla4.5 muestra el resumen de los residuos de validacién cruzada para el Kriging Or
dinario y los datos suavizados mediante bases de Fourier.

Por ultimo antes de cambiar a la técnica 2, debido a que no se aprecian cambios en el var-
iograma ni en las estimaciones dependiendo del modelo considerado se ha intentando hacer lo
mismo pero con Kriging Universal. Hemos creido que la altitud influye en la estimacion de la
temperatura e incluso la latitud. Por tanto se han creado 8 modelos diferentes con estas variables.
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Figura 4.9:; Variograma.

Los modelos seran combinacion®&smpy(t) = ao(t) + Bi1(t) x Altitudy + éo(t) (modelol)

y Tempo(t) = ap(t) + S1(t) x Altitudy + PB2(t) x Latitudy + éo(t) (modelo2). Es decir el
modelolconsiderando la temperatura centrada o no y modelo con constante o sin ellay de modo
analogo emodelo2. En la Tabld.6 se presenta un resumen del coeficiente de determinacién
paraesos modelos.

A continuacion se ha hecho la estimacion del Kriging Universal primero con los modelos que
usan com variable a la altitud. Los resultados obtenidos eran muy similares a los que se tenian
en el Kriging Ordinario, por ello, se han omitido para no hacer muy extenso este trabajo. De
la Tabla4.61los modelos que tienen mayor coeficiente determinacion (R-8djuaorresponden

Estadistico Kriging Ordinario

Minimo 1326.0
1st Qu. 2931.0
Mediana 3861.0
Media 4306.0
3rd Qu. 4847.0
Méaximo 12880.0
Desviacion tipica 2279.5
Suma 284222.1

Tabla 4.5: Resumen de los residuos de validacion cruzada para el Kriging Ordinario.
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Figura 4.10: Prediccion en funcién del tipo de modelo.

a aquelloggue usan ademas la variable latitud. En la Tablase consideran los tres modelos
anterioresnejores y se muestra el nimero de veces que las variables han resultado significativas.

Si nos fijamos en la Tabl&.7 los modelos de la dos primeras filas arrojan los mismos re-
sultados.En el dltimo modelo la variable latitud ha sido siempre significativa y debido a que
el R-Squared es el mayor hemos optado por este modelo. Se va a trabajar en vez de con la
temperatura con los residuos respecto a la media del modelo que tienen a su vez estructura de
dato funcional. Luego a estos residuos se les aplicaran las técnicas del Kriging. LadFldura
muestra los residuos del modelo con altitud y latitud junto con los residuos suavzadosa
base de Fourier de 35 elementos.

R-Squared
modelol - no centrado sin constante 0.48
modelol - centrado sin constante 0.17
modelol - no centrado con constante 0.56
modelol - centrado con constante 0.56
modelo2 - no centrado con constante 0.73
modelo2 - centrado con constante 0.73
modelo2 - no centrado sin constante 0.97
modelo2 - centrado sin constante 0.56

Tabla 4.6: R-Squared.
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Figura 4.11: Lambdas obtenidos por Kriging Ordinario.

R-Squared | Constante | Altitud | Latitud
modelo2 - no centrado con constarte 0.73 305 342 270
modelo2 - centrado con constante 0.73 275 342 270
modelo2 - no centrado sin constante 0.97 - 318 365

Tabla 4.7: R-Squared y nimero de veces que las variables han sido sigriicati

En la Figurad.15se tiene el variograma con los distintos modelos, y como en el caso del
Kriging Ordinario se obtiene la misma estimacion, con lo cual se optara por el esférico nueva-
mente. Lo que si que se observa es que la varianza ha disminuido.

Se tiene la prediccion para los residuos en la Figut& Hay que decir que las estaciones
guetiene los\’s representativos son las mismas que en el Kriging Ordinario, por tanto no se
incidirhd mas en eso. El siguiente paso es deshacer el cambio en el modelo para ver la predicciéon
auténtica en la la Facultad de Matematicas. Ya no se presentan estos resultados porque lo que se
pretendia era ver si la el efecto de la altitud y/o la latitud ayudaban a definir que modelo usar.

También se ha aplicado Kriging Universal a los datos eliminandole a los residuos el efecto de
la latitud y longitud. Los resultados obtenidos se pueden consultar en lad4abfpy serviran
paradecidir al final con qué metodologia nos quedamos.
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Figura 4.12: Estaciones covs representativos.

4.3 Kiriging variacion de tiempo continua para la prediccion espa-
cial de datos funcionales

En esta técnica se considera el problema de prediccion espacial de datos funcionales con pon-
deracion de cada curva observada por un pardmetro funcional. Esta técnica es una combinacion
del Kriging Ordinario y el modelo funcional lineal concurrente (punto-wise) tal y como se mues-

tra en [26]. Se propone una solucion basada en bases de funciones. Tantodasouorg los
parametros funcionales se expanden en términos de un conjunto de bases de funciones. En-
tonces, el problema pasa a ser el de estimacion de los coeficientes de estas bases de funciones
para cada parametro funcional. Para proporcionar una solucién, se usa el modelo lineal de cor-
regionalizacion para estimar la covarianza a través de los coeficientes de cada curva.

4.3.1 Predictor y problema de minimizacion

Con esta técnica se propone usar la familia lineal para predictores poinkwise, ¢t € T,
dada por

Xso(t) = Z Xi()xs; (8), A1(t), -+, An(t) : T — R.
i=1

Este predictor fue mencionado ehl]. Se asumen las mismas afirmaciones dadas en la téc-
nicaanterior. Para cadac T, el predictor,x,,(t), tiene la misma expresion que el predictor
del Kriging Ordinario. En el resto del proyecto a este predictor se le llamara Kriging Continuo
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variable en el tiempo para datos funcionales (CTKFD). Este procedimiento del modelo es co-
herente con el modelo linal funcional concurrente [[126]) tal como se ve en la ecuacion
Y(t) = X(t)B(t)+€(t), en la cual lainfluencia de cada covariable en la respuesta es simultanea
0 point-wise. En este modelo, la respueBtét) y cada covariableX;;(t), j = 1,---,¢ son
funciones con los mismos argumento(y(t) solo influye enY'(¢) a través de su valor en el
tiempot. La estimacion de parametros funcionales), 3;(t), j = 1,--- ,q, se lleva a cabo
resolviendo (Ramsay and Silverman, 2005)

~ 2

20, —Y(t)H .

min E
O‘(’)vﬁl ()7 HBQ(')

En este contexto, las covariables son las curvas observadasigos de una region y la re-
spuesta funcional es un funcién no observada en una zona no muestreada. Consecuentemente,
el problema de optimizacién es

in E|%s (t) — s D7,
aemin B (8) = Xeo ()]

0 equivalentemente usando el teorema de Fubini

i E (Ve (t) — xs. (1)) dt.
Lmin /T (Roo(8) — oo (1))

Si se consideran las afirmaciones estacionarias, el problema pasa a ser

i V (Xs, (£) — X0 (8))2 dt. 4.1
Lo VG = ®) 4.1)

Como en la seccion anterior, el problema de minimizacion (4.1) es una extension del cri-
terio de minimizacion dado por erd§] al contexto funcional, reemplazando el sumatorio por
la integral y los vectores aleatorid&: (so), - - - , Zm(50)] Y [Zl(so), o ,ZAm(so)} por las vari-

ables funcionalex(t) y x(t) respectivamente, cone 7. El predictor,ys,(t) es insesgado

SIiE (xs,(t)) = m(t), Vt € T, estoes, sb_;" , \i(t) = 1, Vt € T. Consecuentemente, para
encontrar el BLUP, los parametros funcionales en el predictor propuesto vendran dados por la
solucién del siguiente problema de optimizacion

min V (Xso (1) — X, ()2 dt, sujetoa : \N()=1,vteT. 4.2
Lomin VG = (0) . s >0 4.2)

4.3.2 Una solucién basada en bases de funciones

Se asume gue cada funcién observada puede ser expresada en térmiirossas de funciones
por

K
Xsi(t) = aaBi(t) = al B(t),i=1,-- ,n.
=1
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Teniendo en cuenta qug, (¢), i = 1, - - - , n son funciones aleatorias con dependencia espacial,
se asume que la matriz

a1 a2 ... A1K
asy ago ... K

A= . . . . :(Oél,"' 7aK)(n><K)
an1 AaQp2 ... aQpK

constituye un vector aleatori§ multivariante cori£(a;) = v;(,,1) Y matriz de covarianzas

i Y ... Mk
2= . ) .
K1 Tk KK (K xn)z(nxK)

dondeX;; = C(ay,aj)nxn. LOS coeficientes;; se asumen como una realizacion del vector
aleatorio espacial;, j = 1,---,K. Se propone usar geostadistica multivariante y especi-
ficamente un modelo lineal de corregionalizacion (LMC) para la estimacion de la matriz de
covarianzast'. Para establecer la condicidn de insesgadez y para llevar a cabo la estimacién de
los parametros eRs, (¢), se expande cada parametro funcioxét) por

K
Ai(t) =) " buBy(t) = b] B(t).
=1
Por tanto, con las expresionesxe(t) y Ai(t), se obtienen para la ecuacion del predigtQi(t):
Reo(t) = S 0T BO)B(t) as.
i=1

Mediante\;(t) y la expansion de la funcién constarit,eZ{ilclBl(t) =c'B(t) =1, la
restriccion de insesgadez se puede expresar como

> b B(t) =c"B(t),vt, < > bi=c,
i=1 i=1
0 mas especificamente por:

n n
E bilzcla"wg bik = ck.
i=1 i=1

Desarrollando la varianza en la funcién objetivo en el problema de minimiza¢ighge
tiene:
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V(Xso () = Xso() =V (Rso(8)) +V (x50 (£)) = 2C (X (1), X5 ())

=V (Zn: biTB(t)BT(t)ai> + BT (t)V (a0) B(t)

=1

- 2Zn:b?B(t)BT(t)C(ai,ao)B(t)
=1

= Zn:szB(t)BT(t)V(ai)B(t)BT(t)bi
=1

+ 2 b B(t)B”(t)C(ai,a;)B(t)B (t)b;

£ BTV (a0)B) — 23 W BB ()0 (ap, i) BLY).

i=1
En la ecuacion anterioV, (s, (t) — xs, (t)), parai < j,i,7 =0,1,--- ,n se tiene:
Var(a; ) Cov(a;i,ai2) ... Cov(aix,aix)
Cov(aig, aﬂ) Var(an) e COV(CL,;Q, aiK)
V(ai) = ) ) . )
COV(@Z‘K, aﬂ) COV(@Z‘K, aig) ce Var(aiK) (K><K)
y
Cov(aii,aj1) Cov(a,aj2) ... Cov(a,a k)
COV(CL,‘Q, ajl) Cov(aig, aj2> e COV(CLZ‘Q, a,jK)
C(ai, aj) = . .
Cov(aik,aj1) Cov(aix,aj2) ... Cov(aix,a;k) (KxK)
Si se definen:

Q - /T (B() BT (t)V (ar) B(t) BT (1)) di
Qy - /T (B()BT()C(as, a;) B(t) BT () dt
D = /TB(t)V(aO)B(t)dt

g = / (B(t) B (1)C(ao, a:) B(2)) dt
T

y considerandds multiplicadores de Lagrange” = (my, --- ,mx) la funcién objetivo en el
problema de minimizaciém(2) puede expresarse como:

, i ; bl Qibi +2) b Qijbj + D —2) b J;+2m” (; b — c>

i<j i=1
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. . T T T T ., . -
Ter.1|endo en cuentd = (b1 ,oee by ,m )(K(n—l—l)xl)’ la expresion anterior ain se puede
resumir a:
mﬁinBTQﬂ +D—-23TJ (4.3)
donde ) ) ) )
Quu Q2 ... Qun I Jq
Q21 Qa2 ... Q2 I Jo
Q=1|: =]
in QnQ s an 1 Jn
| I R | 0 L ¢ |

La matriz identidad en la ecuacion anterior es de otliderMinimizando la ecuacién del prob-
lema de minimizacion4.3) con respecto & se obtiene:

mﬁinﬁ =Q U

En la practica, se empieza estimando ambos mediante un LMC para la variable aleatoria mul-
tivariante A = (aq,--- ,ax) y la matriz de covarianza¥'. Consecuentemente, se pueden
calcular las matrice y J. Reemplazando estas matricester Q~'J, se pueden estimay,
i=1,---,nylos parAmetros funcionales dados\d&). Por otro lado, una estimacién plug-in

de la varianza de la prediccion integratfa = [;. V (Xs, (¢) — xs,(t)) dt vendré dada por

o2 =pTQB+D 23",

donde la matrizD se calcula usand®, (a) el cuél se obtiene por el ajuste LMC.

La prediccion integrada de la varianzz-éD es una medida de incerteza en la prediccion
de toda la curva. Basados en los parametros estimados y usando el desarrollo de la varianza,
V (Xso () — x50 (), S€ puede estimar la varianza de prediccion point-wise.

4.3.3 Resultados: prediccion espacial de las curvas de temperatura en Galicia

En este apartado se muestra esta técnica aplicada al conjunto de los datos de temperatura de
Galicia. Inicialmente se seleccoina un niumero apropiado de bases funcionales. En un segundo
paso se realiza la prediccion en un punto no visitado usando el predictor propuesto y se describen
los resultados desde un punto de vista practico. Para evitar un gran trabajo computacional se han
elegido el numero de bases usando la metodologia explicada en la técnica anterior y posterior-
mente se hace validacién cruzada funcional coii ellegido, es decifk = 35.

Como ha quedado explicado con la otra técnica los datos de Galicia quedan bien represen-
tados en una base de 35. No se considera penalizacion robusta en este caso, es decir, se supone
n=0en:

min M 9
cERE S (5 — x(t) + / (1) + X (1)) dt.
j=1 T
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Cuanddos datos son periddicos, las bases de Fourier con un numero impar de bases funcionales
son la opcién mas apropiada ([26]). Por tanto una base de Fourigbd@msegle funciones sera

una buena eleccién para los datos de Galicia. Aunque que se pueden expresar en funcién de una
base de Fourier con numero infinito de sinusoides, toma&gisomo el limite porque este es el
namero de datos discretos de cada sitio en nuestro conjunto de datos. Frecuencias superiores a
365 en este caso distorsionaran la sefial. Esto se conoce camuikima de aliasingLfeachor

y Jervis, 1993).

Se trata de predecir la curva de la temperatura en un sitio no visitado con coordenadas
536.07 (Este) y 4747.02 (Norte), que corresponde a la Facultad de Mateméticas. La Facul-
tad de Matematicas esta situada casi en el centro geografico de Galicia. El clima de Santiago se
aproxima aloceanico costero, que se caracteriza por tener temperaturas suaves en el verano y
en el invierno y precipitaciéns abundandantes.

En esta seccibn se sigue la misma metodologia de la seccién anterior, es decir, se hace la
prediccion en el lugar no visitado y después un analisis de validacion cruzada. Teniendo en
cuenta que en los datos de Galicia para ajustar la media de la funcién no es constante, los
datos suavizados estan inicialmente sin tendencia usando un modelo de regresion funcional con
respuesta funcional (suavizando las curvas de temperatura) y dos covariables escalares (las co-
ordenadas: longitud y la latitud), es decir, se considera que el modelo de regresion funcional
es

Xs, (t) = &(t) + B1(t) Longitud + Bo(t) Latitud + e, (). (4.4)

Posteriormente, el residue, (t), en un sitio no visitado se predice p8f" K F' D y por dltimo,
la prediccion de la temperatura ense obtiene mediante la adicion a la prediccion del kriging
a la tendencia del modelo dada4).

Losparametros estimados para el modelo ajustado se muestran en ladigura

Lavariabledatitud y longitud en el modelo (4.4) fueron estandarizados anteriormente. La
Figura4.18muestda influencia de la constante, de la longitud y de la latitud en el modelo. Los
parametrogstimados muestran claramente que la temperatura estd mucho mas influenciada por
las coordenadas en invierno que en verano para la longitud y al revés para la latitud.

Las Figurast.19,4.20y 4.21 muestan respectivamente los efectos de la variable longitud,
latitud y residuos del modelo (4.4), al que se le aplicara el Kriging

Enla Figurad4.22se muestran las curvas de temperatura suavizadas. La Talde ftesenta
unresumen estadistico de las variables longitud y latitud después de centrarlas.

Estadistico | Longitud | Latitud
Minimo -88.74| -88.67
1st Qu. -51.57| -41.98
Mediana 2.19| -12.93
Media 0.00 0.00
3rd Qu. 45.88| 45.80
Maximo 91.10| 111.20

Tabla 4.8: Resumen estadistico de las variables longitud y latitud.
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En la Figura4.24 se muestran los correspondientes residuos de este modelo, es decir los
residuosobtenidos al aplicar el Kriging a los residuos del modelo de regresién funcional de la
temperatura frente a las coordenadas, (longitud y latitud).

Deshaciendo el cambio, se obtiene la curva de prediccion para la Facultad de Matematicas
(Figura4.17). De las Figurad.17y 4.24se puede concluir que el modelo de regresion ajustado
tieneun buen rendimiento.

Altos residuos en la Figuré. 24 se deben a malas estimaciones en las estaciones se trata de
Cabezale Manzaneda (ayuntamiento de Manzaneda (Ourense)) y Pedro Murias (ayuntamiento
de Ribadeo (Lugo)7124.53 y 6509.01, respectivamente. Cabeza de Manzaneda esté al sur este
de Galicia, la diferencia entre la temperatura méxima y la minima @s.deC. El clima se
encuadra dentro de lo que se ha definidogueénico de montafique se caracteriza por tener
veranos frescos e inviernos menos frios. Por el contrario en la estacion de Pedro Murias en
Ribadeo, noreste de Galicia, posee climeaanico costero, que se caracteriza por tener temper-
aturas suaves en el verano y en el invierno y precipitacions abundandantes. La diferencia de
temperaturas maxima y minima es esta estaci@3.&5C'.

Por el contrario las estaciones de las Vigo-Campus (ayuntamiento de Vigo (Pontevedra)) y
Melide (A Corufia), son las estaciones con menores residuos por validacion creizada.y
397.53, respectivamente. La diferencias entre el maximo y el minimo sa1 déC'y 23.4,
para cada una. En Vigo-Campus el climaesanico costerg en Melideoceanico continental,
se caracteriza por tener veranos calidos e inviernos frios con posibilidades de heladas.

La Figura4.23 muestra un grafico de los parametros funcionales estimados. El mayor
parametrduncional estimado corresponde a la estacién de Sergude (ayuntamiento de Boqueixén
(A Corufia)) que es la estaciébn mas cercana al punto a estimar.

Otras estaciones cercanas a la Facultad de Mateméticas, y por tanto con influencia en la
prediccion, son Muralla (ayuntamiento de Lousame (A Coruiia)) (valores en torno a 0.16), Rio
do Sol (ayuntamiento de Coristanto (A Corufia)) (alrededor de 0.13 pesos), Fontecada (ayun-
tamiento de Santa Comba (A Corufia)) valores en torno a 0.009, en la Big@ralLa suma de
los parametros funcionales estimados es igual a 1 paratt@egura4.23)), lo que indica que la
restriccionde insesgadez se cumple. La estacion que proporcciona menos informacion es la de
Malpica, igual que sucede con la técnica 1. La prediccion en la Facultad de Materddticas
esconsistente con los valores reales registrados.

Una comparacion entre la prediccion en validacién cruzada y las curvas suavizadas (Figuras
4.17y 4.24) muestran que las predicciones tienen el mismo comportamiento en el tiempo que
lascurvas suavizadas.

Se puede observar que hay algunas estaciones con grandes curvas residuales positivas o
negativa. Se aprecia que la desviacion estandar residual es menor en la primavera y en el verano
donde las curvas suavizadas y pronosticadas tienen menor variacion y se comprueba con los
datos de los promedios de la desviacion tipica en la Fabla

Primavera Verano Otofio Invierno
Promedio de la desviacién tipica 2.77 2.42 291 291

Tabla 4.9: Promedios de la desviacion tipica.



4.4 DE MULTIVARIANTE A GEOSTADISTICA FUNCIONAL 75

La media residual varia alrededor de cero, lo que indica que las predicciones son insesgadas.
En la Tabla4.10se obtienen los promedios por estacion del afio.

Primavera Verano Otofo Invierno
Promedios 5.6 9.06 1.25 1.62

Tabla 4.10: Promedios de la media.

Enla Tabla (4.11) se muestran los estadisicos de la suma de los errores al cuadrado por
validacioncruzada para las 66 estaciones.

Estadistico CTKFD

Minimo 865.3
1st Qu. 2373.8
Mediana 2768.0
Media 3212.3
3rd Qui. 3793.2
Maximo 10061.0
Desviacion tipica] 1474.8
Suma 212009.0

Tabla 4.11: Resumen estadistico de la suma de los cuadrados de los erroedisiatzon
cruzada.

4.4 De multivariante a geostadistica funcional

En esta técnica, se propone un predictor Cokriging para hacer la prediccion univariante (como
en el sentido del Cokriging multivariante), pero considerando como informacion auxiliar curvas
en vez de observaciones de vectores aleatorios. Del mismo modo, se amplia el Kriging multi-
variante de vectores aleatorios al contexto funcional definiendo un Kriging predictor funcional,
gue permite hacer predicciones de la curva entera en la estacion no visitada.

Esto mismo ha sido también estudiado por Nerini y Monestiez (2008),Ellos proponen
unasolucion basada en bases de funciones ortonormales, condicién no requerida en este trabajo.

En estadistica espacial y especificamente en geoestadistica, tanto en el andlisis Cokriging
(I? 1, [4]) como en el Kriging multivariante ([13]) se utilizan para modelar observaciones del
vectoraleatorias. En este trabajo se adaptan estas metodologias al contexto funcional. Se pro-
pone un predictor Cokriging haciendo una prediccion univariante (como en el sentido del Cok-
riging multivariante), pero considerando como informacion auxiliar funciones en lugar de ob-
servaciones de vectores aleatorios. Del mismo modo, se extiende el Kriging multivariante de
vectores aleatorios al contexto funcional mediante la definicion de un predictor Kriging fun-
cional que permite hacer una prediccién de la curva completa de la zona no muestreada me-
diante el uso de la informacion de las curvas muestreadas a sitios cercanos al sitio de predic-
cion. En ambos casos (Cokriging basado en funciones y Kriging funcional) da una solucién no-
paramétrica basada en bases de funciones, y se prueba que ambos propésitos coinciden cuando
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se utiliza este enfoque. Las metodologias propuestas con esta técnica son del mismo modo a
las soluciones dadas en la técnica anterior, es decir, cada curva observada es ponderada por
un parametro funcional. Sin embargo aqui la flexibilidad aumenta porque se estima el doble
indice de los parametros funcionales. Ahora, cada curva se pondera por un parametro funcional
para llevar a cabo la realizacion de la predicciéon en cada momento. Esta metodologia sigue la
filosofia basica del modelo lineal funcional de respuesta funcional (modelo total) de la ecuacién
Yi(t) = Bo(t) + [ Xi(v)B (v,t) dv + €;(t), donde se debe estimar el coeficiente de regresion
bivariante (Malfait y Ramsay, 2003).

4.4.1 Cokriging basado en datos funcionales

Sean{xs(t), teT,seDC ]Rd} una funcion aleatoria definida en algan conjunto compacto

deRR. Supongamos una muestra de curyast),- - - , xs, (t) definidasvt € T,s; € D,i =

1,--- ,n. Se asume gue estas curvas pertenecen a un espacio separableHittefun-

ciones integrables definidas @n Considérese que para catlac T se tiene un segundo
proceso aleatorio is6tropo y estacionario, es decir, la media y la varianza son funciones con-
stantes y la covarianza s6lo depende de la distancia entre los puntos de muestreo. Se quiere
predecir una Unica variable en un unico lugar de una muestra de datos funcionales espacial-
mente correladogs, (), -, xs, (t). Seayxs,(v) la variable aleatoria a predecir en una lo-
calizacion no observada env € T. Para llevar a cabo esta tarea se extiende el Cokrig-
ing predictorZ;(so) = S, > 7e1 NijZj(si), reemplazando log x m parémetrosxfj por

n parametros funcionales)(t) y lasn x m variables aleatoriag’;(s;) por n variables fun-
cionalesy,;(t),i = 1,--- ,n,j = 1,--- ;m. En el esquema siguiente se ven claramente estas
transformaciones:

* Parametros

Cokriging multivariante Cokriging BC
A11 - A, =  AN@),teT
A2t Aam = )\g(t),tET
Anl - Aum = )\Z(t),tGT

* Variables
Cokriging multivariante Cokriging BC
Zl(sl)"'Zm(Sl) = Xsl(t),tGT

Zl(Sg)-”Zm(Sg) = XSQ(t),t erT

A (81) . Zm(Sn) :> Xsn, (t).,t erT
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Porlo tanto, el predictor Cokriging dg,,(v) basado en datos funcionales (CBFD) viene
dado por

mwzgﬁwmww

Para cada € T" especifico, los parametros funcional$t),: = 1, - - ,n se estiman teniendo

en cuenta las restricciones clasicas de geoestadistica, es decir, insesgadez y minima varianza
de prediccion. Este problema se resuelve utilizando un enfoque basado bases de funciones.
Ampliamos las variables funcionales mediante la expresion

Xsi(t) = a;?FB(t),i =1,---,n

y los parametros funcionales por
X (t) = by, B(t)

Por lo tanto el predictor se expresa como
n
Xs(v) =D bLWa
=1
donde
W= / B(t)BT (t)dt
T
Para cualquier base ortonormal como la base de Fourier, la miEtde Gram es la matriz
identidad. Para otras bases de funciones tales como las BaSpknes,W debe ser calcu-

lada usando integracién numérica. Asumiendo la hip6tesis de estacionariedad de las funciones
aleatorias la matriz:

ailr a2 .. K
as1 a2 ... QK

A= . . . . :(0417"'706}(>(n><K)
anl Ap2 ... GpK

constituyen un vector aleatorio multivariartecon

E(a1;) v,
E(as; ¥
E(oj) = o) | J=1 .k,
E(an;) U;
y matriz de covarianzas
2 Xie 2K

Yo1 Yoo ... 2ok

Y1 Yk ... Ykk
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dondeX;; = C'(a, oj)nxn, Obteniéndose asi:

E(aﬂ) 191
E(a;) = ?(%‘2) _ ?92 o
iE(aik) Ik

Entonces, la media del predictor esta dada por:

Z bEW Y
Por otro lado, la media de la funcién en el si¢jpno observado en el instantees

E (xs0(v)) = BT (v)E(ao) = BT (v)0

Consecuentemente el predictor propuesto es insesgado si

> ol =B (o)W
=1

La matriz Gram es en general semidefinida posmva la métri@ram, W = [, B(t)B (t)dt,

es definida positiva porque las funcionggt),l = 1,--- , K, son linealmente independientes.
Consecuentemente el predictor propuesto esta bien definido. Para encontrar el mejor predictor
lineal insesgado (BLUP), los parametros funcionales propuestos en el predictor se dan como
solucién al siguiente problema de optimizacion:

)\11)(.)171.1.?%%(.)‘/ (XSO (U> ~ Xso (v)) sujetoa : E (f(so (U)) =K (Xso (U)) (4-5)

Desarrollando la varianza en la funcion objetivo se tiene la siguiente expresion:
14 ()250 (U) — Xso (U)) = Z bT WV az Wwa +2 Z bT WC au aj)WTij
1<J
+ BT(w)V( —2ZbTWC ap, a;)B(v)
V(ai), C(as,a5) y C(ag, a;) se pueden calcular &7, la matriz de covarianzas, ha sido previa-

mente estimada. Podemos usar geostadistica multivariaig y[especificamente un modelo
linealde corregionalizacion (LMC) para estimar estas matrices. Si se definen:

Mij = (WC ai,aj)WT)
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la funcion objetivo esta dada por

V (Xso (V) = Xso (v ZbTMwaZbTM ibju + D(v —221; v) (4.6)
1<J
De (4.6) y considerando lo& multiplicadoresde Lagrangen! = (mi,,--- ,mk,) €l prob-

lema de optimizacior4(5) puede ser expresado como:

min Z bl Mibiy + 2 b, Mijbjy + D(v) — 2 Z bE Ni(v) + 2mF (Z biv — ))

b1y, sbnw,my

1<J
Tomandop, = (bm oo bE m )(TK( +1)e1) S€ puede reescribir la ecuacién anterior de la
forma:
minf, MB, + D(V) = 28, N(V) (4.7)
donde
M11 M12 Mln I
Mgl Mgg Mgn I
M=]": : : :
Mnl Mn2 Mnn 1
! 1 1 0 [K (n+1)]x[K (n+1)]
y
[ Nl('l))
Na(v)
N@) = | :
Ny(v)
—1
| W B(v) | [K (n+1)]x 1

Finalmente, si se minimiza la ecuacion reducida respeg{o se obtiene:
5 -1
511 =M N(U)

Una estimacion plug-in de la varianza de prediceigp(v) = V (Xs,(v) — xs,(v)) esté dada
por

62 (v) = BLMB, + D(v) — 28] N (v)

donde la matrizD(v) se calcula usando una estimaciéritig,) obtenida mediante el ajuste de
medias del modelo linal de corregionalizacion (LMC).
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4.4.2 Kiriging funcional: modelo total

Para definir el Kriging funcional (modelo total) predictor (FKTM), se asumen los mismos supuestos
de estacionariedad e isotropl'a que en el Cokriging basado en datos funcionales. EI Cokriging
predictor definido allix,, (v) = > ;" fT t)xsi(t)dt, esté definido para une T especifico.

Si se quiere predecir la curva completas@nel parametro funcional! (t) se reemplaza por un
parametro que depende de dos indikgs, v). Asi, el predictor para toda la curva esta dada por

Xso Z/ tUst dt’UET

tal que A (t,v), -, \u(t,v) : TeT — R. Notar que de acuerdo a los reemplazamientos
dados en los esquemas tanto para parémetros como para variables en el caso del Cokriging
basado en datos funcionales, el prediciof_, b2 = BT (v)W~! se extiende al contexto

~ T
funcional mediante la sustitucion del vectéZl(so), - ,Zm(so)> por xs,(v),v € T,y

el vector de pardmetrof\j; - - Al -+ AT -+ AL ) oo (AL - App - ATG -+ - A ) por
((AT@) - XT(8)) -+, (AL () -~ AT(8))) , t € T, respectivamente.

Ademas, teniendo en cuenta quearia de forma continua €f, el conjunto discreto de
parametros funcionale§\; (t) --- A7*(¢)),i = 1,---,n se sustituye por el doble indice del
pardmetro funcionak;(¢,v),t,v € T. Es evidente que para un fijo € T la expresion del
predictor FKTM es igual a la del Cokriging basado en datos funcionales (CBFD). El parametro
funcional \;(¢,v) determina el impacto de laésima funcion observada en el tiempen la
funcion no observada al tiempo Este modelo es coherente con el modelo funcional lineal con
respuesta funcional (modelo total):

Yi(t /X B(v,t)dv + €(t).

La estimacién funcional de los parametros se lleva a cabo mediante la resolucién (Ramsay y
Silverman, 2005) de:

E

~ 2
V(o) - V(@)

min
Oc('),ﬂl(','),"' 1511('7')

En nuestro contexto las covariables son las curvas observaddsgares de unaregiony la
respuesta funcional es una funcion no observada en un lugar no visitado. Por lo tanto la funcién
objetivo esE !\XSO( ) — Xs,(v)||?, dependiendo d&; (-,-),- - - , Au(, ) 0 usando el Teorema de
Fubini [ E (Xs,(v) — Xs0 (v))? dv. Teniendo en cuenta la estacionalidad de la funcién objetivo
se tiene,[, V (Xs (v) — Xso (v))* dv.

Una vez mas, los parametros funcionale@, v) de x,,(v) se calculan teniendo en cuenta
las restricciones de insesgadez y la prediccion con minima varianza. Por lo tanto el problema de
optimizacion es

e )mlri ) A V (Xso (V) = Xs0(v)) sujetoa : E(Xs(v)) = E(xs(v)),YveT. (4.8)
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Resohemos el problema utilizando un enfoque basado en bases de funciones. Se extienden las
variables funcionales de la ecuacion:

xsi(t) =al'B(t),i=1,---,n
y los parametros funcionales bivariantes:

Ai(t,v) = BY()C;B(v)

donde , , '
Y Y 2
Y3 Y3 e 2
Ca1  C22 Gk
Ci=| . . L.
k1 Ck2 7 CKK 1 (KxK)

Con estas consideraciones el predigtgy(v) se expresa:
Xso(v) = BT (v)ao,

donde la matriz de producto interid¥, definida,W = [. B(t)B7(t)dt. El predictory,,(v)

también ha sido considerado por Nerini y Monestiez (2008). En su trabajo de Nerini y Monestiez
(2008) se supone qué& es una matriz de identidad ya que consideran una solucién basada en
expansiones de bases ortonormales, en este caso no es una condicién necesaria. Se consideran
las propiedades de insesgadez y minima varianza del predictor propuesto, se supone que los
coeficientesy; en la ecuacion anterior son un vector aleatorio multivariante estacionario. En
consecuencia, el valor esperado de la la curva en el sitio no visitadene dado por

E (xs(v)) = BT (v)0Vv € T.
Por otro lado, teniendo en cuenta el valor esperado para el estimado se tiene:
E (R (v)) = BT(v) > CTWI v € T.
=1

Consecuentemente de las ecuacidiésgs, (v)) Y E (s, (v)), se observa que el predicty, (v)
es insesgado si y solo si

BT(w)Y cf'wvy = BT(v)9vweT,
=1

esto es, siy solo si,

ic}ww = 9.

=1

Esta condicion es equivalent&a; , C; = WL,
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Losn parametros funcionales en el predictpy, (v), vienen dados por la solucién del sigu-
iente problema de optimizacion

i V (B (v)ao — B” dv sujetoa: Y Ci=W~" 4.9
C’HPI}Cn/T (B* (v)ao (v)ag) dv sujeto a ; (4.9)

Desarrollando la integral en la funcion objetivo se obtiene que
/ BT (0)V (a9 — ag) B(v)dv = TrV (a9 — ag) W.
T

La varianza en la expresion anterior es
V(ap — ao) = Z CfWV(az)WCz +2 Z CZ-TWV(ai, aj)WCj + V(ao) -2 Z ClTWC(CL“ ap).
i=1 i<j i=1

Definiendo las siguientes matric€s; = (WV (a;)W), Qij = (WC(aj,a;)W), N; =
WC(a;, a0). El problema de optimizacion (4.puede ser expresado como

Chglglmm;ﬂ (crQ.ow) + 2 ;Tr (cTQicw) (4.10)
= 1<)
+ Tr(V(a)W)—2> Tr(CIN;W) (4.11)
i=1
+ 2m (Z C; — W—1> (4.12)
=1
Derivando con respecto@;,i = 1,--- ,ny m:
a n
ac, = 22 QijCjW —2N;W +2m

j=1
am = ; C; — w1t

La solucion del problema se obtiene igualando a cero estas derivadas. Esta solucion en notacién
matricial queda:

[ Qu Q2 ... Qun I Cq N
Q21 Q22 ... Qo [ Co Ny
in Qn? cee an 1 Cn Nn

7 I ... I 0] |m]| | W]
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dondem* = mW ™. DeV (ay — ag) y de las matrices);;, Qi; Y N;, una estimacion de la
prediccién de la varianza integrada

o2, = /T V (Re0(0) — X (0)) do

viene dada por

52, — Zn: Tr (C*ZT Q.O,W) +2 Zn: Tr (CQT Qij(ij)

i=1 i<j

v Tr (V(ag)W) — 2§n:Tr (C’iTNiW>
=1

donde las matrice@l, cee ,C‘n se obtienen resolviendo el sistema matricial anterior.

En el resto de esta seccion, se discute sobre la conexion entre los dos métodos introduci-
dos en el proyecto. La relacion entre CBFD y FKTM es analoga al andlisis del Cokriging y la
prediccién espacial multivariante, en el sentido de que la prediccion obtenida por CBFD es a la
vez idéntica a la prediccion obtenida por FKTM al mismo tiempo. Las expresiones de estos pre-
dictores, las restricciones de insesgadez y la respectiva funcién objetivo, son equivalentes para
cadaw fijo. De hecho, la siguiente proposicion establece la equivalencia entre ambas alternativas
cuando, se usa la expansion bases.

Proposicion 1:
Supongamos que la representacion(t) = a! B(t) es correcta paras;(t). Permitamos
x5 (t),v € T sea el conjunto de predictores parg (v) derivados de lags;(t) = a! B(t)
y \Y(t) = bl B(t), donde los coeficientds,,i = 0,1,---,n son una solucién al problema
(4.7) para cada € T. SeafgsFo(u), v € T el predictor dado por las ecuaciongs, (v) =
Sy fp At v)xsi(t)dt y Ni(t,v) = BT (t)C;B(v), donde los coeficientes de las matricgs
1=0,1,--- ,n son lasolucién al problema (4.12). Entonces

e (0) = X4 (v)
paratodo € T'y para todosy € D.

La diferencia entre resolver un niimero infinito predicciones punto a punto (point-wise) me-
diante CBFD y hacerlo s6lo mediante una prediccion de una curva completa por FKTM se debe
a la utilizacién de un doble expansion en términos de bases de funciones para los parametros
funcionales de FKTM. Una caracteristica distintiva entre estas metodologias se da en términos
de la varianza de prediccion. La predicciéon de la varianza estimada por FKTM en la expresion
ded?,,, se puede utilizar como una medida global de la incertidumbre en la prediccién de una
curva completa, mientras que la varianza de prediccién estimada de 63@&0 se puede uti-
lizar en un sentido clasico, es decir, podemos, por ejemplo, calcular intervalos de confianza para
la prediccién.

4.4.3 Resultados: Prediccion espacial de la temperatura en las curvas Galicia

En la seccién anterior se concluyé que una base3sdiinciones era adecuada para suavizar
este conjuntos de datos, por tanto ahora usamos ese mismo nimero de bases de funciones. De
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la Proposicion 1 sabemos que las predicciones obtenidas por CBFD coinciden con aquellas
dadas por FKTM. Asi que s6lo muestran los resultados obtenidos por FKTM por no hacer muy
extensivo este trabajo. Para cada caso, se estimd una LMC vy se utiliza para el calculo de las
matrices;;, N, i,j = 1,--- , 66 en la ecuacion matricial

Q I cC | _|N
740503
y consecuentemente para la estimacion de los parametros indicados en dicho sistema. Para ajus-
tar el LMC todos los variogramas simples (directos)y variogramas cruzados fueron modelados
como una combinacion lineal de modelos con efecto pepita (nugget) y modelo exponencial. Se
ha usado para ello la librerigtat, (Pebesma, 2004), del lenguaje R.

La Figura4.25muestra la prediccién en Facultad de Mateméticas (punto no muestreado),
junto con una comparacioén gréafica entre curvas suavizadas y predichas, lo que muestra un buen
resultado de las predicciones.

La Figurad4.26presenta los residuos obtenidos por validacion cruzada, la media y la desviacion
tipica. Se puede ver en esta Figura que hay buenas predicciones en una alta proporcion de los
sitios (teniendo residuos cercanos a cero). Residuos grandes, negativos o positivos se obtienen
en tan solo un numero pequefio de estaciones. No se observa, dependiendo de la estacion del
afio en la que estemos que los residuos sean mas grandes o pequefios que en otras estaciones.
A final del afio se aprecian residuos superiorés@, se podria decir que se tiene una mayor
incertidumbre en la prediccion durante este periodo, pero como no se nota al principio y es un
dato periddico mas bien se trate de un atipico. Si se recuerda en la Fjganece que se entrevé
unacurva que sobresal al final del afio, lo que se sugiere que pueda tratarse de un atipico.

Se aprecia que la desviacién estandar residual es menor en el otofio y en el invierno donde
las curvas suavizadas y pronosticadas tienen menor variacion y se comprueba con los datos de
los promedios de la desviacion tipica en la TahlE2.

Primavera Verano Otofo Invierno
Promedio de la desviacion tipica 2.07 2.03 1.91 1.92

Tabla 4.12: Promedios de la desviacion tipica.

La media residual varia alrededor de cero, lo que indica que las predicciones son insesgadas.
En la Tabla4.13se obtienen los promedios por estacion del afio.

Primavera Verano Otofio Invierno
Promedios 0.00 -0.11 0.05 0.12

Tabla 4.13: Promedios de la media.

Las estaciones Lardeira (ayuntamiento de Carballeda de Valdeorras (Ourense)) y Alto do
Rodicio (ayuntamiento de Maceda (Ourense)) estan al sur este de Galicia son las estaciones
con mayores residuos por validacion cruzadgl,74.70 y 10227.14, respectivamente. Aunque
la temperatura media diaria en estas estaciones tiene un comportamiento muy similar todo el
tiempo, en Lardeira la diferencia entre el maximo y el minimo e2&le°C' y en Alto do
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Rodicioes de27.7°C'. Esto genera residuos altos en ambos casos. En estas dos estaciones el
clima que tienen se encuadra dentro de lo que se ha definiduacpanico de montafique se
caracteriza por tener veranos frescos e inviernos menos frios que en otras zonas montafiosas mas
alejadas del mar.

Por el contrario las estaciones de las Islas Cies (ayuntamiento de Vigo (Pontevedra)) e Isla
de Ons (ayuntamiento de Bueu (Pontevedra)) estan al sur oeste de Galicia son las estaciones con
menores residuos por validacion cruzat®0.85 y 1053.69, respectivamente. La diferencias
entre el maximo y el minimo son @3°C y 18.7, para cada una.

Con respecto a la prediccion en la Facultad de Matematicas, observamos en |alRi§ura
gue la curva predicha muestra un comportamiento estacional similar a las cuniaadasy
es consistente con los valores reales registrados en la estacion de Santiago.

Tres de los parametros estimados para hacer esta prediccion se muestran en lag.Biguras
y 4.28 corresponden a las estaciones de A Pontenova (Lugo),Monte Aloia (ayuntad@€iid
(Pontevedra)), Malpica (A Corufa) y Sergude (ayuntamiento de Boqueixén (A Corufia)).

De la Figura4.28 se puede destacar que los parametros de Malpica son casi nulos, son
los méas pequefios y por el contrario en Sergude son los mas grandes. Otra vez se pone de
manifiesto la cercania al punto no muestreado. Por tanto esto quiere decir que Sergude tiene una
mayor influencia sobre la prediccion que Malpica (cuyos pardmetros funcionales son casi nulos).
Ademas la estimacién funcional de los parametros revela que hay un efecto a corto temporal en la
prediccién. Ambos resultados eran de esperar. Por un lado, el primer resultado es coherente con
la filosofia de geoestadistica, es decir, los sitios mas cerca de la ubicacién de prediccion tienen
una mayor influencia que otros mas alejados. Aligual que en el caso de Malpica, otras estaciones
muy separadas de la Facultad de Mateméticas tienen una baja influencia en la prediccion.

Finalemente se ha aplicado esta técnica a los datos de la temperatura de Galicia (2009),
eliminandole a los residuos el efecto de la latitud y longitud. Los resultados obtenidos se pueden
consultar en la tabla (4.14) y serviran para concluir en la comparacion con qué metodologia nos
guedamos.

4.5 Comparacion de las tres técnicas

Para llevar a cabo la comparacion se usa el resumen estadisfcorde v (7):

para comparar las metodologias propuestas en el proyecto. Evaluames én - - , 365 las
predicciones obtenidas por validacion cruzada para OKFD, CTKFD y FKTM. Para incluir el
predictor CBFD en este andlisis calculamiag(v) = >, [ AY(t)xsi(t)dt. Los valores del
estadistico resumeS Ercy obtenidos por CBFD y FKTM coinciden porque las predicciones

por CBFD se calculan con los mismos argumentos donde se evallan las curvas predichas por
FKTM. Para el conjunto de datos, que inicialmente se elimina la tendencia de los datos mediante
un modelo de regresion funcional. Aplicamos los métodos de prediccidn espacial propuestos
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para los residuos de la regresion. Las predicciones de temperatura para estos conjunto de datos
se obtienen agregando las predicciones residual a la tendencia.

Estadistico OKFD | OKFD* | CTKFD FKTM | FKTM*
Minimo 1326.0 812.6 865.3 1041.0 805.3
1st Qu. 2931.0| 2017.0f 2373.8| 1971.0f 1951.0
Mediana 3861.0| 2626.0|f 2768.0/ 2554.0f 2499.0
Media 4306.0|f 2990.0/ 3212.3| 3030.0/ 3009.0
3rd Qu. 4847.0| 3403.0/ 3793.2| 3261.0| 3468.0
Maximo 12880.0/ 11090.0| 10061.0| 10470.0/ 10180.0
Desviacion tipicay  2279.5 1551.3 1474.8 1852.1 1780.6
Suma 284222.1| 197345.3| 212009.0| 199959.1| 198569.1

Tabla 4.14: Resumen estadistico de la suma de los cuadrados de los errgadisia@on
cruzada. (Notax, método de la columna anterior sin los efectos de la longitud y la latitud.)

Se observa en la Tabld.(4) que donde existen las mayores diferencias entre los métodos
sonen términos de los valores minimos 0 maximos y también influenciadas por el efecto de la
longitud y la latitud.

Los predictores tienen un comportamiento similar cuando las curvas son relativamente ho-
mogéneas y las diferencias entre los mismos con los datos de temperatura para Galicia son
fundamentalmente debidas a su desempefio en las estaciones con temperaturas extremas como
se explicé anteriormente.

Los resultados mostrados en la Takalé) indican que la inclusién de un doble indice
funcionalen los parametros (efecto temporal en el conjuntos de datos) no reflejan cambios sus-
tanciales en las predicciones del andlisis. Es decir, el trabajo de estimar tantos parametros no
revierte mejores resultados, aunque, si a los datos se les elimina el efecto de la latitud y la longtud
se obtienen mejores

En principio si las curvas son homogéneos podriamos usar cualquiera de los tres enfoques.
Sin embargo, silo observado en los datos tiene una variabilidad alta CTKFD podria ser la mejor
opcion.

En resumen, podemos concluir que OKFD sin los efectos de la longitud y la latitud es la
mejor opcion para llevar a cabo la prediccion espacial de datos funcionales en Galicia. Por
lo tanto todos ellos son buenas alternativas para hacer la prediccion espacial de los datos fun-
cionales. Teniendo en cuenta que es mas simple OKFD sin los efectos de la longitud y la latitud
que otros desde un punto de vista practico y computacional en aplicaciones con grandes conjun-
tos de datos este método puede ser preferible.
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Figura 4.19: Efecto de la variable longitud en el modelo (4.4), al que se le aplicara el Kriging.
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Figura 4.20: Efecto de la variable latitud en el modelo (4.4), al que se le aplicara el Kriging.
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Figura 4.26: Residuos, media y desviacion tipica obtenidos al aplicar FKTM.
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