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INTRODUCCIÓN 

  

Las formaciones de conjuntos de datos distribuidos de modo aleatorio en una región 

plana aparecen en distintos contextos; encontramos ejemplos en campos tan importantes 

como la ecología: localización de árboles en una región, nidos de una colonia de pájaros; o la 

epidemiología: distribución de enfermos en una región. Llamamos diseño puntual espacial a 

cualquiera de estos conjuntos de datos y eventos a las localizaciones, para distinguirlos de 

puntos arbitrarios de la región. 

 Los procesos puntuales espaciales son modelos estocásticos complejos que describen 

la localización de eventos de interés y, en ocasiones alguna información relativa a estos 

eventos. Los modelos más habituales son aquellos donde las localizaciones se recogen en dos 

dimensiones, ( ),x y . Pero podemos usar técnicas similares en tres dimensiones (por ejemplo, 

localización de galaxias en el espacio), o para datos unidimensionales (animales a lo largo de la 

costa o en la  ribera de un río). Los procesos puntuales univariantes incluyen solo la 

localización de los eventos, los proceso puntuales con marcas (o marcados) incluyen 

información adicional sobre cada evento; por ejemplo nos puede interesar la especie de cada 

árbol, o el diámetro de su tronco. 

 Estos conjuntos de datos se pueden usar para responder a una  gran variedad de 

preguntas. El contexto científico de estas preguntas depende del área de aplicación, pero 

podemos clasificar las cuestiones en tres grandes grupos.. En primer lugar, nos interesa el 

patrón espacial de los datos observados: ¿están agrupados?, ¿están distribuidos 

regularmente?, o ¿es su localización aleatoria?. Un segundo grupo de preguntas atiende a la 

relación entre distintos tipos de eventos en un proceso con marcas: ¿tienden dos especies de 

árboles a aparecer juntas?. El tercero y último grupo de preguntas se centra en la densidad 

(número de eventos por unidad de área). 

 Los procesos puntuales espacias se aplican en ciencias como agricultura, astronomía, 

biología, climatología, ecología, epidemiología, geografía, geología, etc. La estadística 

proporciona una serie de herramientas para analizar un conjunto de puntos determinado. Y los 

procesos puntuales espaciales proporcionan una gran variedad de diseños para modelar 

comportamientos particulares. Además de la descripción de datos en el espacio, la estadística 

ofrece modelos o procesos que  pueden generar datos puntuales según leyes estocásticas. 

Estos modelos son, generalmente, el resultado de considerar situaciones reales; por ejemplo, 

en el caso biológico, la localización de animales o plantas depende de la existencia de 

depredadores o comida. Una vez que tenemos una familia de modelos es importante 

determinar cuando un conjunto de datos dado se ajusta a uno de esos modelos, para esto es 

necesaria la inferencia, tanto paramétrica como no paramétrica. 

 Los incendios forestales suponen uno de los  principales problemas medioambientales 

a los  que se enfrenta la sociedad actual y en particular Galicia. El objetivo de este trabajo es 

utilizar la metodología estadística desarrollada en proceso  puntuales espaciales  para analizar 

y modelar el comportamiento de los incendios forestales en Galicia.  
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 Nótese que si a cada incendio forestal se le asocian sus coordenadas espaciales, 

longitud y latitud del centroide de la zona quemada o del lugar donde se detecta el fuego, 

junto con otras variables como magnitud del incendio, tipo de terreno quemado o causa del 

incendio  y además se controla el momento temporal en el que se ha producido, podemos 

identificar el conjunto de incendios forestales con un proceso estocástico espacio-temporal. 

Este tipo de procesos suelen presentar dependencia entre las posiciones espaciales y los 

instantes temporales, así como interdependencia entre ambas. En este trabajo nos 

centraremos en el aspecto espacial, entendiendo el conjunto de datos como un proceso 

puntual espacial  con marcas e incluyendo el aspecto temporal (año del incendio) como una 

marca. 

  En este trabajo se  aplicarán distintas técnicas de análisis e inferencia en procesos 

puntuales espaciales al conjunto de datos correspondiente a los incendios forestales 

registrados en el distrito Fonsagrada- Ancares en el periodo 1991-2008. Para esto se va 

combinando el desarrollo metodológico de las distintas técnicas con su aplicación a los datos  

Así, en el primer capítulo se  introduce la problemática de los incendios forestales,  

comentando brevemente los distintos estudios realizados al respecto, y se describe la 

situación de Galicia y en concreto del área de estudio, presentando el conjunto de datos que 

vamos a analizar.  En  el capítulo 2 se introducen los procesos puntuales espaciales. En los 

capítulos siguientes  nos  centrando en cada uno de los pasos del análisis de un diseño puntual 

espacial: tests de CSR, modelos, estimación  no paramétrica de las funciones notables, análisis 

de procesos inhomogéneos  y ajuste paramétrico de modelos.  
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INCENDIOS FORESTALES 

 

1. ESTUDIO DE LOS INCENDIOS FORESTALES. 

Entender el comportamiento del fuego es esencial para mejorar la gestión forestal. En 

concreto, conocer con precisión la distribución espacial de los posibles focos para después 

modelar y predecir el comportamiento de los incendios. En esta sección se muestra, en primer 

lugar, una revisión de los principales aspectos asociados a los incendios forestales, se 

presentan los principales trabajos desarrollados en relación al comportamiento completo de 

los incendios forestales y sus repercusiones, partiendo desde las causas hasta la recuperación 

de las zonas quemadas. Nos vamos a centrar en aquellas técnicas y modelos que han sido 

utilizadas para predecir la probabilidad de ocurrencia de un fuego. A continuación se 

caracteriza la Comunidad Autónoma de Galicia en relación con los incendios forestales y la 

zona objeto de estudio, distrito Fonsagrada-Ancares. 

 

1.1. Comportamiento del ciclo de los incendios. 

El fuego es una componente importante en muchos ecosistemas forestales (Moritz, 

2000) con una gran influencia en las consecuencias ecológicas (Minnich & Bahre, 1995), estos 

fenómenos, al igual que otros (avalanchas, terremotos, tormentas de arena, etc.), tienen la 

propiedad de que cuando se producen por encima de un determinado umbral provocan una 

cascada de actividad ambiental, social y económica (Malamud, et al. 1998) y a su vez 

experimentan comportamientos muy distintos según el  ámbito donde se localizan (Reed & 

McKelvey, 2002), variando en función de variables naturales y socioeconómicas ligadas a los 

paisajes forestales y presentando comportamientos difícilmente parametrizables. 

A pesar de ello, muchos han sido los autores que total o parcialmente han intentado 

mostrar cuales son los modelos matemáticos que rigen el comportamiento de lo que 

definiríamos como “ciclo del fuego” y como éste ha experimentado cambios en su 

comportamiento a lo largo del tiempo y el espacio (Minnich & Bahre, 1995; Pereira et al.,1998; 

Hessburg, et. Al., 2000; Vázquez & Moreno, 2001; Moreira, et. al. 2001; Lloret, et al., 2002; 

Schoenberg, et al. 2003; Floyd, et. al. 2004; Mermoz, et al., 2005; Viedma, et al., 2006; 

González & Pukkala, 2007). 

Centrando el ámbito del trabajo en relación con la Comunidad Autónoma de Galicia, 

dentro de lo que a escala mundial se define como los países Mediterráneos, el fuego se ha 

convertido en un problema muy grave durante las últimas tres décadas y es actualmente la 

principal causa de la destrucción de los bosques, con una media de área quemada de 500.000 

hectáreas por año (Vélez, 2002). En Galicia han ardido 312.000 ha entre los años 1996 y 2005 

sobre un total de 2.060.500 ha de superficie forestal. El máximo anual se alcanzó en el año 
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2006 en el que se quemaron un total de 95.945 Ha (DGCN, 2006). Por ello los incendios 

forestales son percibidos como el principal problema medioambiental de la región (Alonso-

Betanzos et al., 2003; Chas, 2007). 

Ejemplos de variables utilizadas en los modelos de incendios con parámetros 

conocidos y controlables por los sistemas de planificación forestal son las relacionadas con la 

densidad del arbolado, composición de especies y la estructura vertical del dosel. Diferentes 

investigaciones han demostrado su correlación con la probabilidad de daños por incendios 

(Van Wagner, 1977; Finney, 1994; Moreira, et al. 2001; Pollet, 2002; González & Pukkala, 

2007). La variación en la estructura forestal a lo largo del tiempo como consecuencia de 

actuaciones silvícolas o del fuego impone una variabilidad espacial en la distribución de la --

dimensión del área ardida (Cumming, 2001), suponiendo el fuego también cambios 

importantes en el paisaje. En algunos casos incrementando la heterogeneidad (Lloret, et al. 

2002), en otros casos no afectando a las especies y ecosistemas existentes (Minnich, 1983). El 

cambio en el clima también parece estar influyendo directamente en el comportamiento del 

fuego (Vázquez & Moreno, 2001). También es conocida la estacionaridad de los incendios 

(Vázquez & Moreno, 2001 y Moritz, 2003), bien sea por causas naturales (Teensma, 1987) o 

por prácticas socioeconómicas (Lloret, et al. 2002), dándose la circunstancia de que muchas 

áreas son castigadas por el fuego por debajo del período de rotación de la zona, 

concentrándose los mayores fuegos en zonas específicas (Vázquez & Moreno, 2001). Un 

aspecto muy importante para la gestión forestal está en conocer cuáles son las especies con 

mayor nivel de supervivencia después de un incendio y cuáles son los factores que inciden en 

ello (Kushla & Ripple, 1997),  junto con  las causas que provocan un incremento en el tamaño 

de los mismos (Díaz-Delgado, et al., 2004). Así pues, la probabilidad de incendio depende de 

dos factores complejos como son:  

1. Condiciones climáticas ([Andrews, 1986; Van Wagner, 1987, Dickson, et al. (2006)  

2.  Tipo y estructura de la vegetación (Mermoz, et al. 2005) que en algunos casos 

favorece y en otros casos parece frenar su avance (Nunes, et al. 2005) y que en las 

zonas  de referencia están totalmente relacionadas con las condiciones 

socioeconómicas (Chas, 2007; Marey-Pérez, et al. 2006; Marey-Pérez & Rodríguez-

Vicente, 2008).  

Como es lógico las condiciones meteorológicas de un bosque en el futuro no se 

conocen, lo que significa que los modelos basados en factores meteorológicos no se puede 

utilizar en planificación forestal, cuyo objetivo es predecir las consecuencias a largo plazo de 

las diferentes alternativas de gestión, pero sí pueden ser utilizados para la simulación de  

escenarios previsibles. Por otra parte, gran cantidad de datos de valores medios de las 

diferentes variables climáticas son conocidos, lo que significa que pueden utilizarse en los 

modelos predictivos. La existencia de correlaciones entre variables climáticas y parámetros de 

posición tales como longitud, latitud, altitud, pendiente y orientación implica que estos 

parámetros pueden sustituir a las variables climáticas en la elaboración de modelos.   

El tipo, cantidad y distribución de los combustibles forestales afectan a la ocurrencia 

de incendios y daños (Velez, 1990; Loehle, 2004). La cantidad y el estado de los combustibles 
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apenas se conoce exactamente en la planificación forestal ya que la cantidad de madera 

muerta y su estado de descomposición no suelen ser medidos o previstos. Sin embargo, cabe 

suponer que la cantidad total y las características de los combustibles se correlaciona con el 

crecimiento de población y características de cada sitio, lo que significa que los modelos 

basados en las características de posición pueden, en cierta medida, también representar la 

variación en la probabilidad de incendios causados por la cantidad y las propiedades de los 

combustibles. Las masas forestales pueden ser de la misma o diferente edad y con mezcla de 

especies. Un modelo útil de riesgo para la planificación forestal debe tener en cuenta la 

estructura y composición de las especies (Díaz Delgado et al., 2004) que son obtenidas en los 

inventarios forestales (González, et al., 2007). Los modelos, basados en datos empíricos, deben 

ser sensibles a los efectos de tratamientos silvícolas y tipos de gestión para establecer el riesgo 

de incendio en una determinada situación. Los modelos existentes no parecen cumplir todos 

estos requisitos.  

En algunos modelos el riesgo de incendio depende de la edad (Reed, 1994; Moritz, 

2003), y otros, como la clasificación de riesgo de incendio siguiendo el modelo utilizado por 

Thompson et al. (2000), se basan en evaluaciones cualitativas de expertos (González, et al. 

2006) o en encuestas a ciudadanos (Tábara et al., 2003; Riera & Mogas, 2004) También resulta 

interesante conocer qué vegetación resulta de una serie continuada de fuegos y si ésta puede 

estar formando parte del ciclo natural del mismo (Viedma, et al. 2006). 

 

2. DESCRIPCIÓN DE LA BASE DE DATOS. 

La base de datos analizada en este trabajo recoge los fuegos registrados en el distrito 

Fonsagrada-Ancares en el periodo 1991-2008. Junto con la parroquia donde se ha iniciado 

cada uno de los fuegos, se presentan las siguientes variables: 

• Fechas de inicio, control y fin del incendio. 

• Detección: medio por el que se ha detectado el incendio. 

• Causa: intencionado, natural, desconocida, basurero, reproducción, 

negligencia, quema y otros. 

• Tipo: clasificación en conato, quema o incendio  en función de la superficie 

quemada. 

• Inicio: arbolado o raso, clasificación del terreno en función de su uso. 

• Superficie quemada: total y según tipo de uso. 

• Intervención: número de técnicos, agentes y autoridades que han intervenido 

en la extinción del fuego. 

 

El área de estudio la compone el distrito forestal Fonsagrada-Ancares, formada por un 

total de 9 municipios y situado como muestra la ilustración 1 en la zona oriental de la provincia 
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de Lugo, Sus coordenadas geográficas son   Norte 43º 18`, 7º 0`, Sur 42º 36`, 7º 3`, Oeste 

42º54` N, 7º 19` y Este 42º 51`, 6º 44`. 

 

 

 

 

 

Concello

Baleira 6.631,49 39,29 6.134,26 36,34 12.765,75 75,64 51,95

Baralla 5.416,31 38,60 3.355,44 23,55 8.771,75 62,16 61,75

Becerreá 7.386,41 42,94 5.219,87 30,34 12.606,28 73,29 58,59

Cervantes 13.657,09 49,19 10.434,58 37,58 24.091,67 86,79 56,69

A Fonsagrada 27.225,91 62,12 7.967,86 18,07 35.193,77 80,28 77,36

Navia de Suarna 11.392,92 46,97 9.275,40 38,24 20.668,32 85,22 55,12

Negueira  de Muñiz 3.798,54 52,57 2.638,76 36,52 6.437,30 89,09 59,01

As Nogais 6.553,81 59,40 2.715,16 24,62 9.268,97 84,02 70,71

Pedrafita 5.765,05 54,98 2.500,84 23,84 8.265,89 78,81 69,75

TOTAL DISTRITO 87.827 ,53 50 ,83 50 .242 ,17 29 ,08 138 .069 ,70 79 ,91 63 ,61

TOTAL LUGO 463.818 ,00 47 ,08 192 .429 ,00 19 ,53 656 .248 ,00 66 ,61 70 ,68

TOTAL GALICIA 1.405 .452 ,00 47 ,54 634 .123 ,00 21 ,45 2 .039 .575 ,00 68 ,99 68 ,91

Sup. Arbolada 

(ha)

% Arb s/  

Total

Sup. 

Matorral 

(ha)

% Matorral 

s/  Total

Sup. Total 

Forestal (ha)

% Forestal s/  

Total

% Arb s/  

Forestal

Tabla 1: Superficie forestal desglosada por municipios y comparada con los totales de Lugo y Galicia. 

Ilustración 1: Localización del distrito Fonsagrada- Ancares. 
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La superficie forestal representa un total de 138.069 ha lo que supone el 79,9% de la 

superficie total del distrito, de esta un total de 87.828 ha están arboladas, lo que supone el 

63,6% de la superficie forestal. La distribución  por municipios se presenta en la tabla 1. 

 

2.1. Los incendios forestales en el distrito Fonsagrada- Ancares. 

Los incendios forestales pueden considerarse uno de los grandes problemas sociales, 

ambientales y económicos a los que se enfrenta cualquier sociedad (CES, 2005). En esta 

sección se presenta un breve análisis descriptivo de la evolución de los incendios forestales 

(número de fuegos y hectáreas quemadas) y sus causas en el es distrito Fonsagrada- Ancares. 

La prevención y defensa contra los incendios forestales  en Galicia está regulada en la 

Ley 3/2007, del 9 de abril de prevención y defensa contra los incendios forestales de Galicia 

(DOG, nº74, del 17 de abril de 2007), junto con su corrección de errores (DOG, nº 96, del 21 de 

mayo de 2007). 

En el artículo 2 de la citada Ley,  se definen los términos de incendio forestal y quema; 

siendo: 

• Incendio forestal: el fuego que se extiende sin control sobre combustibles 

forestales situados en el monte, incluyéndose los enclaves forestales localizados 

en terrenos agrícolas cualquiera que fuera su extensión.  

• Quema: fuego que se extiende sin control sobre el monte raso.  

 

En el PLADIGA 2008 (Plan de Defensa contra Incendios de Galicia) se definen los 

conceptos de conato, incendio y quema de acuerdo al esquema que se muestra en la 

ilustración 2, así tenemos:  

• Quema: cuando la superficie quemada rasa sea inferior a 1 ha y no se queme 

superficie arbolada. 

• Conato:   cuando la superficie quemada, arbolada más rasa, sea igual o menor a 1 

ha, siempre que el arbolado quemado sea igual o menor a 0,5 ha, y cuando 

afectando solamente a la superficie rasa esta no supere 1 ha. 

• Incendio:   cuando la superficie quemada arbolada sea superior a 0,5 ha o la suma 

de superficie arbolada y rasa quemada supere la hectárea. 

A partir de ahora adoptaremos la nomenclatura definida por el PLADIGA 2008,  de 

modo que nos referiremos a los incendios forestales como fuegos, dejando el término 

incendio para los fuegos que alcanzan la superficie que se indica en la definición. 
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Ilustración 2: Clasificación de fuegos según superficie quemada. 

 

Teniendo en cuenta los términos anteriores, el tipo de fuego predominante en el 

distrito  Fonsagrada-Ancares entre 1991 y 2008 son los conatos que constituyen el 57% del los 

fuegos registrados, le siguen las quemas con un 23% y por último los incendios con el 19%, 

estos datos se pueden observar en el gráfico 1. 

 

 

Gráfico 1: Evolución de los distintos tipos de incendios forestales en el periodo 1991-2008. 
Fuente – Elaboración propia a partir de datos de la Consellería de Medio Rural 
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A lo largo de los últimos años, Galicia se ha caracterizado por la existencia de dos 

períodos con alto número de incendios: finales de invierno-primavera temprana y el período 

estival. Como refleja el gráfico 2, es necesario destacar que la evolución del número medio de 

registros para el período de referencia 2002 – 2007 en la época estival sigue la misma 

tendencia en Galicia, Lugo y el Distrito,  produciéndose el mayor número de incendios en el 

mes de agosto. Sin embargo, es la época de finales de invierno-primavera temprana y en el 

mes de febrero cuando se producen mayor número de incendios en el Distrito en contra de lo 

que ocurre en Lugo y Galicia que es en el mes de marzo. 

Respecto a la superficie quemada y número de fuegos por municipio en el Distrito, 

tomando como referencia el período 1991-2008 son  Cervantes y Navia de Suarna los  

municipios que presentan mayor superficie quemada, mientras que es en Cervantes y A 

Fonsagrada donde se registran el mayor número de incendios forestales (43%). Hay que 

destacar que Negueira es el municipio con menor número de registros (2%) y con menor 

superficie quemada (3%). 

 

 

 Gráfico 2: Evolución del número medio de registros para diferentes zonas entre 2002 a 2007 
 Fuente – Elaboración propia a partir de datos de la Consellería de Medio Rural 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A continuación se analizan las causas de los incendios forestales en el Distrito y la 

superficie afectada por los mismos, tomando como período de referencia 1991-2008. Como 

refleja la tabla 2, de los 4.764 fuegos que se registraron en  el Distrito, el 87% son 

intencionados. La superficie quemada por estos incendios provocados es de 15.398,56 ha, lo 

que significa que algo más de la tercera parte de la superficie quemada en el Distrito se debe a 

fuegos intencionados. 

Le siguen en importancia los fuegos debidos a causas naturales, que representan el 

5,86% del total y el 7,86% de la superficie quemada, y los que tienen causa desconocida, que 

suponen el 4,14% del total y el 8,42% de la superficie. 
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Hay que destacar que los fuegos producidos por basureros suponen la causa menos 

importante en todo el Distrito. En el año 2005 se llevó a cabo la clausura y el sellado del 

vertedero de Becerreá, pero  siguen funcionando los basureros de Baleira, Baralla, Fonsagrada 

(A), Navia de Suarna, Negueira de Muñiz, Nogais (As) y Pedrafita do Cebreiro. 

 

 

 Gráfico 3: Superficie quemada y número de registros por municipio en el periodo 1991-2008. 
 Fuente – Elaboración propia a partir de datos de la Consellería de Medio Rural. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 4: Causas de incendios forestales para el distrito Fonsagrada- Ancares en el periodo 1991-2008. 
Fuente – Elaboración propia a partir de datos de la Consellería de Medio Rural. 
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Causa Nº  Registros % Registros Superficie % Superficie

Basurero 11 0,23% 1,42 0,01%

Desconocido 197 4,14% 1.664,41 8,42%

Reproducción 24 0,50% 243,30 1,23%

Intencionado 4.153 87,17% 15.398,56 77,86%

Negligencia 42 0,88% 265,32 1,34%

Otros 41 0,86% 225,48 1,14%

Quema 17 0,36% 423,12 2,14%

Causa natural 279 5,86% 1.555,33 7,86%

TOTAL 4.764 100% 19.776 ,94 100%
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2.2. Análisis  espacial de los incendios a nivel de parroquia. 

Se ha fijado una zonificación del Distrito por parroquias de acuerdo a su conflictividad 

en lo referente a incendios forestales en función de los datos del número de incendios y la 

superficie total quemada por parroquia en los últimos 18 años. 

Para hacer este análisis el primer paso ha sido dividir el período de estudio (18 años) 

en tres etapas definidas por la evolución temporal del número de incendios a nivel Distrito: 

1º período: 1991-1996 

2º período: 1997-2002 

3º período: 2003-2008 

Para cada una de las etapas se trabajó con los datos de superficie total quemada 

(ha/km2) y el número de incendios clasificando los datos en cuatro grupos delimitados por la 

mediana y el percentil 25 y 75.  A cada rango de datos se le asignó un número en el intervalo 

1-4 en orden creciente según su nivel de conflictividad. 

Si los datos están dentro del rango marcado por el percentil 25 se les asigna el valor 1, 

si los datos están en el rango descrito por el percentil 25 y la mediana les corresponde el valor 

2, en caso de estar entre la mediana y el percentil 75 se les asigna el valor 3 y al resto les 

corresponde el valor 4. 

Finalmente, se calculó un valor para el total del período de estudio mediante un 

sistema de ponderación que da mayor representatividad a los datos más recientes de acuerdo 

con la siguiente fórmula:  

 

Como resultado, cada parroquia tiene asignados 2 valores que indican su conflictividad 

en función del número de fuegos y la superficie total quemada (ha/km2) de acuerdo estos dos 

valores las parroquias se clasificarán como vemos en la ilustración 3: 

 

 

  

 

 

1º 1,5 2º 2 3º
  

4,5

Valor período+ Valor período+ Valor período
Grado de conflictividad =

⋅ ⋅
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-

 

Ilustración 3: Clasificación de las parroquias según conflictividad. 
Fuente – Elaboración propia a partir de datos de la Consellería de Medio Rural. 

 

 

2.3. Localización espacial de los fuegos. 

En la base de datos original la localización de los fuegos viene dada por la parroquia en 

la que se ha registrado, pero para poder interpretar estos datos como un proceso puntual 

espacial necesitamos asociar coordenadas espaciales a los eventos. A continuación se describe 

el método utilizado para asociar coordenadas a cada fuego.    

Actualmente los Sistemas de Información Geográfica (SIG) son una herramienta 

imprescindible para el manejo de los datos asociados al terreno, ya que la gran cantidad de 

variables que interactúan en el medio natural hace necesario el empleo de programas 

informáticos en los que se recoja simultáneamente información gráfica y bases de datos 

asociadas a ésta (información no gráfica o alfanumérica). Así, permiten trabajar con gran 

cantidad de información y realizar complejas operaciones sobre un determinado escenario. 

 Partiendo da la potencialidad de los SIG, se pretende localizar geográficamente los 

4764 incendios forestales ocurridos en la zona de estudio, para poder aplicar análisis espacial. 

De esta forma también podremos asociar a estos fuegos información relativa a otras variables 
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del terreno, tales como orientación, pendiente o distancias a carreteras o a núcleos de 

población, para ver cuál es su influencia en el comportamiento del fuego (Yang et al, 2007) 

 En un SIG se tienen que relacionar los atributos  gráficos y no gráficos (alfanuméricos), 

esto se consigue mediante atributos de unión. Dado que se dispone de toda la información 

gráfica, el nexo de unión para localizar geográficamente los fuegos son los datos disponibles de 

parroquia y uso del suelo (forestal arbolado y desarbolado o raso) donde se iniciaron. De este 

modo,  atribuimos al centro de cada tesela (definida por la parroquia y el uso) los incendios 

que le correspondan, según el procedimiento expuesto en la ilustración 3: 

 

 Por tanto,  conocemos para cada incendio forestal  sus coordenadas UTM de origen, 

cumpliendo así con la misión de localizarlos en el terreno. Con esta información estamos en 

condiciones de asociar a cada evento variables espaciales que influyen tanto en el 

comportamiento del fuego, como en el tiempo de actuación para su extinción. 

 El resultado obtenido tras realizar dicho análisis geográfico es una base de datos con 

todos los incendios codificados y con toda la información de los mismos (municipio, parroquia, 

fecha, tipo, causa, etc.), a la cual vinculamos variables físicas tales como la pendiente, la 

orientación, tipo de propiedad, distancia a núcleos urbanos y carreteras, y modelos de 

combustible existentes en el punto de inicio de cada incendio. 

  

Ilustración 4: Esquema de localización geográfica de los incendios forestales 
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PROCESOS PUNTUALES ESPACIALES 
 

Un proceso puntual es un modelo estocástico que genera un número finito de eventos 

{ }, 1...ix i n=  en un conjunto X . Si los eventos tienen asociadas medidas o marcas tenemos un 

proceso  puntual con marcas.  

Como estamos interesados en procesos puntuales espaciales, X será una región 

acotada de d
ℝ  o un toro. De modo más general X puede ser un espacio de Hausdorff 

localmente compacto con una topología segundo numerable.  

Si un evento situado en ds∈ℝ  está asociado a unha marca z∈F , entonces ( ),s z  es 

un punto en  d ×ℝ F . Por tanto, un proceso puntual con marcas se puede representar como 

un proceso puntual en d ×ℝ F . Del mismo modo, si  observamos un proceso puntual con 

marcas en los instantes ( )1 2, ,..., nt t t T∈ , se puede tomar como un proceso puntual en 

d
T× ×ℝ F  , dando lugar a los procesos puntuales espacio-temporales 

Sea χ la σ-álgebra de Borel en dX ⊂ ℝ  y v  la medida de Lebesgue en X ( ( )v B B= , 

volumen de B ) La forma más natural de definir un diseño puntual  (una realización de un 

proceso puntual espacial) es considerando la localización espacial de los eventos 
1 2, ,...x x  en 

X . Matemáticamente es más adecuado  definir un diseño puntual mediante una medida φ en  

X . Para cada conjunto de Borel B , ( )Bφ  es el número de eventos en B , así  ( ) { }1, 2,...Bφ ∈  

para todo B χ∈ . Esta medida se supone localmente finita, es decir ( )Bφ < ∞  para todo 

B χ∈  acotado. Conocer ( )Bφ  para todo B χ∈  equivale a conocer la localización espacial 

de todos los eventos 
1 2, ,...x x  en X . Tenemos que 

( ) ( )
1

,    i

i

B I s B Bφ χ
∞

=

= ∈ ∀ ∈∑  

 Recíprocamente, x es un evento del diseño puntual si { }( ) 0xφ >  Estas dos 

definiciones de los diseños puntuales espaciales nos llevan a dos caracterizaciones 

equivalentes de los procesos puntuales.  

 

1. ALEATORIEDAD ESPACIAL COMPLETA (CSR) 

La aleatoriedad espacial completa (CSR, Complete Spatial Radomness), es el “ruido 

blanco” de un proceso puntual espacial, pues  caracteriza la ausencia de estructura en los 

datos. Por tanto, habitualmente es la hipótesis nula de un test estadístico para determinar 
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cuando hay estructura espacial en un diseño puntual dado. Un proceso completamente 

aleatorio se identifica con un proceso homogéneo de Poisson y está definido por los siguientes 

postulados: 

1. El número de eventos en una región plana A , con área A  sigue una distribución 

de Poisson con media  Aλ , donde λ es la intensidad del proceso, es decir, el 

número esperado de eventos por unidad de área.   

2. Dados n eventos { }
1

n

i i
x

=
 en la región A , los 

ix  son una muestra aleatoria de la 

distribución uniforme en A . Por tanto, no hay interacción entre eventos. 

  

Por 2, la densidad condicional de una n-upla ordenada ( )1 2, , ..., nx x x dado ( )N A n= , es 

( )1 2, ,..., 1
n

nf x x x A=  

Así, teniendo en cuenta ambos postulados, la densidad conjunta de n y ( )1 2, , ..., nx x x , viene 

dada por 

( )( )1 2, ,..., ,
!

An

n

e
f s s s n

n

λλ −

=  

El principal interés de la CSR es que representa un modelo ideal que, a pesar de no 

alcanzarse en la práctica, resulta muy útil como primera aproximación  de algunos patrones 

observados. En general, el análisis  de un diseño puntual observado se inicia con un test de 

CSR, por dos razones fundamentales. En primer lugar, un diseño que verifica CSR, apenas 

necesita más análisis estadístico formal. En segundo lugar, además del interés intrínseco que 

tiene rechazar CSR, los tests se utilizan como método de exploración de los datos al 

proporcionar información del sentido en que nos estamos desviando de la hipótesis nula. 

 

2. PROPIEDADES DE LOS PROCESOS PUNTUALES 

Sea ( )N A  la variable aleatoria que representa el número de eventos en una región 

plana A. 

( ) ( )# iN A x A= ∈
 

 Veamos  algunas propiedades de interés que pueden verificar los procesos puntuales 

espaciales: 

a) El proceso es estacionario si,  para cualquier entero k y regiones ,  1,...,iA i k= , la 

distribución conjunta de ( ) ( ) ( )1 2, , ..., kN A N A N A  es invariante por translaciones de 

los iA  por cualquier conjunto x . 
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b) El proceso es isotrópico  si,  para cualquier entero k y regiones ,  1,...,iA i k= , la 

distribución conjunta de ( ) ( ) ( )1 2, , ..., kN A N A N A  es invariante por rotación de la 

unión de los 
iA . 

c) El proceso es ordenable cuando no hay eventos coincidentes, es decir: 

( )( )
0

1
lim 0
dx

P N dx

dx→

>
=  

d) El proceso es ordenable de segunda orden cuando para cualquier par de eventos x e y 

se verifica 

( )( ) ( )( )
0

0

1 1
lim 0
dx

dy

P N dx P N dy

dx dy→
→

> >
=  

. 

 

3. CARACTERÍSTICAS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN  

3.1.   Procesos univariantes 

A continuación vamos a ver  cómo definir en procesos puntuales estructuras análogas 

a la media y la covarianza para procesos con valores reales. 

Las características de primer y segundo orden de la variable aleatoria ( )N B , para 

B S⊆ , están descritas por la medida de intensidad y el momento factorial de orden dos, 

definidos como sigue: 

 

 

 

 

 

 

 

Si la medida de intensidad  μ se puede escribir como: 

( ) ( )
B

B dµ λ ξ ξ= ∫  

donde  λ es una función no negativa, entonces λ será la función de intensidad. Sea dx un 

entorno infinitesimal del  punto x: 

Definición: 

La medida de intensidad µ  en d
ℝ  viene dada por 

( ) ( ) d,    BB E N Bµ = ⊆   ℝ  

El momento factorial de orden 2, 
( )2α  en d d×ℝ ℝ  viene dado por 

( ) ( ) ( )( )2 d d, ,    C
X

C E I C
ξ η

α ξ η
≠ ∈

 
= ∈ ⊆ × 

 
∑ ℝ ℝ  
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Para un proceso puntual estacionario e isotrópico, tenemos: 

1. ( ) ( )x E N A Aλ λ= =    (constante para todo A) 

2. ( ) ( )2 2,x y x yλ λ= −  

3. ( ) 2

2 ( )u uγ λ λ= −  

 

 

 

  

 

    

 

 

Baddeley et al. (2000), estudiaron los procesos estacionarios reponderados de orden 2, 

que verifican ( ) ( ) ( ) ( )2 ,x y x y tλ λ λ ρ= , depende solo de t x y= − . Nótese que ( ).λ  no 

puede tomar valores muy próximos a 0. La estacionariedad reponderada en procesos 

puntuales es análoga a suponer en un proceso espacial con valores reales que la media varía 

en el espacio mientras que las variaciones en torno  a la media local son estacionarias.  

Definición: 

La función de intensidad de primer orden de un proceso puntual espacial es 

( ) [ ]
0

( )
lim
dx

E N dx
x

dx
λ

→

  
=  

  
 

 

Definición: 

La función de intensidad de segundo orden de un proceso puntual espacial es 

( ) [ ]
2

0

0

( ) ( )
, lim

dx

dy

E N dx N dy
x y

dx dy
λ

→
→

  
=  

  
 

Definición: 

La densidad de covarianza de un proceso puntual espacial es 

( ) ( ) ( )2, ( , )x y x y x yγ λ λ λ= −  

 

Definición: 

La intensidad condicional de un proceso puntual espacial es 

( )
( )

0

evento en y
limc
dx

E N dx
x y

dx
λ

→

    =  
  

 

 

Lema: 

Para un proceso estacionario isotrópico y ordenable, se verifica: 

( ) ( )2c x y x yλ λ λ= −  
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A partir de ahora, salvo indicación específica se asume estacionariedad, isotropía y 

ordenabilidad. Bajo estas condiciones λ tiene fácil interpretación como el número esperado de 

eventos por unidad de área. La intensidad de segundo orden es más difícil de interpretar. 

Consideramos una nueva definición: 

 

 

 

 

 

 

 La importancia práctica de esta función está en que se puede expresar como la media 

de una cantidad observable,  esto sugiere un método para estimarla a partir dos datos. 

 Para establecer una relación entre  ( )K t  y ( )2 tλ  se asume  que el proceso es 

ordenable, esto significa que ( ) ( )~ 1E N dx P N dx =        pues su cociente tiende a 1 cuando 

0dx → . Suponemos también que ( ) ( ) ( ) ( )~ 1E N dx N dy P N dx N dy= =        en el mismo 

sentido. Bajo estas condiciones, el número esperado de eventos a una distancia menor que t 

de un evento arbitrario se puede calcular integrando la intensidad condicional en el disco de 

centro el origen y radio t. Así 

( ) ( )
2

0 0
/ 0

t

cK t x xdxd
π

λ λ θ= ∫ ∫  

teniendo en cuenta que ( ) ( )2/ 0c x xλ λ λ=  

 ( ) ( )2

2
0

2
t

K t x xdxπλ λ−= ∫  (2.2) 

o, recíprocamente 

 ( ) ( ) ( )12

2 2 ´t t K tλ λ π −
=  (2.3) 

 A pesar de que ( )K t  tiene una interpretación más intuitiva que  ( )2 tλ , desde el punto 

de vista teórico es recomendable trabajar con ( )2 tλ . 

 Si  podemos expresar el momento factorial de orden 2 como 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

2 2

1 2 ,
B B

B B l s t dsdtα × = ∫ ∫  

donde ( )2
l  es una función no negativa, entonces  

( )2
l  se denomina  densidad producto de 

segundo orden. 

Definición: 

La función de segundo momento reducida de un proceso puntual estacionario e 

isotrópico viene dada por: 

 ( )1

0( )K t E N tλ −=     (2.1) 

donde ( )0N t  denota el número de eventos situados a una distancia menor que t de un 

evento arbitrario. Se entiende por arbitrario un evento elegido al azar. 

 



 
24 

 Para ds y dt infinitesimales, ( ) ( )2
,l s t dsdt  se puede interpretar como la probabilidad de 

tener un punto del proceso  en cada uno de los conjuntos con áreas ds y dt. Si el proceso es 

estacionario ( )2
l  depende solo de h t s= − . En el caso isotrópico 

( )2
l  depende solo de la 

distancia r t s= − . Podemos normalizar 
( )2
l  dividiendo por el cuadrado de la intensidad de 

primer orden. Definiendo así, bajo isotropía, la función de correlación par,  g 

( )
( ) ( )
( )

2

2

l r
g r

xλ
=  

 Para un proceso completamente aleatorio ( ) 1g r = . Si ( ) 1g r > , tenemos distancias 

próximas  a r con más frecuencia que en un proceso completamente aleatorio, esto es típico 

de procesos con clústers. Cuando ( ) 1g r < ,  la presencia de esta distancia no es habitual,  

característica propia de los procesos de inhibición. 

 Bajo estacionariedad e isotropía tenemos 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2x dK r rl r drλ π=  

En consecuencia 

( ) ( )1

2

d
g r K r

r drπ
=  

o, recíprocamente 

( ) ( )
0

2 ,    0
r

K r g u udu rπ= >∫  

 

Un refinamiento aleatorio de un proceso puntual P, es un proceso puntual que tiene 

por eventos un subconjunto de eventos de P generado manteniendo o eliminando elementos 

de P en función de tiradas independientes de un proceso de Bernouilli. La K-función es 

invariante por refinamientos aleatorios, es decir la K-función de cualquier refinamiento de un 

proceso puntual  coincide con la del proceso original.  

En lugar de observar la localización exacta de los eventos en una región plana, en 

ocasiones resulta más fácil en la práctica observar solo contadores ( )N A  en subregiones 

adecuadas. La distribución del contador resultante  

( ) ( )( );  0,1,...np A P N A n n= = =  

proporciona un posible estadístico descriptivo del proceso. Debido a la  naturaleza aleatoria de 

A puede resultar problemático estudiar esta distribución. Una posible solución es estudiar la 

distribución del contador a través de sus momentos, calculados en función de la región de 

observación. En particular 
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( ) ( )
A

E N A x dxλ=   ∫  

que se reduce a Aλ  para procesos estacionarios. Además, 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )
2

2
 . 

A A A A
E N A E N dx E N dx N dx N dy

     = = +     ∫ ∫ ∫ ∫  

Intercambiando la esperanza con las integrales tenemos, para un proceso estacionario, 

( ) ( )2

2
A A

E N A A x y dxdyλ λ  = + −  ∫ ∫  

de donde 

 ( ) ( ) ( )2 1
A A

Var N A x y dxdy A Aλ λ λ= − + −   ∫ ∫  (2.4) 

 

y, directamente  

( ) ( )( ) ( ) 2

2,
A B

Cov N A N B x y dxdy A B A Bλ λ λ= − + −∫ ∫ ∩  

 

3.2.   Procesos  multivariantes 

Un proceso multivariante  es un proceso puntual en el que hay distintos tipos de 

eventos. La definición de las características de primer y segundo orden para este tipo de 

procesos es una generalización natural del caso  univariante. Se mantiene la suposición de que 

el proceso es estacionario, isotrópico y ordenable, y denotamos por ( )jN A
 
al número de 

eventos de tipo j en la región A . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Definición: 

Las funciones de intensidad de primer orden para cada tipo de evento son 

( )j

j

E N A

A
λ

  =  

Definición: 

Las funciones de intensidad de segunda orden vienen dadas por 

( ) ( )
0

0

( ) ( )
lim ,   

i j

ij
dx

dy

E N dx N dy
r x y r

dx dy
λ

→
→

    = − = 
  
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Nótese que ( ) ( )ij jir rλ λ= , por tanto ( ) ( )ij jir rγ γ= .  Siguiendo el mismo argumento 

que en el caso unidimensional vemos que:  

 ( ) ( ) ( )
1

0
2

t

ij i j ijK t x xdxπ λ λ λ
−

= ∫  (2.5) 

de donde se sigue que ( ) ( )ij jiK r K r= . 

 

4. DISTRIBUCIONES  DE ESPACIO VACIO Y DEL  VECINO MÁS PRÓXIMO 

 A pesar de que la K-función es un recurso muy útil para analizar un proceso puntual 

espacial, es importante recordar que, en la mayoría de los casos, estos procesos no son 

Gaussianos, por lo que una descripción de segundo orden resultará  incompleta. 

 Para contrastar una hipótesis básica o para estudiar la bondad de ajuste de un 

determinado modelo paramétrico, van  a ser de gran utilidad las funciones de distribución de 

las mínimas distancias evento-evento y evento-punto, ( )G s  y ( ) F s  respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

 

Definición: 

Las densidades de covarianza de un proceso puntual multivariante son  

( ) ( )ij ij i jr rγ λ λ λ= −  

Definición: 

La función de segundo momento reducida de un proceso puntual multivariante 

viene dada por 

( )1

0( )ij ijK t E N tλ −  =    

donde ( )0ijN t  denota el número de eventos de tipo j situados a una distancia menor que t 

de un evento de tipo i arbitrario.  

 

Definición: 

La función de distribución del vecino más próximo de un proceso puntual espacial 

es  

( ) ( )distancia de un evento arbitrario al evento más próximo G s P s= ≤  
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La forma analítica de estas funciones es bastante intratable salvo para el case de un 

proceso homogéneo de Poisson plano. Esta intratabilidad  de ( )G s  y ( ) F s  limita su valor 

como herramientas para la construcción de modelos. Sin embargo,  se pueden usar para 

construir tests de bondad de ajuste muy efectivos para modelos particulares  y discriminan 

modelos que serían indistinguibles comparando las propiedades de segundo orden. 

 

5. INDEPENDENCIA Y ETIQUETADO ALEATORIO. 

Para determinar la relación entre dos tipos de eventos en un proceso puntual 

bivariante, podemos considerar dos hipótesis de partida. 

a)  Independencia: los dos tipos de eventos han sido  generados por dos procesos 

univariantes independientes. 

b) Etiquetado aleatorio: los dos tipos de eventos se han generado etiquetando los 

eventos de un proceso puntual univariante según tiradas independientes de un 

proceso de Bernouilli. 

 

Cada una de estas  hipótesis da lugar a distintas funciones 
12K . En primer lugar, para dos 

procesos independientes con eventos tipo 1 y tipo 2, se tiene 

( ) 2

12K t tπ=  

Esta expresión se debe a que si las dos componentes del proceso son independientes, 

entonces los eventos tipo 1 y tipo 2 están en la misma situación respecto a un evento tipo 1, 

por tanto el número de eventos de tipo 2 en el disco de radio t centrado en un evento tipo 1 

arbitrario, es 2

2 tλ π , el número esperado de eventos de tipo 2 por unidad de área multiplicado 

por el área del disco. Así, ( ) 2

12K t tπ= . 

 En segundo lugar,  para cualquier proceso etiquetado aleatoriamente con eventos tipo 

1 y tipo 2  

( ) ( ) ( ) ( )11 22 12K t K t K t K t= = =  

donde ( )K t  es la K-función del proceso univariante sin etiquetar. Para ver esto, sea  ( )K t   la 

K-función del proceso unitario sin etiquetar formado por todos los eventos 

independientemente del tipo. Entonces, bajo etiquetado aleatorio, los procesos unitarios tipo 

1 y tipo 2  son refinamientos aleatorios del proceso de partida. Así, dado que la K-función es 

Definición: 

La función de distribución del espacio vacío  de un  proceso puntual espacial es  

( ) ( )distancia de un punto arbitrario al evento más próximo F s P s= ≤  
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invariante por refinamientos aleatorios, tenemos que ( ) ( ) ( )11 22K t K t K t= = . Por el mismo 

motivo ( ) ( )12K t K t= . 

 La independencia y el etiquetado aleatorio son equivalentes cuando ambas 

componentes son procesos de Poisson. 
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TESTS DE CSR 
 

1. CONTRATES DE CSR 

A pesar de que el interés científico de la  aleatoriedad espacial completa es limitado,  

hay varias razones para empezar el análisis de un diseño espacial con un test de CSR: en primer 

lugar, rechazar esta hipótesis es un requisito  mínimo previo al inicio de la construcción de un 

modelo para un patrón observado, en segundo lugar, estos tests se usan para explorar los 

datos y, por último, sirven de referencia para formular posibles alternativas a la CSR. La 

aleatoriedad espacial completa actúa como una hipótesis intermedia entre diseños regulares y 

agregados. 

Teniendo en cuenta lo anterior, debemos destacar dos aspectos: el valor de los 

métodos gráficos, que casi siempre aportan información y que en ocasiones hacen que no sea 

necesario aplicar un test formal; y la importancia de combinar varios tests que indiquen la 

naturaleza de la desviación de CSR. Con respecto a la última observación, si queremos un único 

nivel de significación debemos tener en cuenta el siguiente resultado: Supongamos que los 

niveles de significación de k  tests de CSR, no necesariamente independientes, son 

; 1,...,jp j k=  y sea  
minp  el menor de los 

jp , que corresponde a la desviación más importante 

de la aleatoriedad espacial completa. Entonces, bajo CSR:   

 ( )minp P p p kp≤ ≤ ≤  (3.1) 

Si los k  tests son independientes, el resultado es:   

( ) ( )min 1 1
k

P p p p≤ ≤ − −  

Cox (1977)  apuntó que el uso de varios tests como parte de un diagnóstico solo tiene sentido 

práctico si cada uno examina un aspecto distinto del diseño, así la obtención de un resultado 

significativo para uno de los  contrastes no evita el análisis de los demás. 

 Contrastar la aleatoriedad espacial completa es un objetivo poco ambicioso en si 

mismo y debe verse como un punto de partida natural en el análisis de todo diseño espacial 

observado. Desde el punto de vista pedagógico, aporta una perspectiva histórica del desarrollo 

previo de esta materia y, a su vez, permite ilustrar aspectos generales en el conjunto más 

sencillo posible. Entre estos aspectos destacan el papel de los métodos de Monte Carlo, la 

necesidad de valorar la importancia de los métodos intuitivos y, posiblemente lo más 

importante, la necesidad de tener en cuenta la dependencia entre múltiples medidas del 

mismo diseño puntual. Antes de empezar a  describir distintos tests y comentar sus ventajas e 

inconvenientes, se introducen los Mosaicos de Dirichlet  y los Tests de Monte Carlo, que son 

herramientas clave en muchos contrastes. 
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1.1. Mosaico de Dirichlet 

Dados  eventos distintos, ,  1,...,ix i n= , en una región plana A , podemos asignar a 

cada
ix  un territorio que consiste en la parte de A  que está más próxima a 

ix   que a cualquier 

otro
 jx . Esta construcción, denominada tanto Mosaico de Dirichlet como Mosaico de Voronoi 

de los eventos en A , se incorpora a los modelos estocásticos de fenómenos naturales, como 

competición entre plantas, donde se  asume que las plantas situadas en territorios vecinos 

están en competencia directa por el  alimento. Para n  grande, el mosaico también es la base 

de una solución eficiente a los problemas del cálculo de distancias entre eventos. 

Cada territorio o celda es una región poligonal, excepto posiblemente en la frontera de 
A . Los eventos, 

ix  
y  

jx , que comparten un segmento frontera se denominan contiguos. 

Normalmente, cada vértice de las celdas es común a tres territorios y las líneas que comparten 

los pares de eventos vecinos definen una triangulación de los 
ix , denominada Triangulación 

de Delaunay. Así, las fronteras de cada celda se pueden obtener como bisecciones 

perpendiculares de las fronteras de las triangulaciones y los vértices como los 

correspondientes circuncentros. 

La construcción del Mosaico de Dirichlet y los Triángulos de Delaunay asociados deja 

de ser un ejercicio trivial a medida que  aumenta. Green y Sibson (1978) propusieron un 

algoritmo de eficiencia notable cuyo coste computacional aumenta a razón de 1/5n .    

    

1.2. Tests de Monte Carlo 

Incluso los modelos estocásticos más simples para diseños puntuales espaciales tienen 

distribuciones teóricas intratables. Por tanto, para contrastar el modelo respecto a los datos, 

se hará un uso extenso de los tests de Monte Carlo.  

Los tests de Monte Carlo suponen un método extremadamente simple y útil con 

aplicaciones en muchas áreas de la estadística. La idea básica es la siguiente: 

Sea 
1u  el valor observado de un estadístico U  y sean ,  2,...,iu i s=   los valores de la 

distribución de U  para muestras aleatorias independientes generadas bajo la hipótesis nula 

0H . Sea  ( )ju  el j-ésimo mayor de los  ,  1,...,iu i s=  . Entonces, bajo 
0H  : 

( )( ) 1

1 ;  1,...,
j

P u u s j s−= = =  

Rechazar 
0H   cuando 

1u  ocupa la k-ésima posición o una mayor proporciona un test unilateral 

exacto de nivel de significación k s . Estamos asumiendo que los 
iu  son todos distintos, si no 

tendríamos una clasificación ambigua. La extensión de este test al caso bilateral es trivial. 

n

n
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 Hope (1968) mostró, a través de ejemplos, que la pérdida de eficiencia debida a la 

implementación de Monte Carlo es leve, por lo que no necesitamos que s sea muy grande.  

Para un test unilateral y un nivel del 5% es suficiente tomar 100s =  . 

 La pérdida de eficiencia de este método está relacionada con la investigación de las 

“regiones críticas borrosas”  de Marriott, que surge al haber valores de 
1u  que son 

significativos para un test clásico  pero no lo son para el de Monte Carlo, y viceversa. Sea ( )F u  

la distribución (desconocida) de U  bajo 
0H . Para un nivel de significación del 5% ( )20s k= , la 

probabilidad de rechazar 
0H , dado 

1U u= , es:  

 ( ) ( )( ) ( )( )
1

1

1 1 1

0

1
1

  

k
r s r

r

s
p u F u F u

r

−
− −

=

− 
= − 

 
∑  (3.2) 

Para un test clásico, representado aquí por el límite cuando s→ ∞ , ( )1p u  es 1 ó 0 según 

( )1F u  sea mayor o menor que 0,95. 

 En la aplicación práctica de los métodos de Monte Carlo, las muestras aleatorias se 

sustituyen por muestras pseudo-aleatorias. 

 Otro punto crítico de los tests de Monte Carlo es que fomentan el “data-dredging”, 

dado que el usuario puede elegir un estadístico U  que se centre en una característica 

aparentemente notable de los datos que en realidad no lo es. Es obvio que los resultados 

significativos obtenidos a partir de estadísticos patológicos no son válidos. 

 El uso de los  tests de Monte Carlo está restringido al contraste de una hipótesis nula 

simple. Para contrastar una hipótesis nula compuesta necesitamos construir muestras pseudo-

aleatorias condicionadas a los valores de estadísticos suficientes para los parámetros 

desconocidos, pero este método no es aplicable en la práctica. 

 Cuando se puede aplicar la teoría asintótica, los tests de Monte Carlo proporcionan 

una alternativa exacta para muestras pequeñas y también se utilizan como control de la 

aplicabilidad de la teoría asintótica. Si los resultados de los tests clásicos y de Monte Carlo 

coinciden, no hay pérdida de información. La situación contraria se debe a que los tests 

clásicos parten de alguna hipótesis incorrecta sobre la distribución.   
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2. TESTS DE DISTANCIAS 

2.1. Distancia entre eventos 

Un posible método de descripción del diseño de n eventos en una región A  es la 

distribución empírica de las ( )1
1

2
n n −  distancias entre eventos, 

ijt . La distribución teórica 

correspondiente a la distancia T  entre dos eventos distribuidos uniforme e 

independientemente en A  depende del tamaño y la forma de la región, pero tiene una 

expresión cerrada en casos comunes, como  son las regiones circulares o cuadradas.   

Si A  es el cuadrado unitario, la distribución de T es: 

 ( ) ( ) ( )
( )

2 3 4

1
2 4 2 22

2 1 2

8 3 2                                  ;0 1

1 3 2 2 4 1 2 1 3

    +2t sin 2 1                            ;1 2   

t t t t

H t t t t t

t t

π

− −

 − − ≤ ≤



= − − + − +


− < ≤

 (3.3) 

mientras que para el círculo de radio 1 la expresión será: 

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 2 21 2 1 cos 2 1 2 1 4H t t t r t tπ − −= + − − + −  (3.4) 

para todo 0 2t≤ ≤ . 

  A continuación se desarrolla un test de CSR basado en las distancias entre eventos, el 

método descrito se puede aplicar a otros estadísticos.  

Supongamos ( )H t  conocida para una región dada, A . Se calcula la función de 

distribución empírica de las distancias entre eventos. Esta función, ( )1Ĥ t , representa la 

proporción de distancias entre eventos, 
ijt  menores o iguales que t, así 

( ) ( ) ( )
1

1

1ˆ 1 #
2

ijH t n n t t

−
 = − ≤ 
 

 

Tras obtener
 ( )1Ĥ t , se representa  frente a ( )H t . Si los datos son compatibles con 

CSR, el gráfico será prácticamente lineal. Para calcular el nivel de significación o la distancia a la 

linealidad el procedimiento habitual es calcular la distribución empírica de  ( )1Ĥ t  bajo CSR, 

pero esto se complica debido a la dependencia de las distancias entre eventos con un punto 

final común. Por tanto, se procede del modo siguiente: calculamos funciones de distribución 

empíricas ( )ˆ ,  2,...,iH t i s=  para s simulaciones independientes de n eventos distribuidos 

uniforme e independientemente en A , y se definen las envolturas superior e inferior: 
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 ( ) ( ){ }ˆmax iU t H t=  (3.5) 

 ( ) ( ){ }ˆmin iL t H t=  (3.6) 

con 2 i s≤ ≤ . Estas envolturas se pueden representar frente a ( )H t  y, bajo CSR, verifican que, 

para cada t 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 1ˆ ˆ
i iP H t U t P H t L t s−> = < =  (3.7) 

Las envolturas simuladas facilitan la interpretación del gráfico de ( )1
Ĥ t  frente a ( )H t . 

También es posible aplicar múltiples tests de Monte Carlo, veamos dos ejemplos 

(i) Se elige un valor 
0t  y se  define  ( )i i 0

ˆu =H t  , la posición de 
1u  entre los 

iu  es la 

base de un test, porque bajo CSR todas las posiciones de 
1u  en el ranking son 

equiprobables. 

(ii) Sea 
iu  una medida de discrepancia entre ( )1Ĥ t  e ( )H t  en todo el rango de t , por 

ejemplo: 

 ( ) ( )( )21
ˆ

iu H t H t dt= −∫  (3.8) 

de nuevo, se aplicaría un test basado en la posición de 
1u . 

 El primer método solo tiene sentido cuando se puede elegir un 
0t  adecuado para cada 

problema concreto. El segundo tiene la ventaja de la objetividad, pero proporciona un test 

débil para los contrastes basados en distancias entre eventos. 

 Cuando no se conoce la distribución teórica de ( )H t  en la región A  se puede aplicar 

el test sustituyendo en  (3.8) ( )H t  por 

( ) ( ) ( )1 ˆ1i j

j i

H t s H t
−

≠

= − ∑ɶ  

ahora los 
iu  ya no son independientes bajo CSR, pero se pueden intercambiar y se mantiene la 

propiedad de que todas las posición de 
1u  en la clasificación son equiprobables.  El 

procedimiento gráfico consiste, de nuevo, en representar ( )1Ĥ t , ( )U t  y ( )L t  frente a ( )1H tɶ . 

Nótese que, como  ( )1H tɶ  incluye solo las simulaciones bajo CSR y no los datos observados, es 

un estimador insesgado de ( )H t  bajo la hipótesis nula. 
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2.2. Distribución de la distancia al vecino más próximo 

Para n eventos en la región A , sea 
iy  la distancia del i-ésimo evento al evento más  

próximo en A . Las 
iy  se denominan distancias al vecino más próximo  e incluyen medidas 

duplicadas  entre pares de vecinos recíprocos. Podemos calcular la función de distribución 

empírica, ( )1Ĝ t , de las distancias al vecino más próximo de modo análogo al visto para 

obtener ( )1Ĥ t . Así: 

( ) ( )1

1
ˆ #

i
G t n y y−= ≤  

 En muchas aplicaciones prácticas hay interacción entre eventos aunque solo sea a 

pequeña escala. Por ejemplo, los árboles pueden competir por la luz solar o por alimento en 

una región delimitada por su copa o por su raíz. En estos casos, las distancias al vecino más 

próximo proporcionan una medida objetiva de la concentración de pequeñas distancias entre 

eventos cuando no se puede especificar la distancia mínima.   

 Bajo CSR, la distribución teórica de la distancia al vecino más próximo, Y , depende de 

n y de A  y no tiene expresión explícita debido a las complicaciones derivadas del efecto 

frontera. Ignorando este efecto tenemos una aproximación, si A  denota la superficie de A , 

entonces 
12

y Aπ
−

 es la probabilidad, bajo CSR, de que la distancia de un evento a otro 

arbitrario sea inferior a y . Si la localización de los eventos es independiente, la distribución 

aproximada de Y  es: 

( ) ( ) 1
121 1

n

G y y Aπ
−−

= − −  

Para n grande, tomando  
1

n Aλ
−

=  se tiene la siguiente aproximación: 

 ( ) ( )21 exp ;    0G y y yλπ= − − ≥  (3.9) 

La función de distribución empírica se puede comparar con las envolturas superior e 

inferior de las distribuciones empíricas de simulaciones bajo CSR ( )ˆ ;  2,...,iG y i s= . En un 

diseño agregada, ( )G y  estará por encima de la envoltura superior, mientras que si ( )G y  está 

por debajo de ( )L y  estamos ante una distribución regular de los datos. Una posible base para 

un test de Monte Carlo incluye la media muestral de las distribuciones de distancia al vecino 

más próximo, o  

 ( ) ( )( )2ˆ
i i iu G t G t dt= −∫ ɶ  (3.10) 

donde   
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( ) ( ) ( )1 ˆ1i j

j i

G t s G t
−

≠

= − ∑ɶ  

definida de modo análogo a ( )1H tɶ  en la sección anterior. Clark y Evans (1954) propusieron un 

test basado en la media muestral, y ,  de las distancias al vecino más próximo, que no permitía 

dependencia entre ellas. Una posible ventaja del test basado en y  es que, al igual que en los 

tests de distancia mínima entre eventos no es necesaria la simulación. Donnelly (1978) mostró  

que, para una buena aproximación, la distribución de  y  bajo CSR  es normal con media y 

varianza: 

 [ ] ( ) ( )1 2
1 1 2 10.5 0.051 0.042E y n A n n P− − −= + +  (3.11) 

 ( ) ( )1 22 50.070 0.037Var y n A n A P− −= +  (3.12) 

donde P  es el perímetro de A . Valores de y  significativamente grandes o pequeños indican 

diseño agregado o regularidad, respectivamente. Para regiones con formas poco regulares, la 

aproximación se deteriora, causando una pérdida de eficacia del test, por lo que  es necesario 

implementar un método de Monte Carlo. Seguimos manteniendo que la inspección del gráfico 

de las funciones de distribución empíricas es, al menos, tan importante como un contraste 

formal. 

 Un método obvio para calcular la distancia al vecino más próximo es buscar entre 

todas las distancias entre eventos. Para n suficientemente grande, será más eficiente construir 

el Mosaico de Dirichlet de los n eventos y buscar las distancias al vecino más próximo dentro 

del mosaico. Así, usamos que para cualquier n suficientemente grande, cada evento es vecino 

de otros seis eventos y uno de ellos será el vecino más próximo. Por tanto, solo hay que 

calcular una pequeña fracción de las distancias entre eventos. La búsqueda directa es más 

eficiente para  500n < , pero según aumenta n  pierde eficiencia. 

 

2.3. Distribución de la función de espacio vacío. 

Un análisis similar al anterior usa las distancias,
ix , de m  puntos aleatorios en A  al 

evento más próximo. La función de distribución empírica ( ) ( )1

1
ˆ # iF x m x x−= ≤  mide los 

espacios vacíos en A , pues ( )1
ˆ1 F x−  es un estimador del área, ( )B x , de la región ( )B x  

formada por todos los puntos de A   a una distancia  mayor que x  de cualquiera de los n  

eventos de A . Repitiendo el argumento que nos llevaba a (3.9) se tiene que, bajo CSR: 

( ) ( )21 exp ,     0F x x xλπ= − − ≥  

aproximadamente, donde 
1

n Aλ
−

= . 
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 Lotwick (1981) describe un algoritmo, basado en el Mosaico de Dirichlet de Green-

Sibson, para calcular ( )B x  cuando A  es un rectángulo. En la práctica tomando m puntos en 

una red regular k k×  se obtiene una aproximación adecuada si k es suficientemente grande. 

La elección de un k adecuado depende de la localización de los n eventos en A  y de para que 

se use el estimador. Diggle y Matérn (1981) recomiendan tomar k n≈  para estimar ( )F x  a 

partir de realizaciones simuladas de un proceso puntual, en este contexto se puede elegir 

tanto el número de puntos por realización como el número de simulaciones. 

 En la actualidad no es necesario estudiar el esfuerzo computacional  del cálculo de 

( )1F̂ x  y tampoco hay razones estadísticas para limitar la elección de k. Aun así, debemos 

recordar que cuanto mayor sea k más suave será la curva ( )1F̂ x , esta precisión estadística está 

limitada por el número de eventos.  

 De modo análogo al caso de distancia al vecino más próximo se puede representar 

( )1F̂ x  junto con las envolturas superior e inferior para diseños simulados bajo CSR. En este 

caso ( ) ( )1F̂ x U x>  indica regularidad y ( ) ( )1F̂ x L x<  indica una distribución con datos 

agregados. También podemos construir un test de Monte Carlo basado en el estadístico 

 ( ) ( )( )2ˆ
i i iu F t F t dt= −∫ ɶ  (3.13) 

 

3. TESTS DE CUADRANTES  

3.1. Cuadrat couts 

Una alternativa a los contrastes basadas en distancias consiste en  dividir A  en m 

subregiones o cuadrados de igual área y utilizar el contador de número de eventos en cada 

cuadrado para el test de CSR. Las subregiones se eligen de forma arbitraria. Supongamos que A 

es el cuadrado unidad y está dividido en una red k k×  de subregiones cuadradas, por tanto  
2m k= . Sean ,  1,...,in i m=  los contadores de eventos en los cuadrados resultantes de esta 

partición de A  y denotamos n n m=  a la media muetral de los 
in . Un estadístico obvio para 

contrastar CSR en A  es el criterio χ2 de Pearson 

 ( )22

1

m

i

i

X n n n
=

= −∑  (3.14) 

Donde m es el número de regiones  y 
1

m

i

i

n n m
=

=∑ , es el número esperado de eventos por 

región si la intensidad es homogénea. Bajo la hipótesis nula, este estadístico tiene distribución 
2

1mχ − , asumiendo que n  no es muy pequeño, en la práctica se pide 5n >  
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 En este contexto, la hipótesis de CSR puede fallar tanto por una distribución no 

uniforme de eventos en A ,  intensidad no constante, como por la existencia de relaciones de 

dependencia entre eventos. En particular, valores de 2X  suficientemente grandes o pequeños 

indican, respectivamente, distribuciones agregadas o regulares. 

 

3.2. Escalas en el  diseño 

Greig-Smith (1952) propuso este método para analizar datos a partir de sus contadores  

en una red de cuadrados contiguos. Se calcula el índice de dispersión, cociente entre varianza y 

media, de los contadores para la red de partida y para redes sucesivas obtenidas por 

combinación de cuadrados en bloques  2 2× , 4 4× , etc.  Se representa el índice de dispersión 

frente al tamaño de los bloques y los picos y depresiones se interpretan como una evidencia 

de escalas en el diseño (datos agregados o regularidad, respectivamente).  

Este sistema de análisis tiene su origen en la  ecología vegetal, donde se hizo muy 

popular. Un posible problema de este método es que los test formales para determinar la 

significación de picos y depresiones no se pueden evaluar para una secuencia de índices a 

diferentes escalas. Según el desarrollo hecho en la sección anterior, cada índice es 

proporcional a un estadístico chi-cuadrado  para contrastar que los eventos son muestras 

independientes de la distribución uniforme sobre la región de estudio A .   

Mead (1974) soluciona este defecto formal del proceso de Greig-Smith estableciendo 

una serie de tests independientes para el modelo a diferentes escalas. Este proceso requiere 

hacer sucesivas particiones de los datos en 1, 4, 16,... bloques, formado cada uno por 16 

contadores en una red 4 4×  En cada etapa, la hipótesis nula es que, en cada bloque, el 

conjunto de contadores en los cuatro subbloques 2 2×  asociados es una selección aleatoria 

entre las ( )516! 4! 2.627.625=  posibilidades equiprobables, como implica la aleatoriedad 

espacial completa. El estadístico sugerido por Mead es la suma absoluta de las  seis diferencias 

entre los cuatro contadores que hay en el bloque, sumados en todos los bloques. Un valor 

significativamente grande de este estadístico  implica que, dentro de los bloques, los 

contadores en cuadros vecinos son relativamente distintos, esto se puede interpretar como 

clústers a una escala adecuada. Un valor significativamente pequeño, indica contadores 

relativamente similares en cuadrados vecinos, esto es  más difícil de interpretar. Una situación 

extrema  puede ser un diseño tipo tablero de ajedrez que alterna valores altos y bajos, pero 

esta configuración no es realista. Una vez elegido el estadístico U , el test se puede 

implementar mediante muestreo  de Monte Carlo de la distribución de U  bajo la hipótesis 

nula.  Se tiene independencia de los tests a diferentes escalas porque los bloques de 

contadores aleatorios 2 2×  a una escala pasan a ser los contadores fijos 4 4×  en el siguiente 

paso. 
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3.3. Escalas de dependencia 

Besag (1978) describe un  test bivariante análogo al de Mead para investigar lo que 

denominaremos escalas de dependencia entre dos diseños. Ahora la unidad básica es un 

bloque 2 2×  de cuadrados, cada cuadrado proporciona un par de contadores, uno para cada 

especie. Besag sugiere contrastar la hipótesis de que los dos conjuntos de cuatro contadores 

en cada bloque son independientes usando como estadístico el rango de coeficientes de 

correlación de Spearman para los dos conjuntos de cuatro contadores y sumar en todos los 

bloques. El test se implementa por Monte Carlo, generando en cada bloque contadores 

aleatorios. Cada bloque 2 2×  se integra en un único cuadrado y así sucesivamente, para 

construir una secuencia de tests independientes para contrastar la hipótesis de independencia 

entre los dos conjuntos de  contadores en cada bloque.    

     

4. CONTRASTE BASADO EN LA K-FUNCIÓN: 

Las características de segundo orden definen la dependencia entre pares de puntos del 

proceso.  La función de segundo momento reducida,  o K de Ripley,  de un proceso puntual 

estacionario e isotrópico viene dada por: 

 
( )1

0( )K t E N tλ −=      

Donde ( )0N t  denota el número de eventos situados a una distancia menor que t de un evento 

arbitrario. Así, ( )K tλ  se puede interpretar como el número esperado de eventos a una 

distancia menor que t de un evento dado. 

Para un proceso homogéneo de Poisson en 2
ℝ , 

2

( )K t tπ= . Así, al comparar el valor 

de ( )K t  para un proceso puntual observado con el valor que tiene para el proceso 

homogéneo de Poisson tenemos que: 

2( )K t tπ> ⇒ proceso agregado 

2( )K t tπ< ⇒ proceso regular 

Para un diseño espacial observado en una región A, se puede estimar su  K- función 

mediante: 

( ) ( ) ( )1
ˆ ,

( 1)
Ax y

A
K t I y x t w x y

n n ≠
= − ≤

− ∑  

Donde ( ),Aw x y  es un corrector del efecto frontera.   

 Una vez estimada la K-función para el proceso observado, se aplica un contraste de 

CSR similar a los propuestos para F y G. Es decir,  se calcula la K-función empírica
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( )ˆ ,  2,...,iK t i s= , para s-1 simulaciones independientes de un proceso homogéneo de Poisson 

de tamaño n en A , y se definen las envolturas superior e inferior: 

 ( ) ( ){ }
2:...

ˆmax i
i s

U t K t
=

=   

 ( ) ( ){ }
2:...

ˆmin i
i s

L t K t
=

=  

Representar gráficamente ( )1K̂ t  junto con las envolturas superior e inferior, proporciona un 

test gráfico de CSR. Así, valores de la K-función empírica  mayores que la envoltura superior o 

menores que la inferior indican, respectivamente, diseño agregado o regular.  

 Por comodidad a la hora de interpretar los datos, se puede utilizar la función: 

 ( ) ( )L t K t π=  

Pues, para un proceso homogéneo de Poisson se tiene que ( )L t t= . 

 

5. CONTRASTES DE CSR PARA LOS FUEGOS REGISTRADOS.  

La base de datos consiste en 4764 fuegos forestales registrados entre 1991 y 2008. 

Estos datos se pueden clasificar según su causa o tipo.  Según la causa, tenemos 4153 fuegos 

intencionados, 279 provocados por causas naturales, 197 de origen desconocido y otras 

categorías que no vamos a tener en cuenta debido a las pocas observaciones registradas en 

cada una de ellas. Respecto al tipo, se han observado 2909  conatos, 1169 quemas y 686 

incendios. En esta sección se han aplicado distintos contrastes de CSR, tanto al total de los 

datos como a cada uno de las categorías indicadas. 

El primer objetivo del análisis es contrastar la homogeneidad de los diseños. Con este 

fin, se ha aplicado un test chi-cuadrado de independencia para determinar si la intensidad de 

los eventos en una región es significativamente distinta de la observada en otras regiones. Se 

ha dividido el área de interés en subregiones y se han contado los eventos observados en cada 

una. Dado que la región de estudio tiene forma irregular, para tratar de obtener subregiones 

de tamaños similares, se han realizado solo dos divisiones verticales. Como se ha visto en la 

sección 3, el estadístico de contraste es: 

 ( )22

1

m

i i i

i

X n n n
=

= −∑  

Donde 
i in n w= ×  , siendo  

iw  la proporción del i-ésimo cuadrante  rectangular que está dentro 

de la región de observación, así se corrige el efecto frontera producido al no tener una región 

de estudio cuadrada. 
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Tabla 1: Test chi-cuadrado. 

 Número  4x2 8x2  

Total 4764 821.2179 1060.203 

Causa 

Intencionado 4153 940.7118 1174.127 

Natural 279 38.8212 48.4056* 

Desconocida 197 7.4746 24.5604* 

Tipo 

Incendio 686 61.3163, 144.3209 

Conato 2909 555.2473 660.7257 

Quema 1169 308.5264 390.0507 
       (*) Valores esperados inferiores a 5, test no fiable. 

En la tabla 1 se muestran los valores del estadístico de contraste obtenidos para cada 

uno de los procesos observados. Se han hecho 4 y 8 divisiones horizontales para evaluar, 

respectivamente, la homogeneidad global y la homogeneidad local. Si comparamos los 

resultados obtenidos para cada uno de los patrones observados con los valores bajo la 

hipótesis nula  2

7,0.01 18.475χ = y 2

15,0.01 30,578χ = , vemos que los primeros, en la mayoría de los 

casos, son notablemente superiores a los valores críticos. Por tanto, podemos concluir que, 

salvo en el caso de fuegos con causa desconocida, los diseños observados no tienen 

distribución homogénea. 

Para completar este análisis se han aplicado también F-test, G-test y K-test tanto para 

todos los fuegos como para las distintas categorías según tipo y causa. Los gráficos 

correspondientes a todos los fuegos registrados, gráfico 1,  confirman la ausencia de CSR 

indicada por el test chi-cuadrado y muestran evidencias de diseño agregado en el proceso.   

Gráfico 1: F-test, G-test y K-test para todos los fuegos. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) 

(verde)  distribución media de las simulaciones (rojo) 

 Si nos fijamos en los gráficos obtenidos para los fuegos registrados entre 1991 y 2008 

en función de la causa que los provocó, graficos 2-4, tanto para fuegos intencionados como 

para aquellos debidos a causas naturales o cuya causa se desconoce, los tres tests nos llevan a 

suponer un diseño agregado de los datos. 
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Gráfico 2: F-test, G-test y K-test para los fuegos intencionados. Distribución empírica (negro), L(t) 

(azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones (rojo) 

Gráfico 3: F-test, G-test y K-test para los fuegos provocados por causas naturales. Distribución empírica 

(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones  (rojo) 

Gráfico 4 F-test, G-test y K-test para los fuegos con causa desconocida. Distribución empírica (negro), 

L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones (rojo) 
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Por último si analizamos los fuegos en función de su tipo, gráficos 5-7, los tres test de 

rechazan la CSR y vuelven a mostrar evidencias de diseño agregado para conatos, incendios y 

quemas. 

 

Gráfico 5: F-test, G-test y K-test para conatos. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución 

media de las simulaciones  (rojo)  

Gráfico 6:  F-test, G-test y K-test para incendios. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución 
media de las simulaciones (rojo) 

Gráfico 7: F-test, G-test y K-test para quemas. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  

distribución media de las simulaciones (rojo) 
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 Teniendo en cuenta tanto los resultados formales obtenidos mediante el test chi-

cuadrado, como los contrastes basados en la distribución de espacio vacío, F-test, distribución 

del vecino más próximo, G-test, y función de segundo momento reducida, K-test, podemos 

concluir que ninguno de los procesos que estamos estudiando verifican la condición se 

aleatoriedad espacial completa. Además los test gráficos sugieren que la discrepancia respecto 

a la aleatoriedad espacial completa se debe a la existencia de un diseño agregado, es decir 

formación de clústers. 
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MODELOS 

 

1. CSR: LOS PROCESOS HOMOGÉNEOS DE POISSON 

Los procesos homogéneos de Poisson planos, que habitualmente se denominan 

simplemente procesos de Poisson, son la base a partir de la que se construye la teoría de los 

procesos puntuales espaciales. Representan el mecanismo estocástico más sencillo que puede 

generar un diseño puntual espacial  y se aplican como modelo ideal de CSR que, a pesar de no 

alcanzarse en la práctica, resulta muy útil como descripción aproximada  de algunos patrones 

observados.  

 Los procesos de Poisson están definidos por las siguientes propiedades: 

 

 

 

 

 

 

  

 Sea C A B= ∪ , siendo  A  y B  disjuntas. Sean p A C=  y 1q p B C= − = . 

Entonces  PP2 aplicada a C  implica: 

( ) ( ) ( ),
   

x y
x y

P N A x N B y N C n p q
x

+ 
= = = =    

   

para enteros 0 x n≤ ≤  e y n x= − . PP1  nos da la distribución incondicional de ( )N A  y ( )N B   

 
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

, !
   

                                         = ! !

nCx y

x xA B

x y
P N A x N B y p q e C n

x

e A x e B x

λ

λ λ

λ

λ λ

−

− −

+ 
= = = =    

   (4.1) 

Definición: 

Un proceso puntual es un proceso homogéneo de Poisson plano de intensidad λ si: 

PP1) El  número de eventos en una región A, ( )N A  sigue una distribución de 

Poisson con media Aλ  donde A  denota el área de A . 

PP2) Dado ( ) N A n=  los  n eventos forman una muestra aleatoria de la 

distribución uniforme en A . 

PP3) Para dos regiones disjuntas A  y B , las variables aleatorias ( )N A  y ( )N B  

son independientes. 
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para todo , 0x y ≥ .  La expresión anterior establece PP3 y muesstra también que ( )N A  y 

( )N B  tienen  la distribución indicada por PP1. 

 Si PP2 es cierta para una región C , es inmediato que se verifica para toda subregión. 

Recíprocamente, la propiedad aditiva de las variables aleatorias independientes de Poisson, X 

e Y, y la distribución condicional binomial de X, dado X+Y, nos dan PP1 y PP2, respectivamente, 

para cualquier región formada por la unión de dos disjuntas que verifican ambas propiedades.  

El parámetro λ del proceso de Poisson es su intensidad. Por PP3 tenemos:  

 ( ) 2

2 ,     0t tλ λ= >  (4.2) 

de donde  

 ( ) ( )2 2

2
0

2 ,     0
t

K t x xdx t tπλ λ π−= = >∫  (4.3)

  

Directamente de PP1, se obtiene la varianza 

 
( )Var N A Aλ=    (4.4) 

Las funciones de espacio vacio y vecino más próximo, ( )F s y ( )G s  , son idénticas, 

puesto que  la existencia de un evento en un punto determinado,
0x , no afecta a la  

distribución del  resto de eventos en un disco centrado en 
0x . Por PP1 se deduce   

 
( ) ( ) ( ) ( )2 20 1 exp ,    0F t G t P N t t tπ πλ = = > = − − >   (4.5) 

Para simular una realización parcial de un proceso de Poisson en A  condicionando a 

un número fijo  de eventos ( )N A , se generan eventos uniforme e independientemente en A . 

Si la forma de la región A  es compleja, se realiza el proceso de simulación en una región más 

grande con forma más simple, como un rectángulo o un disco, y se consideran solo los  

eventos que caen en A . Hsuan (1979) proporcionó un algoritmo para simular directamente 

eventos uniformemente distribuidos en un polígono arbitrario.    

Si queremos que ( )N A  varíe aleatoriamente, se utiliza el proceso anterior precedido 

de la simulación de ( )N A  según la distribución de Poisson correspondiente. En algunas 

implementaciones, la simulación directa de ( )N A  tiene un coste computacional elevado: 

Lewis & Shedler (1979) propusieron un método alternativo que se puede utilizar cuando A  es 

un rectángulo, por ejemplo ( ) ( )0, 0,a b× .  Este método está basado en el hecho de que la 

localización de la coordenada X de cada evento en la banda 0 y b≤ ≤  forma un proceso de 

Poisson  con intensidad bλ , por tanto se tiene que la diferencia entre coordenadas X sucesivas 
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son realizaciones independientes de una variable aleatoria exponencial con función de 

distribución 

( ) ( )1 exp ;    0F v bv vλ= − − ≥
 

Las coordenadas Y correspondientes están independientemente distribuidas según la 

distribución  uniforme en ( )0,b . Este método genera directamente  ( ),i ix y  en orden creciente 

de las coordenadas X y termina cuando la última coordenadas X supera a . 

 

2. PROCESOS DE POISSON CON CLÚSTERS 

Los procesos de Poisson con clústers son modelos que incorporan explícitamente la 

formación de grupos y, por tanto, proporcionan la base adecuada para modelar patrones 

puntuales con eventos agrupados. Su definición parte de tres postulados:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Los procesos de Poisson con clústers así definidos, son estacionarios con intensidad

λ ρµ= , donde [ ]E Sµ = , son isotrópicos cuando se toma en PCP3 una función de 

distribución de probabilidad radialmente simétrica. 

 Para expresar las características de segundo orden, se define 

( ) ( ) ( )2h x h x h x y dx= −∫  

como la función de distribución de probabilidad de la distancia entre la posición de dos 

descendientes del mismo evento principal y ( )2H ⋅  la distribución acumulada correspondiente. 

Si se considera un evento arbitrario en un grupo de tamaño S, el número esperado de otros 

eventos del mismo grupo situados a una distancia inferior a t es ( ) ( )21S H t− . La distribución 

Definición: 

Un proceso puntual es un proceso de Poisson con clústers si: 

PCP1) Los eventos principales forman un proceso de Poisson homogéneo con 

intensidad ρ. 

PCP2) Cada evento principal produce un número  aleatorio, S,  de descendientes, 

que se generan de forma independiente e idénticamente distribuidos, para cada evento 

principal, según las distribuciones de probabilidad ,  1,2,...sp s =  

PCP3) Las posiciones de cada descendiente con respecto a su antecesor están 

independiente e idénticamente distribuidas según una función de distribución de 

probabilidad bivariante  ( )h ⋅ . 

Por convenio, el diseño final está formado solo por la superposición de 

descendientes de todos los eventos principales.  
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de probabilidad del tamaño del clúster al que pertenece un evento dado se  obtiene a partir de 

la distribución de los tamaños de los grupos, ( )p s , y viene dada por

( ) ( )* ,  1, 2...p s sp s sµ= = . La media de esta distribución nos da el número esperado de 

eventos relacionados con nuestro evento arbitrario situados a una distancia menor que t de él, 

esto es ( ) ( )21E S S H t µ−   . 

  Consideremos ahora el número esperado de eventos no relacionados, es decir los 

eventos que pertenecen a otros grupos, situados a una distancia menor que t de nuestro 

evento arbitrario.  Por PCP1, la localización de estos eventos no depende del evento de 

partida, entonces el número esperado será simplemente 2tλπ . 

 Teniendo en cuenta la contribución de los dos tipos de eventos, se obtiene 

( ) ( ) ( )2

21K t t E S S H tλ λπ µ= + −    

 Y dividiendo por λ ρµ=  

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

21K t t E S S H tπ ρµ= + −    (4.6)

  

Diferenciando la expresión anterior, y teniendo en cuenta la relación entre ( )2 tλ  y

( )K t , se llega a  

 ( ) ( ) ( )2

2 21t E S S h tλ λ ρ= + −    (4.7)

  

 El segundo termino de la expresión de ( )K t  es monótono decreciente y no negativo, y 

( ) 2K t tπ−  aproxima la constante ( ) ( ) ( )221c E S S H t ρµ= −   cuando t → ∞ . Si S tiene  una 

distribución de Poisson, 1
c ρ −= . Este resultado sugiere un método muy útil para detectar 

cuando un PCP es un modelo razonable para un patrón observado o si es adecuado para una 

primera estimación de parámetros. 

 La varianza de la distribución de un proceso de Poisson con clústers será 

 ( ) ( ) ( )21
A A

Var N A A E S S h x y dxdyρµ ρ= + − −       ∫ ∫  

 Bajo isotropía, podemos calcular la expresión general de la función de distribución del 

vecino más próximo. Sea ( ),q x y  la probabilidad de no tener ningún descendiente a una 

distancia menor que x del origen, para un evento principal a una distancia y del origen. 

Entonces la función de distribución de la distancia de un  punto al evento más próximo será 

 ( ) ( )( )( )0
1 exp 2 1 ,F x q x y ydyπρ

∞
= − − −∫  
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 Como la localización de los eventos principales es independiente, la distribución de la 

distancia al vecino más próximo es 

( ) ( )( ) ( )*1 1G y F y q y= − −  

donde ( )* .q  denota la probabilidad de no tener otro descendiente del mismo evento principal 

a una distancia menor que y de un evento arbitrario. 

Para  simular un proceso de Poisson con clústers en una región rectangular, por 

ejemplo ( ) ( )0, 0,A a b= × , los eventos principales en A  se generan como una realización 

parcial de un proceso de Poisson adecuado. Los descendientes están relacionados con su 

padre según PCP2 y  su localización se define según PCP3, con las siguientes excepciones 

1. Cualquier coordenada X de la forma ka x+ , para un entero k no nulo y  0 x a< < , 

se transforma en x. 

2. Cualquier coordenada Y de la forma kb y+ , para un entero k no nulo y 0 y b< < , 

se transforma en y. 

Así transformamos el rectángulo en un toro, identificando las fronteras opuestas, para  evitar 

el efecto frontera. 

 Cuando PCP2 indica que el número de descendientes de cada evento principal sigue 

una distribución de Poisson, se puede simular el proceso condicionando al número total de 

eventos en A  situando aleatoriamente los descendientes entre los eventos principales.  

 Los procesos de Poisson con clústers se pueden extender a procesos 

multigeneracionales, donde los descendientes de una etapa pasan a ser los eventos principales 

de la siguiente generación. Este tipo de construcción tiende a resultar matemáticamente 

intratable. 

 

3. PROCESOS INHOMOGÉNEOS DE POISSON 

 Cuando se aplican procesos puntuales en campos como la epidemiología no es realista 

suponer  estacionariedad. El modelo más simple cuando el proceso no es estacionario es el 

proceso inhomogéneo de Poisson, que se obtiene sustituyendo la intensidad constante, λ, de 

un proceso de Poisson  por una función de intensidad variable ( )xλ . Así un proceso 

inhomogéneo de Poisson está definido por las siguientes propiedades 
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 Los procesos inhomogéneos de Poisson proporcionan un posible marco para introducir 

covariables en el análisis de un diseño puntual espacial a través de la función de intensidad

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, ,..., px z x z x z xλ λ= . Por ejemplo, supongamos que la localización de los árboles 

de una determinada especie se ajusta a un proceso de Poisson con intensidad determinada por 

la altura sobre el nivel del mar,  entonces un posible modelo para este proceso será

( ) ( ){ }expx z xλ α β= + , donde ( )z x  denota la altura de x sobre el nivel del mar. Cox (1972) 

llama a estos modelos procesos de Poisson modulados. 

 Los procesos inhomogéneos de Poisson se pueden simular a partir de IPP2, tanto para  

( )N A  fijo como generado aleatoriamente. Lewis & Shedler (1979) propusieron un algoritmo 

basado en aceptación – rechazo, que consiste en simular un proceso de Poisson con intensidad

0λ , igual al máximo de ( )xλ  en A , y mantener cada evento en X con probabilidad ( ) 0xλ λ . 

 

4. PROCESOS DE COX 

Si se quieren  modelar fenómenos donde la distribución espacial de los eventos puede 

ser el resultado de variaciones estocásticas en los factores ambientales, es razonable pensar 

en la función de intensidad de un proceso de Poisson, ( )xλ , como una realización de un 

proceso estocástico, ( ){ }2;x xΛ ∈ℝ  

 

 

 

 

 

Definición: 

Un proceso puntual es un proceso  inhomogéneo de Poisson si: 

IPP1) El número de eventos en una región A , ( )N A  sigue una distribución de 

Poisson con media ( )
A

x dxλ∫ , para alguna función no negativa ( )xλ . 

IPP2) Dado ( ) N A n=  los n eventos forman una muestra aleatoria de la 

distribución en A  con función de distribución de probabilidades proporcional a ( )xλ . 

IPP3) Para dos regiones disjuntas  A  y B , las variables aleatorias ( )N A  y ( )N B  

son independientes. 

 

Definición: 

Un proceso puntual es un proceso de Cox cuando verifica: 

CP1) ( ){ }2;x xΛ ∈ℝ es un proceso estocástico con valores no negativos. 

CP2) Condicionado a una realización de ( ){ }xΛ , el proceso puntual es un proceso 

de Poisson inhomogéneo con función de intensidad  ( )xλ . 
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 El proceso resultante hereda de forma natural las propiedades de ( )xΛ , es decir, el 

proceso puntual es estacionario o isotrópico en función de que ( )xΛ lo sea. 

 Las propiedades de primer y segundo orden se obtienen como las de un proceso 

inhomogéneo de Poisson tomando medias respecto a ( ){ }xΛ . Así, en el caso estacionario, la 

intensidad es 

( )E xλ = Λ    

 La intensidad condicionada de los eventos x e y , dados ( ){ }xΛ  y ( ) ( )x yΛ Λ  , será 

( ) ( ) ( )2 ,x y E x yλ = Λ Λ    

 Bajo estacionariedad e isotropía 

 ( ) ( )2

2 t tλ λ γ= +  (4.8)

  

donde  ( ) ( ) ( )( ),t Cov x yγ = Λ Λ  y  t x y= − . 

En las mismas condiciones, la  función de segundo momento reducida viene dada por: 

( ) ( )2 2

0
2

t

K t t r rdrπ πλ γ−= + ∫  

Cuando ( )tγ  solo toma valores  no negativos, (4.8) es similar a la expresión 

correspondiente  (4.7)  para procesos de Poisson con clústers, incluso ambos procesos pueden 

parecer equivalentes. Para ver esto, sea ( )h ⋅  una función de distribución de probabilidad 

bivariante y se genera un proceso de intensidad ( ){ }xΛ   definiendo 

 ( ) ( )
1

i

i

x h x Xµ
∞

=

Λ = −∑  (4.9) 

para algún 0µ > , donde  los 
iX  son puntos de un proceso de Poisson. El proceso de Cox 

definido por (4.9) también es un proceso de Poisson con clústers donde PCP2 especifica una 

distribución de Poisson con media μ y PCP3  especifica la función de distribución de 

probabilidad  ( )h ⋅ .  Intuitivamente, esto se  debe a que una distribución de Poisson para el 

número de descendientes por evento principal se corresponde con la localización aleatoria de 

descendientes entre los principales. La equivalencia entre ambos procesos se demuestra 

formalmente en Bartlett (1964).  

 Matérn  (1971) pone de manifiesto que obtener una expresión explícita para la 

distribución del vecino más próximo de un proceso de Cox general tiene mucha dificultad. 

Condicionando a la realización ( )xλ  del proceso de intensidad, la probabilidad de no tener 

eventos a una distancia t del origen  es  
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( )( )exp x dxλ−∫  (4.10) 

siendo la región de integración el disco de centro el origen y radio t. En principio, la 

distribución de la distancia de un punto al evento más próximo se  obtiene calculando la media 

de (4.10) respecto a la distribución (infinito –dimensional) de la superficie ( )xΛ  en el disco de 

radio t.  

 Una construcción relativamente flexible y tratable para procesos de Cox, que no está 

basada en su relación con los procesos de Poisson con clústers, corresponde a la clase de 

procesos log-Gaussianos, estudiados por Moller et al. (1998). Estos procesos están definidos 

tomando ( ) ( )logx Z xΛ = , donde ( )Z x  es un proceso Gaussiano.  Las propiedades de 

segunda orden  de estos procesos se deducen de las propiedades de las distribuciones log-

Gaussianas. En particular, si ( )Z x  es estacionario con media μ, varianza σ2 y función de 

correlación ( )xρ ; entonces ( ) ( )2exp 0.5tλ µ σ= +  y ( ) ( )( )2expt tγ σ ρ= . 

 Kingman (1977) argumentó que los procesos de Cox proporcionan un marco natural 

para modelar diseños puntuales de poblaciones con reproducción de individuos. Sea 
nG  el 

proceso puntual que determina la localización, de los individuos de la n-ésima generación y 

suponemos las siguientes normas de reproducción 

1. El número de descendientes de un individuo 
ix  es una variable aleatoria de 

Poisson con media ( )i i nGµ µ= . 

2. Las posiciones de los descendientes respecto a sus antecesores están 

idénticamente distribuidas según una distribución bivariante ( )h ⋅ . 

La condición 2 es igual al postulado PCP3 de un proceso de Poisson con clústers, 

mientras que  la primera es similar a PCP2, pero permite que 
iµ  dependa de la configuración 

de los eventos principales;  por ejemplo, 
iµ   puede ser función del número de eventos 

principales en un entorno determinado de 
ix . La localización de los descendientes define el 

proceso 
1nG + , y así sucesivamente. 

1nG +   es un proceso de Cox con ( ){ }xΛ  definido por 

( ) ( ) ( )
1

i n i

i

x G h x xµ
∞

=

Λ = −∑
 

donde los ix  son los eventos. 

 Todo proceso de Cox se puede simular generando previamente ( ){ }xΛ   en la región 

adecuada y utilizando a continuación un algoritmo de aceptación–rechazo para un proceso 

inhomogéneo de Poisson como vimos en la sección anterior.      
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5. PROCESOS DE INHIBICIÓN SIMPLE 

Los modelos alternativos al de Poisson vistos hasta este momento tienden a producir 

diseños  agrupados. Para describir un patrón regular el camino más natural consiste en  

imponer una distancia mínima, δ, entre dos eventos. Así, además de mostrar de modo sencillo 

el comportamiento de las entidades biológicas que se adaptan a estos diseños se pueden 

poner de manifiesto efectos más sutiles, como son la competición entre plantas o el 

comportamiento territorial en los animales. Estos modelos se denominan procesos de 

inhibición simple y hay distintos modos de formularlos. Un concepto importante es la “packing 

intensity”, τ ,  definida  por 

2 4τ λπδ=  

donde λ es la intensidad. Así, τ es la proporción del plano cubierta por discos de diámetro δ no 

solapados, o la proporción de cobertura esperada para una región finita A . Nótese que  τ 

alcanza su máximo para  discos centrados en los vértices de un triángulo equilátero de lado   δ, 

así  ( )max 3 6 0.907τ π= ≃ . 

 Matern (1960), fue el primero en describir estos modelos presentando dos tipos de 

procesos de inhibición simple: 

• Modelo 1: Se parte de un proceso homogéneo de Poisson con intensidad ρ, que se 

refina eliminando todos los pares de elementos que distan entre sí menos que δ. 

Entonces la probabilidad de que un evento arbitrario sobreviva es ( )2exp πρδ−  y la 

intensidad del proceso de inhibición simple es 

 ( )2expλ ρ πρδ= −  (4.11) 

La “packing intensity” correspondiente es menor o igual que ( ) 1
4 0.092e

−
≈ , esto 

representa aproximadamente el 10% de
maxτ . Las propiedades de segundo orden se 

expresan mediante 

 ( )
( )( )2 2

0,                               

exp ,    

t
t

U t tδ

δ
λ

ρ ρ δ

<
= 

− ≥
 (4.12) 

donde ( )U tδ  denota el área de la unión de los discos de radio δ con centros situados a 

una distancia menor que  t. Esta expresión se sigue de la probabilidad condicionada de 

que dos eventos sobrevivan, dado que están situados a una distancia t δ≤ . 

• Modelo 2: En un proceso homogéneo de Poisson se introducen marcas, ( )Z s , 

correspondientes al instante de nacimiento de los eventos. Un evento s se elimina si 

existe otro evento u con s u δ− <  tal que  ( ) ( )Z u Z s< , es decir, si hay algún evento 

anterior situado a una distancia menor que δ de s. Podemos obtener expresiones para 

λ y ( )2 rλ  análogas a las del modelo anterior, siempre que ignoremos cuando un 
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evento mayor ha sido eliminado previamente. Si se tiene en cuenta este último 

aspecto se genera un proceso secuencial de inhibición simple. 

• Proceso secuencial de inhibición simple: Se considera  una secuencia de n eventos 
iX  

en la región finita A . Entonces el modelo será el resultado del siguiente proceso: 

- SSI1)  
1X está uniformemente distribuido en A  . 

- SSI2) Dados { },  1,..., 1j jX x j i= = − ,  
iX  está uniformemente distribuido en la 

intersección de A  con el conjunto{ };  ,  1,..., 1jy y x j iδ− ≥ = − . 

El proceso termina cuando se alcanza la cantidad de eventos predeterminada. Los 

procesos secuenciales de inhibición simple se parametrizan  mediante su “packing 

intensity”.  Si  se fija a priori un valor de τ muy grande el proceso secuencial puede 

terminar prematuramente. 

 

6. PROCESOS PUNTUALES DE MARKOV 

Muchos procesos regulares requieren una descripción más flexible que la que 

proporcionan los procesos de inhibición simple. Por ejemplo, la competición entre plantas 

puede hacer difícil, aunque no imposible, la supervivencia de dos individuos próximos entre sí. 

Para los procesos de inhibición, se ve claramente que la intensidad condicionada de un 

evento en el punto x, dada la realización del proceso en el resto de la región A , depende solo 

de la existencia o no de otro evento a una distancia menor que δ del punto. En otras palabras, 

el proceso de inhibición presenta una especie de dependencia markoviana entre eventos. Por 

las razones expuestas anteriormente, nos interesa mantener esta dependencia local, pero 

introducir una mayor flexibilidad en el modelo. Esto motiva la aparición de los procesos 

puntuales de Markov, introducidos por Ripley y Kelly (1977). 

Los proceso puntuales de Markov se definen en una región arbitraria, pero finita,

,  AA S⊆ < ∞ . Cada proceso está caracterizado por su razón de verosimilitud ( )f ⋅  respecto 

al proceso homogéneo de Poisson con intensidad  unitaria. Así, si { }1,..., nX x x=  denota un 

conjunto finito de puntos en A , ( )f X  indica, intuitivamente, en qué medida se parece más la 

configuración de eventos a un proceso particular que al proceso de Poisson de intensidad 

unitaria. Siempre se puede factorizar ( )f ⋅  como un producto de la forma 

 ( ) ( ) ( ) ( )12... 1

1

, ... ,...,
n

i i ij i j n n

i j i

f X g x g x x g x xα
= >

= ∏ ∏  (4.13) 

donde α es una constante normalizadora tal que 
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( )1

0

,..., 1
n n

X
n

f x x
∞

=

=∑∫
 

 Para dar una definición formal de un proceso puntual de Markov, es necesario tener 

claro el significado del término vecino. Se dice que dos puntos, x e  y en A ,  son vecinos si  

x y ρ− < , donde 0ρ >  es un valor prefijado que se denomina rango del proceso. A 

continuación se define un grupo como un conjunto de vecinos, y la vecindad de x será el 

conjunto { };  0y A x y ρ∈ ≤ − < .  

 

 

 

 En este contexto, la intensidad condicional se define como una extensión natural de la 

intensidad condicional de segundo orden definida en el capítulo 2, excepto cuando en lugar de 

una configuración de eventos en una región determinada, tenemos un único evento en esa 

región. 

 Ripley y Kelly  (1977) establecieron un resultado fundamental que dice que para que 

un proceso puntual sea de Markov de rango ρ es necesario que cada 
ig  de la expresión de 

( )f ⋅  sea idénticamente unitaria, salvo que sus argumentos constituyan un grupo. 

Posteriormente se establecieron más condiciones,  principalmente para asegurar que  ( )f ⋅  

sea integrable. 

 Para un proceso de Poisson de intensidad unitaria, la verosimilitud de n eventos   

situados en 
1,..., nx x  es ( )exp A− , dado que ( )N A  sigue una distribución de Poisson con 

media A , la distribución de eventos condicionada a ( )N A  es uniforme y hay !n  

permutaciones de 
1,..., nx x  equiprobables. Así, la función de verosimilitud de un proceso 

puntual de Markov se puede escribir como ( ) ( )expf X A− . En la práctica esto tiene poca 

utilidad porque se desconoce la constante normalizadora α. 

A continuación se presentan algunos ejemplos de procesos puntuales de Markov: 

• Proceso de Strauss: este proceso es un ejemplo simple de procesos de Markov con 

familia exponencial. Sea r un número real fijo. Se asume  que la densidad del proceso 

depende solo del número de pares de vecinos, definido por 

( ) ( )1

1

,..,
n

n i j

i j i

S x x I x x r
= >

= − ≤∑∑  

 tomando ( )1 logg x β= , 

Definición: 

Un proceso puntual es un proceso puntual de Markov de rango ρ si la intensidad 

condicional en el  punto x, dada la configuración de eventos en el resto de la región A , 

depende solo de la configuración en la vecindad de x. 
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( )12

log ,    se 
,

0,           se  

i j

i j

i j

x x r
g x x

x x r

γ − ≤
= 

− >

 

Y  ( )1,2,..., 0kg x =  si  3k ≥ , se obtiene la función de verosimilitud 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )1
; ,

,

n x S x n x S x
f x

c
β γ β γ αβ γ

β γ
= =  

donde β, γ son parámetros no negativos y α la constante normalizadora. Para 

expresarlo en forma exponencial, sea ( ) ( ) ( )( ),t x n x S x=  e ( )1 2,θ θ θ= , entonces 

( )
( )

( )1
; ;f x g x

c
θ θ

θ
=  

y 

( ) ( ) ( ) ( )( ),

1 2, exp
t x

g x e n x S x
θθ θ θ< >= = +

 

donde 
1 2log  e logθ β θ γ= = .  

( )c θ
 
es finita si y solo si 

2 0θ ≤ , es decir 1γ ≤ . Entonces el espacio canónico de 

parámetros será { }2

2; 0θ θΘ = ∈ ≤ℝ , el caso 1γ =  corresponde a los procesos de 

Poisson con intensidad β; mientras que 0γ =  define un proceso de inhibición donde 

cada realización es una realización de un proceso de Poisson condicionado a que no 

puede haber pares de eventos vecinos en A . Este último proceso tiene una 

formulación distinta a la del proceso secuencial de inhibición simple, pero tiene 

propiedades estadísticas  similares. Valores de γ entre 0 e 1  representan una forma de 

inhibición no estricta. Strauss propuso este modelo con  1γ >  para diseños con 

clústers, pero el proceso explota dando lugar a un número infinito de eventos en A .  

Condicionando al número de eventos  fijando n, se obtiene una distribución de 

probabilidad en X  válida para todo γ. De todos modos, cuando  1γ >  los diseños 

resultantes muestran una agregación extrema, de modo que se adaptan a una 

configuración de eventos formada por un único grupo de vecinos en la región A . 

• Proceso de tripletas: la idea de los proceso de Markov sugiere añadir las interacciones 

de orden siguiente para obtener un proceso que permita atracción positiva de pares 

de puntos. Sea 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

6

n

i j j k i k

i j i k j i

W x I x x r I x x r I x x r
= ≠ ≠ ≠

= − ≤ − ≤ − ≤∑∑ ∑  
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el número de tripletas de puntos mutuamente independientes. Se define 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x n x S x W x= , donde ( )S x  es el mismo que en los procesos de Strauss. 

La familia exponencial que tiene a ( )t x  como estadístico canónico y densidad no 

normalizada  

( ) ( ),
,

t x
g x e

θθ < >=  

se denomina proceso tripleta. 

( )c θ  es finita si y solo si 
2 0θ ≤  o 

3 0θ ≤ , o cuando 
3 0θ < . Entonces, el espacio 

canónico de parámetros puede ser { }3

3; 0θ θΘ = ∈ <ℝ . Este es un buen modelo para 

agrupaciones de eventos. 

• Proceso de saturación: otra forma sencilla de obtener un modelo para datos 

agrupados  es definiendo para cada s x∈  

( ) ( )s

u s x

m x I s u r
≠ ∈

= − ≤∑  

Entonces  ( ) ( )2s

s x

m x S x
∈

=∑ . Se fija una cota superior, 0d > , en la influencia de 

cada punto y se define 

( ) ( ){ }min , s

s x

U x d m x
∈

=∑
 

Sea ahora ( ) ( ) ( )( ),t x n x U x= . La familia exponencial que tiene a ( )t x  como 

estadístico canónico y densidad no normalizada  

( ) ( ) ( ) ( )( ),

1 2, exp
t x

g x e n x U x
θθ θ θ< >= = +  

es un proceso de saturación. En este caso ( )  c θ es finita para cualquier valor de  θ.  

• Proceso escalonado: cuando el radio  de interacción fijo del proceso de Strauss es 

sustituido por una función escalonada con interacción constante en cada intervalo, 

obtenemos una familia exponencial de gran interés. Sean 
1 20 ... ,  1pr r r p= < < < ≥   

números reales fijos. La función análoga a la de Strauss se define como 

( )
( ]1,    se t= , , 1,...,

1,           en otro caso  

i i j i ix x r r i p
e t

γ −
 − ∈ =

= 


 

y proporciona la siguiente función de verosimilitud, para ( )1,..., nx x x=   

( ) ( )
( ) ( )

1

11

1
; , ,...,

, ,...,

i

p
n x S x

p i

ip

f x
c

β γ γ β γ
β γ γ =

= ∏  
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donde ( )iS x  es el número de pares de vecinos con distancia en ( ]1, ,  1,...,i ir r i p− = . El 

estadístico canónico es ( ) ( ) ( ) ( )( )1, ,..., pt x n x S x S x=  y el espacio de parámetros

( )1 2 1 1log , log ,..., logp pθ θ β θ γ θ γ+= = = = . 

 La constante de normalización es finita para todo 1iγ ≤ . 

 

6.1. Intensidad condicional de Papangelou y condiciones de estabilidad. 

A continuación se definen características fundamentales de los procesos puntuales con 

densidad que  van a jugar un papel muy importante  en sus algoritmos de simulación. 

 

 

 

 

 

Nótese que ( ; )xλ ⋅  no depende de la constante normalizadora de f . Se puede 

interpretar ( ); x dλ ξ ξ  como la probabilidad condicionada de que X  tenga un punto en un 

entorno infinitesimal de ξ , dξ , dado que el resto de X  es x. Se dice que X  (o f ) es 

atractiva cuando  

 ( ) ( ); ;    si x y x yλ ξ λ ξ≤ ⊂   

  

y repulsiva, se  

 ( ) ( ); ;     si x y x yλ ξ λ ξ≥ ⊂
 

  

Intuitivamente, dado \X xξ = ,  la atracción implica que la probabilidad de que Xξ ∈  es una 

función creciente, mientras que el carácter repulsivo significa lo contrario. 

 Habitualmente se consideran funciones [ ): 0,fh N → ∞  hereditarias, esto es 

( ) ( )0 0   h x h y y x> ⇒ > ⊂  

 Si f  es hereditaria, hay una correspondencia uno a uno entre  ella y  ( ); xλ ⋅ .  

Definición: 

La intensidad condicional de Papangelou para un proceso puntual X  con densidad f  

está definida por 

( ) ( ) ( ); ,   ,  \fx f x f x x N S xλ ξ ξ ξ= ∈ ∈∪  

 tomando 0 0,  0a a= ≥ (Kallenberg 1984), donde ( ){ };  fN x S n x= ⊂ < ∞  

 



 
59 

 A continuación se introduce una condición de estabilidad que será útil en la simulación 

de procesos puntuales con densidad. 

 

 

 

 

 

 La estabilidad local implica que h es hereditaria. Si f h∝  es *φ -localmente estable, 

entonces ( ) ( )*; xλ ξ φ ξ≤ .  La mayoría de los modelos de procesos puntuales presentan   

estabilidad local. 

 

6.2. Procesos con interacciones pares 

La clase de los procesos con interacciones pares está definida por 

( ) ( )n

i j

i i j

f X h x xαβ
≠

= −∏∏  

donde  α es la constante normalizadora y β refleja la intensidad del proceso, ( )h u es una 

función no negativa para todo u y se hace el producto en todos los pares de puntos distintos 

en X . Se ve claramente que el proceso de Strauss es un caso particular de estos procesos. Para 

definir un proceso puntual válido necesitamos que ( )h ⋅  sea acotado y que  ( ) 0h u =  para todo 

u inferior a un 0δ > , con esta última condición, al imponer una distancia mínima entre 

eventos, se limita el número de eventos en una región finita A . Aún así, los modelos con 

( ) 1h u >  tienden a producir diseños poco realistas, salvo cuando es natural considerar un 

proceso con un número fijo de eventos en una determinada región finita. 

 

6.3. Formas de  interacción más generales 

Un modo satisfactorio de modelar diseños agregados en el marco de los procesos de 

Markov son los procesos con área de interacción, propuestos por Baddeley y Van Lieshout 

(1995). En el caso más sencillo, estos proceso están definidos por 

( ) ( ) ( ),n x A x
f X

δαβ γ −=
 

onde ( ),A x δ  es el área da unión de discos de radio δ centrados en puntos de X . 

Definición: 

Sea [ )* : 0,Sφ → ∞  una función tal que ( )* *

S
c dφ ξ ξ= ∫  es finita, Una  función 

[ ): 0,fh N → ∞  es localmente estable, o *φ -localmente estable, si  

( ) ( ) ( )*h x h xξ φ ξ≤∪
 

para todo ,  \fx N S xξ∈ ∈ .  
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Cuando 1γ =  tenemos un proceso de Poisson con intensidad β; si 1γ <  o 1γ >  el 

proceso es agregado o regular, respectivamente. A diferencia de los procesos de Strauss, la 

potencia del parámetro  γ es sublineal en n, número de eventos en X , y esto evita la explosión 

del proceso cuando 1γ > , generando así un modelo estable de agrupaciones espaciales.    

 

7. OTROS MODELOS 

7.1. Procesos refinados 

Muchos procesos biológicos presentan mortalidad, en ocasiones como reacción ante 

un ambiente desfavorable. Por ejemplo, la probabilidad de supervivencia de un cultivo 

depende de la cantidad de alimento disponible en su entorno. Los procesos puntuales 

refinados proporcionan una clase de modelos para diseños fruto de la variación espacial de la 

mortalidad. 

Un proceso puntual refinado se define mediante un proceso puntual inicial ( )0N dx  y  

un “campo de refinamiento” ( )Z x que es un proceso estocástico, independiente de ( )0N dx , 

con valores en [ ]0,1  para todo x. Una vez que tenemos ( )0N dx  y ( )Z x , cada evento 
ix , de 

( )0N dx , tiene probabilidad ( )Z x  de permanecer en el proceso. La realización 

correspondiente del proceso refinado, ( )N dx , está formada por los eventos que permanecen. 

Las  características de segundo orden de ( )N dx  se obtienen a partir de ( )0N dx  y 

( )Z x . En particular, en el caso estacionario e isotrópico, sean μ  y ( )tγ  la media y la función 

de covarianzas de ( )Z x . Entonces, la función de intensidad de segunda orden de ( )N dx  es 

 ( ) ( ) ( )( )22 02t t tλ λ γ µ= +  

donde ( )02 tλ   es la intensidad de segundo orden de ( )0N dx . Esta expresión de ( )2 tλ  se 

obtiene porque dado un par de eventos x e y, en ( )0N dx  , a distancia t entre si, la 

probabilidad de que ambos permanezcan en el sistema es ( ) ( )Z x Z y . Utilizando la relación 

entre ( )02 tλ  y ( )0K t , junto con la expresión anterior, se llega  a la siguiente relación entre  las 

K-funciones de ( )N dx  y ( )0N dx  

( ) ( ) ( ) ( )2 '

0 0
0

t

K t K t u K u duµ γ−= + ∫  

  Si ( )0N dx  es un proceso homogéneo de Poisson, entonces el proceso refinado es un 

proceso de Cox. Cuando ( )0N dx  es un proceso de Markov, el proceso refinado nos permite 

combinar los efectos de la interacción entre eventos con los de las variaciones ambientales. 
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7.2. Superposiciones 

Otro posible modo de construir un modelo consiste es la superposición de dos o varios 

procesos. 

Asumiendo que los procesos que forman el modelo son independientes, se obtienen 

fácilmente las características de segundo orden y las funciones de vecino más próximo del 

modelo a partir de cada componente. 

Si consideramos el caso bivariante, es decir un modelo resultante de la superposición 

de  dos modelos independientes, la suma de las intensidades de cada componente nos da la 

intensidad del modelo superpuesto
1 2λ λ λ= + . Teniendo en cuenta que ( )K tλ  es el número 

esperado de eventos a una distancia menor que t de un evento arbitrario, junto con la 

independencia entre componentes, se llega a la siguiente expresión: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1 2 2 2 11K t p K t t p K t tλ λ λ π λ λ π   = + + − +     

donde 
1p λ λ=  es la probabilidad de que un evento pertenezca a la componente 1. Así 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2

1 1 2 2 1 22K t K t K t tλ λ λ λ λ π−  = + +   (4.14)

  

 Análogamente, denotando las distribuciones de mínima distancia punto-evento y 

evento-evento por ( )F ⋅  y ( )G ⋅  respectivamente, se tiene 

 ( ) ( )( ) ( )( )1 21 1 1F x F x F x= − − −  (4.15) 

y 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 2 11 1 1 1 1 1G x p G x F x p G x F x= − − − + − − −  

 Estas construcciones ponen de manifiesto como las características de segundo orden 

no describen por completo un proceso. Si se considera la superposición de un proceso 

homogéneo de Poisson y un proceso de Poisson con clústers, con K-funciones ( ) 2

1K t tπ=  y    

 ( ) ( )2 1

2K t t H tπ ρ −= +  

donde ( )H ⋅  es la función de distribución de la distancia entre dos descendientes del mismo 

evento principal. Entonces la K-función del proceso superpuesto será 

 ( ) ( )2 2 2 1

2K t t H tπ λ λ ρ− −= +  

Vemos  que ( )K t  tiene la misma forma que ( )2K t , basta tomar * 2 2

2ρ λ ρ λ= . Por tanto, al 

comparar las propiedades de segundo orden,  la superposición de un proceso de Poisson y un 

proceso de Poisson con clústers es indistinguible de un proceso de Poisson con clústers. Para 



 
62 

diferenciar un proceso del otro tendríamos que comparar, por ejemplo, las distribuciones del 

vecino más próximo.  

 

7.3. Interacciones en un ambiente inhomogéneo 

Los procesos puntuales de Markov se utilizan para modelar interacciones entre 

eventos, mientras que los procesos de Poisson inhomogéneos modelan heterocedasticidad. 

Para combinar ambos efectos, basta cambiar la constante β de  la densidad de un proceso con 

interacciones pares, por una función  ( )xβ  que varía con la posición. Entonces la densidad  

para una configuración de eventos ( )1,..., nX x x= , viene dada por 

( ) ( ) ( )
1

n

i i j

i j i

f X x h x xα β
= ≠

= −∑ ∑
 

 

8. MODELOS MULTIVARIANTES 

8.1. Procesos puntuales con marcas 

Una forma de construir un modelo multivariante consiste en etiquetar cada evento de 

un proceso puntual univariante con una variable de categoría que define los distintos tipos de 

eventos. La variable categórica se denomina marca y el proceso resultante es un ejemplo de 

proceso puntual con marcas.   

En este contexto, el punto de partida más sencillo para construir el modelo es asumir 

que las marcas son mutuamente independientes e idénticamente distribuidas. Bajo esta 

hipótesis para las etiquetas, todas las K-funciones son idénticas. Permitiendo interacciones 

entre marcas se elaboran modelos más generales. Por ejemplo, para modelos con marcas se 

puede  tomar un campo aleatorio con marcas que define,  para cada evento
ix ,  la distribución 

condicionada de las marcas en
ix , dadas las marcas en los demás eventos

jx . 

 

8.2. Procesos puntuales multivariantes. 

Considerando interdependencia entre los proceso puntuales univariantes, se llega a 

una construcción distinta para modelos multivariantes.  Como se ha visto en el capítulo 

anterior,  si los procesos unitarios son estacionarios e independientes dos a dos,  la K-función 

bivariante correspondiente es 2tπ , independientemente de cuáles sean las propiedades 

marginales de cada componente. 
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8.3. Como formular procesos multivariantes 

A pesar de que cualquier modelo multivariante se puede formular como un proceso 

puntual con marcas o un proceso puntual multivariante, en la práctica la elección entre una 

formulación u otra nos conduce a distintos modelos.  En particular, las hipótesis de etiquetado 

aleatorio e independencia son distintas, salvo para procesos homogéneos de Poisson. Hay un 

rango tan amplio de posibles modelos para procesos multivariantes que es más adecuado usar 

la información que nos proporciona el contexto científico de cada aplicación particular para 

modelar el proceso, que tratar de establecer un catálogo de modelos estándar. 

Como ejemplo, podemos contrastar tres situaciones reales que contienen un proceso 

puntual bivariante o, equivalentemente, un proceso puntual con marcas binarias. En este 

último contexto, sean P  el proceso puntual sin marcas y M el proceso con marcas binarias, la 

distribución conjunta de P  y M  se puede factorizar de dos formas equivalentes. 

[ ] [ ] [ ],P M P M P M P M=   =       

donde [ ] denota “la distribución de “ . 

 En primer lugar, situémonos en el área da epidemiología. En este caso, P  indica la 

localización de los miembros de la población de riesgo de una enfermedad y M  indica que 

individuos contraen la dolencia. En esta situación, el proceso sin marcas,P , se puede  construir 

físicamente, por tanto es natural desarrollar un modelos a partir de la factorización

[ ] [ ],P M P M P=    . Además, no tiene interés científico especificar[ ]P , por tanto los 

epidemiólogos no están interesados en modelos elaborados para esta distribución. Aquí la 

atención se centra en la distribución condicional  M P   . 

 En segundo lugar pensemos en la exploración en busca de un determinado  mineral.  

Ahora P  indica la localización de una serie de perforaciones exploratorias y M   indica donde  

hay mineral con calidad apta para el comercio. A diferencia del  ejemplo anterior, ahora el 

proceso binario M  procede de un campo aleatorio ( ){ },M x x A∈  definido en la región de 

estudio, A . En este caso es natural formular un modelo marginal para M  a partir de la 

factorización[ ] [ ],P M M P M=    . Estos modelos se crean en el campo de la estadística 

espacial denominado geoestadística, aunque que en este contexto no es habitual considerar la 

distribución conjunta [ ],P M  sino que se asume que P  y M  son independientes y, por tanto,  

[ ] [ ][ ],P M P M= ,  aunque esta hipótesis se viola en el momento en que se realizan las 

perforaciones en zonas con probabilidad alta de contener mineral apto para el comercio.  

 Por último, se considera  la distribución conjunta de las localizaciones de los nidos de 

dos especies de hormigas. En este caso, ninguna de las posibles factorizaciones parece 

particularmente útil.  En lugar de centrar nuestra atención en modelar un proceso puntual 

para las  hormigas sin tener en cuenta su especie, o en especificar la especie de una hormiga 

situada en un punto arbitrario, es más natural modelar componente, 1P  y 2P ,  por separado 

junto con las posible interacciones entre hormigas de la  misma o distinta especie. 
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8.4. Procesos de Cox 

Las componentes de un proceso de Cox multivariante son procesos de Poisson 

mutuamente independientes condicionados a las intensidades correspondientes ,  1,...,j j kλ = , 

que son realizaciones de un proceso estocástico multivariante con valores no negativos,

( ) ( ) ( ){ }1 , ..., kx x xΛ = Λ Λ .  vamos a estudiar el caso bivariante, 2k = . 

En primer lugar, nótese que cualquiera  que sea  la estructura de dependencia entre 

las componentes del proceso de Cox, ésto se traduce directamente en dependencia entre los 

procesos ( ){ }1 xΛ  y  ( ){ }2 xΛ . En este sentido los procesos de Cox proporcionan un marco 

natural para modelar la reacción conjunta de dos tipos de eventos en un entorno 

hetereogéneo, pero no incluyen interacción estocástica directa entre eventos. 

Igual que en el caso univariante, las distribuciones de vecino más próximo y espacio 

vacío resultan intratables, pero las propiedades de segundo orden se pueden expresar en 

términos de las propiedades correspondientes de ( )xΛ . Para ( )xΛ  estacionario 

 ( )j jE N xλ  =    (4.16) 

Y 

 ( ) ( ) ( )( ),ij i ju Cov x yγ = Λ Λ  

dondeu x y= − . Entonces, 1λ  
y 2λ  son las intensidades marginales del proceso de Cox 

definido por ( )xΛ  . Las funciones de intensidad de segundo orden son 

 ( ) ( )ij ij i ju uλ γ λ λ= +  (4.17) 

y las K-funciones vienen dadas por 

 ( ) ( ) ( )
1

2

0
2

t

ij i j ijK t t u uduπ π λ λ γ
−

= + ∫  (4.18) 

  

 Para dar una noción intuitiva de lo que sucede cuando hay correlación positiva 

extrema entre las componentes del proceso de Cox, Diggle y Milne (1983b) definen un proceso 

de Cox enlazado como aquel que verifica 

( ) ( )1 2x xνΛ = Λ  

Para 
1 2 0v λ λ= > . Combinando (4.16), (4.17) y (4.18) se deduce que  

( ) ( ) ( )2

11 12 22u u uλ νλ ν λ= =  

con  
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( ) ( ) ( )( )12 22 22u u uλ ν γ λ= +  

Esto muestra que la covarianza entre las componentes del proceso es simplemente la 

covarianza de ( )2 xΛ  reescalada. Sustituyendo en (4.18) tenemos 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2

11 22 12 2 22
0

2
t

K t K t K t t u uduπ πλ γ−= = = + ∫  

la coincidencia entre las tres K-funciones para  un proceso bivariante de Cox enlazado nos 

recuerda  que estos procesos son ejemplos de mecanismos de etiquetado aleatorio que, en 

otros contextos, se corresponden con componentes del proceso no asociadas entre sí. Es fácil 

construir procesos distintos a los de Cox con ( ) ( )12 jjK t K t> ; por ejemplo podemos considerar 

la siguiente definición de un proceso de Poisson bivariante enlazado  (Linked pairs bivariate 

Poisson process): 

• LP1)  Los eventos de tipo 1 forman un proceso de Poisson homogéneo con 

intensidad λ. 

• LP2) Cada evento de tipo 1 tiene asociado un evento de tipo 2. 

• LP3) Las posiciones de cada evento de tipo 2 respecto al evento asociado de tipo 1 

están determinadas por realizaciones mutuamente independientes de una 

distribución bivariante radialmente simétrica. 

Cada componente es un proceso de Poisson, entonces ( ) ( ) 2

11 22K t K t tπ= = . Si ( )H t  

es la función de distribución de la distancia entre dos eventos asociados, es fácil ver que

( ) ( )2 1

12K t t H tπ λ −= + . 

Para ilustrar la correlación negativa extrema, Diggle y Milne (1983b) definen el proceso 

bivariante de Cox equilibrado como aquel para el que ( ) ( )1 2x x νΛ + Λ = , una constante 

positiva. Para cualquier par de procesos la superposición de las componentes es un proceso 

homogéneo de Poisson. 

Los proceso de Cox enlazados y equilibrados son extremos, pues las correlaciones 

puntuales entre ( )1 xΛ  y ( )2 xΛ  son, respectivamente, 1 y -1. Para generar procesos con 

niveles de correlación intermedios acudimos al marco log-Gaussiano, donde 

( ) ( ){ }expj jx Z xΛ =  e ( ) ( ){ }1 2,Z x Z x  es un proceso Gaussiano bivariante. 

 

8.5. Procesos puntuales de Markov 

La definición formal de los procesos puntuales de Markov se extiende directamente al 

caso multivariante mediante un cambio de notación. Por ejemplo, para  un proceso  bivariante 



 
66 

de interacción par es necesario especificar las tres funciones de interacción 

( ) ( ) ( )11 22 12,   e h h h⋅ ⋅ ⋅  en lugar de una única ( )h ⋅ . 

Sea ( ),X Y
 

una configuración bivariante de puntos, donde { }1,..., nX x x=  e 

{ }1,..., nY y y=  son las configuraciones de los eventos tipo 1 y tipo 2, respectivamente. 

Entonces en un proceso bivariante de interacción par, la densidad conjunta de ( ),X Y  es 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2 11 22 12

,

n n

i j k l p q

i h k l p q

f X h x x h y y h x yαβ β
≠ ≠

= − − −∏ ∏ ∏  

 Las componentes son independientes si  ( )12 0h u = , para todo u, y están etiquetadas 

aleatoriamente si  ( ) ( ) ( )11 12 22h u h u h u= = , para todo u. 

 Funciones de interacción más simples, con parámetros que pueden tomar distintos 

valores, dan lugar a un amplio rango de comportamientos bivariantes. Por ejemplo, 

consideramos inhibición simple dada por 

( )
0      

             
1       

ij

ij

ij

u
h u

u

δ

δ

≤
= 

>
 

Si todos los 
ijδ  coinciden, la superposición  de los eventos de tipos 1 y 2 es un proceso 

de inhibición simple tipo Strauss, y sus componentes también presentan regularidad, aunque 

menos estricta que la del modelo bivariante.  Cuando
12 0δ = , las componentes son procesos de 

inhibición simple tipo Strauss independientes, pero no hay inhibición entre eventos de distinto 

tipo y la superposición es menos regular que las componentes. Por último, si  
12δ  es grande 

con respecto a 
11δ   y 

22δ , el diseño bivariante tiende a producir grupos separados de eventos 

de cada tipo. Cada componente presenta agrupación espacial, pero también, si 0jjδ > , 

regularidad a pequeña escala dentro de cada grupo.  
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ESTIMACIÓN DE LAS FUNCIONES NOTABLES  
 

1. ESTIMACIÓN DE LAS PROPIEDADES DE SEGUNDO ORDEN. 

1.1. Estimadores empíricos para procesos homogéneos. 

Vamos a centrar nuestra atención en estimar  la K-función. Pues, una vez obtenido 

( )K̂ t , si se tiene en cuenta la relación entre esta función y la  intensidad de segundo orden, 

podemos construir fácilmente un estimador de ( )2 tλ . Basta elegir un parámetro de suavizado

0h > , hacer la aproximación ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ ˆK t K t h K t h′ ≈ + −  y definir el estimador 

 ( ) ( ) ( )12

2
ˆ ˆ ˆ2t t K tλ λ π − ′=  

Este procedimiento genera un estimador de ( )2 tλ  tipo histograma con intervalos de 

longitud h centrados en t.  

Se  ha desarrollado un estimador de ( )K t  a partir de la definición: 

 ( ) ( )0K t E N tλ =     

es decir, el  número esperado de eventos a una distancia menor que t de un evento arbitrario. 

La  intensidad λ es el número esperado de eventos por unidad de área, un estimador obvio de 

este parámetro es el número observado de eventos por unidad de área  

ˆ n Aλ =
 

Como  ( ) ( )0E t E N t=     es el número esperado de eventos a una distancia menor que t de un 

evento arbitrario, podemos construir el siguiente estimador de ( )E t .  Sea 
ij i ju x x= − , la 

distancia entre los eventos 
ix  y 

jx . Se define 

 ( ) ( )1

1

ˆ
n

ij

i j i

E t n I u t−

= ≠

= ≤∑∑  (5.1) 

donde ( )I ⋅  denota la función indicador. Este estimador es simplemente la sustitución de la 

esperanza por la  correspondiente media muestral. La forma de ( )Ê t  pone de manifiesto la 

estrecha relación entre ( )K t  y las distancias entre eventos. En la práctica este estimador tiene 

sesgo negativo debido al efecto frontera, para un evento situado a una distancia menor que t 

de la frontera de A , al contar los eventos que distan menos que t de él , se excluyen aquellos 

situados a una distancia inferior a t que están fuera de la región. Para corregir este efecto 
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frontera  se han desarrollado varios métodos, a continuación se presenta  el propuesto por 

Ripley (1976). 

Sea ( ),w x u  la proporción de circunferencia de radio u centrada en x que cae dentro 

de A . Sea ( ),ij i ijw w x u= . Entonces, para cualquier proceso estacionario e isotrópico, 
ijw es la 

probabilidad condicional de que un evento sea observado, dado que está a una distancia 

inferior a 
iju  del evento 

ix , en general 
ij jiw w≠ . Así, un estimador insesgado para ( )E t  será: 

( ) ( )1 1

1

ˆ
n

ij ij

i j i

E t n w I u t− −

= ≠

= ≤∑∑  

Por último, si se divide por ɵ n Aλ =  tenemos el estimador de ( ) ( )K t E t λ= : 

 ( ) ( )2 1

1

ˆ
n

ij ij

i j i

K t n A w I u t− −

= ≠

= ≤∑∑  (5.2) 

Por razones técnicas, Diggle (2003), toma como estimador de la intensidad ɵ ( )1n Aλ = − , así 

el estimador de ( )K t  será: 

 ( ) ( )( ) ( )1 1

1

ˆ 1
n

ij ij

i j i

K t n n A w I u t
− −

= ≠

= − ≤∑∑  (5.3) 

Cuando  el número de eventos, n,  es grande, ambas versiones son prácticamente iguales. 

El  estimador de Ripley es aproximadamente insesgado para t suficientemente 

pequeño. Esta restricción en t es necesaria porque puede haber pesos 1

ijw
−  no  acotados para t 

grande. Por ejemplo, si A  es el cuadrado de área unidad, el límite superior de t es  2 2 0.7≈ , 

pero no es habitual calcular ( )K t  para valores tan grandes porque las fluctuaciones  en ( )K̂ t  

aumentan con t. Por tanto, como no es realista estudiar los efectos de modelos que operan a 

la  misma escala que las dimensiones de la región de estudio, la condición impuesta para  t, no 

es restrictiva a efectos prácticos. 

El  software Splancs, incorpora un algoritmo para calcular  los pesos cuando A  es un 

polígono arbitrario.  Se puede escribir la fórmula explícita de ( ),w x u  para regiones simples, 

como círculos o rectángulos. Sea  A  el rectángulo ( ) ( )0, 0,a b× , denotamos ( )1 2,x x x=  y   

sean ( )1 1 1min ,d x a x= − , ( )2 2 2min ,d x b x= −  , así 
1
d  y 

2
d  son las distancias del punto x a los 

bordes vertical y horizontal más próximos a él. Para calcular ( ),w x u  es necesario distinguir 

dos casos: 

1. si  2 2 2

1 2u d d≤ + , entonces: 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1

1 2, 1 cos min , cos min ,w x u d u u d u uπ − − − = − +   

2. si  2 2 2

1 2u d d> + , entonces: 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1 2, 0.75 2 cos cosw x u d u d uπ − − − = − +   

Nótese que  ( ), 1w x u =  si ( )1 2min ,u d d≤ . Esta fórmula se aplica para valores  de u en 

el rango ( )0 0.5min ,u a b≤ ≤  que, como se ha visto anteriormente es suficiente a efectos 

prácticos. 

Supongamos ahora que A  es el disco de centro el  origen y radio α. Sea 2 2

1 2
r x x= +  la 

distancia de x al centro del disco. De nuevo, se  distinguen dos casos: 

1. si u a r≤ − , entonces ( ), 1w x u =  

2. se u a r> − , entonces ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 2, 1 cos 2w x u a r u ruπ − −= − − −  

Esta fórmula se aplica a valores de u entre 0 y α. 

La  distribución  en el muestreo de ( )K̂ t  es analíticamente intratable, salvo cuando se 

tiene un proceso homogéneo de Poisson. Dado un modelo específico y una región A  , se 

puede estimar la distribución en el muestreo mediante simulación. La expresión teórica de la 

varianza de  ( )K̂ t  para un proceso homogéneo de Poisson proporciona un punto de partida 

útil para un primer análisis del gráfica de ( )K̂ t .   

Para un proceso homogéneo de Poisson, en el que suponemos que el número de 

eventos observados en la región A  es constante, Ripley (1988)  desarrrolla una aproximación 

asintótica de la varianza muestral de ( )K̂ t .  Lotwick y Silverman (1982) dan una fórmula 

exacta, pero en general su evaluación requiere integración numérica. Chetwynd y Diggle 

(1998) dan una nueva aproximación basada en refinamientos de fácil computación para 

cualquier forma de A . 

La aproximación asintótica de Ripley, modificada  teniendo en cuenta la expresión de 

( )K̂ t  dada por Diggle (5.3), es: 

 ( ) ( ){ } ( ){ }2 2 22 3 52 1 0.96 0.13Rv t A n t A Pt A n A Pt Aπ= − + +  (5.4) 

donde P denota el perímetro de A . Esta expresión es adecuada para valores relativamente 

pequeños de t. 

 El  resultado de Lotwick y Silverman, con la misma modificación, para un rectángulo A  

nos da  la siguiente varianza para ( )K̂ t   

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1

1 21 2 2LSv t n n b t a t n a t
−

= − − + −  (5.5) 

  

donde, para una región rectángular A  con perímetro P: 
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( ) ( ) ( )1 22 2 2 41 1.0716 2.2375b t t A t A A Pt tπ π− −
= − + +

 

( ) ( )2 3 4

1 0.21 1.3a t A Pt t
−

= +
 

( ) ( )3 5 6

2 0.24 2.62a t A Pt t
−

= +
 

Estas expresiones son válidas para t menor o igual que el lado más corto del 

rectángulo. La aproximación de Chetwynd y Diggle incluye sumas de funciones de los pesos de 

corrección del  efecto frontera
ijw . Fijado t, se define: 

 ( ) ( )0.5ij ij ji i jw w I x x tφ = + − ≤  

Además  se definen: 

1

n

n ij

i j i

W φ
= ≠

=∑∑
 

2

1

n

n ij

i j i

X φ
= ≠

=∑∑
 

2

1

n

n ij

i j i

Z φ
= ≠

 
=  

 
∑ ∑

 

Sea ( ) ( ) ( )1 ... 1
k

n n n n k= − − + ,  definimos  ( ) ( )2
2 nm t X n= , ( ) ( ) ( )3

3 n nm t Z X n= −  y

( ) ( ) ( )42

4 4 2n n nm t W Z X n= − +  Entonces, la varianza estimada de ( )K̂ t   es: 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2

4 3 22 3 2 2 2CDv t A n n m t n m t m t= − + − +  (5.6) 

   

Esta expresión permite determinar la precisión de un estimador de ( )K t  sin necesidad  

de asumir ningún modelo específico. Un método sencillo para esto consiste en dividir A  en 

subregiones iguales, estimar ( )K t  en cada una de ellas y calcular la varianza empírica de cada 

estimador. Así, si para cada t, ik  denota el estimador de ( )K t  para la i-ésima  subregión, el 

estimador global será: 

 
( ) 1

1

m

i

i

K t m k−

=

= ∑ɶ

 (5.7) 

 

con varianza aproximada 

 
( )( ) ( )( ) ( )( )21

1

1
m

i

i

Var K t m m k K t
−

=

= − −∑ɶ ɶ

 (5.8) 
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Hay dos razones que nos conducen a esta aproximación. En primer lugar, se usa la varianza 

muestral de 
ik  como aproximación de su varianza real; en segundo lugar, al dividir la varianza 

de 
ik  por m se  hace una suposición implícita de independencia entre los estimadores de ( )K t  

para subregiones disjuntas, esto es correcto para procesos homogéneos de Poisson, pero no 

para modelos más generales. Además, se espera que ( )K tɶ  sea menos eficiente que ( )K̂ t  

porque no usa la información aportada por pares de eventos situados en distintas subregiones, 

esta es una consideración importante salvo que n sea muy grande. Las reflexiones anteriores 

indican que el estimador ( )K tɶ  y su varianza deben utilizarse para valores relativamente 

pequeños de t o cuando las subregiones de A son sustituidas por réplicas del diseño.  

 

1.2. Estimadores empíricos para procesos inhomogéneos. 

Cuando la intensidad del proceso no es constante, es decir cuando el proceso no es 

homogéneo, el  procedimiento descrito en la sección anterior no es válido.    

Para definir la K-función inhomogénea, se necesitan ciertas condiciones previas. En 

primer lugar, si ( ) 2,x xλ ∈ℝ  es  la intensidad de primer orden del proceso, se define: 

( )
( ) ( )
1

,
i jx X A x X B i j

M A B E
x xλ λ∈ ∩ ∈ ∩

 
=  

  
∑ ∑  

y se supone finita para todo par de conjuntos de Borel, entonces M es el momento de segundo 

orden de la medida aleatoria E  que asocia el peso ( )1 ixλ a cada evento, es decir: 

( )
1

ix X ixλ∈

= ∑E  

Se dice que un proceso puntual es estacionario reponderado de segundo orden, 

cuando  la medida E  es estacionaria de segundo orden. Esto equivale a decir que M es 

invariante por traslaciones, ( ) ( ), ,M A B M A x B x= + +   para todo 2x∈ℝ .   

Un proceso estacionario de segundo orden es también estacionario reponderado de 

segundo orden. Estos procesos tienen intensidad nula o positiva en casi todo punto. Los 

procesos inhomogéneos de Poisson o cualquier refinamiento independiente de un proceso 

estacionario son ejemplos de procesos estacionarios reponderados de segundo orden. 

 Sea X un proceso puntual espacial estacionario reponderado de segundo orden, se 

define la K-función inhomogénea de X mediante: 

 ( )
( )
( ) ( )( ) { }

hom

\

1

i j i

i j

in

x X A x X A x i j

I x x t
K t E

A x xλ λ∈ ∩ ∈ ∩

 − ≤
 =
 
 
∑ ∑  (5.9) 

donde A es un conjunto de Borel acotado en 2
ℝ , I() es la función indicador, X es el diseño 

observado y r la máxima distancia entre pares de eventos xi , xj.  Como se puede ver en la 
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definición, la K-función inhomogénea es una generalización al caso de intensidad variable de la 

K-función de un proceso homogéneo de Poisson.  

Si tenemos un proceso estacionario reponderado de segundo orden con intensidad de 

primer orden conocida, ( )xλ , esto último no es realista, podemos estimar ( )hominiK t  mediante 

una sencilla modificación en el estimador para un proceso homogéneo, ( )K̂ t . Esta 

modificación consiste en reescalar la distancia entre eventos dividiéndola por el producto de la 

intensidad de primer orden en las  localizaciones correspondientes, dando lugar al estimador 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1

hom,1

1

ˆ ,
n

in ij ij i j

i j i

K t A w I u t x xλ λ λ− −

= ≠

= ≤∑∑  

Donde  1

ijw
−

 
es el  corrector del efecto frontera propuesto por Ripley. Este estimador fue 

propuesto por Baddeley et al. (2000) que también discutieron la necesidad y las consecuencias 

de sustituir la intensidad de primer orden por un estimador, ( )ˆ xλ , dando lugar a la nueva 

aproximación de la K-función inhomogénea: 

 ( )
( )
( ) ( )( ) { }

hom 1
\

1ˆ
ˆ ˆ

i j i

i j

in

x X A x X A x i j ij

I x x t
K t

A x x wλ λ −
∈ ∈

− ≤
= ∑ ∑

∩ ∩

 (5.10) 

En  general, ( )ˆ xλ es un estimador no paramétrico  de la intensidad de primer orden, que se 

presenta en la sección 2 de este capítulo. Aunque también es posible estimar la intensidad 

variable mediante un ajuste paramétrico de un modelo sin interacciones, como veremos en 

próximos capítulos.   

El estimador no paramétrico de la intensidad tiene la siguiente expresión: 

 � ( ) ( ) ( )
i

h h i h i
A

x X A

x k x x k x x dxλ
∈

= − −∑ ∫
∩

 (5.11)   

siendo ( ) ( )2

hk u h k u h
−=  es una función núcleo  con parámetro de suavizado h. 

  Sin embargo, el estimador de la K-función inhomogénea que se obtiene cuando  se 

utiliza � ( )h xλ  en  (5.10)  presenta un fuerte sesgo negativo, como consecuencia del sesgo 

positivo de � ( )h xλ . Baddeley et al (2000) estudiaron este sesgo y propusieron la siguiente 

modificación del estimador de la intensidad para corregirlo. 

 ( ) ( ) ( )
{ }\i

h h i h i
A

x X A x

x k x x k x x dxλ
∈

= − −∑ ∫
∩

 (5.12) 

donde se elimina el efecto de cada evento en el estimador de la intensidad en ese punto. Para 

un proceso de Poisson con clústers, con ventana suficientemente pequeña, también se verifica 

que el sesgo de ( )h xλ  es menor que el de � ( )h xλ . Nótese que � ( ) ( ) ,h hx x x X Aλ λ= ∉ ∩ , por 

tanto si  � ( )h xλ  y ( )h xλ  son aproximados por sus valores evaluados en una red de puntos fija, 

los dos estimadores de la intensidad serán iguales con probabilidad 1. 
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1.3. Estimadores empíricos para procesos multivariantes. 

 Para estimar ( )12K s  en un diseño bivariante se parte de la  misma idea que en el caso 

univariante pero se miden distancias entre pares de eventos de distinto tipo. Así, si 
iju  es la 

distancia entre el i-ésimo evento de tipo 1 y el j-ésimo de tipo 2, 
ijw  como antes y 

1 2,  n n  el 

número de eventos de tipo 1 y 2 respectivamente, se pueden construir dos estimadores de  

( )12K s  

( ) ( )
1 2

1 1

2 12 1

1 1

ˆ ˆ
n n

ij ij

i j

K s n w I u sλ − −

= =

= ≤∑∑  

( ) ( )
2 1

1 1

1 21 2

1 1

ˆ ˆ
n n

ji ij

i j

K s n w I u sλ − −

= =

= ≤∑∑  

Calculando la media ponderada de estos  estimadores, se tiene:    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2 2 1

1 2

1 1 1

12 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1

1 *

1 2

1 1

ˆ

                       =

n n n n

ij ij ji ij

i j j i

n n

ij ij

i j

K s n n A n w I u s n w I u s n n

n n A w I u s

− − −

= = = =

−

= =

 
= ≤ + ≤ + = 

 

≤

∑∑ ∑∑

∑∑
(5.13)  

donde  

( ) ( )* 1 1

1 2 1 2ij ij jiw n w n w n n− −= + +  

 Lotwick y Silverman (1982) desarrollaron la fórmula de la varianza para el caso 

bivariante. Sean  las funciones ( ) ( )1,b t a t  e ( )2a t  definidas para el caso univariante y 

( )2 1 2c n n n= + . Entonces, cuando las componentes del proceso son procesos homogéneos de 

Poisson independientes, se tiene: 

 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

12

21 22

1 2 1 1 2 2

ˆ

2 1 1 1 1

Var K t

n n A b t c c a t n c n c a t
−

=

 − − + − + − − 

 (5.14) 

 

1.4. Estimación de la intenisdad de segundo orden con integrales ponderadas. 

Recordemos que la K-función de un proceso estacionario está definida por 

 ( ) ( )2

2
0

2
t

K t s sdsπλ λ−= ∫  (5.15) 
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donde λ  y ( )2 sλ  son, respectivamente, las intensidades de primer y segundo orden. Por 

tanto, muchos problemas de inferencia no paramétrica para procesos puntuales se pueden 

resolver estimando la integral ponderada 

 ( ) ( ) ( )2

2
0

2
t

K t s s sdsφ πλ φ λ−= ∫  (5.16) 

donde ( )sφ  es una función adecuada para cada problema específico. En lugar de centrarnos 

en un problema concreto, vamos a ver el resultado general obtenido por Berman y Diggle 

(1989). 

 Expresamos ( )K tφ  como 

( ) ( )2
2K t J tφ πλ −=  

con 

 ( ) ( ) ( )2
0

t

J t s s sdsφ λ= ∫  (5.17) 

Usando integración por partes para evaluar ( )J t  y sustituyendo por la definición de ( )K t , se 

obtiene 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )12

0
2

t

J t K t t K s s dsλ π φ φ− ′= − ∫  (5.18) 

 Ahora es inmediato construir un estimados de ( )J t , pues ( )φ ⋅  es una función 

conocida y podemos sustituir λ  y ( )K t  por sus estimadores. En la práctica, la integral del lado 

derecho de la expresión (5.18) se resuelve por procedimientos numéricos. Este estimador es 

más estable que un estimador de ( )J s  construido a partir de (5.17). 

 

2. ESTIMACIÓN NO PARAMÉTRICA DE LA INTENSIDAD VARIABLE. 
 

2.1. Estimador núcleo de la intensidad.  

Supongamos que el conjunto de datos a estudiar son una realización parcial de un 

proceso de Cox y que queremos estimar una realización de ( )xΛ , es decir la intensidad del 

proceso. Un estimador muy sencillo e intuitivo consiste en contar, para cada localización x , el 

número de eventos a una distancia menor que h  de x  y reescalar por 2hπ , el área del disco 

de radio h . En la práctica es necesario ajustar este estimador para evitar el efecto frontera. 

Sea ( ),N x h  el número de eventos del proceso de Cox con distancia inferior a h  de x , 

entonces el estimador no paramétrico de la realización de ( )xΛ  viene dado por: 

 ( ) ( ) ( )2ˆ ,x N x h hλ π=  (5.19) 
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La primera cuestión que nos planteamos en el momento de aplicar este estimador es 

qué valor de h  se debe utlizar. Para elegir un h  adecuado se calcula el  mínimo error 

cuadrático  medio (MSE) del estimador.  

Diggle (1985b) obtiene la expresión del mínimo error cuadrático medio para un 

proceso de Cox estacionario e isotrópico. Si el proceso estocástico tiene media ( )( )E x λΛ =  y 

función de covarianzas ( )uγ , entonces el proceso de Cox tendrá intensidad λ  e  intensidad de 

segundo orden ( ) ( ) 2

2 u uλ γ λ= − . El error cuadrático medio de ( )xλ , será 

( ) ɵ ( ) ( )( )2MSE h E x xλ = −Λ  
 

donde la media se calcula respecto a la distribución de Cox, es decir respecto a ( )Λ ⋅  y a la 

realización del proceso condicionados  a ( )Λ ⋅ . Debido a la estacionariedad, ( )MSE h
 

es 

independiente de x . Tomando 0x =  y usando argumentos condicionales estándar, tenemos 

que 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

2

2
2 2

0 .

                . + . 0  

N

N N

MSE h E E N h

E Var N h E N h

π

π π

Λ

Λ

  = −Λ Λ =   

    = Λ Λ −Λ     

 (5.20) 

donde ( )0,N N h= . Dado que ( )0,N h  condicionado a ( )Λ ⋅  sigue una distribución de Poisson 

con media y varianza ( )
( )0,B h

x dxΛ∫   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 22

2

2 2 2

2 0 0

              2 0

MSE h E x dx h x y dydx x dx

h x y dydx x dx

π λ

λ π λ λ λ

Λ
 = Λ + Λ Λ − Λ Λ + =  

= + − − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
 

Ahora, usando que ( ) ( )2

2 x dx K hλ λ=∫ , se obtiene 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

2 20 1 2MSE h K h h h x y dydxλ λ λ π π λ
−

= + − + −∫ ∫  (5.21) 

 

como el primer termino de la expresión anterior no depende de h , el parámetro de suavizado 

óptimo para ( )MSE h  será el que minimice la expresión 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
2 2

21 2M h K h h h x y dydxλ λ π π λ
−

= − + −∫ ∫  (5.22) 

 

El primer término de (5.22) es función de la K de Ripley, que puede ser sustituida por un 

estimador ( )K̂ . Por otra parte, pasando a coordenadas polares, la integral doble del segundo 
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término puede transformarse en una integral análoga a (5.15) y puede ser estimada como se 

indica en  la sección 1.4. 

  Diggle y Marron (1988) demuestran la equivalencia entre el método de validación 

cruzada para calcular la ventana optima en la estimación no paramétrica de la densidad y el 

MSE para la intensidad de un proceso de Cox. Esta equivalencia permite obtener y acotar la 

expresión asintótica del  ( )MSE h . 

Hasta ahora no se ha tenido en cuenta el efecto frontera en el  estimador ( )ˆ xλ . La  

forma más natural de solucionar el problema es cambiar el denominador 2hπ  por el área de la 

intersección del disco con la región de estudio. Así, si se observa una realización del proceso en 

la  región A  y ( ),B x h es el disco de centro x  y radio h , el estimador corregido será 

 ( ) ( ) ( )ˆ , ,x N x h A B x hλ = ∩  (5.23) 

 

Se puede  interpretar ɵ ( )xλ  como un estimador tipo núcleo. Dadas las observaciones 

{ }, 1,...,ix A i n∈ = , tenemos 

ɵ ( ) ( )( )2 1

1

n

i

i

x h k h x xλ − −

=

= −∑  

donde la función núcleo 

 ( ) ( ) 1
2 , 1

        0  , 1

u u
k u

u

π
− ≤

= 
>
 (5.24) 

es una densidad bivariante, radialmente simétrica. Si queremos construir un estimador más 

suave, se puede utilizar otro núcleo, por ejemplo: 

( ) ( )2213 1k u uπ −= −  

 Debemos tener en cuenta que cuando se cambia el núcleo también hay que cambiar el 

valor de h . Para tener estimadores comparables, se toma un parámetro de suavizado que 

haga coincidir la varianza de ambas densidades. 

Una vez aplicada la corrección del efecto frontera al estimador núcleo, se obtiene la 

siguiente expresión: 

 ɵ ( ) ( ) ( )
1

n

h h
A

i

x k u k x dxλ
=

=∑ ∫  

siendo ( ) ( )2

hk u h k u h
−= . 
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Cowling, Hall y Phillips (1996)  aplican estimación tipo núcleo y desarrollan teoría 

asintótica para el MSE del estimador de la intensidad y su versión bootstrap para procesos 

inhomogéneos de Poisson, en lugar de  procesos de Cox.  

2.2. Estimación bootstrap de la intensidad de un proceso puntual inhomogéneo 

en ℝ  

En esta sección se introduce la  teoría asintótica para el MSE del estimador de la 

intensidad y su versión bootstrap para procesos inhomogéneos de Poisson en ℝ desarrollada  

por Cowling, Hall y Phillips (1996).  

Dada una realización ( )1,..., nx x
 

de un proceso de Poisson no necesariamente 

estacionario con intensidad ( )xλ en el intervalo [ ]0,1 , el estimador núcleo de la intensidad es: 

( ) ( ) ( )( )1

1 1

ˆ
n n

h h i i

i i

x k x x h k x x hλ −

= =

= − = −∑ ∑  

k  ahora es una función núcleo unidimensional.  

Se establece la siguiente condición de consistencia para la intensidad: si lλ µ= donde 

μ es una función fija y l un escalar,  entonces:   

lim 0
ˆ  

lim

l

l

h
l

hl
λ µ →∞

→∞

=
→ ⇔ 

= ∞
 

Bajo la condición anterior, para un núcleo de orden 2, si µ′′  existe y es continua, tenemos las 

siguientes aproximaciones para sesgo y varianza: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2ˆ ˆ  
2

h
B u k u du x B O h lλ λ λ′′ ⇒ =∫≃  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1ˆ ˆ  V h x k u du V O h lλ λ λ− −⇒ =∫≃  

Por tanto, el MSE, será: 

 ( )
42

2 2 1 2ˆ
4

k

h
MSE E d h kλ λ λ λ−′′= − + ∫∼  

donde  ( )2

kd t k t dt= ∫ . La ventana óptima  correspondiente: 

( ) ( )1 5 1 5
2 2 1 5 2 2 2

MSE k kh k d l k dλ λ µ µ−′′ ′′= =∫ ∫  

que es análoga a la ventana óptima en densidades.  

 Integrando la expresión del MSE, se obtienen el MISE y su ventana óptima: 
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 ( ) ( ) ( )
42

2 2 1 2ˆ
4

k

h
MISE E d h kλ λ λ λ−′′= − +∫ ∫ ∫ ∫∼  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
1 5 1 5

2 2 2 1 5 2 2 2

MISE k kh k d l k dλ λ µ µ−′′ ′′= =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

   Cowling, Hall y Phillips (1996) proponen utilizar bootstrap suavizado para heredar las 

propiedades de regularidad del estimador núcleo y poder aproximar el MSE y su ventana 

óptima. El método de remuestreo propuesto es el siguiente: 

1. Generar ( )* ˆ
iX Poisson λ∼ . 

2. El proceso de Poisson bootstrap será{ }** *

1 ,..., N
x x , donde ( )( )* 1N Poisson Λ∼ , siendo 

( ) ( )
0

ˆ
x

x y dyλΛ = ∫ . 

También se puede expresar  como sigue: 

1. ( )( )* 1N Poisson Λ∼  

2. * * * ,  1,...i i iX Y hZ i n= + = , donde: 

2.1. *

iY  se eligen por muestreo con reemplazamiento en ( )1,..., nx x  

2.2. *

iZ  i.i.d. k . 

El estimador bootstrap de la intensidad, será: 

( ) ( ) ( )( )* * 1 *

1 1

ˆ
n n

h h i i

i i

x k x x h k x x hλ −

= =

= − = −∑ ∑  

y su esperanza es: ( ) ( )*

*
ˆ ˆ
hE x hy y dyλ λ δ Χ = −

  ∫ . 

 A menos que los datos estén próximos entre sí, no se puede  construir un estimador de 

λ utilizando solo información local. Por tanto, se adopta un modelo asintótico que, como se ha 

visto, asegura la consistencia del estimador ( ) ( )x l xλ µ= . Cuando l →∞  estamos 

aumentando la intensidad del proceso, es decir, el número esperado de eventos por unidad de 

área. Recordemos que en el caso de densidad se aumentaba el número de observaciones.  

 Este modelo asintótico permite  construir una aproximación Gaussiana de λ̂  

suficientemente precisa para desarrollar teoría límite de primer orden. Así se demuestra que 

( ) ( )1 21 2ˆ ˆ 0,E N hλ λ λ δ− − →  
 ∫  y que su versión bootstrap estima de forma consistente esta 

distribución. También nos permite desarrollar las expresiones asintóticas de sesgo y varianza 

correspondientes a ambos estimadores.  Así, se demuestra que  para un núcleo de orden 2  y si 
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µ′′  existe y es continua,  el MSE boostrap aproxima el MSE   del estimador con probabilidad 1, 

dando lugar a la expresión 

( ) ( ) ( ) ( )
42

* * 2 2 2 1 2 4 2

*
ˆ ˆ

4
k

h
MSE E d l x h l x k o h lλ λ µ µ−′′= − Χ = + +∫  

 

2.3. ESTIMACIÓN DE LA INTENISDAD PARA LOS DATOS DE FUEGOS. 

Una vez que los contrastes de CSR nos han llevado a rechazar la hipótesis  de que 

nuestros datos se ajusten a un proceso homogéneo de Poisson, el siguiente paso del análisis 

será estimar la intensidad variable del conjunto de datos  que, como  se ha visto anteriormente 

permitirá estimar la K-función inhomogénea. 

En este caso se ha aplicado el método no paramétrico implementado en Spatstat,  que  

utiliza el núcleo  Gaussiano: 

 ( )
2 2

1 2

2 2

1
exp

2 2

x x
k xσ πσ πσ

 +
= − 

 
  

Donde la desviación típica del núcleo, σ, actúa como parámetro de suavizado.  

Para seleccionar la ventana óptima, se ha tomado como referencia el método 

bootstrap propuesto por Cowling, Halli y Philips (1996) que permite aproximar el MSE del 

estimador aplicando bootstrap suavizado. En esta aplicación se  ha obtenido la ventana óptima 

a partir de la aproximación bootstrap del MISE  mediante el siguiente procedimiento de 

remuestreo: 

1. Calcular el estimador de la intensidad con núcleo Gaussiano: 

ɵ ( ) ( ) ( )1

1

n

A
i

x k u k x dxσ σ σλ
=

=∑ ∫  

tomando como ventana piloto la utilizada por defecto en Spatstat, esto es: 

( ) ( ){ }1 1 2

1
min ,
8

rango X rango Xσ =  

2. Para cada  posible valor de la ventana σ.   

a. Fijado B, generar B  realizaciones *

bX  
del proceso inhomogéneo de Poisson 

con intensidad  ɵ ( )1
xσλ .  El método utilizado para realizar las simulaciones 

consiste en  simular un proceso de Poisson con intensidad ɵ ( )10 max
x A

xσλ λ
∈

= , y 

mantener cada evento en X con probabilidad ( ) 0xλ λ . 
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b. Calcular el estimador no paramtrico de la intensidad para cada réplica, 

ɵ ( )
*

,b xσλ  

c. Calcular el MISE bootstrap: 

 ( ) ɵ ( ) ɵ ( )( )1

2*
*

,

1

1 B

b

b A

MISE x x dx
B

σ σσ λ λ
=

= −∑∫  

3. La ventana óptima será la que minimice el MISE*. 

( )*

0
minopt MISE
σ

σ σ
>

=  

 Debemos recordar que en esta aplicación se está extendiendo teoría desarrollada en 

ℝ  a procesos puntuales espaciales en 2
ℝ .  Por otra parte,  como se puede ver en la 

explicación del método boostrap, el algoritmo  utilizado para generar las réplicas se basa en un 

procedimiento de aceptación-rechazo.  Aunque en este caso se han obtenido resultados 

razonables con el procedimiento aplicado,  en el futuro sería conveniente desarrollar un 

método bootstrap suavizado  para procesos puntuales espaciales y justificar formalmente la 

convergencia del MISE*  al MISE.  

Se ha aplicado el algoritmo anterior a cada uno de los conjuntos de datos que estamos 

estudiando. En este caso se han realizado 100B =  simulaciones para cada una de las 100 

ventanas equidistantes propuestas entre 1 y 12km, el valor de la ventana piloto es 

aproximadamente 5.5 km. Para cada diseño se ha obtenido el gráfico de σ frente al MISE* y el 

estimador no paramétrico de la intensidad correspondiente a la ventana óptima obtenida 

mediante el algoritmo propuesto.  

 Observando el estimador de la intensidad obtenido para todos los fuegos registrados 

en el periodo 1991-2008, se tiene que en la mayor parte del distrito la intensidad del proceso 

es superior a 61.5 10−× fuegos/m2, es decir que se han registrado al menos 1.5 fuegos por km2. 

Debemos destacar que la zona sureste del distrito, formada por los municipios de Navia de 

Suarna y Pedrafita do Cebreiro, es la más conflictiva, llegando a alcanzarse los 6 fuegos/km2. 

Las causas de estos fuegos se encuentran en la conflictividad existente a causa de las disputas 

de propiedad y gestión de la tierra. En esta zona se han catalogado gran cantidad de superficie 

de monte como Monte Vecinal en Mano Común (mvmc) lo cual es incorrecto, pues no se trata 

de montes vecinales sino de montes de baras o voces que es un tipo de monte de proindiviso 

no reconocido hasta fechas recientes por la legislación. También hay otro pico en el centro del 

distrito, que corresponde a los montes que limitan entre los municipios de Baleira, Baralla, 

Becerreá y Navia. En esta zona la causalidad es en gran medida similar al caso anterior, con la 

incorporación de un factor como es la ganadería extensiva que aprovecha el monte durante 

algunas épocas del año, sobre todo en verano, provocando los incendios de primavera.  
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 El análisis de los fuegos registrados según tipo, gráficos 2-5 confirma la conflictividad 

del sureste del distrito al ser la zona con mayor probabilidad tanto de incendios como de 

quemas, en cuanto a los conatos, la región donde se ha registrado una mayor actividad es más 

amplia, pues abarca tanto el centro como el sureste del distrito. Las causas de este 

comportamiento de los diferentes tipos de eventos hay que buscarlas en las diferentes 

condiciones orográficas, poblacionales y de los usos del suelo. Todo conato es potencialmente 

un incendio a menos que se extinga. Por tanto, la facilidad y rapidez en la extinción juega un 

papel clave en este proceso. La zona central del distrito, presenta conflictividad, pero el hecho 

de ser una zona más llana, con más núcleos habitados y con mayor fragmentación de los usos 

del suelo contribuye a que los conatos no pasen a incendios. 
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Gráfico 1: Selección de ventana  y estimador no paramétrico de la intensidad para los fuegos registrados en el 
periodo 1991-2008. 
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Gráfico 2: Selección de ventana  y estimador no paramétrico de la intensidad para los conatos registrados en el 
periodo 1991-2008. 
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Otro aspecto interesante en este estudio es el análisis de la distribución espacial de los 

fuegos clasificados por causa.   

A continuación se muestran las intensidades estimadas, gráficos 5-7,  correspondientes 

a fuegos intencionados (4153), con causa natural (279) y con causa desconocida (197). 

Destacar que la gran mayoría de los fuegos han sido intencionados, asimismo la mayoría de los 

fuegos catalogados como debidos a causa desconocida son intencionados. Estos factores hay 

que tenerlos muy en cuenta para explicar posteriormente el comportamiento en la zona del 

fuego. Los fuegos naturales, presentan un carácter aleatorio y afectan principalmente a 

aquellas zonas en las que no se producen incendios intencionados, esto es debido a que el 
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Gráfico 3: Selección de ventana  y estimador no paramétrico de la intensidad para los incendios registrados en el 
periodo 1991-2008. 

Gráfico 4: Selección de ventana  y estimador no paramétrico de la intensidad para las quemas registrados en el 
periodo 1991-2008. 
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monte se encuentra en excelentes condiciones para arder a causa de la gran cantidad de 

materia vegetal que acumula porque antes no ha ardido. Por el contrario en los montes en que 

existen causas antrópicas los pirómanos seleccionan las zonas que desean quemar 

reiteradamente, lo cual supone un determinismo en la distribución de los incendios. 

Observando las intensidades estimadas, se tiene que la intensidad de los fuegos intencionados 

es muy similar a la del total de fuegos, observándose los mismos puntos conflictivos en el 

sureste y en el centro del distrito.  Los fuegos debidos a causas naturales muestran menos 

variabilidad a lo largo de la región si bien su intensidad no llega a ser homogénea, recordemos 

que el test Chi-cuadrado aceptaba la hipótesis nula de intensidad constante para este conjunto 

de datos. En este caso la región con mayor intensidad es el norte de distrito. Por último, los 

fuegos debidos a causas desconocidas, al igual que los que han sido provocado por causas 

naturales, no presentan mucha variabilidad, observándose en este caso dos focos más activos 

situados en el sureste y en el norte de la región. 

 

 

 

 

INTENCIONADO 1991-2008, sigma=3200

0
1
e
-0
6

2
e
-0
6

3
e
-0
6

4
e
-0
6

5
e
-0
6

6
e
-0
6

CAUSA NATURAL 1991-2008, sigma=5100

5
e
-0
8

1
e
-0
7

1
.5
e
-0
7

2
e
-0
7

2
.5
e
-0
7

3
e
-0
7

2000 4000 6000 8000 10000 12000

1
e
-0
4

2
e
-0
4

3
e
-0
4

4
e
-0
4

5
e
-0
4

6
e
-0
4

7
e
-0
4

INTENCIONADO 1991-2008: seleccion de ventana

h

s
o
p
t1
$
m
is
e
h
a
t

Gráfico 5: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para fuegos intencionados 
registrados en el periodo 1991-2008 
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Gráfico 6: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para los fuegos debidos a causas 
naturales registrados en el periodo 1991-2008 
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 Por último, se han analizado los fuegos registrados en un solo año, 1992. Así, además 

de reducir el coste computacional y el número de eventos repetidos, se facilita la 

interpretación de los patrones desde el punto de vista de práctico.  Se ha elegido el año 1992 

por ser el más conflictivo con 879 fuegos registrados. 

Los gráficos 8-11, en los que se presentan el MISE bootstrap para las ventanas 

propuestas y la intensidad obtenida con la ventana óptima, muestran que  la distribución de 

los fuegos en 1992 es similar a la observada en todo el intervalo 1991-2008. Así, el sureste de 

la región aparece de nuevo como la zona con más actividad, al ser la que registra mayor 

número de fuegos y donde la intensidad de los incendios es también notablemente superior a 

la observada en el resto de la región. . Estos resultados explican una vez más la importancia de 

la causa humana o provocada para la puesta en marcha de incendios y  cómo esta situación es 

endémica en ciertos municipios y parroquias.  
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Gráfico 7: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para fuegos con causa desconocida 
registrados en el periodo 1991-2008 
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Gráfico 9: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para los conatos registrados en 1992 
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Gráfico 8:  Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para los fuegos registrados en 1992 
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Gráfico 10: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para los incendios registrados en 
1992 

Gráfico 11: Selección de ventana y estimador no paramétrico de la intensidad para quemas registradas en 1992 
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PROCESOS INHOMOGENEOS 
 

1. K- FUNCIÓN PARA PROCESOS INHOMOGÉNEOS. 

En el capítulo 3 se ha contrastado la aleatoriedad espacial completa, tanto para el  

total de fuegos registrados  como para los fuegos registrados según tipo y causa en el periodo 

1991-2008.  Tras aplicar un contraste Chi-cuadrado y tests basados en la distribución de 

espacio vacío, distribución de vecino más próximo y K-función, se ha concluido que no 

podemos suponer CSR en ninguno de los diseños estudiados. En concreto el test chi-cuadrado 

indica que la intensidad de estos procesos no es constante. Por tanto, si queremos analizar la 

existencia de  interacciones entre eventos, debemos utilizar técnicas alternativas a los 

contrastes de CSR para procesos homogéneos. 

Para extender el análisis de segundo orden del proceso al caso no homogéneo, se 

introduce la K-función inhomogénea. Así se elimina la hipótesis de intensidad constante, 

aunque pueden seguir manteniéndose estacionariedad e isotropía, en particular el proceso 

debe ser estacionario reponderado de segundo orden.  La interpretación de la K-función 

inhomogénea es la misma que se tenía en el caso homogéneo, salvo que ahora la intensidad 

no es constante, sino que depende de la localización de los eventos, ( )ixλ  es el valor de la 

intensidad variable en xi. Como hemos visto en el capítulo anterior, la K-función  inhomogénea 

se define como: 

  

 ( )
( )
( ) ( )( ) { }

hom

\

1

i j i

i j

in

x X A x X A x i j

I x x t
K t E

A x xλ λ∈ ∩ ∈ ∩

 − ≤
 =
 
 
∑ ∑  (6.1) 

Donde A es un conjunto de Borel acotado en 2
ℝ , I() es la función indicador, X es el proceso 

puntual y r la máxima distancia entre pares de eventos xi, xj.   

 Baddeley et al (2000) propusieron el siguiente estimador puntual insesgado de la K-

función inhomogénea: 

 ( )
( )
( ) ( )( ) { }

hom

\

1ˆ
ˆ ˆ

i j i

i j

in

x X A x X A x i j ij

I x x t
K t

A x x wλ λ∈ ∩ ∈ ∩

− ≤
= ∑ ∑  (6.2) 

donde 
ijw es el corrector del efecto frontera. 

 Al igual que en el caso homogéneo también se puede transformar la K-función 

mediante: 
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 ( ) ( )hom homin inL t K t π=  

Esta función verifica que, bajo CSR ( )hominL t t= , para la K-función teníamos ( ) 2

hominK t tπ= .  

 Una vez estimada la K inhomogénea  para el proceso observado, ( )hom,1
ˆ
inK t  se puede 

aplicar un contraste de CSR basado en esta función. Se calcula la K-función ( )ˆ ,  2,...,iK t i s= , 

para s-1  simulaciones independientes de un proceso con intensidad estimada ( )ˆ xλ   y se 

definen las envolturas superior e inferior: 

 ( ) ( ){ }hom,
2:...

ˆmax in i
i s

U t K t
=

=   

 ( ) ( ){ }hom,
2:...

ˆmin in i
i s

L t K t
=

=  

Representar gráficamente la K-función de los datos observados ( )hom,1
ˆ
inK t  junto con las 

envolturas superior e inferior, proporciona un test gráfico de CSR. Así, valores de la K-función 

empírica mayores que la envoltura superior o menores que la inferior indican, 

respectivamente, diseño agregado o regular. De modo análogo se puede plantear el test 

basado en la L-función inhomogénea.  

  Para calcular Kinhom se necesita estimar previamente la  intensidad en cada evento. Un 

estimador adecuado de la intensidad variable del proceso se puede obtener mediante el 

ajustar de un modelo paramétrico o bien aplicando estimación no paramétrica.  

El primer método consiste en ajustar un modelo que explique tanto la tendencia 

espacial como las interacciones entre eventos. Cuando no hay interacción entre eventos se 

puede ver que los modelos paramétricos donde el logaritmo de la intensidad es un polinomio 

pueden explicar convenientemente la intensidad de los procesos correspondientes a todos los 

fuegos y también los relativos a cada tipo o causa. La expresión formal de la intensidad 

asociada a estos modelos es: 

 ( ) { },exp T

x mx pλ θ=  

Donde px,m es un polinomio de orden m en 2
ℝ  y θ es el vector de coeficientes asociado al 

polinomio. Estos coeficientes se obtendrán mediante el método de ajuste de modelos por 

máxima pseudoverosimilitud implementado en Spatstat. 

 El segundo método  de estimación de la intensidad variable es la construcción de un 

estimador tipo núcleo de λ, su expresión es: 

 ( )
( )

( )
( )

( )( )2
1 1

1 1ˆ
n n

h h i i

i ih h

x k x X k x X h
p x p x h

λ
= =

= − = −∑ ∑  

Donde k es la función núcleo,  h el parámetro de suavizado y ( ) ( )( )2

h

A

p x h k x u h du= −∫   es el 

corrector de efecto frontera. Spatstat utiliza un núcleo Gaussiano donde σ actúa como 

parámetro ventana. Así valores de σ grandes nos llevan a un sobresuavizado, aproximando la 
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intensidad a una constante, mientras que valores demasiado pequeños  introducen demasiada 

variabilidad reflejando tendencia local en lugar de global. 

 

2. APLICACIÓN A FUEGOS. 

Una vez que el test Chi-cuadrado, aplicado a los distintos conjuntos de datos objeto de 

estudio, nos lleva a rechazar la hipótesis de intensidad constante, es recomendable utilizar la 

K- función inhomogénea para contrastar la hipótesis de independencia entre eventos.  

Para aplicar el contraste de CSR, se ha calculado la K-función inhomogénea utilizando 

el estimador no paramétrico de la intensidad propuesto en el capítulo anterior.  Junto con los 

gráficos obtenidos para la K de Ripley inhomogénea vuelven a presentarse los 

correspondientes al K-test  bajo la hipótesis de homogenidad para ver si nos conducen a 

conclusiones similares. 

En primer lugar. se han analizado todos los fuegos registrados entre 1991 y 2008. El 

test basado en la K-función inhomogénea muestra indicios de agregación para eventos 

situados a menos de 4 km. Si comparamos este resultado con el obtenido al suponer 

intensidad constante, el K-test homogéneo daba una mayor evidencia de diseño agregado al 

ser mayor la distancia entre la K-función observada y envoltura superior. 

 

 

Gráfico 1: K test homogéneo e inhomogéneo,  para fuegos. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  
distribución media de las simulaciones ( rojo) 

 

 En los gráficos 2-5 se presentan los tests para los datos clasificados en función de la 

causa del fuego. Si comparamos los tests homogéneos e inhomogéneos para cada diseño, 

vemos que la evidencia en contra de CSR es mucho mayor cuando se supone intensidad 

constante.  Respecto al test basado en la K-función inhomogénea, para las tres causas posibles 

de fuegos vemos un ligero indicio de diseño agregado con radio de interacción próximo a 2 km 
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e  independencia a partir de esa distancia. El hecho de que para distancias grandes la K-función 

empírica esté por debajo de las bandas de confianza, que se interpretaría como inhibición 

entre fuegos a esas distancias, debe observarse con cautela, ya que  con t aumentan las 

fluctuaciones de la K-función  y  además no es realista estudiar los efectos de modelos que 

operan a la  misma escala que las dimensiones de la región de estudio. 

   

Gráfico 2: K test homogéneo y no homogéneo, no paramétrico (centro) y paramétrico (derecha) para fuegos 
intencionados. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Gráfico 3: K test homogéneo y no homogéneo para fuegos debidos a causas naturales. Distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Por último, en los gráficos 5-7, se muestran los resultados de los tests aplicados a los 

diseños correspondientes a fuegos clasificados en función de la superficie quemada. Al 

comparar los test, se observa de nuevo una mayor evidencia en contra de CSR cuando 

suponemos intensidad homogénea.  Si nos fijamos en los gráficos correspondientes al K-test 

inhomogéneo, la K-función para conatos se mantiene dentro de las envolturas, por lo que 

podemos decir que el proceso inhomogéneo refleja el comportamiento de  estos fuegos. Para 

incendios y quemas  la K-función empírica se mantiene ligeramente por encima de la envoltura 

superior correspondiente, indicando diseño agregado para estos dos tipos de fuegos, los radios 

de interacción correspondientes son 2 km para incendios y 8 km para quemas. 
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Gráfico 4: K test homogéneo y no homogéneo para fuegos con causa desconocida. Distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Gráfico 5: K test homogéneo e inhomogéneo para conatos. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  
distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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 Al comparar los resultados obtenidos con el K-test homogéneo y el K-test 

inhomogéneo, se ha visto que cuando suponemos intensidad constante la evidencia en contra 

de CSR es mucho mayor. Esto sucede porque en el caso homogéneo la diferencia respecto a 

CSR puede  ser debida tanto a la interacción entre datos como a la tendencia espacial. Por 

tanto, cuando se rechaza la hipótesis de CSR para un proceso homogéneo es recomendable 

repetir el análisis asumiendo intensidad no constante antes de plantear un modelo con 

interacciones. 

 A continuación se muestran los resultados obtenidos para el análisis de datos 

correspondiente a los fuegos registrados en 1992, al limitarnos a un único año  se ha eliminado 

el problema del coste computacional, se ha reducido considerablemente el número de eventos 
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Gráfico 6: K test homogéneo y no homogéneo para fuegos. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  
distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Gráfico 7: K test homogéneo y no homogéneo para quemas. Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) 
(verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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repetidos y  se mejora la interpretación práctica de los resultados. La K-función inhomogénea 

de cada patrón se ha obtenido a partir del estimador no paramétrico de la intensidad variable. 

 En el gráfico 8 se muestran los K-test correspondientes a los 879 fuegos registrados en 

1992. El K-test homogéneo indica claramente diseño agregado, mientras que cuando no se 

supone intensidad constante tenemos solo ligeros indicios de clustering, por la proximidad de 

la distribución observada a la envoltura superior, para radios inferiores a 3 km. 
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Gráfico 8: K test homogéneo e inhomogéneo para los fuegos registrados en 1992. Distribución empírica (negro), 
L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Gráfico 9: K test homogéneo e inhomogéneo para los conatos registrados en 1992. Distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 



 
94 

 

 

 

 

 Si analizamos los datos en función de la superficie quemada. En el caso homogéno 

vuelven a verse evidencias claras de diseño agregado para cada uno de los tipos de fuego. 

Según el contraste inhomogéneo  podría aceptarse que la distribución de los conatos se 

corresponde con un proceso inhomogéneo de Poisson, mientras que tanto incendios como 

quemas muestran indicios de  diseño agregado con radios de  interacción de 4 km y 3 km 

respectivamente.  

Respecto a los fuegos clasificados según causa se ha estudiado únicamente la 

distribución de los incendios intencionados al contar con muy pocos datos para causa natural 

(22) o desconocida (21). Dado que los fuegos intencionados en este caso representan el 95% 

del total de fuegos registrados en 1992,  los resultados de los test son prácticamente iguales a 

los vistos en el gráfico 9 para el conjunto total. Así, vemos de nuevo que si suponemos 
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Gráfico 10: K test homogéneo e inhomogéneo para los incendios registrados en 1992. Distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 

Gráfico 11: K test homogéneo e inhomogéneo para las quemas registradas en 1992. Distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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homogeneidad se sobreestima la agregación y en el caso inhomogéneo se ven indicios de 

clustering con radio de interacción de 2 km. 

 

 

 

 

3. PROCESOS PUNTUALES MULTITIPO 

La base de datos de incendios es un proceso puntual espacial marcado por, entre otras 

variables,  año, causa y tipo de fuego. La interacción espacial entre dos tipos de eventos 

sucede cuando  los eventos de distintos tipos aparecen más próximos o alejados de lo que se 

espera cuando se asume que ambos procesos son independientes. Cuestiones como “¿están 

los fuegos registrados en 1995 cerca o lejos de los de 1994?”, “ ¿se han registrado incendios 

cerca de los conatos?” pueden responderse analizando la  función K-cross que mide el número 

esperado de eventos de tipo 2 en un entorno de un evento arbitrario de tipo 1. A continuación 

se recuerda la definición formal de esta función y se presentan los contrastes de 

independencia para procesos multivariantes que hemos utilizado, junto con los resultados 

obtenidos al aplicar estos tests de independencia a los datos. 

 

3.1. Función K-cross 

Como ya se ha visto anteriormente, la función K-cross es la extensión de la K-función a 

procesos puntuales con marcas. Para un proceso puntual con intensidad constante para cada 

tipo de eventos, la  función K-cross se define como:  
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Gráfico 12: K test homogéneo e inhomogéneo para los fuegos intencionados registradas en 1992. Distribución 
empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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 1
eventos de tipo j a una distancia menor que t 

( )
            de un evento de tipo i arbitrario

ij jK t Eλ −  
=  

 
 (6.3) 

 

donde λj es la intensidad (constante) del proceso marginal formado por los eventos de tipo j.  Si 

el proceso bivariante es estacionario, además de homogéneo, entonces ( ) ( )ij jiK t K t=   

En la sección 1.3 del capítulo anterior se introduce el estimador de K-cross para 

procesos puntuales homogéneos. Adoptando la notación de Schabenger & Gotway (2006), el 

estimador de Kij para un conjunto de eventos de tipos i y j, con intensidades constantes 

respectivas λi, λj  observadas en la regíon A, viene dado por la expresión:  

 ( ) ( )11 1ˆ
ˆ ˆ k lij x x k l

k lj i

K t w I x y t
Aλ λ

−= − ≤∑∑  (6.4) 

donde 
k lx yw

 
es el corrector del efecto frontera y ˆ

iλ , ˆ
jλ los estimadores empíricos de la 

intensidad constante de cada uno de los procesos marginales. Este es el estimador de máxima 

verosimilitud para un  proceso homogéneo de Poisson.  

 Si los procesos puntuales univariantes no son homogéneos se puede obtener un 

estimador de la función K-cross inhomogénea sustituyendo en (6.4)  ˆ
iλ  y ˆ

jλ  por estimadores 

no paramétricos de las intensidades marginales. 

Cuando hay independencia entre los dos tipos de eventos se verifica que ( ) 2

ijK t tπ=  

independientemente del diseño marginal de cada uno de los procesos. Esta propiedad sugiere 

la elaboración de un contraste de independencia basado en la función K-cross análogo al K-test 

de CSR para procesos univariantes.  En lugar de aplicar el test basado en la K-cross es habitual 

utilizar la L-cross 

 ( )
( )ij

ij

K t
L t

π
=  

Esta función verifica que bajo independencia de los dos tipos de eventos ( )ijL t t= , 

proporcionando un test gráfico de interpretación más sencilla que el basado en la K-función.  

 

3.2. Análisis de interacción de los datos. 

La experiencia nos dice que los pirómanos intentan provocar un incendio 

reiteradamente hasta que lo consiguen. Un modo de ver si esto se refleja en nuestros datos es 

el análisis de interacciones entre distintos tipos de fuegos, donde los conatos o quemas  serían 

los intentos previos al incendio. Con este fin se han aplicado dos tests gráficos basados en la   

K-cross. En primer lugar, se ha supuesto homogeneidad en los procesos unidimensionales y, a 

continuación, se ha aplicado el test inhomogéneo tomando como estimadores de las 
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intensidades marginales obtenidas en el capítulo anterior. A continuación se presentan,  

gráficos 13-15, los resultados de la aplicación de ambos test a cada uno de los diseños. 
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Gráfico 13: K-cross test para el par incendios-conatos. Izquerda: K-función homogénea, distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde), Media de las simulaciones (rojo). Derecha: k-función inhomogénea, distribución 
empírica (negro) ,L(t) (verde), U(t) (rojo). 

Gráfico 14: K-cross test para el par incendios-quemas. Izquerda: K-función homogénea, distribución empírica 
(negro), L(t) (azul), U(t) (verde), Media de las simulaciones (rojo). Derecha: k-función inhomogénea, distribución 
empírica (negro) ,L(t) (verde), U(t) (rojo). 
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Lo primero que se observa en estos gráficos es que, al igual que en el caso 

unidimensional, si suponemos homogeneidad cuando no la hay, el test basado en la función K-

cross interpreta como interacción lo que en realidad es tendencia. Así, mientras para los 

gráficos correspondientes al test homogéneo la distancia entre la K-cross observada y la 

envolura superior es muy grande, en el test inhomogéneo esta distancia se reduce 

considerablemente, aun así siguen viéndose indicios de atracción entre los distintos tipos de 

fuegos. Los radios de interacción observados son 3 km para incendio- conato y  5 tanto para 

incendio-quema como para conato-quema. 

Se ha realizado el mismo análisis para los fuegos registrados en 1992  ya que la 

interpretación de los resultados es más sencilla si consideramos fuegos de un único año, al 

estar midiendo interacción entre eventos próximos en el tiempo.  

En los gráficos 16-18 volvemos a ver como al suponer homogeneidad el contraste 

identifica como interacción lo que en realidad es tendencia. En los contrastes basados en la K-

cross inhomógenea la distribución observada es mayor que la envoltura superior, indicando 

interacción positiva entre los distintos pares de procesos. Los radios de interacción observados 

son 3 km para incendio-conato y  4 tanto para incendio-quema como para conato-quema. 

Ahora, al contar con datos de un único año y dado que un alto porcentaje de los fuegos son 

provocados, se puede decir que este resultado avala la teoría de  que los pirómanos intentan 

provocar un incendio varias veces, quemas y conatos, en la misma zona hasta que finalmente 

lo consiguen.  

0 2000 4000 6000 8000 10000

0
.0
e
+
0
0

1
.0
e
+
0
8

2
.0
e
+
0
8

3
.0
e
+
0
8

1991-2008, CONATO-QUEMA: K-test NP

Kenv$K$r

K
e
n
v
$
K
$
b
o
rd
e
r

0 2000 4000 6000 8000 10000

0
e
+
0
0

1
e
+
0
8

2
e
+
0
8

3
e
+
0
8

4
e
+
0
8

1991-2008, CONATO-QUEMA: K-test

r 

K
C
O
N
A
T
O,

 Q
U
E
M
A(r

)

Gráfico 15 : K-cross para el par conato-quema. Izquierda: K-función homogénea, distribución empírica (negro), 
L(t) (azul), U(t) (verde), Media de las simulaciones (rojo). Derecha: k-función inhomogénea, distribución 
empírica (negro) ,L(t) (verde), U(t) (rojo). 
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Gráfico 16: K-cross test homogéneo e inhomogéneo para el par incendios-conatos registrados en 1992. 
Distribución empírica (negro), L(t) (rojo), U(t) (verde)  
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Gráfico 17: K-cross test homogéneo e inhomogéneo para el par incendios-quemas registrados en 1992.
Distribución empírica (negro), L(t) (azul), U(t) (verde)  distribución media de las simulaciones ( rojo) 
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Otro de los aspectos de gran interés en este estudio es analizar la relación entre las 

localizaciones de los fuegos entre años, tanto consecutivos como a distancias mayores.  En 

esta ocasión, para analizar la dependencia entre eventos en función del año, se ha utilizado el 

L-índice, definido por Genton et al (2006), que nos permite presentar en un único gráfico el 

estudio para varios años.  Para un proceso homogéneo de Poisson, el L-índice es una 

aproximación del área entre  ( )ˆ
ijL t  y la línea de referencia, esto es ( )ijL t t=  que se obtiene 

sumando ( )ˆ
ijL t t− , en este caso para valores de t menores que 11 km. Este índice resulta de 

gran utilidad para comparar la evolución del área entre ( )ˆ
ijL t  y t para una sucesión de pares 

de años situados a la misma distancia.  

Igual que se analiza la relación entre distintos tipos de fuegos, también se va a estudiar 

la independencia suponiendo tanto homogeneidad como intensidad no constante en cada uno 

de los procesos marginales y calculando el L-índice correspondiente a cada una de las 

situaciones.  Junto con los L-índices se han simulado las envolturas superior e inferior. Si 

suponemos que ambos procesos son homogéneos de Poisson, se estiman las intensidades 

marginales   ˆ
iλ  y ˆ

jλ , se simula un proceso de Poisson para cada una de las intensidades. Los 

puntos simulados con ˆ
iλ  se etiquetan con la marca i y los simulados con ˆ

jλ  con la marca j . 

Estos dos conjuntos de puntos de combinan para generar un único proceso. Este 

procedimiento se repite 100 veces y se calcula ( )ˆ
ijL r  para cada simulación, el máximo y el 

mínimo de las 100 ( )ˆ
ijL r  serán, respectivamente, la envoltura superior e inferior.  Si para el 

proceso observado ( )ˆ
ijL r  es mayor que la envoltura superior o menor que la inferior 

tendremos, respectivamente, atracción o inhibición entre los dos tipos de eventos. 

 Cuando el proceso no es homogéneo, se aplica el mismo algoritmo sustituyendo el 

estimador de la intensidad constante por un estimador de la intensidad variable tanto en el 
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Gráfico 18: K-cross test homogéneo e inhomogéneo para el par conatos-quemas registrados en 1992.
Distribución empírica (negro), L(t) (rojo), U(t) (verde)  
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cálculo de ( )ˆ
ijL r  como en las simulaciones para obtener las envolturas, aquí se ha utilizado 

estimación no paramétrica. 

 Observando los datos vemos que, en general, años con un gran número de fuegos van 

seguidos de años con pocos incendios y viceversa, por lo que es razonable analizar la evolución 

de los fuegos a lo largo de los años para detectar posibles interacciones.  Se han comparado  

pares de años consecutivos (1991-1992, 1992-1993,…), alternos (1991-1993, 1992-1994,…),  a 

distancia 3 (1991-1994, 1992-1995,…),  a distancia 4  (1991-1995, 1992-1996,…), a distancia 5 

(1991-1996, 1992-1997,…) y a distancia 6 (1991-1997, 1992-1998,…).  En el gráfico 19, 

mediante el  L-índice para las distintas sucesiones de datos se aporta información concisa de 

todos los contrastes realizados.  La línea sólida negra  y la discontinua azul, unen los L-índices 

obtenidos en cada par de años, para procesos homogéneos e inhomogéneos, 

respectivamente. Los segmentos verticales unen los L-índices correspondientes a las 

envolturas superior e inferior calculadas por simulación.  Cuando los L-índices observados 

están dentro de las bandas, los procesos marginales son independientes, mientras que L-

índices observados por encima o por debajo de los límites indican, respectivamente, 

agregación o inhibición.  

Al observar los gráficas, lo primero que debemos comentar es que las bandas para los 

pares que incluyen los años 2007 y 2008 son mucho más anchas que las demás debido a que 

en estos dos años se han registrado muy pocos incendios.  Como se ha visto en análisis 

previos, cuando suponemos procesos homogéneos se sobreestima la interacción positiva, sin 

embargo cuando se utiliza el estimador no paramétrico de la intensidad variable, el L-índice 

observado se mantiene dentro de la banda delimitada por las envolturas, esto indica que no 

hay interacción entre años. Por tanto, podemos decir que la distribución de los fuegos cada 

año no es homogénea  y que conocer la localización de los fuegos un año no sería un buen 

predictor los de años posteriores. 
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Gráfico 19: L-índice para procesos homogéneos e inhomogéneos con  intensidad no paramétrica. Las líneas 
verticales representan el L-índice para las envolturas simuladas,  cada año del eje X corresponde al primer año del 
par estudiado.  
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AJUSTE DE MODELOS  

 

1. AJUSTE DE MODELOS POR MÁXIMA VEROSIMILITUD 

La función de máxima verosimilitud juega un papel  fundamental en la inferencia 

estadística, tanto clásica como bayesiana. El punto débil de este método es que para algunos  

modelos la función que proporciona este resulta intratable, motivo por el cual a veces se 

prefieren los métodos no paramétricos. Esta dificultad de los métodos de máxima 

verosimilitud se puede salvar aplicando métodos de Monte Carlo para estimar la función 

correspondiente. 

Ogata y Tanemura (1981,1985,1985,1986) y Penttinen (1984) desarrollaron métodos 

de máxima verosimilitud para procesos puntuales que incorporan tanto inhomogéneidad 

como  dependencia, clústering o regularidad. Los métodos de máxima verosimilitud tiene un 

coste computacional  elevado y utilizan algoritmos de simulación específicos para cada  posible 

modelo. El coste computacional es especialmente alto para procesos inhomogéneos de 

Poisson, debido a que la dimensión del vector de parámetros  puede ser muy grande y a la 

complejidad de las simulaciones. Este problema dificulta la práctica de ajustar modelos 

alternativos para un conjunto de datos y la introducción de funciones de suavización como 

términos del modelo.   

En este trabajo se ha aplicado el método de máxima verosimilitud desarrollado por 

Baddeley y Turner (2000), que  es una extensión del propuesto por Berman y Turner (1992) a la 

familia de procesos puntuales de Gibbs de familia exponencial.  En este método se propone un 

estimador basado en pseudoverosimilitud como alternativa al estimador de máxima 

verosimilitud (MLE).   

 

1.1. Verosimilitud. 

Sea { }1,..., nx x x=  una  realización del proceso puntual espacial X  en la región 

acotada 2W ⊂ℝ .  Como hemos visto anteriormente,  los distintos modelos pueden definirse 

en función  de su verosimilitud respecto al proceso homogéneo de Poisson con intensidad 

unitaria. Así, supongamos que ( );f x θ  es la densidad de X  respecto al proceso homogéneo 

de Poisson con intensidad 1 en W . Asumimos también que ( );f x θ  es hereditaria, es decir

( ) ( ); 0 ; 0f x f yθ θ> ⇒ > para todo y x⊆ .  Los procesos puntuales que verifican estas 

condiciones definen la clase de procesos de Gibbs en W  y su distribución depende del 

parámetro θ  perteneciente a una familia dΘ ⊂ ℝ . 

El proceso homogéneo de Poisson con intensidad 0λ >   tiene densidad: 
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 ( ) ( ) ( )1
,

W n x
f x e

λλ λ− −=  

 donde ( )n x  es el número de eventos en x,  de esta función se obtiene el estimador de 

máxima verosimilitud ( )ˆ n x Wλ = . 

 Consideremos ahora un proceso inhomogéneo de Poisson con función de intensidad 

:Wλ → ℝ .  En un modelo estadístico la intensidad  ( )xθλ  refleja la tendencia o su 

dependencia respecto a covariables a través del parámetro θ. La densidad de un proceso 

inhomogéneo de Poisson es: 

 ( ) ( ) ( )( )( )
( )

1

, exp 1

n x

i
W

i

f x x u duθ θλ λ λ
=

= − −∏ ∫  (7.1) 

Maximizar (7.1) requiere generalmente utilizar métodos de optimización iterativos. 

 Los procesos de interacción par en W  con intensidad  :b Wθ
+→ℝ  y función de 

interacción :h W Wθ × → ℝ  tienen densidad: 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
1

, ,

n x

i i j

i i j

f x b x h x xθ θλ α θ
= <

= ∏ ∏  (7.2) 

donde  ( )α θ  es la constante normalizadora.  Cuando 1hθ =  el modelo se reduce a un proceso 

inhomogéneo de Poisson con intensidad ( )b uθ . 

 La constante normalizadora ( )α θ  suele ser una función intratable de θ, por lo que la 

evaluación y maximización de la función de verosimilitud resulta muy complicada.  

 

1.2. Pseudoverosimilitud. 

Como acabamos de ver, la intratabilidad de la constante normalizadora que aparece 

en los modelos exponenciales dificulta enormemente  evaluar y maximizar la función de 

verosimilitud para estimar los parámetros del modelo. Una alternativa para evitar esta 

dificultad es la función de pseudoverosimilitud. Para construir esta función se necesita la 

intensidad condicional de Papangelou ( ),u xλ  de   X  en la región W , que se interpreta como 

la probabilidad de tener un evento en u condicionado a que el resto del proceso es x. Para 

cualquier proceso de Gibbs, la intensidad condicionada en el punto u W∈  es: 

 ( )
{ }( ) ( )

( ) { }( )
;   

;
;   

f x u f x u X
u x

f x f x u u X
λ

 ∉
= 

− ∈

∪
 (7.3)
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Por ejemplo, un proceso inhomogéneo de Poisson con intensidad ( )λ  tiene intensidad 

condicionada ( ) ( );u x uλ λ=  en todo punto. Para un proceso de Gibbs general la ( );u xλ  

depende de x. Así, la intensidad condicional de un proceso de interacción par es: 

 ( ) ( ) ( )
( )

1

; ,

i

n x

i

i
x u

u x b u h u xθ θλ
=
≠

= ∏  (7.4) 

Nótese que ( ).; xλ  es discontinua en los eventos del proceso y que se ha eliminado la 

constante normalizadora de (7.2). 

 Besag (1977) define la pseudoverosimilitud de un proceso con intensidad condicional 

( );u xθλ  en una región 2W ⊂ℝ mediante: 

 ( ) ( )
( )

( )( )
1

; ; exp ;

n x

i i
W

i

PL x u x u x duθ θ θθ λ λ
=

 
= −  
 
∏ ∫  (7.5) 

Para procesos homogéneos la pseudoverosimilitud coincide con la verosimilitud (7.1) 

salvo por la constante W
e

−  . Para un proceso de interacción par, la pseudoverosimilitud es: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
1

; , exp ,

n x

i i j i
W

i i j i j

PL x b x h x x b u h u x duθ θ θ θ θθ
= < <

   
= −    

  
∏ ∏ ∏∫  (7.6) 

donde la constante normalizadora de la función de verosimilitud ha sido reemplazada por la 

integral de la parte derecha de (7.6) como si el proceso fuese Poisson. 

 Baddeley y Turner (2000) implementaron un método computacional para aproximar el 

estimador de máxima pseudoverosimilitud, adaptando la técnica  para máxima verosimilitud 

de procesos inhomogéneos propuesto por Berman y Turner (1992). Para un proceso de Gibbs  

con intensidad condicional ( );u xθλ , se aproxima la  integral de la expresión (7.5)  mediante 

una suma finita usando una regla de cuadratura.   

 ( ) ( )
1

, ,
m

i j j
A

j

u x du u x wθ θλ λ
=

≈∑∫  (7.7) 

donde { }, 1,...,ju j m=  son puntos en  W   y 0jw >  son los pesos de cuadratura cuya suma es 

W . Esto proporciona la siguiente aproximación de la log-pseudoverosimilitud: 

 ( ) ( )
( )

( )
1 1

log ; log , ,
n x m

i j j

i j

PL x x x u x wθ θθ λ λ
= =

= −∑ ∑  (7.8) 

 Cuando los puntos  de cuadratura{ }, 1,...,ju j m=  incluyen a los eventos observados { }1,..., nx x

se puede reescribir (7.8) como: 
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 ( ) ( )
( )

1

log ; log log
n x

j j j j

i

PL x y wθ λ λ
=

= −∑  (7.9) 

donde ( )j juθλ λ=  e 
j j jy z w=  y  

 
1           si 

0           si 

j

j

j

u x
z

u x

∈
= 

∉
 

 La expresión (7.9) se puede maximizar usando software  estándar para ajustar  

modelos lineales generalizados, pues la intensidad condicional ( );u xθλ para un diseño fijo x,  

se relaciona con una variable explicativa mediante  

 ( )( ) ( ); ,Tg u x S u xθλ θ=  (7.10) 

donde g  es la función link, generalmente se utiliza el link logarítmico, y  ( ),S u x  es el vector 

de covariables definidas en cada punto u A∈ .  

 

2. ANÁLISIS DE BONDAD DE AJUSTE 

Como hemos visto en la sección anterior,  el  método de máxima pseudoverosimilitud 

permite ajustar un amplio rango de modelos para procesos puntuales.  El siguiente paso será   

analizar la bondad de ajuste del modelo aplicado. Uno de los métodos posibles para esto es 

emplear el test gráfico basado en 
hominK , donde se comparaba la K-función observada para los 

datos con las envolturas superior e inferior de la K-función inhomogénea  para simulaciones 

del proceso bajo el modelo seleccionado, que ya hemos utilizado para los estimadores no 

paramétricos de la intensidad. Este test, al igual que otros basados en características de 

segundo orden, es adecuado para detectar interacciones entre eventos pero no para detectar 

inhomogeneidad.  Por tanto, será necesario utilizar métodos de contraste de bondad de ajuste 

que analicen la intensidad del proceso y no sólo las características de segundo orden. 

Baddeley et al (2005) pusieron de manifiesto esta necesidad y definieron residuos para 

procesos puntuales espaciales como extensión de los residuos para  procesos temporales de 

uso habitual en análisis de supervivencia. La clave de esta extensión está en sustituir la 

intensidad condicional usual  del proceso por la intensidad condicional de Papangelou.  Una 

vez definidos los residuos, el hecho de que la intensidad condicional de Papangelou  se pueda 

entender como la respuesta media de un GLM,  permite desarrollar de modo inmediato 

gráficos de diagnóstico a partir de los residuos para estudiar la bondad de ajuste de los 

modelos. 
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2.1.   Intensidad condicional de Papangelou. 

Dado un proceso puntual espacial, la falta de un orden natural en el espacio 

bidimensional no permite generalizar de modo natural la intensidad condicional  de los 

procesos temporales o espacio-temporales, donde se condiciona al proceso antes del instante 

t.  La medida equivalente en procesos puntuales espaciales es la intensidad condicional de 

Papangelou ( );u xλ , que para un proceso  puntual finito X  en W  con densidad ( )f x   que 

verifica la propiedad hereditaria se define como: 

 ( )
{ }( ) ( ) ( )

( )
{ }( )

/     si  y 0

; 0                               si  0

; \               si 

f x u f x u x f x

u x f x

u x u u x

λ

λ

 ∪ ∉ >


= =


∈

 (7.11) 

y se interpreta como la probabilidad de tener un evento en un entorno infinitesimal del punto 

u, condicionado a que el resto del proceso coincide con x. 

 Recordemos que un proceso puntual es un proceso de Gibbs cuando su densidad 

respecto al proceso homogéneo de Poisson con intensidad unitaria se podía expresar en forma 

exponencial, esto es:    

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }0 1 2exp ,..., kf x V V x V x V x= + + +  (7.12) 

donde ( )1V  es el término correspondiente a la intensidad del proceso y ( )2V≥  refleja las 

interacciones de distinto orden entre los eventos.  De (7.12) se deduce la siguiente 

representación para la intensidad de Papangelou: 

 ( ) ( ) { }( ) { }( )1 2 3log ; ; ; , ...i i j

i i j

u x v x v u x v u x xλ
<

= + + +∑ ∑  (7.13) 

La intensidad condicionada de Papangelou determina unívocamente la densidad  ( )f x  y 

viceversa. Para procesos puntuales de Markov es preferible construir el modelo del proceso a 

partir de λ  en lugar de mediante ( )f x , dado que la intensidad condicional juega el mismo 

papel que las características locales en los procesos aleatorios de Markov.  

 Para cualquier función no negativa ( ),h u x  los procesos puntuales verifican que: 

 { }( ) ( ) ( ), \ , ,i
W

x X

E h x x E h u X u X duλ
∈

   =    
∑ ∫  (7.14) 

Esta igualdad, denominada condición de Georgii-Nguyen-Zessin (GNZ),  va a ser la base para 

desarrollar los gráficos de diagnóstico. 
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2.2.   Residuos para procesos puntuales espaciales. 

Consideremos un modelo paramétrico para un proceso puntual espacial X con 

densidad  fθ , se define la Innovación del proceso mediante: 

 ( ) ( ) ( );
B

I B n X B u X duθ θλ= − ∫∩  (7.15) 

para cualquier subconjunto B W⊂ , ( )n X B∩  es el número de eventos del proceso que 

están en B . La innovación es una medida (aleatoria) con peso 1 en cada evento del proceso y 

( );u Xθλ− en los demás puntos de  W .  Tomando ( ) ( ), 1 h u x u B= ∈  en la expresión (7.14)  se 

tiene que 

 ( ) 0E I Bθ =     

Podemos reescribir la condición GNZ mediante: 

 { }( ) ( ), \ 0
B

E h u X u dI uθ θ
  = ∫   

esto se corresponde con la propiedad de martingala para la innovación en procesos 

temporales y espacio-temporales.  La innovación mide el error que cometemos al estimar el 

proceso con el modelo propuesto, esta medida no se puede calcular en la práctica al 

desconocer el proceso puntual que da lugar al diseño observado. 

 En la práctica, cuando se ajusta un modelo paramétrico a un diseño observado x, el 

parámetro desconocido θ se sustituye por un estimador ( )ˆ ˆ xθ θ= , usando este estimador se 

definen los residuos directos mediante: 

 ( ) ( ) ( )ˆ
ˆ ;

B
R B n x B u x du

θ
λ= ∩ − ∫  (7.16) 

donde 
ˆ

ˆ
θ

λ λ= .  Los incrementos de 
ˆRθ
 se corresponden con los residuos de un modelo lineal.   

Los residuos ( )ˆR B
θ

 son una medida (aleatoria) con peso 1 en cada evento del proceso y 

( )ˆ ;u Xλ− en los demás puntos de  W .  Los residuos permiten medir la bondad de ajuste del 

modelo propuesto. 

 Otros autores habían propuesto con anterioridad medidas de diagnóstico que solo se 

podían calcular para los eventos del proceso, los residuos propuestos por Baddeley y Turner 

(2005) se pueden calcular en cualquier punto de la región W . Se debe tener en cuenta que la 

información respecto a un proceso puntual no se reduce a la posición de los eventos, su 

ausencia  en otras localizaciones también aporta información.  

  En el análisis de modelos estadísticos es habitual reescalar los residuos directos con el 

fin de obtener residuos estandarizados.  El análogo en este contexto es escalar las sumas de 

residuos  
ˆRθ
. Esto se hace sin más que cambiar la función h  en la fórmula de GNZ  (7.14), así 

para cualquier función no negativa ( ),h u X  se define la innovación reponderada de un 

proceso puntual espacial con intensidad condicional de Papangelou λ como: 
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 ( ) { }( ) ( ) ( ), , , \ , ;
i

i i
B

x X B

I B h h x X x h u x u X duθ λ λ
∈

= −∑ ∫
∩

 (7.17) 

 Se puede interpretar ( ) { }( ), \i i iI x h x X xΛ =  como el incremento de la innovación (error) 

asociado a un evento 
ix  del proceso  X  y ( ) ( ) ( ), ;dI u h u x u Xθ λ=  como el incremento 

asociado a un punto  u W∈ .  Por (7.14) la innovación tiene media 0. 

 Una vez ajustado un modelo paramétrico al diseño observado x  mediante el 

estimador ( )ˆ ˆ xθ θ=   y estimada la intensidad ( ) ( )ˆ
ˆ ; ;u x u x

θ
λ λ= , para cualquier función no 

negativa que depende también del parámetro ( ) ( )ˆ
ˆ , ,h u x h u x

θ
= , se definen los residuos 

reponderados según h  mediante: 

 ( ) ( ) { }( ) ( ) ( )ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , , \ , ;

i

i i
B

x x B

R B h I B h h x x x h u x u x du
θ

θ θ λ
∈

= = −∑ ∫
∩

 (7.18) 

 La media de la innovación es 0 y se espera que la media de los residuos también sea 0 

cuando el modelo es correcto. 

 ( )ˆ
ˆ ˆ, , 0E R B h

θ
θ  =

 
 (7.19) 

La elección ( ), 1h u x =  da lugar a  la innovación y los residuos directos (7.15) y (7.16). 

Por analogía con los residuos de Pearson para regresión de Poisson log-lineal, se 

considera la función de pesos ( ) ( ), 1 ,h u x u xλ= , dando lugar a la medida de Innovación de 

Pearson: 

 
( )

( )1 1
, , ,

,i

i
B

x X B i

I B x X du
x X

θ λ λ
λ λ∈

 
= − 

 
∑ ∫
∩

 (7.20) 

que tiene media 0.  Los residuos de Pearson correspondientes son: 

 

( )
( )ˆ

1 1ˆ ˆ, , ,
ˆ ˆ ,i

i
B

x X B
i

R B x x du
x x

θ
λ λ

λ λ∈

 
= −  

 
∑ ∫
∩

 (7.21) 

Para que esta medida esté bien definida debe verificarse que ( )ˆ , 0,  i ix x x xλ > ∀ ∈ . 

 A continuación se presentan algunas propiedades notables de los residuos de un 

proceso puntual espacial. 

• Los residuos suman 0: cuando se ajusta un modelo sin tendencia, con intensidad 

condicional log-lineal ( ) ( ){ }; exp ,u x T u xθλ β η= +  donde ( ),θ β η= y ( ),T u x  no es 

constante. Si se ajusta el modelo por máxima verosimilitud se tiene que ( )ˆ 0.R W
θ

=  

• Media de los residuos: supongamos que se ha ajustado un modelo paramétrico al 

diseño observado x  mediante el estimador ( )ˆ ˆ xθ θ= , donde x  es una realización de 
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un proceso puntual X  cuya densidad satisface la propiedad hereditaria. Entonces los 

residuos (7.18) tiene esperanza: 

 ( ) { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ, , , ; , ;

X u X XB
E R B h E h u X u X h u X u X du

θ θ θ
θ λ λ   = −

   ∫ ∪
 (7.22) 

En particular, para los residuos directos y de Pearson, se tiene: 

 ( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ
ˆ,1, ; ;

b
E R B E u X u X du

θ θ
λ λ λ   = −   ∫  (7.23) 

 
( )

{ }( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ

ˆ

;1 ˆ, , ;
ˆ ;

XB

X u

u X
E R B E u X du

u X
θ θ

θ

λ
λ λ

λλ

     = −           
∫

∪

 (7.24) 

Dado que la intensidad del proceso puntual es ( ) ( );u E u xλ λ=     se puede 

interpretar (7.23) como una medida del sesgo negativo del estimador de la intensidad 

del proceso. 

• Varianza de los residuos: la expresión de las varianzas de la medida de innovación y de 

los residuos se obtiene a partir de la intensidad condicional de dos puntos: 

 ( ) { }( ) { }( ) { }( ) { }( ), ; ; \ ; , \ ,u v x u x v v x u f x u v f x u vλ λ λ= =∪ ∪   

 La varianza de la innovación será: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
var , , , ; , ,

B B B
I B h E h u X u X du du E S u v Xλ λ = +       ∫ ∫ ∫  (7.25) 

Donde  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) { }( ) { }( ) ( )

, , ; ; , ,

                    , ; , , 2 ,

S u v X u x v x h u x h v x

u v x h v x u h u x v h u x

λ λ

λ

=

 + − ∪ ∪
 

En el caso particular de un proceso homogéneo de Poisson, se tiene: 

 ( ) ( )var ,1,
B

I B u duλ λ=   ∫  (7.26) 

 
1

var , ,I B Bλ
λ

  
=  

  
 (7.27) 

El cálculo de la varianza de los residuos es más complejo al entrar en juego 

características tanto del modelo ajustado como del proceso puntal subyacente. Si se 

ajusta una realización de un proceso con intensidad ( )uλ  mediante un modelo de 

Poisson con intensidad ( )ˆ uθ
λ  , la varianza de los residuos directos vendrá dada por: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

{ }( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

var cov ,

                      2

X XB B B

X u XB B

R B u du u v dvdu

E v v u dvdu

θ θ

θ θ

λ λ λ

λ λ λ

= +  

 − −
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∪

 (7.28) 

 

2.3.   Gráficos de diagnóstico. 

En esta sección se proponen gráficos de diagnostico para detectar tanto tendencia 

como efectos de covariables. En el contexto de los modelos lineales generalizados (GLM)  para 

estudiar el efecto de las covariables se representaban los residuos frente a índices, covariables 

incluidas en el modelo y otras variables explicativas no incluidas. 

 En el marco de los procesos puntuales espaciales, se proponen tres gráficos de 

diagnóstico para los residuos: el gráfico de marcas, el gráfico de residuos suaviados y los  

lurking-variable plots (gráficos de variables al acecho) 

• Grafico de marcas: 

Para construir este gráfico se asocia a cada evento del proceso una marca que 

corresponde al valor del residuo en ese punto, { }( )ˆ , \i ih x x x . A continuación se crea 

una imagen donde se representa la densidad, ( ) ( )ˆ ˆ, ;h u x u xλ , junto con círculos 

centrados en los eventos de radio el residuo en cada uno de ellos. Este gráfico permite 

identificar datos extremos.  Sin embargo, el diagnóstico de los residuos está orientado 

al análisis de la suma de los residuos en subregiones, por lo que debemos buscar 

gráficos que tengan en cuenta estas sumas. 

 

• Residuos suavizados: 

Tomando una función núcleo ( )k , el valor del residuo suavizado en cada punto es: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) { }( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ, ,

ˆ ˆ ˆ       = c , \ , ;      
i

W

i i i
W

x x

s u c u k u v dR v h

u k u x h x x x k u v h u x u x du

θ

λ
∈

= −

 
− − − 

 

∫

∑ ∫
 (7.29) 

donde ( ) ( )1

A
c u k u v dv

−
= −∫  es el corrector del efecto frontera.  Los residuos 

suavizados se representan en un gráfico de contorno. El análogo para la medida de 

innovación tiene media  0  y se espera que ( ) 0s u ≈ si el modelo es correcto.   

• Lurking-variable plot: 

En modelos lineales, cuando se sospecha que los datos dependen de una 

variable que no se ha incluido en el modelo, se representan los residuos frente a la 

variable en cuestión de modo que cualquier patrón en el gráfico indica que el modelo 

no es correcto y sugiere incluir la covariable. 

Por analogía, en el marco de los procesos puntuales podemos representar los 

residuos frente a determinadas covariable o frente a las coordenadas cartesianas con 
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el fin de investigar la presencia de  tendencia espacial que el modelo no refleja o para 

verificar si el modelo ajusta correctamente la tendencia del diseño observado. 

   Para una covariable espacial ( )Z u  definida en cada punto de la región A , se 

evalúan los residuos en las siguientes subregiones: 

 ( ) ( ){ };W z u A Z u z= ∈ ≤  

 Dando lugar a la función de residuos acumulada: 

 ( ) ( )( ) ( )
( )
ˆ ,

W z
A z n x W z u x duλ= − ∫∩  (7.30) 

 Nótese que ( ) ( )( ) ( )H z n x W z n x= ∩  es la función de distribución (CDF) de los 

valores de la covariable observados en los eventos del  proceso. ( )A z  es un ajuste de 

esta CDF y su media bajo el modelo es aproximadamente 0. 

   La lurking variable plot es el gráfico de ( )A z  frente a la covariable Z . Para 

modelos sin interacciones, en este gráfico se añaden las envolturas superior e inferior 

correspondientes a los límites 2σ para un modelo inhomogéneo de Poisson. 

Suponiendo que se cumple el teorema central del límite, estos límites tienen la 

interpretación habitual de significación puntual.  

 

    

3. TEST DE BONDAD DE AJUSTE PARA PROCESOS INHOMOGÉNEOS DE 
POISSON. 

Guan (2008) propuso un test formal basado en los residuos de Baddeley y Turner 

(2005), descritos en la sección anterior, para contrastar la bondad de ajuste de un modelo 

inhomogéneo de Poisson. Pues, como se ha comentado anteriormente, la extensión de los test 

de Monte Carlo para la K-función bajo CSR al caso inhomogéneo tiene poca potencia para 

detectar la falta de ajuste,  debido a que se está evaluando la K-función, basada en la 

estructura de segundo orden,  para analizar la intensidad de primer orden. Por tanto se espera 

que un test basado en la intensidad tenga mayor potencia.   

Consideremos un proceso puntual X  observado en la región acotada W  con 

intensidad de primer orden ( )λ ,  y sea ( );cλ θ⋅  una clase de modelos paramétricos para 

( )λ . El objetivo del test es contrastar la hipótesis nula ( ) ( )0 0: ;cH λ λ θ= ⋅ . 

Sea θ̂  un estimador de θ.  Para una forma sencilla 2S ⊂ ℝ , por ejemplo un círculo, sea 

( ),B x t el conjunto de Borel de centro x y radio t con la misma forma que S y ( ),N x t  el 

número de eventos observados en ( ),B x t W∩ , entonces se define: 
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 ( ) ( ) ( )( ),
ˆ ˆ, , , ;c c

B x t W
r x t N x t u duθ λ θ= − ∫ ∩

 (7.31) 

que es un caso particular de (7.16). Si el estimador de la intensidad es adecuado, el cuadrado 

de los residuos  es un estimador insesgado de la varianza de ( ),N x t . Por otra parte, al 

suponer que el proceso es de Poisson, ( ),N x t  es un estimador insesgado de la misma 

cantidad.  Esta coincidencia sugiere definir la  siguiente medida de discrepancia: 

 ( ) ( ) ( )( )2
ˆ ˆ; , , ,c c

w
D t r x t N x t dxθ θ= −∫  (7.32) 

 Guan (2008) demuestra que, cuando el ajuste es correcto, esta medida de discrepancia 

tiene distribución asintótica normal con media 0  y desviación típica ( )ˆcσ θ .  Teniendo en 

cuenta esta propiedad se desarrolla el test de bondad de ajuste para el modelo ajustado 

( )ˆ;cλ θ⋅ . Fijado un radio t, se calcula el estadístico:   

 ( )
( ) ( )

( )
ˆ ˆ

ˆ
ˆ

c c

c

D sesgo D
T

θ θ
θ

σ θ

 −  =  (7.33) 

que tiene distribución aproximada ( )0,1N  bajo la hipótesis nula ( ) ( )0 0: ;cH λ λ θ= ⋅ . Así para 

un contraste con nivel de significación α, se rechaza la hipótesis nula, concluyendo falta de 

ajuste,  cuando ( )ˆT Zαθ > , donde Zα  es el valor crítico de la derecha correspondiente a un 

nivel de significación α. 

 

4. AJUSTE PARAMÉTRICO PARA  LOS  FUEGOS. 

Se han ajustado distintos modelos paramétricos a los conjuntos de datos que nos 

ocupan. Para seleccionar el modelo más adecuado se ha estudiado su bondad de ajuste se ha 

utilizado el gráfico de diagnóstico implementado en Spatstat. Este gráfico presenta en una 

misma figura la imagen de los residuos marcados (esquina superior izquierda) los residuos 

suavizados (esquina inferior derecha) y las lurking variable plot respecto a los ejes de 

coordenadas ( X: inferior izquierda, Y: superior derecha ). En esta se han utilizado los residuos 

de Pearson y los límites 2σ se han calculado usando la varianza de las innovaciones que 

sobreestima la de los residuos. Una vez seleccionado el modelo  se ha aplicado el contraste 

gráfico basado en la K-función inhomogénea,  tomando como intensidad variable la propuesta 

para confirmar si el modelo es correcto o hay indicios de interacciones. 

 Tras comprobar que otros modelos no ajustaban bien los datos y coincidiendo con los 

resultados obtenidos por  Genton et al (2008) y Yang (2007), hemos visto que los modelos más 

adecuados para describir la estructura de nuestros diseños son los que tienen intensidad con 

forma exponencial polinómica, esto es: 
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 ( ) { },exp T

x mx pλ θ=  

donde px,m es un polinomio de orden m en 2
ℝ  y θ es el vector de coeficientes asociado al 

polinomio. Hemos ajustado polinomios desde grado 1 hasta 6  a cada uno de los diseños 

analizados con el fin de seleccionar el mejor modelo posible en cada caso.  

 En primer lugar se presentan los gráficos del ajuste del modelo para los fuegos 

registrados en el intervalo 1991-2008   mediante polinomios de grado 2 y 4. Los gráficos de 

residuos respecto a las coordenadas indican que el modelo de orden 4 ajustaría mejor los 

datos, sin embargo en este caso tendremos que quedarnos con el modelo de menor grado, 

dado que con un polinomio de orden 4 el algoritmo GLM  del método de máxima verosimilitud 

no converge. Por otra parte, si nos fijamos en el grafico de los residuos suavizados, vemos que 

en la zona de mayor actividad el error del modelo es bastante grande, indicando que este 

modelo no muestra adecuadamente la estructura del diseño.  

 En el gráficos 2 se muestran los tests basados en la K-función inhomogénea, con 

estimación no paramétrica de la intensidad y con  el estimador polinómico de orden 2. Ambas 

imágenes muestran indicios de agregación, siendo ligeramente mayor la distancia entre la K-

empírica y la envoltura superior para el modelo paramétrico. 

 En los gráficos 3-5 se presentan los gráficos de diagnóstico correspondientes al mejor 

ajuste mediante la intensidad exponencial polinómica de grados 1-6. Para conatos e incendios 

el mejor ajuste se obtiene con un polinomio de grado 4, si bien en el primer caso las lurking 

plots muestran que el modelo no refleja correctamente el efecto de Y, pues los residuos 

acumulados a ciertas distancias están fuera de las envolturas.  Para quemas, nos quedamos 

con un polinomio de grado 2, aunque al igual que en conatos hay puntos donde los residuos 

acumulados caen fuera de las envolturas. Respecto al K-test inhomogéneo correspondiente a 

los estimadores de la intensidad que acabamos de proponer, se mantienen los indicios de 

clustering vistos en estimación no paramétrica, siendo los radios de interacción 6 km para 

conatos, 4 km para incendios y 8 para quemas.  
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Gráfico 1: Grafico de diagnóstico para un modelo con exponencial polinómica de grados 2 y 4, correspondiente a los 
fuegos registrados en el período 1991-2008. 
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Gráfico 3: Grafico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para conatos.  

 

Gráfico 4: Grafico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para incendios. 

 

Gráfico 5: Grafico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para quemas.    
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 Respecto al análisis de los diseños correspondientes a los fuegos registrados en 

función de la causa que los produce, en los tres conjuntos de datos se ha visto que el mejor 

modelo correspondía a la intensidad exponencial con polinomio de grado 2. Aunque para los 

fuegos intencionados vemos el modelo no refleja completamente el efecto de las coordenadas 

sobre la intensidad del proceso.  Observando la K-función se mantienen las sospechas de 

análisis agregado manifestadas en el análisis no paramétrico para fuegos intencionados, con 

radio de interacción de 4 km, y debidos a causas naturales, radio de 6 km, mientras que  para 

los fuegos con causa desconocida, aunque  la K-empírica está cerca de la envoltura superior se 

mantiene por debajo de ella, indicando que podríamos aceptar que no hay interacción entre 

este tipo de fuegos. 

  

 

 

Gráfico 7: Grafico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para fuegos debidos a causas naturales. 
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Gráfico 6: Grafico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para fuegos intencionados. 
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 Por último se ha aplicado estimación paramétrica a los datos registrados en 1992. Los 

gráfico 9  muestra que el  modelo que mejor ajusta el diseño de todos los fuegos es el que 

tiene intensidad polinómica de orden 4, el K-test aplicado a este modelo presenta indicios de 

agregación con un radio de interacción de 3 km. Respecto a los fuegos clasificados por tipos, el 

modelo exponencial polinómico de orden 2 ajusta de modo razonable los tres conjuntos de 

datos, por su parte los K-tests correspondientes muestran indicios de diseño agregado con 

radios de interacción de 5 km para incendios, 6 km para conatos y 3 km para quemas. 
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Gráfico 8: Gráfico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para los fuegos con causa desconocida. 
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Gráfico 9:  Gráfico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para los fuegos registrados en 1992. 
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Gráfico 10: Gráfico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para los conatos registrados en 1992. 
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Gráfico 11: Gráfico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para los incendios registrados en 1992. 
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  En los gráficos 13-14 se presentan las imágenes correspondientes a los estimadores 

paramétricos de la intensidad, tanto para el  total de fuegos registrados en 1992 como para los 

diseños correspondientes a su clasificación en tipos. En estos gráficos vemos que los 

estimadores paramétricos de la intensidad, al igual que los no paramétricos, identifican el 

sureste del distrito, Suarna y Pedrafita do Cebreiro, como la zona más conflictiva.   

 

 

Gráfico 13: Estimación paramétrica de la intensidad para fuegos, incendios, conatos y quemas registrados en 1992. 
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Gráfico 12:  Gráfico de diagnóstico y K-test inhomogéneo para las quemas registradas en 1992. 
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Gráfico 14:  Estimación paramétrica de la intensidad para conatos y quemas registrados en 1992. 
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CONCLUSIÓN 

 

1. CONCLUSIONES DEL ANÁLISIS DE LOS INCENDIOS FORESTALES. 

Como  resultado de  la aplicación de las distintas técnicas de análisis exploratorio e 

inferencia en procesos puntuales espaciales a los incendios forestales registrados en el distrito 

Fonsagrada- Ancares durante el periodo 1991-2008 se han extraído las siguientes 

conclusiones.  

• Los contrastes de CSR han descartado la hipótesis de distribución aleatoria de los 

incendios.  Proporcionando además una fuerte evidencia de diseños agregados. 

 

• Si se aproxima la intensidad variable de los procesos mediante un estimador no 

paramétrico, las imágenes obtenidas  identifican correctamente las zonas más 

conflictivas del área. Si se utilizan estas intensidades no paramétricas para estimar la 

K-función inhomogénea y se aplica un test de independencia análogo al K-test de CSR, 

se siguen teniendo indicios de agregación para la mayoría de los diseños. Sin embargo, 

comparando estos gráficos con los de CSR vemos que bajo homogeneidad se 

sobreestimaba el clustering al identificar como interacción lo que en realidad es 

tendencia espacial. 

 

• Al suponer que el proceso es inhomogéneo y ajustar un modelo con intensidad 

exponencial polinómica, de grado 2 o 4 según el conjunto de datos, se obtienen 

estimaciones de la intensidad similares a las no paramétricas y el test basado en la K-

función inhomogénea vuelve a mostrar indicios de clustering para  la mayoría de los 

diseños analizados. 

 

• Al estudiar la interacción entre tipos de fuegos, el test basado en la K-función 

bivariante indica atracción entre  los pares incendios-conatos, incendios-quemas y 

conatos-quemas. Este confirma la sospecha de que los pirómanos intentan provocar 

reiteradamente un incendio en la misma zona hasta que lo consiguen. 

 

• El análisis de interacción entre años indica que no hay evidencias de dependencia 

entre las localizaciones de los incendios entre un año y los siguientes. 

Los comentarios anteriores sugieren que el próximo paso a dar en este estudio sería 

ajustar  un modelo con interacciones en el que se tenga en cuenta la atracción detectada entre 

los distintos tipos de fuegos. 
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2. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACIÓN. 

En este trabajo se ha visto la utilidad de los procesos puntuales espaciales en una 

aplicación tan importante como es el análisis de incendios forestales. Sin embargo lo que ha 

presentando  no es más que una primera aproximación. Pues contamos con información y 

herramientas metodológica suficientes para seguir estudiando el comportamiento de los 

fuegos y tratar de construir un modelo que nos ayude a predecir y, por tanto, evitar la 

localización de los incendios forestales. 

El SIG permite vincular al diseño espacial variables físicas tales como la pendiente, la 

orientación, tipo de propiedad, distancia a núcleos urbanos y carreteras, y modelos de 

combustible existentes en el punto de inicio de cada fuego. La importancia de las variables 

socioeconómicas como, distancias a núcleos urbanos y carreteras o tipo de propiedad, radica 

en el hecho de que  los pirómanos van a provocar fuegos zonas de fácil acceso y, por otra parte 

la cercanía a núcleos de población o a carreteras hacen que la intervención pueda ser más 

rápida evitando que las quemas o conatos pasen a convertirse en incendios. Variables como 

orientación y tipo de combustible afectan a la velocidad de propagación del fuego, por tanto, 

también pueden ayudar a predecir la probabilidad de que un conato o una quema alcance la 

condición de incendio. 

En este trabajo solo se han analizado los datos correspondientes al distrito 

Fonsagrada- Ancares.  Para estudios futuros sería de gran interés contar con información de 

toda Galicia, esto permitirá añadir la componente temporal al modelo. Así, al contar con una 

superficie mayor y un número mayor de datos, se puede introducir la fecha como variable y 

hacer  un análisis espacio-temporal más completo, teniendo en cuenta aspecto como la 

interacción entre conatos registrados un día e incendios en días posteriores.        

 Desde el punto de vista metodológico  han quedado  abiertas las siguientes cuestiones: 

• Aplicación del  contraste de bondad de ajuste propuesto por Guan (2008) a los 

modelos ajustados para los fuegos. 

  

• Desarrollo de un método bootstrap suavizado  que  permita aproximar el MISE de un 

estimador de la intensidad  y obtener la expresión asintótica del  MISE*. 
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