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Resumen

Resumen en galego

A Optimizacién ou Investigacion Operativa, é unha destacada drea das matematicas
conecida pola sta aplicaciéon no mundo real, especialmente na toma de decisiéns empresa-
riais. Para elo, é necesario crear un modelo matemaético que describa, mediante a funcién
obxectivo, aquelo que desexamos maximizar ou minimizar, engadindo as restricions ne-
cesarias. En moitas situacions, as funciéns empregadas na formulaciéon do problema son
polinomios, dando lugar a unha importante clase de problemas, os de optimizacién po-
linémica. En xeral, estes problemas adoitan ser non lineais e non convexos, polo que obter
unha solucién global pode ser unha tarefa complexa. Existen diversos métodos tedricos en-
tre os que destaca o algoritmo baseado na Técnica de Reformulacién-Linearizacion (RLT).
RAPOSa é un recente solver global especialmente desenado para problemas de optimizacion
polinémica baseado no algoritmo RLT. Neste traballo, presentamos e estudamos o rende-
mento dunha nova variacién no algoritmo baseado na RLT, desenvolta no marco dunhas
practicas no CITMAga, da man do equipo de desenvolvemento de RAPOSa.

English abstract

Optimization or Operations Research is a prominent area of mathematics known for
its application in the real world, especially in business decision-making. To achieve this,
it is necessary to create a mathematical model that describes, through the objective fun-
ction, what we wish to maximize or minimize, adding the necessary constraints. In many
situations, the function used in the formulation of the problem are polynomials, giving
rise to an important class of problems: the polynomial optimization ones. In general, the-
se problems tend to be nonlinear and non-convex, so obtaining a global solution can be
a complex task. There are various theoretical methods among which the algorithm ba-
sed on the Reformulation-Linearization Technique (RLT) stands out. RAPOSa is a recent
global solver specially designed for polynomial optimization problems based on the RLT
algorithm. In this work, we present and study the efficiency of a new variation of the
RLT-based algorithm, developed during an internship at the CITMAga, with the support
of the RAPOSa development team.
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Prefacio

A Optimizacién ou Investigacion Operativa é a drea das mateméticas encargada de mo-
delar situaciéns reais mediante problemas de maximizar (beneficios) ou minimizar (perdas)
para a toma de decisiéns. Ainda que na antigliidade xa se falaba de minimizar ou maxi-
mizar, non é ata mediados do século pasado, co estalido da II Guerra Mundial, cando a
Investigacion Operativa toma especial relevancia no mundo cientifico. Podemos destacar
6 matematico George B. Dantzig, quen desefiou o principal método de resolucions de pro-
blemas de optimizacién linear, o método simplex. Dende entén, e cos vertixinosos avances
cientificos, as técnicas de optimizacién son empregadas diariamente por empresas, indus-
trias e mesmo institucions publicas.

Actualmente, malia os gran avances tecnoléxicos das ultimas décadas, ainda existen
algins problemas de optimizacién dos cales obter unha solucién éptima global é unha
tarefa moi complexa. Un caso particular son os problemas polinémicos que, en xeral, son
non lineais e non convexos. Ademais, esta clase de problemas tefien especial relevancia
pola sua aplicacién no mundo real, dende a optimizacion de procesos na industria quimi-
ca (Karia et al., 2022; Teles et al., [2013; Dual 2015)), ata a toma de decisiéns no sector
financeiro (Gonzalez-Diaz et al., [2021)).

Para resolver un problema polinémico podemos atopar na literatura existente diferentes
métodos tedricos, entre os que destacamos o algoritmo baseado na Técnica de Reformu-
lacién-Linearizaciéon (RLT), presentada por Sherali and Tuncbilek (1992)). Partindo dun
problema polinémico, onde as funciéns que describen a rexién factible e a funcién obxec-
tivo son polinomios, a RLT constriie unha relaxacién linear do problema, substituindo as
componentes non lineais das funciéns por novas variables e engadindo unha serie de restri-
ciéns. Este novo problema, ainda que non é equivalente 6 orixinal, é facilmente resoluble
con técnicas habituais, coma o método simplex, e proporciona unha cota inferior do valor
6ptimo do problema polinémico. O algoritmo baseado na RLT parte da versiéon relaxada
do problema (construido coa RLT) e ramifica sucesivamente a rexién factible. Deste xeito,
obténiense cotas inferiores e superiores do valor 6ptimo, reducindo o gap de optimalidade
ata acadar unha solucién 6ptima.

Recentemente, (Gonzalez-Rodriguez et al.| (2023) desenvolveron un novo solver de opti-
mizacion global especialmente desefiado para problemas polinémicos. O seu deseno esta ba-
seado no algoritmo RLT, ao que engaden unha serie de melloras.

No Capitulo [I| introducimos os conceptos béasicos da Optimizacién, presentamos as
principais etiquetas coas que pode clasificarse un problema de optimizaciéns, centrando-
nos especialmente nos problemas polinémicos. No Capitulo [2| detallamos a Técnica de
Reformulacion-Linearizacion, introducimos o algoritmo baseado na RLT e probamos a sua
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converxencia. No Capitulo [3| explicamos as melloras do algoritmo que se incorporan en
RAPOSa, como os J-sets ou os cortes SDP. Por tdltimo, no Capitulo [4] proponemos unha
variacién sobre o algoritmo baseado na RLT. No marco dunhas précticas no CITMAGa,
da man do equipo de desenvolvemento de RAP0Sa, implementamos e estudamos compu-
tacionalmente esta variacion co solver RAP0Sa, co fin de mellorar a eficiencia do algoritmo.



Capitulo 1

Introducion a Optimizacion
Polinémica

Comezamos recordando brevemente os conceptos bésicos da Optimizacion, asi como
as principais clases de problemas de optimizacién e os métodos de resolucién dalgunha de-
las. Empregamos como referencias para esta primeira seccién (Gonzalez-Rodriguez| (2017)),
Salazar-Gonzalez| (2001)) e |[Rockafellar| (2007)). Posteriormente introducimos os problemas
de optimizacién polinémicos, que se describen con detalle na primeira das referencias an-
teriores seguindo a notacién introducida por [Sherali and Tuncbilek| (1992).

1.1. Marco teorico

1.1.1. Conceptos previos

De forma xeral, definese un problema de optimizacién como un par (S5, f), onde
S C R™ é o conxunto factible e f : R” — R é a funcién obxectivo, e consiste en
atopar un punto factible & € S tal que

f(x) < f(y), para todo y € S. (1.1)

Observacion 1.1. No ambito da Investigacién Operativa empréganse indistintamente os
termos optimizacién e programacién, ainda que nés utilizaremos soamente o primeiro
deles. Ademais, nétese que estamos a considerar o problema de minimizar, pois no caso
de maximizar bastaria con transformar o problema como segue:

méx{f(x) : * € S} = —min{—f(x) :z € S}.

Notacién 1.2. Denotaremos o vector n-dimensional columna como @ = (21, ..., z,)7.

Definiciéon 1.3. Todo punto & € S é unha solucién factible do problema de optimiza-
cién (S, f). Se & non é unha solucién factible dise que é infactible.

Definicién 1.4. Unha solucién éptima global, ou 6ptimo global, do problema (.5, f)
é aquela solucién factible & que satisfai a condicién (1.1]).

Observacion 1.5. E posible que un problema non tena unha soluciéon éptima global e, no
caso de existir, esta pode non ser unica.

Definicion 1.6. Definese o conxunto éptimo como aquel que contén tédalas soluciéns
o6ptimas globais.
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Definiciéon 1.7. Dise que un punto € S é unha solucién éptima local se existe un
entorno U, C R™ tal que f(x) < f(y) para todo y € S NU.

Definicién 1.8. Definese o valor éptimo como infycs{f(y)}. Este valor pode non al-
canzarse no conxunto factible.

Definicién 1.9. Cando non existe ningunha solucién factible, isto é, cando S = () dise
que (S, f) é un problema infactible. En tal caso, establécese por convenio que o valor
éptimo de (S, f) é +oo.

Definicion 1.10. Se existen soluciéns factibles que permiten descender tanto como dese-
xemos & funcién obxectivo, ou o que é o mesmo, se para todo M € R existe x € S tal que
f(x) < M decimos que (S, f) é un problema non acoutado e o seu valor éptimo é —oo.

Notacion 1.11. Na literatura existente adoita atoparse un problema de optimizacion coa
formulacion estandar seguinte:

minimizar f(x)

suxeito a  gi(x) <0, i=1,...,m (1.2)
hi(x) =0, j=1,..,1 '
e X CR",

onde X se describe habitualmente mediante restricions sinxelas, como poden ser cotas
superiores ou inferiores das variables. Seguindo esta formulacién, o conxunto de soluciéns
factibles S contén os puntos de X que satisfan as restriciéns de desigualdade, g;(x) <0 e
as de igualdade hj(zx) = 0.

Definicién 1.12. Un conxunto Q C R™ é unha caixa (bor, en inglés) se é o produto
I x -+ x I, de n intervalos pechados da forma I = [ly, ug], onde Iy, u € R. Isto é, ¢ € Q
se e 86 se x € [lg,ux] para k = 1,...,n. As variables que estdn acoutadas deste xeito
denominanse, en inglés, box-constrained variables.

En ocasidns, por cuestions metodoléxicas, é conveniente referirnos a unha formulacién
especifica. Non obstante, as restriciéons dun problema de optimizacién tenen mais dunha
expresion posible, podendo reformularse segundo convena como segue:

» Calquera restricion f;(x) = ¢, fi(x) < ¢; ou fi(x) > ¢; pode transformarse noutra
da forma g;(x) = 0, g;(x) < 0 ou g;(x) > 0, respectivamente, sen mais que considerar
a funcién g;(x) = fi(x) — ¢;.

» Escribir a restricién de igualdade h;(x) = ¢; é 0 mesmo que incluir na formulacién
as restricions h;(x) < ¢; e hi(x) > ¢;.

» Toda restricién de desigualdade da forma f;(x) > ¢; (fi(x) < ¢;) pode expresarse
como —fi(x) < —¢; (—fi(x) > —c;).

» Unha restricién de desigualdade f;(x) < ¢; pddese transformar noutra de igualdade,
fi(x)+ s; = ¢; engadindo unha variable non negativa s;, que se cofiece como variable
de folgura (slack variable, en inglés).

= Unha variable x non restrinxida, isto é, que pode tomar valores negativos ou positi-
vos, pode reescribirse como dias variables non negativas substituindo x por 2’ — z”,
onde 2’ > 0 representa a parte positiva e 2”7 > 0 a parte negativa.
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1.1.2. Distintas clasificacions

Dependendo das propiedades da funcién obxectivo e do conxunto de soluciéns factibles
ou ben das propias variables dun problema, este pédese etiquetar como linear/non linear,
convexo/non convexo, etc. Esta clasificacién é moi importante, xa que existen métodos de
resolucién especificos para cada clase, polo que a dificultade tedrica e computacional da
resolucién dun problema varia moito dependendo da clase na que nos encontremos. Na sec-
cién seguinte, veremos con mais detalle a clase de problemas de optimizaciéon polindmica,
cos que traballaremos nos demais capitulos desta memoria.

Definicion 1.13. Dise que unha funcién f : R® — R ¢é afin se existen dy,d1,...,d, € R
tal que f pode expresarse como

flx1, . xy) =do + dixy + - + dpxy,.

Se esiximos que dg = 0, a funcién f é linear, isto €, se
n
f(xl, ,:En) = E dl:El
i=1

Observacion 1.14. Da definiciéon anterior dedtcese trivialmente que toda funcién linear
é afin.

Definicién 1.15. O problema (1.2)), é un problema de optimizacién linear (LP) se
a funcién f é linear (ou afin), as funciéns g; e h; son afins e o conxunto X é unha caixa.
Noutro caso, dise que (1.2) é un problema de optimizacién non linear (NLP).

Para a resolucién dun problema linear empréganse técnicas ampliamente documenta-
das como o método simplex, proposto por Dantzig (1963), o simplex dual ou métodos
de punto interior (Dantzig and Thapal, 2003). Introduciremos en mais detalle o simplex
dual no Capitulo 4, onde a dualidade sentard as bases tedricas da variacién estudada so-
bre o algoritmo de ramificacién e acoutamento espacial. A resolucién de problemas de
optimizacién linear, como o incluido no Exemplo é sinxela.

Exemplo 1.16. O problema

minimizar 1 + x92 — 2x3
suxeitoa x14+2<0
r3 — 21‘2 =0

€1,T2,T3 > 07
é un exemplo sinxelo de optimizacién linear (e convexa).

Definicién 1.17. Un conxunto S C R™ é convexo se para calquera x,y € S se ten que
Ax + (1 — Ay € S para todo A € [0, 1].

Definicion 1.18. Sexa S C R" un conxunto convexo e non baleiro. Unha funcién
f:S — R é convexa se

fAz + (1= Ny) < Af(z) + (1 - N f(y),

para todo x,y € S e A € (0,1). Unha funcién é céncava se —f é convexa.
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Definicién 1.19. En xeral, un problema de optimizacién convexo (CP) é aquel no
que tanto a funcién obxectivo f como o conxunto factible S son convexos. Cando algunha
destas condicidons non se cumpra, dirase que ¢ un problema de optimizacion non
convexa.

Proposicién 1.20. Se un problema de optimizacion € tal que as funcions f e g;
son convewas, as h; son afins e X € un conzunto convexo, entén € un problema de
optimizacion convexa.

Demostracion. Posto que f é convexa, basta probar que o conxunto de soluciéns
factibles de (1.2) é convexo. Isto é, dados x,y € S e A € [0,1], temos que probar que
Ax + (1 — ANy € S. En primeiro lugar temos que, pola linealidade das funciéns h;,

hj(Ae 4 (1 = Ny) = Mhy(2) + (1 = Ah;(y) = 0,

onde a ultima igualdade se deduce do feito que @,y € S. Por outra banda, pola convexidade
das funciéns g; temos que

gi(Az + (1= Ny) < Agi(z) + (1 - N)gi(y) < 0.
0

Observacion 1.21. Nétese que o reciproco da proposiciéon anterior tamén é certo, pois
bastaria considerar X = S.

Exemplo 1.22. O problema

minimizar 1 + 1:% — 2x3
suxeitoa x1+2<0
1 — 229 =0

I1,x2,T3 Z 0,
¢ un exemplo de problema de optimizacion convexa e non linear.

Proposicion 1.23. Sexa S C R” un conzunto convexo e non baleiro e f : S — R unha
funcion afin (ou linear). Enton f € unha funcion conveza.

Demostracion. Por hipotese S C R™ é convexo e non baleiro logo, para todo x,y € S e
A€ (0,1), z=Ax+ (1 — Ny € S. Ademais, por ser f : S — R unha funcién afin, tense
que

fOz+ (1= Ny) = f(z) =do+ Y dizi =do+ Y _di[Awi + (1 = N)yi]
=1 =1

=do+ A dizi+ (1N diyi
=1

=1

= Ado + (1= N)do + A dizi + (1= X)) days
=1

i=1

=Af(®) + (1 =) f(y)

Co cal, a Definicién verificase trivialmente, logo temos probado a convexidade dunha
funcién afin (ou linear). O
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De feito, na anterior demostracién temos probado que toda funcién afin é céncava e
convexa. Ademais, en virtude da Proposicién sabemos que todo problema de opti-
mizacién linear é a sta vez convexo. E desexable que un problema de optimizacién sexa
convexo xa que toda soluciéon éptima localmente o é globalmente, como probaremos no
seguinte resultado, e a siia resolucién, en xeral, non é complexa.

Proposicion 1.24. Consideremos un problema de optimizacion convexa da forma

minimizar f(x)

suxeito a x € S.
Tense que todo optimo local do problema anterior € un doptimo global.

Demostracion. Por reducién 6 absurdo, suponamos que x* é un 6ptimo local que non
é global. Isto é, existe un entorno Ug= C R™ tal que f(z*) < f(x) para todo & € S N U=,
mais f(y) < f(x*) para un certo y € S\ Uz+. Por outra banda, por ser S convexo, tense
que

zy= Az + (1 — ANy € S, para todo A € [0, 1].

En particular, para A suficientemente proximo a 1 temos que z) € S NUy+ €

f(za) = Q2™ + (1= Ny) <Af(27) + (1 =N f(y) <Af(2") + (1 - A f(z") = f(="),

onde a primeira desigualdade se verifica pola convexidade de f e a segunda se deduce
de f(y) < f(x*). Logo temos unha contradicién, xa que f(x*) £ f(za), 2x € S NUg+.
Chegando polo tanto a que * é un éptimo global. O

Definiciéon 1.25. Cando tédalas variables dun problema de optimizacion da forma
deben tomar valores enteiros, dise que é un problema de optimizacién enteira (IP).
Se hai variables enteiras e non enteiras, dise que é un problema de optimizacién enteira
mixta (MIP).

Cando nun problema nos atopamos con variables enteiras, a sia resoluciéon adoita ser
mdis complexa e require técnicas especificas como a de ramificacién e acoutamento. Este
algoritmo, que introduciremos no apartado seguinte, serve para entender a ramificacion
espacial, na que se basea a Técnica de Reformulacién-Linearizacién (RLT).

Os problemas con variables enteiras tamén poden recibir outras etiquetas atendendo
as caracteristicas do problema relaxado, isto é, sen ter en conta o caricter enteiro das
variables. Algins exemplos son os problemas lineais enteiros (ILP) ou os enteiros mixtos
non lineais (MINLP), entre outros.

Na seguinte seccién, explicaremos en detalle que é un problema de optimizacién po-
linémica e porque convén distinguir esta importante clase de problemas.

1.1.3. Técnica de Ramificacion e Acoutamento

Como xa comentabamos, a mesma idea na que se basea a técnica de ramificacion e
acoutamento para resolver problemas lineais enteiros é a que subxace no algoritmo RLT
para a resolucién dos problemas polinémicos. Polo que recordaremos, de forma moi resu-
mida, en que consiste este algoritmo:
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1. Iniciacion: Partimos dunha versién relaxada do problema, suprimindo as restriciéns
que esixen as variables tomar valores enteiros. Este novo problema non é equivalente
6 orixinal, pero pddese resolver empregando as técnicas habituais de optimizacién
linear. Ademais, se a soluciéon 6ptima da relaxacién linear toma valores enteiros,
entén é optima do problema orixinal. Noutro caso, a relaxacion linear proporciona
unha cota inferior do valor éptimo e o algoritmo continia.

2. Ramificacion. Escollemos a variable cuxo valor estd maéis afastado de ser entei-
ro. Dividimos a rexion factible forzando esta variable a tomar o valor enteiro mais
préximo por debaixo ou por riba, creando dous novos subproblemas lineais.

3. Acoutamento. Resolvemos a relaxacién linear para cada subproblema. Se a solu-
cion é enteira, obtemos unha solucién factible e unha nova cota superior. Se o valor
asociado é menor a mellor cota superior, actualizamos a mellor solucién e descarta-
mos aqueles espazos da rexion factible onde non se pode mellorar o valor asociado
& solucién actual. Se non é enteiro, acadamos unha nova cota inferior. Se é maior a
actual cota superior deixamos de explorar esta rexion, pois calquera solucién nela
é peor ca actual. Noutro caso, volvemos a ramificar.

O algoritmo remata cando se pecha o gap de optimalidade ou ben cando non quedan
por explorar espazos da rexion factible onde se poida mellorar (reducindo) o valor da
funcién obxectivo asociado & mellor solucién. Para unha explicaciéon mais en profundidade
acerca do algoritmo de ramificacién e acoutamento pode verse (Gonzalez-Diaz (2018)).

1.2. Optimizacion polinémica

Na seccién anterior vimos exemplos de problemas convexos (lineais e non lineais), que
son facilmente resolubles, mais tamén existen, e de feito son moi habituais no mundo
real, problemas que non se poden modelizar mantendo estas boas propiedades, como os
incluidos nos Exemplos e O primeiro deles, como veremos, tratase dun problema
polinémico mentres que o segundo, a priori, non o é. Incluimos a locucién “a priori” xa
que, en virtude do teorema clasico de Weierstrass, calquera funcién continua pode apro-
ximarse por un polinomio. Este feito destaca a importancia da optimizacion polinémica
que, como vemos, xorde dunha clase mais ampla de problemas. Ademais, os problemas
polinémicos tenen aplicacions diversas; dende o deseno e optimizacion de diversos sistemas
quimicos, posto que moitos procesos da enxeneria quimica se describen mediante ecuaciéns
polinémicas (Karia et al.} 2022; Teles et al., 2013; |[Dual 2015)), ata a toma de decisiéns no
sector financeiro (Gonzalez-Diaz et al., [2021)).

Exemplo 1.26. O problema

minimizar sen(z1) 4 3 — 2x3
suxeitoa x1+2<0
xr1 — 2$2 =0

€1, T2,T3 > 07

é un exemplo de problema de optimizacion non convexa e non linear.
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Exemplo 1.27. O problema

minimizar 2x1 + x1x9 — a:lx%
suxeito a x1x9 > 3

x? — 31y =1

1 <zp,20 <10,

é outro exemplo de problema de optimizaciéon non convexa e non linear.

En xeral, un problema de optimizacién polinémica é aquel no que a funcién obxectivo
e as restricions son polinomios e as variables son non negativas e estan acoutadas superior
e inferiormente. Ainda que esta descricion é clara e comprensible, compre incluir unha
definicién formal. Para elo, comezamos precisando algiins conceptos previos.

Definicién 1.28. Sexa ¢ = (z1,...,7,)7 un vector de variables reais. Dados a € R e
oj € NU{0}, j € {1,...,n}, dise que a expresion m(z) = a [}, x?j ¢ un monomio e o

seu grao é 37, 0;.

Definicion 1.29. Dise que un polinomio é a suma dun ntmero finito de monomios. Isto
é, sexa @ = (x1,...,2,)" un vector de variables reais, dados T C N o conxunto de indices
asociado 6s monomios, a; € R, para todo t € T, e o5 € NU {0}, para todo t € T e
j €{1,...,n}, entén a expresién

o) = L [ 557

teT  j=1
é un polinomio. Ademais definese o seu grao como méax;cr {qu:l atj}.
Exemplo 1.30. A expresién
(1, T2, 3) = 2+ T12503 (1.3)

é un polinomio formado pola suma dos monomios 2, de grao 0, e r175z3 de grao 4. Logo
o grao do polinomio (1.3)) é 4.

Definicién 1.31. Dado un conxunto finito N e unha aplicacién p : N — NU{0} denomi-
namos multiconxunto 6 par (N, p), onde a aplicacién p indica a multiplicidade de cada
elemento, isto é, o nimero de veces que un elemento é membro do conxunto N. Definese
o cardinal dun multiconxunto como |(N,p)[ = >_;cn p(4)-

Notacion 1.32. Dado o conxunto N = {1,...,n}, 6 que nos referiremos a partir de agora
soamente como N, denotamos o multiconxunto (N, p) como

{1,p.<.1.>, 1. ,n,pﬂ.’?>,n} .
En particular, cando p é a aplicaciéon constante § denotamos, facendo un pequeno abuso
de notacién, o multiconxunto (N, p) por N°.

Exemplo 1.33. Sexan = 3 ¢ § = 2. O multiconxunto N° é {1,1,2,2,3,3} e o seu cardinal
é
IN°| =§|N|=2-3=6.
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Grazas a este novo concepto somos capaces de reformular as expresions alxébricas
de monomio e polinomio, coas que traballaremos 6 longo da memoria. Sexa m(x) =
gj . . .
« H;‘L:1 T j’ un monomio de grao 4, se consideramos o multiconxunto J C N dado por

J={1,94,1,...,n,%, n},

tense que m(x) = a[[;c; z;.

Observacion 1.34. Nétese que cando a variable z; non aparece no monomio, é dicir, cando
a stia multiplicidade ¢ o; = 0, o elemento j non aparece no multiconxunto J.

De xeito andlogo, dado un polinomio ¢(x) = > cpar [, x?” de grao 4, podemos

expresalo como
s(x) =Y a [ =,

teT JjEJt

sendo J; o multiconxunto asociado 6 monomio t.

Agora xa estamos en condiciéns de definir rigorosamente os problemas de optimizacién
polinémica.

Definicién 1.35. Un problema de optimizacién polinémica (POP ou PP) é un
problema de optimizacién da forma:

minimizar ¢g(x)
suxeito a  ¢p(x) > B, r=1,...,R;

. (PP(2))
qb?‘(m) _ﬁTa J _R1+17 7R
x € QCR”,
onde:
= Or(T) = Doier e Hje 7, Tj é un polinomio de grao ¢, sendo T, o conxunto de

indices, a,+ € R o0s coeficientes correspondentes a cada monomio e J.; C N O multi-
conxuntos tales que |J¢| < d,, para todo r € {0, ..., R}.

= O conxunto 2 é unha caixa da forma
Q= Ulaul] X X [lnyun] - RTL’

onde os [; e u; son cotas inferiores e superiores, respectivamente, das variables x;
tales que
0§lj§1‘j§ﬂj<oo,

para todo j € {1,...,n}.

Definicion 1.36. Definese o grao dun problema de optimizaciéon polinémica, que
se denota por 9, como o maior grao dos polinomios que forman o problema, ou o que é o
mesmo, o0 maior grao dos monomios que figuran no problema. Formalmente temos que

0= max I, = max AR
re{0,...,R} re{0,...,R}, teT

Para facilitar a comprension desta notacién, que empregaremos nos vindeiros capitulos,

incluimos o Exemplo onde traballamos coas Definiciéns e
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Exemplo 1.37. Vexamos que o problema

minimizar 2xrj + r1T9 — xlxg
suxeito a x1x0 > 3

22— 3z =1

0 S I1,X2 S 10,

é, por definicién, un problema de optimizacion polindmica. En primeiro lugar, o niimero
de variables é 2 logo N = {1,2}. Comprobamos que a funcién obxectivo é da forma

¢o(x) = 2x1 + w1my — 13 = > oo ] 25,

teTo j€Jot

para uns certos 1y, ag: € Ji. O nimero de monomios da funcién obxectivo é 3 logo Ty =
{1,2,3}. O primeiro monomio é 2z; e correspéndese con Jy; = 1 e ag; = 3. O segundo,
x1x9, correspéndese con Jo2 = {1,2} e a2 = 1. Por tltimo, temos que

2
—T1Ty = —T1T2T2 = Q2 H Zj,
Jj€Jos
para Jo3 = {1,2,2} e apz = —1. De xeito anédlogo, podemos describir as restriciéns do

problema como

¢1($) = T1x2 = 11 H Ty,

Je€J11

paraa=1e Jj; =1,2, e

pa(x) = m% —3x9 = Z ot H zj,

teTs JE€J2t

para Tp = {1,2}, ag; =1, Jo1 = {1,1}, ags = —3 e Jog = {2}. O grao do problema ¢ o
maior dos graos dos monomios que se atopan nel, neste caso correspéndese co monomio
z173, logo & = 3. Polo tanto N° = {1,1,1,2,2,2} e contén a tédolos multiconxuntos
posibles asociados 6s monomios do problema.Para rematar, as variables son non negativas
e estan acoutadas superiormente por 10, logo temos que Q = [0, 10] x [0, 10].

Ainda que hai problemas polindmicos convexos (e incluso lineais), en xeral os problemas
de optimizaciéon polinémica son non lineais e non convexos. Por este motivo, obter unha
solucién global resulta unha tarefa moi complexa pois, de feito, tratanse de problemas
NP-duros. Non entraremos madis en detalle na complexidade computacional mais poden
consultarse Papadimitriou and Steiglitz (1998), onde se explica en detalle este concepto,
e [Laurent| (2009), quen comenta e exemplifica a complexidade desta clase de problemas.
Tamén existen problemas de optimizacién polindémica con variables enteiras, non obstante
nos proximos capitulos suporemos que as variables son continuas. Ademais consideraremos
6 > 2, centrando o noso estudo en problemas non lineais.






Capitulo 2

Técnica de
Reformulacion-Linearizacion

(RLT)

2.1. Introducion

Para obter soluciéns locais dun problema de optimizaciéon polindmica existen moitos
métodos e software disponibles. Non obstante, obter unha solucién global desta clase de
problemas é, en xeral, unha tarefa complexa. Existen moitas investigaciéns nesta lina,
a meirande parte delas baséanse en transformar o problema orixinal noutro para o cal
sexamos capaces de obter unha soluciéon. Por exemplo, mediante unha relaxacién linear
ou convexa. Agora ben, este novo problema pode non ser equivalente é orixinal. Neste
caso, é necesario realizar algin procedemento iterativo, como resolver unha xerarquia de
problemas ou técnicas de ramificacién e acoutamento, para finalmente obter a solucién
global do problema orixinal.

Neste capitulo introduciremos a Técnica de Reformulacién-Linearizacién (RLT, do
inglés Reformulation-Linearization Tecnique), presentada por|Sherali and Tuncbilek| (1992])
e estudada en |Gonzalez-Rodriguez (2022)) e |Gonzalez-Rodriguez et al. (2023)). Este méto-
do parte dunha relaxacién linear do problema polinémico, substituindo os monomios non
lineais por novas variables e engadindo unhas novas restriciéons. A continuacién, divide
sucesivamente a rexién factible mediante un algoritmo de ramificaciéon espacial e acou-
tamento obtendo cotas superiores e inferiores do problema orixinal. A idea esencial da
ramificacion espacial é semellante & empregada en optimizacion enteira, se ben neste ulti-
mo caso se ramifica atendendo &s infactibilidades das variables segundo o seu caracter
enteiro, agora faise tendo en conta a equivalencia das novas variables coa sua expresién
non linear correspondente.

Ainda que nos centraremos na Técnica de Reformulacién-Linearizacién, na que se basea
o solver global RAPOSa (Gonzalez-Rodriguez et al., [2023) e que detallaremos formalmente
mais adiante, é interesante conecer que outros métodos tedricos existen para resolver un
problema polinémico. Polo tanto, comentaremos brevemente a idea dalgins deles:

1. Unha forte lina de investigacion neste ambito busca transformar de xeito eficien-
te un problema polinémico noutro de grao dous, mais concretamente, nun proble-
ma cuadrético con restriciéns cuadréticas (QCQP). Resolver un problema cuadrati-

11
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co pode ser mais sinxelo que un polinémico dun grao maior. Non obstante, segue
tratandose de problemas N'P-duros (Karia et al.,[2022), polo que é necesario empre-
gar posteriormente técnicas como a RLT ou relaxacions convexas para resolvelos. Por
este motivo, os métodos de reducién de grao son complementarios s demais técnicas
de resolucién de problemas polindmicos, como a RLT ou as linas de investigacions
seguintes.

Para facer unha transformacion cuadratica modificanse as restriciéns non lineais
usando variables auxiliares e engadense novas restriciéns, de xeito que o problema
orixinal sexa equivalente a outro de grao dous. Pédese consultar |Dalkiran and Gha-
lami (2018)), onde detallan diferentes maneiras de levar a cabo esta cuadrificacién. En
exemplos moi sinxelos é posible atopar, de maneira intuitiva, algunhas transforma-
cidns que permiten pasar do problema orixinal a un de grao dous equivalente. Non
obstante, en xeral, esta tarefa require algoritmos especificos, como o desenado por
Karia et al.| (2022). Recentemente, (Gonzalez-Rodriguez and Naoum-Sawaya (2024))
propuxeron un novo procedemento, baseado na RLT, que permite reducir o grao dun
problema polinémico. Isto é, transformar o problema orixinal noutro dun grado me-
nor desexado, en particular, nun cuadrético. Ademais, implementaron e estudaron
este método de reducién de grao co solver RAPOSa (Gonzalez-Rodriguez et al., 2023).

2. Outro enfoque dende o punto de vista da dlxebra xeométrica, trouxo importantes
avances na optimizacién polindmica. Algins exemplos son [Chang and Wah| (1994) e
Hagglof et al.| (1995)) quen transforman o problema orixinal empregando multiplica-
dores de Lagrange e bases de Grobner para finalmente resolver o problema resultante
con métodos conecidos como a eliminaciéon de Gauss.

3. Outros resultados baséanse na resoluciéon dunha xerarquia de relaxacions convexas
como poden ser os problemas semidefinidos positivos (SDPs) ou os expresados como
suma de cadrados de polinomios (SOS). Deste xeito, obténense novamente cotas do
valor 6ptimo do problema polinémico orixinal. Unha vantaxe dalgtins destes méto-
dos é a converxencia tedrica nun nimero finito de pasos para algins problemas (Nie),
2014). Non obstante, a dia de hoxe, a resolucién de SDPs é moito menos eficiente
computacionalmente que a de LPs, como é o caso na RLT. Unha referencia bésica
é |Lasserre (2001), quen propén unha relaxacién SDP para un problema de optimi-
zacién polinémica con rexién factible compacta, cunha posterior mellora presentada
en Lasserre et al.| (2017). Outro exemplo é Nie| (2013), quen desefia outra relaxacién
SDP para o caso xeral, chegando no caso particular anterior, no que a rexién factible
é compacta, és mesmos resultados que os obtidos por [Lasserre| (2001)).

4. Outros métodos tenen en conta a relacion dos Problemas de Optimizacién Polinémica
cos problemas signomiais (SPs), onde intervenen polinomios con exponentes reais e
variables positivas (signomios), ou xeométricos (GPs), onde ademais os coeficientes
son tamén positivos (posinomios) cos problemas polindmicos. Algins exemplos son
Karaca et al.| (2017) e Teles et al. (2013]).

Observacion 2.1. Como curiosidade, os resultados dalgunhas das linas de investigacién
anteriormente mencionadas estan fortemente relacionados coa teoria dos polinomios non
negativos, amplamente conecida e representada polo décimo-sétimo problema de Hilbert.
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2.2. Aspectos teoricos

Antes de presentar o algoritmo baseado na Técnica de Reformulacién-Linearizacion
compre introducir algins conceptos tedricos previos. Os principais resultados que se inclien
neste capitulo, asi como as demostraciéns correspondentes, recdllense nas referencias
Gonzalez-Rodriguez| (2022) e [Sherali and Tuncbilek (1992)).

Definicién 2.2. Consideremos un problema de optimizacién polinémica da forma (PP(€2)]).
Podemos escribir as restricién de cota das variables como z; —1; > 0 e u; — x; > 0, para
todo j € N, e reciben o nome de bounding factors.

Como xa comentamos, para formular a relaxacién linear do problema (PP(£2)) subs-

titiese cada monomio non linear por unha nova variable, que chamaremos variable RLT.

Definicién 2.3. Sexa J C N un monomio con |J| > 2 correspondente a un problema
polinémico (PP()]) de grao . Definese a identidade RLT correspondente como

X]:H.Tj,

JjeJ
onde X ; é a variable RLT asociada.

Notacion 2.4. Co fin de homoxeneizar a notacion e facilitar a lectura empregaremos, cando
convena, X ou X; para referirnos a variable “orixinal” ;.

Definicién 2.5. Sexa x un punto, factible ou non, do problema (P P(£?))), definimos a stia

extension como
E(z) = (X1) jcne

onde Xj =[[..;xj, para todo J C NO.

jeJ

E dicir, a extensién dun punto do problema polinémico é un vector que contén os valores
correspondentes a tédolos posibles monomios de grao menor ou igual 6 do problema. En
particular, contén o valor das variables orixinais do problema , isto é, 6 propio
punto x.

Definicién 2.6. Sexa ¢(x) unha funcién polinémica, definimos a stia linearizacién
[¢(x)], como o polinomio resultante de substituir tédolos monomios non lineais polas
saas variables RLT correspondentes.

Este concepto é un dos piares fundamentais da relaxacién linear do problema polinémi-
co. O outro é engadir novas restriciéns formadas polos bounding factors, que definimos a
continuacién.

Definicién 2.7. Dado un problema de optimizacién polinémica da forma (PP (2)]). Definen-
se o conxunto de restricions bound factors como

Fs(Ji, 1) = [ (25 = 13) [ (wj —2j) >0,

JEN j€J2

para todo J; U Jy C N? tal que |J1 U Jo| = 6.
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Pode parecer trivial definir estas restriciéns, xa que son redundantes en (PP(£2)). Non
obstante, na relaxacion linear, cando substituimos as non linealidades polas variables RLT,
as restricions bound factors non se deducen das demais. Deste xeito, no problema lineali-
zado, ainda que non suponien o cumprimento das igualdades RLT, esixen unha importante
relacién entra as variables orixinais e as RLT, fundamental para o funcionamento do al-
goritmo. Ademais, incluir todas estas restriciéns permite obter unha formulaciéon mais
axustada das sucesivas linealizaciéns. Pola contra, pode suponer unha dificultade enga-
dida & hora de buscar un algoritmo eficiente pois a medida que aumenta o nimero de
variables e o grao do problema, o conxunto de bound factors aumenta exponencialmente,
como demostra o seguinte resultado. Mais adiante veremos que é posible reducir o nimero
de bound factors.

Proposicién 2.8. Dado un problema de optimizacion polinomica da forma (PP(2)). O
numero de restricions bound factors do problema €

2n+90 —1
5 .
Demostracion. Queremos saber cantas restricidns distintas se poden escribir da forma

Fs(Ji, 1) = [ (=5 = 1) [ (wj —2j) >0,

JEN JEJ2

para todo J; U Jy € N? tal que |J1 U Ja| = 4. Isto é, queremos saber cantas elecciéns
distintas podemos facer do par de conxuntos J; e Jy tales que os seus elementos estan
en N e a sta union ten exactamente d elementos. Ou o que é o mesmo, cal é o nimero
de combinaciéns posibles de tamafio § dun conxunto de 2n elementos con repeticién, n
posibles indices (que se poden repetir) para o conxunto J; e n para Jo. Sabemos que o
numero de combinaciéns posibles de m elementos tomados de [ en [ ven dado por

m T l i

logo o nimero de bound factors é

De xeito andlogo podemos probar o seguinte resultado.
Proposicién 2.9. Dado un problema de optimizacidn polinémica da forma , 0
numero de varibles RLT é
n+0
5 ) (n+1).

Demostracion. De acordo a Definicion e tendo en conta que o grao dos monomios é co-
mo moito &, queremos saber cantos multiconxuntos J C N? distintos se poden construir
de forma que 2 < |J| < §. Posto que os monomios de grao 1 se corresponden coas n varia-
bles do problema, o nimero de multiconxuntos tales que |J| < 2 é n+ 1 (tendo en conta
o conxunto baleiro). Polo tanto, pode resultar méis sinxelo achar o nimero de multicon-
xuntos tales que |J| < J, e restar posteriormente os n + 1 anteriores. Por outra banda, se
consideramos o 0 como un posible indice, podemos escribir os multiconxuntos asociados 6s
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monomios de grao menor que § como multiconxuntos de tamano ¢ engadindo tantos ceros

como sexa necesario. Por exemplo, o monomio x%xg aséciase con J = {0,1,1,3}. Deste

xeito, basta con calcular o nimero de combinaciéns con repeticion de n + 1 elementos
tomados de § en d e finalmente restar os n + 1 posibles multiconxuntos de tamano 1. Con
todo, temos que o ntimero de variables RLT é

CR,, —(n+1)= <”;‘5> (1),

como queriamos probar. d

Continuamos agora co problema polinémico do Exemplo [1.37] ilustrando os resultados
vistos neste capitulo.

Exemplo 2.10. Consideremos o problema de optimizacién polinémica seguinte

minimizar 2xrj + r1T9 — xlxg
suxeito a x1x0 > 3

22— 3z =1

1 S I1,x2 S 10.

Neste caso n = 2 e § = 3, logo o ntimero de variables RLT é

<2+3)—(2+1)=10—3:7

3
e o de bound factors é
2:24+3-1
= 20.
CH)

As variables RLT son

X1 = 2121, X12 = 7122, Xog = o9,
X1 = zizizr, X = x12122, X122 = T12222 €
X999 = Tax2T2.

Alguns dos bound factors son

(x1 —1)3 >0, (r1 —1)%(zy — 1) >0, (x1 — 1) (2 —1)2 >0,
(xg —1)3 >0, (r1 — 1)2(10 — 1) > 0, (r1 — 1)2(10 — 23) > 0,
(x1 —1)(z2—1)(10 —21) >0, (z1 —1)(x2 —1)(10 —x2) >0,

Definicion 2.11. Sexa
minimizar ¢o(x)
suxeito a ¢, (x) > f,, r=1,....,R;
¢T(w):/87”7 ]:R1+177R
Q
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o problema de optimizaciéns polinémica , definimos a sta relaxacién linear
como
minimizar [¢o(x)]L
suxeito a  [¢r ()] > Br, r=1,.., R
[9r ()] = Br, j=Ri+1,..,R

VJiUJy C Néa
jen (@5 = 1) e (uj = mj)}L 20, | JTUJa| =46

(LP(Q))

xr e CR"

Se consideramos un punto factible  do problema (PP(f})]), a sta extensién E(x)
é claramente factible do problema (LP(€2)). Partindo desta idea |Sherali and Tuncbilek
(1992) probaron os seguintes tres resultados, que sentan as bases teéricas do algoritmo
RLT.

Lema 2.12. Dado un problema polindmico da forma (PP(S2)|) con valor éptimo v [PP(2)]
e relaxacion linear , cuzo valor optimo é v [LP ()], tense que

v [LP(9)] < o [PP(Q)].

E mdis, se (z*, X*) é unha solucién dptima de verificando as identidades RLT,
enton x* € unha solucion dptima de .
Demostracion. Denotamos por ¢o[PP(Q)](+) e ¢o[LP(£2)](-) as funciéns obxectivo de (PP(Q)))
e (LP())), respectivamente. Sexa & unha solucién factible de (PP (£2)), entén E(Z) é unha
solucién factible de (LP(2))) e po[PP(2)](Z) = ¢o[LP(Q)](E(Z)), logo

v[LP()] <v[PP(Q)]. (2.1)

Sexa (x*, X™) unha solucién 6ptima de (LP(S))) verificando as identidades RLT, isto é,
tal que
X;= H:ﬂj, para todo |J| > 2,
jeJ
entén (x*, X*) = E(x*) e * é factible de (PP(f2)). Ademais, como vimos antes, tense
que
Go[PP(Q))(x*) = ¢o[LP(Q)](E(z")).

Polo tanto, tendo en conta a desigualdade ([2.1]) e o feito de que E(x*) é 6ptimo de (LP(2))),
dedtcese que x* é unha solucién éptima de (PP(€)]). O

Lema 2.13. As restricions bound factors da forma [Fs(Ji,J2)]p > 0, Jy U Jy C NY,
tales que |J1 U Jo| < & dedicense das restricions [Fs(Ji, J2)]r > 0 con J; U Jy C N° e
|J1 U J2| =94.

Demostracion. Sexan & tal que 1 < & < 6, j € N e Ji, Jo tales que J; UJo C N ¢
|J1UJ2| = 0. Consideremos as restriciéns [Fyr 41 (J1U{j}, J2)|L > 0e [EFy41(J1, J2U{j})]L >
0, entén tense que

Fo1(JL UG} L)l + [Forpa(J1, J2 U {5}

= [(z; — ;) Fy (J1, o)L + [(uj — ;) Fy (J1, J2) L

= [z Fy (J1, J2)|r — i[Fy (J1, J2)| + wj[For (J1, J2)]n — [ Fs (J1, J2)i
= (uj = 1j)[Fo (J1, J2)] -
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Posto que uj —1; > 0, a restricién [Fy (J1, J2)]r > 0 dedtcese de [Fyi1(J1 U{j}, J2)|r >
0 e [Fyy1(J1,J2 U {j})]r > 0. En virtude do principio de inducién, temos probado o
enunciado. O

O Lema afirma que todas as restriciéns que se poden formar multiplicando ata
6 — 1 bounding factors xa estan incluidas polas restricidons bound factor.

Corolario 2.14. Sexa (LP(Q)|) o problema relaxado dun problema de optimizacion po-

linomica da forma . Enton, todas as variables do problema (LP(S2)|) estin acou-
tadas. Ademais, se o problema (LP(S2)|) € factible, este ten dptimo finito.

Demostracidn. Sexa X unha variable RLT arbitraria, con X; C N?. Vexamos por indu-
cién sobre |J| que X ten cotas inferior e superior finitas. Se |J| = 2, con J = {j1,J2}, en
virtude do Lema [2.13]| sabemos que

[Fo(J, 0]z = [(w5, — Ujy) (2, — Ujp)]=X g — Ly, — L2, + 15,15, >0,

logo X; > lj,x5, +1j, x5, —1; 1;,. Posto que as variables z;, e x;, estdn acoutadas, dedticese
que a variable RLT ten unha cota inferior finita. De xeito andlogo, considerando Ji = j;
e Jo = jo tense que

[(Fo(J1, J2)|L = (25, — 1)) (ug, — 25,)]= — Xy + ujozgy + Uy wj, — ljyug, >0,

logo X; < wj,xj, +1j ), — 1 uj,, de onde se deduce que X ; estd acoutado superiormente.
Suponamos que se verifica para |J| < ¢’ e vexamos que se cumpre para |J| = ¢, con §' < §
e J = {j1,..-,J5 }- Do mesmo xeito que para o primeiro caso, grazas o Lema tense
que

[F5’(J7®)]L: H(xj_lj) :XJ_f(m7X)207
Jje€J I

sendo f(x, X ) unha funcién linear cuxos monomios asociados &s variables RLT con coe-
ficientes non nulo tefien grao menor que delta’, polo que estdn acoutadas. Logo X; >
—f(x, X) e X ten unha cota inferior finita. Por tiltimo, se consideramos J; = J \ {js'} e
Jo = {js'}, temos que

[Fy (Ji, Il = | (g, —2,) [ (@i —1)| =—-X7—g(x, X) >0,
JEN st} ;

onde g(x, X), por un razoamento andlogo o anterior, esta acoutada e X; < g(x, X ). Logo
X ; estd acoutado superiormente. O

Lema 2.15. Sera (Z, X) unha solucién factible do problema (LP(Q?)). Se Z, = l,, para
algun p € N, enton
Xyupy = X,

para todo J C N° tal que 1 < |.J| < 6§ — 1. Analogamente, se Tp = uy, enton
XJU{p} = UPXL

para todo J C N° tal que 1 < |J| <6 — 1.
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Demostracion. Sexa T, = l, para algin p € N. Imos probar este resultado por inducién
sobre |J|. Comezamos considerando |J| = 1, logo J = {q} para algiin ¢ € N. En virtude do
Lema sabemos que as restricions bound factors de maior grao do problema
implican que

[(zp —Ip)(2g — lg)]L = Xipgy — lgmp — lpmg + lplg =2 0

[(xp = Ip)(ug — 24)]L = _X{p,q} — ugxp + lprg — lpug > 0.
Logo, tense que
lg(zp = lp) + lgzq < Xip gy < lpg + ug(xp —Ip).

Avaliando a expresién anterior no punto (Z, X) e tendo en conta que Z, = l,, temos que
Xyuipy = X{p,q} = lpTq- Suponamos que isto se verifica para 1 < |J| <t —1 e vexdmolo
para |J| =t, con 2 <t < § — 1. Para todo g € J, polo Lema sabemos que

[(zp — Ip)(@q — 1) H (zj = 1)l =20

jeJ\{q}

[(zp = Ip)(uq — zq) H (zj =)l = 0.

jeI\{q}

Reescribindo |[];c (g (25 — lj)} | como X \{q} +¢(x), onde ¢(zx) é un polinomio de grao

menor ou igual a t — 2, tense que

XJU{p} =Xy > lq(XJ\{q}U{p} - leJ\{q}) + [lpqu)(w) - xpqu)(m)]L +lq[xp¢(w) - lp(z)(x)]ll

e

XJU{p} —1p Xy > uy (XJ\{q}U{p} _leJ\{q}) +lpred(x) — 2p2d(2)] L +Ug[TpP(T) —1pP(2)] L

Pola hipétese de inducién tifiamos que X Ny = lp)_( \{q}» logo avaliando as desigualdades
anteriores en (&, X)) e tendo en conta que Z, = l,,, temos que

OSXJu{p}_leJSO.

Polo tanto, XJ\{p} = [, X como queiramos probar.
Se Z,, = u, a demostraciéon é andloga, polo que non a incluiremos. ]

2.3. Algoritmo baseado na RLT

Os resultados anteriores, ademais de probar algins aspectos mais técnicos, son fun-
damentais para o funcionamento do algoritmo. En particular, o Lema afirma que a
solucion 6ptima do problema linealizado, obtida mediante as técnicas habituais de optimi-
zacion linear, xera unha cota inferior (LB, do inglés lower bound) de . No mellor
dos casos, se a solucién 6ptima de (x*, X™) cumpre as igualdades RLT, a solu-
cién é 6ptima de (PP(£2))). Noutro caso, a infactibilidade débese a que, polo menos, unha
igualdade RLT non se satisfai. Entén, chegados a este punto, buscamos unha variable x,,
que maximice dalgunha maneira as violaciéns das igualdades RLT para ramificar sobre
ela. |Sherali and Tuncbilek (1992)) definiron o criterio de ramificaciéon dado por

c {6}, 2.2
p € arg mix{0;} (2:2)
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onde
0; = max X Y
’ JcNé,lgmgg,l{‘ Jug — X}

para todo j € N. Posteriormente, dividimos €2 nos hiperrectdngulos Q' e Q2 resultantes de
engadir a restricion z, < ac ez, = xp, respectivamente. Esta etapa, que se conece como
ramificaciéon espacial, permlte descartar un éptimo de que non ¢ factible (nin
6ptimo) de xerando dous novos problemas LP(Q2') e LP(Q?) e a stia vez novas
cotas. Pois ben, este procedemento de xeito iterativo é o que se conece como Algoritmo
de Reformulacién-Linearizacién e se detalla a continuacion:

Etapa 0: Inicializacion.

= Definimos a mellor solucién actual z* =@ e o mellor valor obxectivo como v* = oo.
Fixamos k=1,t=1,tot =1, Q1 = {1} e QM =

» Resolvemos LP(Q"!), obtendo unha solucién éptima, (:i'l’l,Xl’l) de LP(QY1). Se
LP(Q%!) é infactible, entén o problema orixinal (PP(2)) tamén o é e o algoritmo

remata.

= Seleccionamos a variable z;, sobre a que ramificamos de acordo ¢ criterio previamente

fixado. Se 0;’1 =0, z"! é unha solucién 6ptima de (PP(£2))). Polo tanto, actualizamos
x* = bl vt = [LP (Ql’l)] e o algoritmo remata. En caso contrario, pasamos
a Etapa 1.

Etapa 1: Ramificacién.

Consideramos o problema LP (Qk’t), para o cal se seleccionou x, como variable de

. sz k,t
ramificacién con 6, > 0.

» Definese a particién de QFt

Okt — Okt 0 {x e R": l}’;’t <z, < azl;’t} ,
(2.3)
Oktz — Okt {ZC cR": xlg’t <z, < ulg’t} )

sendo t1 = tot + 1 e to = tot + 2. Nétese que os novos conxuntos estan ben deﬁnldos

xa que, en virtude do Lema por ser ng’t > 0 tense que llg’t < mp < up " sendo

kit kit . . . .
I;" e uy” as cotas inferior e superior, respectivamente, de z,, en LP(Q%1).

» Actualizamos Qr = (Qx\{t}) U {t1,t2}, tot = tot + 2, e continuamos 4 Etapa 2.

Etapa 2a: Acoutamento.

Resolvemos LP (Qk’tl). Se é infactible, actualizamos Qr = Qi\{t2} e continuamos
4 Etapa 2b. Noutro caso, temos que (i’k’tl,)_(k’tl) é a solucién 6ptima de LP(Q%!1) cun
valor 6ptimo de LBy, = v[LP(Q2F1)]. Seleccionamos a variable de ramificacién z,.

= Se 9’;’“ = 0, entén M4 ¢ factible de (PP(Q))), o que nos proporciona unha cota
superior de (PP(Q)). Actualizamos Qr = Qr\{t1}. Se v[LP(Q%")] < v*, entén
x* = xhh e v* = LBy, .
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Etapa 2b: Acoutamento.

Resolvemos LP (Q2%2). Se ¢ infactible, actualizamos Q) = Qi\{t2} e continuamos

3

4 Etapa 3. Noutro caso, temos que (.’Ek’tQ,Xk’tz) é a solucién 6ptima de LP(Q2%2) cun
valor éptimo de LBy, = v[LP(Q%2)]. Seleccionamos a variable de ramificacién .

= Se 9£’t2 = 0, entén &2 ¢ factible de (PP(Q))), o que nos proporciona unha cota
superior de (PP(9)). Actualizamos Qr = Qi\{t2}. Se v[LP(Q2"2)] < v*, entén

xt =kt e v* = LB 4,.

Etapa 3: Poda.
Actualizamos Qi1 = Qi\{t € Qk : LBy > v*}.
» Se Q1 = 0, o algoritmo remata.

» Noutro caso, para cada t € Qp41, actualizamos QFF1t = QFt, (mk+1,t’Xk+1,t) _
1
(xk7t7 Xk’t)a LBkJrl,t - LBk,t, 0£+ ot = 911;715 ek=k%k + 1.

Etapa 4: Seleccion do nodo.

Seleccionamos (k,t) tal que t € argmingcg, {LBy+} e volvemos & Etapa 1.

2.4. Interpretaciéon grafica

Noétese que a ramificacion espacial non consiste en engadir directamente a restricién
zp <, ou x; > x, 6 problema linealizado, senén que actualiza a cota inferior ou superior
da variable en cuestién. Isto implica que algunhas restriciéns bound factors tamén cam-
bien, reducindo ainda madis a rexion factible do problema linealizado. Imos ilustrar esta

idea.

Sexa un problema polinémico de grao dous da forma con Q = [0,1]? dado.
Suponamos que a rexién factible é o espazo sombreado representado na Figura O
problema relaxado terd 5 variables, as orixinais x1 e xo mais as variables RLT X711, Xo9
e Xi9. Logo a rexién factible deste problema serd un subconxunto de R®. Non obstante,
se consideramos a sua proxecciéon sobre o plano que contén as variables x1 e xo, pode-
mos imaxinar que serd semellante & rexion sombreada na Figura Como vemos, a
linealizacién ou convexificacién dun problema non linear ou non convexo, tamén ten unha
representacién grafica moi clara. Ademais, unha vez resolvemos a relaxacién linear, aca-
dando o éptimo no punto &, ramificamos sobre unha das stas variables. Isto é, dividimos
) actualizando unha das cotas da variable. Esto supén un cambio nas restriciéns bound
factor e polo tanto na sua linealizaciéon. Polo tanto, non sé se divide o espazo factible da
relaxacién linear, senén que se forma un novo espazo factible asociado a cada subproblema
linear, como se representa na Figura

2.5. Converxencia do algoritmo

Agora debemos preguntarnos se este algoritmo é capaz de obter unha solucién 6ptima
nunha cantidade finita de pasos, ou se polo menos temos asegurada a converxencia do mes-
mo. Para dar resposta a esta cuestion Sherali and Tuncbilek (1992) presentan e demostran
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Nl

(a) Rexién factible de PP(12) (b) Rexién factible de LP(£2)

Figura 2.1: Interpretacién grafica da linearizacion dun problema polindmico empregada
na RLT.

o Teorema No presente traballo, incluiremos a demostracién de |(Gonzalez-Rodriguez
(2022), pois fai explicitos algiins argumentos que a orixinal non.

Lema 2.16. En calquera iteracion k € K do algoritmo baseado na RLT, sendo K un
conzunto non necesariamente finito, tense que

LBy 4y < v[PP()],
onde t(k) € Q.

Demostracion. Imos ver que, pola propia construcion do algoritmo, nunca seleccionamos
nodos con un valor éptimo maior que o do problema (PP(f2)). En cada iteracién k do
algoritmo, tense que:

1. Todo punto E(x) factible en LP(QF?), e polo tanto a factible en (PP(R))), é factible
en LP(QF") ou en LP(QF12).

2. Deixa de ramificarse nun nodo LP(Q%*¥)) cando é infactible ou cando o éptimo de
LP(Q%t*)) xa é factible de (PP(Q)))

3. Na Etapa 3, actualizamos Qi1 = Qi \{t € Qi : LBy > v*} de forma que descarta-
mos aqueles nodos con valor éptimo maior ou igual que o da mellor solucién ata ese
momento.

4. Por 1ltimo, seleccionamos o nodo sobre o que ramificamos escollendo en Qi aquel
co valor 6ptimo mais baixo.

O]
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(a) Rexién factible de LP(£2y) (b) Rexién factible de LP(22)

Figura 2.2: Interpretacién grafica da ramificacion espacial empregada no algoritmo baseado
na RLT.

Teorema 2.17. Cando empregamos o algoritmo RTL para resolver un problema de opti-
mizacion da forma (PP(2)|) cimprese sempre unha das sequintes afirmacions:

1. O algoritmo RLT remata nunha cantidade finita de pasos obtendo unha solucion
optima de (PP(2)]).

2. Dada unha sucesion infinita de iteracions e unha rama con infinitos nodos zrerada
pola mesma, enton todo punto de acumulacion da sucesion de variables x xerada pola
resolucion das correspondentes relaxacions lineais é un dptimo global de (PP(£))).

Demostracion. Notese que, na Etapa 1, os puntos factibles en LP(Qk’t) que son factibles
en tamén o son en LP(Q%*1) ou en LP(Q2%*2). Polo tanto, a ramificacién estd ben
definida, isto é, todo punto da rexién factible de foi estudado ou esta pendente
de selo. Ademais, o algoritmo remata (nunha cantidade finita de iteraciéns) cando Qj = 0.
E dicir, cando despois de k iteracidons o algoritmo resolveu tédolos nodos, salvo aqueles
cuxos valores correspondentes son maiores 6 6ptimo actual. Logo, v* é valor 6ptimo de
(PP(2)]) e * a solucién correspondente.

Suponamos agora que o algoritmo RLT non remata nunha cantidade finita de itera-
ciéns. Consideremos unha rama con infinitos nodos da arbore de ramificaciéon e acouta-
mento, dada pola sucesién {QF**F)}, - de particiéns anifiadas, onde t(k) € Qy, para todo
k € K C N, sendo K o conxunto infinito de iteraciéns. Denotemos por