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Resumen

Resumen en espanol

El objetivo de la presente memoria es el anélisis de un nuevo problema procedente del ambito del
transporte, formulado por Wu et al. (2024), desde el punto de vista de la teoria de juegos: encontrar
el mejor modo de asignar el peaje recolectado por los usuarios de una autopista a los diferentes
segmentos en los que se divide, donde las secciones pueden estar operadas por diferentes companias
o ser unidades de un mismo operador. Con este fin, se introduce el marco tedrico con las nociones
necesarias para abordar el problema de la referencia principal, y que incluyen tanto los conceptos de
solucién més importantes en la teoria de juegos clasica, como la presentacion de dos juegos con unas
caracteristicas especiales, donde las posibilidades de cooperacién entre los jugadores son limitadas.
Ademds, se explican los tres métodos propuestos en Wu et al. (2024), se enuncian sus propiedades
acompanandolas de interpretaciones intuitivas, y se formulan los juegos asociados. Finalmente, se
ilustra la teoria expuesta sobre un par de ejemplos reales, relativos a una autopista espanola y otra
australiana, donde se comparan e interpretan los resultados obtenidos mediante distintas soluciones
para decidir cudl es el reparto de peaje més adecuado en cada caso.

English abstract

The aim of this project is to analyse a new problem within the transportation domain, formulated
by Wu et al. (2024), from a game theoretic perspective: finding the best way to allocate the toll
collected from motorway users among the various segments into which it is divided. These sections
can be operated by different companies or be units of the same operator. To this end, the theoretical
framework is introduced with the necessary notions to address the problem of the main reference. These
include both the most important solution concepts in classical game theory, as well as the presentation
of two games with special features, where the possibilities of cooperation between players are limited.
In addition, the three methods proposed in Wu et al. (2024) are explained, their properties are stated
accompanied by intuitive interpretations, and the associated games are formulated. Finally, the theory
is illustrated by means of two real-life examples, pertaining to a Spanish and an Australian motorway.
The outcomes derived from various solutions are compared and interpreted to decide which is the most
appropriate toll distribution in each case.
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Prefacio

Una cuestion interesante que surge en el ambito del transporte es cémo asignar el peaje recolectado
por los usuarios de una autopista a cada una de las empresas de transporte o autoridades municipales
encargadas de su gestion y mantenimiento, y que estdn ubicadas a lo largo de la carretera. Este trabajo
de fin de master estd dedicado al analisis y resolucién de este problema mediante el uso de la teoria de
juegos. Pero, jqué es (exactamente) la teorfa de juegos?

La teoria de juegos es el nombre dado a la metodologia que usa herramientas matematicas para
modelizar y analizar situaciones basadas en la toma de decisiones interactivas. Es decir, situaciones
que involucran a varios agentes que toman decisiones (llamados jugadores) con diferentes objetivos,
en los que la decisién de cada cual afecta al resultado final de todos los decisores. Esta interaccién
distingue la teoria de juegos de la teoria de decisién clasica, enfocada esencialmente en un tnico deci-
sor. Basandose en la hipdtesis de que los jugadores se comportan de modo racional, la teoria de juegos
trata de predecir su comportamiento y a veces también proporciona sugerencias relativas a las formas
en las que pueden alcanzar sus objetivos.

En funcién de si hay un objetivo comun para todos los jugadores o de si cada uno de ellos persigue
su propia meta, se distinguen dos tipos de modelos dentro de la teoria de juegos: cooperativos y no
cooperativos. En estos ultimos, se supone que todas las posibles acciones de los agentes estan com-
pletamente detalladas en la descripcién formal del juego y se trata de analizar cdmo debe de actuar
cada uno de estos agentes dentro de las reglas del juego. En cambio, el modelo de teoria de juegos
cooperativos supone que los agentes pueden establecer acuerdos vinculantes a través de mecanismos
complejos que no estdn completamente precisados en la descripcién del juego. En este contexto, lo que
se busca es proponer repartos aceptables por todos de los beneficios que el colectivo de agentes puede
generar como consecuencia de la colaboracién entre sus miembros.

La primera formulaciéon matematica de la teoria de juegos vino dada de la mano de John von
Neumann y Oskar Morgenstern en el libro The Theory of Games and Economic Behavior, publicado
en 1944. Ciertas limitaciones en este marco formal provocaron que, inicialmente, la teoria solo fuese
aplicable bajo ciertas condiciones. No obstante, en las tltimas décadas, a medida que la teoria se
fue desarrollando y refinando, han surgido multitud de aplicaciones en campos tan diversos como la
economfa (andlisis de mercados, repartos de costes o beneficios, asignacién de tarifas, problemas de
bancarrota, asignacién de recursos, repartos de cuotas), redes (Internet, red de telefonia mévil, redes
sociales), ciencias politicas (el estudio de las posibles formas en las que los partidos politicos pueden
cooperar para formar una coalicién, indices de poder para medir la influencia de cada partido, méto-
dos de votacién), biologia (evolucién de las especies), psicologia (modelos de comportamiento) o en
informética (problemas de enrutamiento y congestion).

La aplicacion en la que estd centrada este trabajo es el transporte. Como se puede ver en Fiestras-
Janeiro et al. (2011), la teoria de juegos cooperativos se ha aplicado con gran éxito en este d&mbito,
donde los problemas que aparecen mas frecuentemente estan relacionados con la distribucién o asig-
nacién de costes. Por ejemplo, para decidir cual es el mejor modo de distribuir el coste de un sistema
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de transporte entre sus usuarios, analizar cuan justos son los precios de los billetes en el transporte
publico o bien para disenar un sistema de tarifas justo que permita sufragar los costes de determinadas
infraestructuras. En relacion a esto ultimo, la teoria de juegos cooperativos ha demostrado ser muy til
en diversos estudios aplicados a problemas de tarificacion de autopistas, donde se trata de determinar
qué peaje se debe asignar a cada vehiculo o cada clase de vehiculo para cubrir los gastos de construc-
cién y mantenimiento de la carretera. En estos estudios se hace uso de diversas soluciones de teoria
de juegos para resolver problemas de asignacion de costes cuyos agentes son los tipos de vehiculos
(motos, camiones, etc.). La filosoffa de los métodos cldsicos para resolver el problema se enmarcan
bajo dos enfoques: los métodos de asignacién proporcional (que determinan las tarifas a cada tipo de
vehiculo en funcién de varias medidas sobre su uso de la carretera, como puede ser el peso del vehiculo
o la distancia recorrida) y los métodos incrementales (los cuales asignan los costes en funcién de las
modificaciones que habria que hacer en la carretera como resultado de la acomodacion de los vehiculos
més pesados). Villarreal-Cavazo and Garcia-Diaz (1985) desarrollaron dos nuevos métodos, conocidos
como el enfoque incremental modificado y el método generalizado, que tratan de suplir las deficiencias
de los planteamientos clésicos. Por otro lado, Castano-Pardo and Garcia-Diaz (1995), propusieron una
variacion del problema de asignacién de costes en una autopista al considerar cada vehiculo individual
como un jugador, en vez de considerar las clases enteras en las que se pueden dividir los vehiculos
como agentes. En este juego, donde hay un gran nimero de jugadores, las decisiones de un jugador
por si solo son irrelevantes para el resultado final del juego. Una aplicacion para el disenio de las tarifas
en las autopistas de Espafia se puede encontrar en Kuipers et al. (2013). En este estudio, la autopista
se divide en un conjunto ordenado de secciones (donde cada seccién estd delimitada por las entradas
y salidas de la autopista) y cada seccién tiene asociado un coste fijo. En este caso, los jugadores son
los usuarios de la autopista. Por tdltimo, destacamos el trabajo de Gémez-Rodriguez et al. (2024), que
plantea cémo asignar los costes de una autopista a sus usuarios, considerando que distintos tipos de
vehiculos pueden negociar entre si para conseguir una reduccion de las tarifas.

Para finalizar, mencionamos otras aplicaciones de interés de los juegos cooperativos en problemas
de asignacion de costes en el area del transporte. Una aplicacion clésica es el problema del aeropuer-
to de Littlechild and Owen (1973). Este problema consiste en dividir los costes de mantenimiento o
construccién de una pista de aterrizaje entre las distintas aerolineas que operan en un aeropuerto.
Claramente se puede observar que los aviones pequenios y ligeros necesitan una pista mas corta para
aterrizar que los aviones grandes. Las aeronaves que utilizan las instalaciones de un aeropuerto tienen
que pagar una tasa por cada operacién que realizan (despegue o aterrizaje) y, en la mayoria de los
casos, esas tasas tienen varios componentes, uno de los cuales estd relacionado con el coste de cons-
truccién de la pista utilizada. Un problema relacionado es el que proponen Fragnelli et al. (2000), que
investigan como repartir los costes de construcciéon y mantenimiento de la red ferroviaria en Italia.
En este caso, se distinguen dos tipos de trenes en funcién de la velocidad que alcanzan: rapidos y
lentos. Cada tipo de tren demanda distintos tipos de via. Los trenes rapidos requieren una via de alta
calidad para circular, mientras que para los trenes lentos es suficiente con usar una via bésica. Los
costes de construccién se modelan como un problema del aeropuerto, en el siguiente sentido: ambas
categorias de tren usan el nivel més bédsico de via (equivalente a la primera seccién de la pista de
aterrizaje), pero los trenes rapidos necesitan, ademas, el siguiente nivel de calidad (que corresponderia
con usar la pista entera). Por su parte, Estan et al. (2021) exploran cémo dividir el coste fijo (salarios
del personal ejecutivo, reparacién de instalaciones o impuestos fijos) de una linea de tranvia entre las
ciudades ubicadas a lo largo de dicha linea. Este coste es independiente del nimero de pasajeros y de
la longitud de la linea. Ademds, proponen tres métodos para repartir el coste, cuyas ideas esenciales
son: hacerlo de forma uniforme entre las ciudades, dividirlo proporcionalmente al nimero de usuarios
en cada ciudad y asignarlo proporcionalmente al niimero de segmentos de la linea de tranvia de los que
hace uso cada pasajero. Finalmente, Rosenthal (2017) considera un sistema regional de transporte for-
mado por una serie de estaciones conectadas unas con otras mediante una red de enlaces, y se plantea
como distribuir el coste de dicho sistema entre sus usuarios, donde supone que cada pasajero empleara
el camino més corto (i.e, el menor nimero de enlaces) entre todo par de estaciones en la red del sistema.
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Este trabajo se divide en tres capitulos: en el capitulo 1 se exponen las definiciones basicas de la
teoria de juegos cooperativos y se introducen dos tipos de juegos con restricciones en la cooperacién:
los juegos de comunicacién y los juegos con estructura de permiso. Para cada uno de ellos se describen
los principales conceptos de solucién, junto con sus correspondientes axiomatizaciones.

En el capitulo 2 se estudia el problema al que estd dedicado este trabajo, introducido en Wu et al.
(2024), y que consiste en analizar cémo asignar el peaje recolectado por los usuarios de una autopista
lineal a los segmentos en los que se divide la carretera. Se explican brevemente las inspiraciones en las
que estd basado el problema y se presentan las tres soluciones propuestas, cuya creacién y aplicacion
practica estan supeditados al sistema de tarifas que se considere, que puede ser basado en distancia
recorrida o fijo, en funcién de las entradas y salidas de la autopista. Ademaés, se analizan las propie-
dades que verifican cada uno de los métodos y se muestran sus interpretaciones intuitivas. Por tltimo,
se formulan los juegos asociados a cada una de las soluciones.

Para concluir, en el capitulo 3 se ilustran los conceptos de soluciéon presentados en los capitulos
previos sobre varios casos reales. En concreto, nos centramos en una autopista espanola para ilustrar
el sistema de peaje basado en distancias recorridas y en la autopista australiana Hills M2 para mostrar
el uso del sistema de peaje fijo. Se emplean los métodos de Wu et al. (2024) adecuados para cada caso
y se comparan con lo obtenido por las soluciones del capitulo 1. Ademads, se interpretan los resultados
y se decide cudl es el mejor reparto del peaje en base a las propiedades que verifican las soluciones.
Por tdltimo, se muestra un ejemplo sobre la red de autopistas de peaje en Irlanda que podria servir de
motivacién para extender el problema presentado en Wu et al. (2024) a un caso mds general.






Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo expondremos los aspectos tedricos necesarios para entender la referencia principal
en la que se basa este trabajo. Comenzaremos presentando las definiciones y conceptos de solucién mas
conocidos en el campo de la teoria de juegos cooperativos, para después pasar a definir dos subclases
bien conocidas de juegos cooperativos: los juegos de comunicacién y los juegos con estructura de
permiso. Ambos juegos comparten el hecho de que la cooperacién entre los agentes estd restringida, es
decir, no se puede formar cualquier coalicién entre los jugadores.

1.1. Teoria de juegos cooperativos

Para la elaboracién de esta seccién, nos basaremos en las referencias Gonzédlez-Diaz et al. (2010) y
Sénchez-Rodriguez y Vidal (2014).

En la teoria de juegos cooperativos, el foco estd puesto en lo que puede obtener un grupo de agentes,
vy no en los pagos asignados a agentes individuales, como sucede en juegos no cooperativos. Dado un
grupo de agentes, un juego cooperativo define el beneficio que un grupo se puede garantizar por si
mismo, sin la ayuda o cooperacién con agentes no pertenecientes a dicha coalicién.

Nosotros nos centraremos en los juegos cooperativos con utilidad transferible, también denominados
juegos TU. Exponemos, a continuacién, las hipdtesis de este modelo y seguidamente su definicién
formal.

= Cada coalicién tiene asignado un tnico valor como pago (no un conjunto de pagos).

= Los pagos (utilidad) se pueden redistribuir (transferir) entre los miembros de una coalicién libre-
mente, sin ningun tipo de restriccién.

Definicién 1. Un juego cooperativo con utilidad transferible es un par (IV,v), donde:
= N es un conjunto finito de jugadores.

= v:2Y — R es una funcién que asocia a cada coalicién S C N un niimero real v(S), que representa
el pago que la coalicién S se puede garantizar por si misma, independientemente de lo que hagan
el resto de jugadores. Asumimos que v({}) = 0.

Los subconjuntos de N se llaman coaliciones y v se denomina funcién caracteristica. Denotamos por
GV ala clase de todos los juegos con conjunto de jugadores N.

Las cuestiones fundamentales que intenta responder la teoria de juegos cooperativos son:

» ;Qué coalicién(es) se formara(n)?
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» ;C6mo deberia de repartir esa coalicién(es) el pago entre sus miembros?

La respuesta a la primera pregunta suele ser la gran coalicién N, i.e, todos los agentes acuerdan
trabajar juntos. No obstante, esto no siempre tiene porqué ser asi. Dependerd de lo beneficioso que
resulte la cooperacién y de como dividamos el pago entre los jugadores, lo cual nos lleva a la segunda
pregunta: jcémo deberia una coalicién dividir su pago? En este caso, la respuesta varia en funcién
de cudl sea el objetivo de la coalicion. Hay dos enfoques principales: estabilidad y justicia. En el caso
de la estabilidad, el objetivo seria encontrar soluciones que ofrezcan repartos estables segtin distintos
criterios. Un ejemplo de solucién que aporta asignaciones estables es el core (Gilles, 1953). El segundo
enfoque es la justicia, para el cual se buscan repartos que representen un compromiso justo para los
jugadores. Soluciones enmarcadas bajo este principio son, por ejemplo, el valor de Shapley (Shapley,
1953), el nucleolus (Schmeidler, 1969) y el 7-valor (Tijs, 1981).

Es importante mencionar algunas propiedades que puede cumplir un juego cooperativo con utilidad
transferible.

Definicién 2. Un juego (N,v) € GV es:

1. Superaditivo si, para todo S,T C N tal que SNT = 0, entonces v(S) + v(T) <v(SUT).

2. Convexo si, para todo S, T C N, v(S) +v(T) < v(SUT) +v(SNT), oequivalentemente, si
v(SUP) —ov(S) >v(TUi) —v(T), para todo S,T C N tal que T'C S C N\i.

3. Monétono si, para todo S,T C N tal que S C T, se tiene que v(S) < v(T).

La propiedad de superaditividad afirma que la unién de dos grupos disjuntos cualesquiera no pro-
voca una disminucién de los beneficios. En concreto, implica que el mayor pago se otorga a la gran
coalicién, con lo cual, cuando tenemos un juego superaditivo, es natural asumir que la gran coalicién
es la que se formard. La segunda caracterizacién de la convexidad implica que un juego es convexo si la
contribucién de cada jugador a una coalicién no decrece si mas jugadores se incorporan a la coalicién.
Por 1ltimo, la monotonia nos dice que el pago de una coalicién dada no es menor que el pago alcanzable
por cualquiera de sus subcoaliciones.

A continuacién, introducimos una clase importante de juegos TU que constituyen una base de GV
considerado como espacio vectorial. Son los denominados juegos de unanimidad.

Definicién 3. Sea ) 2T C N. El juego de unanimidad de la coalicién T, (N, ur), se define para cada
coalicién S C N,

1, siTCS
UT(S) = {
0, en otro caso.

La siguiente proposicién muestra que cada juego (N, v) se puede expresar de forma dnica como una
combinacién lineal de juegos de unanimidad. Esto demuestra que, efectivamente, estos juegos forman
una base de G considerado como espacio vectorial.

Proposicién 4. Sea (N,v) € GN. Entonces, los coeficientes (cr)pzrcn € R2"\M%} definidos por

er =3 (~)T-T (1)

T'CT

v = E crur

TCN

son tales que

de forma tnica. A los coeficientes cp se les denomina dividendos de Harsanyi (Harsanyi, 1959).

Los coeficientes ¢ tienen importancia por si mismos ya que se pueden interpretar como la influen-
cia de cada juego de unanimidad en el juego original.
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Vistos los conceptos més basicos sobre juegos con utilidad transferible, pasamos ahora a definir los
principales conceptos de soluciéon que se enmarcan dentro de este contexto.

En la teoria de juegos con utilidad transferible, el concepto de solucién de un juego se puede estudiar
desde dos perspectivas: una consiste en indicar qué repartos son més preferidos que otros siguiendo
unos determinados criterios (conceptos de solucién tipo conjunto) y el otro enfoque es el concepto de
solucién puntual, que consiste en dejar que sea un arbitro o un juez el que recomiende a los jugadores
un reparto del valor entre ellos.

Las soluciones tipo conjunto establecen criterios para eliminar repartos del conjunto inicial de par-
tida, mientras que la metodologia clasica de las soluciones puntuales establece criterios, axiomas o
propiedades béasicas que deben verificar las soluciones. En general, lo que diferencia a los distintos
conceptos de solucién tipo conjunto son los criterios empleados para decidir qué es beneficioso, o es-
table, para los jugadores. Por el contrario, lo que diferencia a los diferentes conceptos de solucién tipo
puntual son los axiomas que se imponen a la solucion, y que suelen estar basados en la justicia o en las
expectativas racionales de los jugadores. Por otro lado, los conceptos de solucién tipo conjunto pueden
seleccionar uno, un niimero finito, una cantidad infinita o, incluso, ningin reparto, mientras que en las
soluciones puntuales de juegos TU, el reparto, si existe, es tnico.

Formalizamos ahora mateméaticamente el concepto de solucién de un juego cooperativo que recoge
tanto los conceptos de solucién tipo conjunto como las soluciones puntuales.

Definicién 5. Una solucién definida en algiin dominio Q € G, es una correspondencia ¥, ¥ : ) —»
RY | que asocia a cada juego (N,v) en £ un subconjunto ¥(N,v) C RY.

En el caso de que la solucién sea siempre unitaria hablamos de solucion puntual o regla de reparto
(en inglés, allocation rule). En otro caso, se trata de una solucién de tipo conjunto. En este trabajo,
la tnica solucién de tipo conjunto que trataremos sera el core o nicleo, mientras que en las soluciones
puntuales nos centraremos en el valor de Shapley, el nucleolus y el 7-valor.

Empezamos por definir el nicleo.

Ncleo

En este apartado, introducimos el concepto més importante relacionado con la propiedad de esta-
bilidad: el core o niicleo, tratado por Edgeworth (1881) y Gilles (1953). Antes, introducimos algunas
propiedades de los repartos asociados con un juego de utilidad transferible.

Definicién 6. Un reparto es un vector = (x1,...,7,) € RY, donde cada coordenada z; representa
la cantidad asignada al jugador i. Dado un reparto = (21, ...,2,) € RV, la suma de las cantidades
asignadas a los miembros de una coalicién S C N se denota por z(S) = >, ¢ ;.

A continuacién, enumeramos dos propiedades muy deseables para una regla de reparto.

Sea (N,v) un juego con utilidad transferible.

» Racionalidad individual. Un reparto = = (x1,...,7,) € RY verifica la propiedad de racionalidad
individual si cada jugador ¢ € N recibe un pago que no es inferior a lo que puede garantizarse
por s{ mismo, i.e, z; > v(i).

» Eficiencia. Un reparto = (21, ..., 7,) € RY es eficiente si distribuye el valor de la gran coalicién,
v(N), entre los jugadores. Esto es, x(N) = x1 + -+ + 2, = v(N).

La primera propiedad establece que cada jugador debe obtener, al menos, lo que se puede garantizar
por si mismo. La segunda, razonable si asumimos que los jugadores van a formar la gran coalicién,
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impone que se va a repartir el valor total disponible.

Los repartos eficientes que son individualmente racionales se denominan imputaciones.

Definicién 7. Sea (N,v) € GV. El conjunto de imputaciones del juego (NN, v) es el conjunto de todos
los repartos eficientes que verifican, ademas, la propiedad de racionalidad individual.

I(N,v) = {x c RV : sz =ou(N),z; > v(i),Vi € N} .
ieN

El conjunto de imputaciones de un juego superaditivo siempre es no vacio. La racionalidad indi-
vidual de los repartos en I(N,v) garantiza que ningin jugador “bloqueard” un reparto en I(N,v),
ya que no puede conseguir nada mejor por su cuenta. Sin embargo, se puede dar que una coalicién
de jugadores tenga incentivos para desviarse de algunos repartos de I(N,v). Para impedir que esto
suceda, el niucleo se define imponiendo una condicién de racionalidad coalicional sobre los repartos
del conjunto de imputaciones. Dado un juego v € GV, un reparto € R" verifica la propiedad de
racionalidad coalicional si, para cada coalicién S C N, >, ¢ 2; > v(S). El niicleo es el conjunto de los
repartos eficientes que satisfacen la racionalidad coalicional.

Definicién 8. El core o nicleo de un juego (N, v) es el conjunto:
C(N,v) ={z € I(N,v) : 2(S) > v(S),¥vS C N}.

La racionalidad coalicional supone que a cada coalicién S C N debe corresponderle, al menos, lo
que se puede garantizar por si misma. Por tanto, los repartos del core son estables, en el sentido de que
ninguna coalicién tendria incentivos para desviarse y obtener un reparto mejor (en sentido estricto)
que lo que asigna un reparto en el nicleo.

A continuacién, ilustraremos algunos de los conceptos mencionados previamente.

Ejemplo: Tlustracion de los conceptos de solucién

El objetivo de este problema es el reparto del dinero entre tres empresas de transporte, A, By C,
ubicadas en los puntos extremos de dos autopistas segtin se indica en la Figura 1.1. La empresa C es
la propietaria de las autopistas. Cada afio, esta empresa gana 350000 euros en beneficios por el uso
de dichas carreteras. La empresa A, viendo el éxito que tienen estas autopistas y con el fin de ganar
dinero, propone instalar un punto de peaje en la autopista Al, con lo que se pasarian a generar
700000 euros de ganancias anuales. Por su parte, la empresa B plantea construir una gasolinera en
la autopista A2, con lo cual el beneficio ascenderia a 775000 euros.

Al A2

Figura 1.1: Representacién gréfica del problema a tratar.

Representamos esta situacién mediante un juego cooperativo con utilidad transferible. Sea N =
{A, B,C?% el conjunto de jugadores, donde A es la empresa que ofrece instalar un punto de peaje
en la autopista A1, B es la empresa que ofrece construir una gasolinera en la autopista A2 y C
es la empresa propietaria de las dos autopistas. Los beneficios (en miles de euros) de las distintas
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coaliciones que se pueden formar aparecen detallados a continuacién.

Tanto la empresa A como la empresa B necesitan el acuerdo de la empresa C' para poder
beneficiarse de las ganancias generadas por las autopistas (i.e, para poder llevar a cabo sus propuestas
de recaudacion de dinero de las autopistas), pues la empresa C' es su propietaria. Dicho de otro modo,
sin la cooperacién del jugador C' no se puede obtener ningtin beneficio. Por tanto,

v(A) =v(B) =v(A,B) =0.

Si la empresa C no colabora con ninguno de los otros dos agentes mantendria su situacién de
ganancias actual, i.e, los 350000 euros anuales. Si llega a un acuerdo con la empresa A para obtener
el mayor valor posible, conseguiran entre las dos 700000 euros. Por otro lado, si se coaliga con la
empresa B, los beneficios de la cooperacién ascenderian a los 775000 euros. Finalmente, si las tres
empresas colaboran y deciden llevar adelante el proyecto que, de forma conjunta, proporcione mas
beneficios, obtendran entre las tres 775000 euros. Es decir,

v(C) =350, v(A,C)="700, v(B,C)="1775, v(A,B,C)="775.
De este modo, la funcién caracteristica v del juego (IV,v) viene dada por
v =[v(D),v(A),v(B),v(C),v(4, B),v(A,C),v(B,C),v(4,B,C)] =10,0,0,350,0,700,775,775] .
Observamos que v(A, B,C) > v(A) + v(B) + v(C).
A continuacion, presentamos algunas posibles soluciones al reparto de beneficios y sus objeciones.

» Reparto igualitario.

= 775000 = 258333.33.

A =T =XC

Objecién: la empresa C' podria argumentar que z¢ = 258333.33 < v(C) = 350000 con lo que no
tendria incentivos para cooperar. Vemos que no se verifica la propiedad de racionalidad individual
para este jugador, pues el pago que recibe del reparto x es inferior a lo que se puede garantizar por
s{ mismo en el juego (V,v).

» Proporcional a la contribucién marginal de cada jugador a la coalicién C.

x4 =0(4,0) —v(C) =700 — 350 = 350.
zp = v(B,C) —v(C) = 775 — 350 = 425.
T = 0.

donde v(A, C) —v(C) (respectivamente v(B, C) — v(C')) representarian la contribucién marginal de
la empresa A (respectivamente B) a la empresa C'. Dicho de otro modo, representarfan el incremento
adicional en las ganancias anuales de la autopistas provocado por las propuestas de cada compania.

Objecién: la empresa C' podria argumentar que z¢ = 0 < v(C) = 350000 con lo que no tendria
incentivos para cooperar. La interpretacién seria que la empresa C, al ser la propietaria de las dos
carreteras, reclamarfa recibir algin beneficio independientemente de que no haya hecho ninguna
propuesta directa para aumentar las ganancias del negocio de autopistas. Del mismo modo, las
coaliciones (A, C) y (B, C) también obtendrian un reparto menor del que se pueden garantizar por
si mismas, pues x4 + 2¢c = 350 < v(A4,C) = 700 y 2p + z¢c = 425 < v(B,C) = 775. Vemos,
por tanto, que la situacién seria inestable, pero en este caso las empresas A y B no estarian mejor
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yendo por su cuenta o cooperando entre ellas, pues estan en inferioridad de condiciones: tanto juntas
como separadas ganan 0. Una solucién seria que la empresa C se aliase solo con una compania, por
ejemplo la A, y ofrecerle 351 > z 4 unidades y queddndose C con v(A, C')—351 = 700—351 = 349 > 0.

» Proporcional a las contribuciones marginales (a la gran coalicién).

Las contribuciones marginales vienen dadas por las siguientes diferencias.
My (N,v) =v(A,B,C)—v(B,C)=775—-"775=0.
Mp(N,v) =v(A,B,C) —v(A,C) =775 — 700 = 75.
Me(N,v) =v(A,B,C) —v(A,B) =775 —0 = T75.
De este modo, la contribucién marginal de la empresa A representaria la ganancia adicional que

recibirfa esta empresa una vez que se conoce que las companias restantes (en este caso, By C) van
a colaborar. Las contribucién marginales Mg (N, v) y Mo (N, v) tendrian una interpretacién andloga.

Observamos que la suma de los costes marginales es M4 (N,v) + Mp(N,v) + Mc(N,v) = 850 >
v(A, B, C), con lo que podemos recurrir al siguiente reparto proporcional:

0
xA—850~v(A,B,C')—O.
x -5 v(A, B,C) = 68.38
L =T R
775

En este caso, ningiin jugador o coalicién tendria incentivos para desviarse, pues con este reparto
nadie obtendria un beneficio menor que el que puede garantizarse por si mismo. De hecho, salvo el
jugador A, que no mejora con este reparto (x4 = v(A)), el resto de agentes obtendria un beneficio
mayor. La tnica objecién es que quizds esta asignacién es injusta para la empresa A, pues a pesar
de que contribuye con una propuesta que permitiria generar mas beneficios, no consigue ninguna
ganancia (al contrario de lo que pasa con la empresa B).

Cémo deberia ser entonces el reparto (x4, 2, 2¢) de los beneficios generados por el uso de las
autopistas? Es decir, jcudl serfa una solucién no objetable por los agentes?

Antes de responder a esta pregunta, estudiemos primero las propiedades del juego v.
e Superaditividad.

Tenemos que comprobar

v(S)+v(T) <v(SUT), VS, TC N talque SNT = {.
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v(0) +v(T) <o(T),Y T C N, pues v(D) =0.
v(A) +v(B) <v(A,B), pues 040 <0.
v(A)+v(C) <v(A,C), pues 0+ 350 < 700.

v(B) +v(C) <wv(B,C), pues 0+ 350 < 775.
v(A,B) +v(C) <wv(A,B,C), pues 0+ 350 < 775.
v(A,C) +v(B) <wv(A,B,C), pues 700+ 0 < 775.
v(B,C)+v(A) <wv(A,B,C), pues 775+ 0 < 775.

Por tanto, el juego v es superaditivo.
e Convexidad.
Tenemos que comprobar
v(SUQ) —v(S) >v(TUi) —v(T), VS, TCN talque T C S C N\i.

El juego v no es convexo, pues tomando i = A, S = (B,C) y T = C, se tiene que v(4, B,C) —
v(B,C) # v(A,C) —v(C), pues 775 — 775 = 0 # 350 = 700 — 350.

e Monotonia.

Tenemos que comprobar
v(S) <o(T) VS, T C N tal que S CT.

Se tiene que:

S =0, T C N se tiene v() < v(T), pues 0 < v(T),VvT C N.
S={A}, T={A,B} yv(A) <v(A,B), pues 0 <0.

S={A}, T={A,C} yv(A) <v(A,C), pues 0 < 700.

S={B}, T={A,B} yv(B) <v(A,B), pues 0 <0.

S={B}, T={B,C} yv(B) <v(B,C), pues 0 < 775.

S={C}, T={A,C} yv(C) <wv(4,C), pues 350 < 700.

S={C}, T={B,C} yv(C) <v(B,C), pues 350 < 775.
S={A,B}, T={A,B,C} yv(A,B) <v(4,B,C), pues 0 < 775.
S={A,C}, T={A,B,C} yv(A,C)<v(A,B,C), pues 700 < 775.
S={B,C}, T={A,B,C} yv(B,C)<v(A,B,C), pues 775 < 775.

Por tanto, el juego v es mondtono.
A continuacién, calcularemos el core del juego v.

Se tiene que un reparto (x4, g, o) pertenece a C'(N,v) si y solo si:

xa+ g+ xc =775 (principio de eficiencia).
xa > 0,25 > 0,2¢c > 350 (racionalidad individual).
xa+2p > 0,24 +2c > 700,25 +xc > 775 (racionalidad coalicional).



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teniendo en cuenta la restriccion x4 + xp + xo = 775, se tiene que:

Ta+axg >0« 775 —x¢c >0« xc < T775.
A+ xo > 700 < 775 —xp > 700 <= xp < 75.
T+ xoc > T5 <= 775 —x4 > 775 <= x4 <0.

Por tanto, C(N,v) est4 formado por los puntos (z4,zp,zc) € R3 verificando
{xa+2p+2c=T775,24=0,0<2zp <75350 <xc < T75}.
Como x4 = 0, obtenemos que z¢c = 775 — xp. Por tanto, el nicleo, C(N,v), resulta en
{(xA,x&xc) ER®: Y @ =T75,24=0,0<zp < 75,350 < 775 — x5 < 775,20 = 775 — xB}
ieEN
={(0,2p,775 —xp) : 0 < xp < 75} = conv({(0,0,775), (0,75,700)}),

donde conv({z1, ...,z }) representa la envoltura® convexa de los puntos 1, ..., Tj.

%La envoltura convexa de un conjunto X de un espacio euclideo es la interseccién de todos los conjuntos convexos
que contienen a X . En concreto, si X es un conjunto formado por k puntos, =1, z2, ..., , su envoltura convexa viene

dada por la expresién: conv(X) = {Zle ot xs € X, 04 €R, 04 >0, Zle o = 1}.

Pasamos ahora a definir y caracterizar axiomaticamente las soluciones de tipo puntual. Comenzamos
por el valor de Shapley.

Valor de Shapley

En el apartado anterior nos referimos al nicleo de un juego TU como el concepto de solucién tipo
conjunto mas importante para juegos con utilidad transferible. Ahora presentamos la regla de reparto
més notable: el valor de Shapley (Shapley, 1953), que es la que mds comunmente se asocia con el
principio de justicia.

Para establecer una forma “justa” de dividir un pago para una coalicién, necesitamos definir pri-
mero qué entendemos por “justicia”. Una forma de hacerlo es identificando axiomas que expresen las
propiedades de una divisién de pagos justa entre los jugadores. A continuacién, presentamos las de-
finiciones y propiedades deseables para que una regla de reparto, ¥, proporcione un pago justo entre
los miembros de una coaliciéon. Algunas de estas propiedades conducirdn a una axiomatizacién para
caracterizar el valor de Shapley.

Definicién 9 (Simetria). Dos jugadores i y j se dicen simétricos o intercambiables respecto a (N, v) €
G si siempre contribuyen lo mismo a cada coalicién del resto de agentes, i.e:

o(SULY) = o(SU{}), VS C N\ {i.j}.

Definicién 10 (Jugador titere y jugador nulo). Un jugador i € N en un juego (N,v) € GV
se llama titere si no aporta beneficio adicional a las coaliciones a las que se une, i.e, si v(S U {i}) =
v(S) + v(i), para todo S C N\ {i}. Un jugador titere i € N que verifica v(i) = 0 se dice, ademds, que
es un jugador nulo:

v(SU{i}) =v(S)+ (i), VST N\{i} y v(i)=0.

Definicién 11 (Juego suma). Sean (N,v;), (N, vs) € GV. El juego (N, vy + vg) se define como:

(01+U2)(S):Ul(5)+1)2(5), VS C N.
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e Eficiencia. Para todo (N,v) € G¥,

> Wi(N,v) = v(N).

i€EN

La propiedad de eficiencia nos indica que la suma de las asignaciones que reciben todos los jugadores
ha de coincidir con el valor de la gran coalicién.

e Aditividad. Para todo (N,v), (N,w) € GV, se verifica que
U(N,v+w) =T(N,v)+ VU(N,w).

La propiedad de aditividad establece que el pago que reciben los jugadores en un juego es igual a la
suma de los pagos que recibirian si el juego se descompone en suma de dos.

e Jugador titere. Para todo (N,v) € GN e i € N jugador titere, se tiene que
U, (N,v) = v(i).

La propiedad de jugador titere establece que si un jugador no realiza aportacién adicional a los demas
jugadores, entonces debe recibir su asignacién individual.

e Jugador nulo. Para todo (N,v) € GV e i € N jugador nulo,
\Ifl(N, ’U) =0.

La propiedad de jugador nulo es mas débil que la de jugador titere, ya que permite que un jugador
titere, siempre que no sea nulo, pueda recibir algo diferente a su asignacion individual.

e Simetrfa. Para todo (N,v) € GV y todo par i,j € N de jugadores simétricos,
\I/i(N,U) == \IJJ(N,’U>

La propiedad de simetria nos dice que si dos jugadores son intercambiables en el juego, deben recibir
el mismo pago.

Una propiedad relacionada con simetria, aunque no equivalente, es la de anonimato. Para definirla,
necesitamos la siguiente notacion.

Definicién 12. Dados N, N’ C N, una funcién biyectivap : N — N’ y € RY, definimos p(z) € RN
como el reparto resultante de cambiar las coordenadas de x segtn p, es decir,

P(iﬁ)p(i) = Zj,
para todo ¢ € N.
Anélogamente, dado S C N, definimos p(S) € N’ como
p(S) ={p(i) :i € S} C N,

es decir, p(S) representa la misma coalicién S cambiando el nombre de los jugadores segtin lo indicado
por p.

Si cambiamos el identificador (0 nombre) de los jugadores mediante una funcién biyectiva, una
regla anénima no se vera afectada por ello. Mas especificamente, si el indice de un jugador cambia, el
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pago asignado a su nuevo indice sera el mismo que el asignado al indice antiguo. Formalmente:

e Anonimato. Dados N, N’ C N conjuntos finitos y p : N — N’ biyectiva,
U(N', p(v)) = p(¥(N,v))

para todo (N,v) € GV, donde (N’,p(v)) € GN' es el juego definido por p(v)(p(S)) = v(S), para todo
S CN.

Toda regla anénima es también simétrica, pero el reciproco no es cierto.

e Covarianza. Dados (N,v), (N,w) € GV, r € Ry4 y a € RY tales que w(S) = rv(S) + Y ,cq
para todo S C N, se verifica que
U(N,w) =rU(N,v) + a.

La propiedad de invarianza por traslaciones (respectivamente cambios de escala) refleja que si un
juego es el traslado por otro mediante un cambio de origen (respectivamente de escala), entonces la
regla de reparto también se traslada (respectivamente escala) de la misma forma. La covarianza es una
combinacién de ambas propiedades.

A continuacién, enunciamos la caracterizacion mas clasica del valor de Shapley.

Teorema 13. Eziste un unico valor en G werificando las propiedades de eficiencia, jugador nulo,
simetria y aditividad; y es el valor de Shapley.

Presentamos ahora la definicién del valor de Shapley, como aparece originalmente en Shapley (1953).
La idea es que los jugadores deberian recibir pagos promedio de sus contribuciones marginales.

Definicién 14. El valor de Shapley de un juego (N,v) € GV es el reparto

ﬁ S ISIIN] = 18] — 1) (S U) — u(S)),

" SCN\{i}

(Pi(N7 U) =

para cada i € N. Aqui, v(S U1%) —v(S) denota la contribucién marginal del jugador 7 a la coalicién S,
mientras que |N| y |S| denotan los cardinales de las coaliciones N y S, respectivamente.

Podemos interpretar el valor de Shapley de la siguiente forma. Supongamos que los jugadores van
llegando a un lugar de modo aleatorio, y al llegar cada jugador recibe como utilidad su aportacién
marginal a los jugadores que ya estaban presentes. Si los distintos érdenes de llegada de los jugadores
son equiprobables, entonces el valor de Shapley se puede ver como el vector de utilidades esperadas de
los jugadores bajo este procedimiento. A partir de esto, la expresién de ¢;(N,v) se puede interpretar
como la expectativa que el jugador i tiene por participar en el juego (IV,v). Los coeficientes en las
férmulas anteriores indican que todas las coaliciones del mismo tamano son igualmente probables. De
hecho, |S|!(|N] — |S| — 1)! es el ntimero de ordenaciones para las cuales los predecesores del jugador ¢
son los jugadores de S.

La caracterizacion clasica del valor de Shapley ha recibido criticas en la literatura, debido a que
la propiedad de aditividad no proviene de ninguna consideracion de justicia. Estas criticas motivaron
la aparicién de axiomatizaciones alternativas al valor de Shapley. A continuacién, presentamos dos,
debidas a Young (1985) y a Hart and Mas-Colell (1989), respectivamente.

Antes de presentar las caracterizaciones, necesitamos introducir algunas definiciones.

Definicién 15 (Monotonia fuerte (o marginalidad)). Dados (N,v), (N,w) € GV ei € N tales
que para cada S C N\ {i}, w(SU) —w(S) > v(SUi)—v(S5), entonces
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La monotonia fuerte indica que si la contribuciéon marginal de un jugador a todas las coaliciones
en un juego dado es superior o igual a la contribucién marginal del jugador a todas las coaliciones en
otro juego, entonces no debe recibir una asignacion menor en el primer juego que en el segundo.

Definicién 16 (Estidndar para dos jugadores). Para cada uno de los dos jugadores i € N se tiene
que (suponiendo |N| = 2)

Wi(N,0) = w(i) + 5 (o) = 3 e())

JEN

La propiedad de ser estandar para dos jugadores indica, para juegos de dos jugadores, un reparto de
la utilidad total a partes iguales una vez se descuentan los valores individuales. Es decir, la asignacién
que recibe cada jugador se puede descomponer en dos partes o etapas: en la primera etapa cada jugador
recibe lo que se puede garantizar por si mismo y, en la segunda, se divide el resto a partes iguales.

Definicién 17 (Consistencia). Para cada (N,v) € GY, S C N ei € S se verifica que
V(S 0)) = Wi(N, v),
siendo (S,vY¥) el juego reducido a la coalicién S segiin la regla W.

La propiedad de consistencia establece igualdad (o consistencia) entre la solucién en el juego origi-
nal y la solucién en el juego reducido a una coalicion.

El juego reducido (S,v¥) surge cuando los jugadores de N\ S reciben el pago establecido para ellos
por la regla ¥ y abandonan el juego, permitiendo a los demds jugadores de S renegociar su pago.
Estos tltimos conforman el conjunto de jugadores en el juego reducido. La propiedad de consisten-
cia para una solucién establece que, si pagamos a todos los jugadores de acuerdo a un reparto en el
conjunto de soluciones del juego original, entonces los agentes del juego reducido pueden alcanzar el
correspondiente pago en el conjunto de soluciones del juego reducido. Dicho de otro modo, no hay in-
consistencia entre lo que los jugadores del juego reducido pueden obtener con respecto al juego original.

La consistencia es un requerimiento natural para una solucién. Lo que no es tan obvio es cémo
definir el juego reducido. Diferentes definiciones conducen a distintos conceptos de solucion.

Hart and Mas-Colell (1989) definieron el juego reducido en base a los subjuegos de un juego dado.
Dado un juego (N,v) y cualquier coalicién S C N, el subjuego (S, v) sobre S se obtiene restringiendo
la funcién caracteristica v a los subconjuntos de S, i.e, a 2°. De este modo, dada una regla de reparto
U y un juego (N,v), el juego reducido (S,v¥) con respecto a la regla de reparto ¥ se define como

vl (R) =v(RU(N\S)) = Y ¥ (RU(N\S),vpun\s)), paracada RCS.
IEN\S

Teorema 18 (Young, 1985). Existe un tinico valor en GN que verifica las propiedades de eficiencia,
simetria y monotonia fuerte', y es el valor de Shapley.

Teorema 19 (Hart and Mas-Colell, 1989). Existe un unico valor que verifica las propiedades de
consistencia y estandar para dos, y es el valor de Shapley.

Destacamos que, ademas de las propiedades empleadas en las caracterizaciones, el valor de Shapley
verifica la propiedad de jugador titere y covarianza.

1Se tiene que eficiencia + simetria + monotonfa fuerte = jugador nulo.
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Previamente hemos afirmado que seria conveniente repartir el valor total de la gran coalicion me-
diante una asignacién del ntcleo, pues solo estos repartos garantizan que ningin grupo de agentes
estd insatisfecho (tiene motivos para desviarse). No obstante, un juego puede tener un ntcleo vacio.
Ademds, en aquellos problemas con nicleo no vacio, la estabilidad (representada por el nicleo) y la
justicia (representada por el valor de Shapley) no siempre son compatibles. Por ejemplo, el valor de
Shapley puede no pertenecer al nicleo, incluso aunque éste sea no vacio.

El siguiente resultado relaciona el valor de Shapley con el nicleo.

Teorema 20. Sea (N,v) € GV.
1. Siv es superaditivo, entonces p(v) € I(N,v).
2. Siv es convexo, entonces p(v) € C(N,v).

Dicho de otro modo, cuando tenemos un juego superaditivo, el valor de Shapley verifica la propiedad
de racionalidad individual (pues recordemos que siempre satisface el axioma de eficiencia), por lo que
el reparto que recibe cada jugador no es inferior a su asignacién individual. Ademsds, si el juego es
convexo, entonces el valor de Shapley es un reparto estable.

Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)

Calcularemos ahora el valor de Shapley para este ejemplo, para lo cual necesitamos obtener, en
primer lugar, los vectores de contribuciones marginales correspondientes a cada posible orden de
llegada de los jugadores. Los resultados se muestran en la Tabla 1.1.

Orden \ Jugador | A B C
ABC 0 0 775
ACB 0 75 700
BAC 0 0 775
BCA 0 0 775
CAB 350 75 350
CBA 0 425 350
350 575 3725

Tabla 1.1: Contribuciones marginales asociadas a cada orden de llegada de los jugadores A, By C.

Por ejemplo, para el orden de llegada BCA, las contribuciones marginales de cada jugador se
calcularfan como sigue:

A: My(N,v)=v(A4,B,C)—v(B,C)=T775—-T775=0.
B: Mp(N,v) =v(B) =0.
C:Mc(N,v)=v(B,C)—v(B)="775—-0="1775.

Se procederia de forma andloga con el resto de érdenes de llegada.
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El valor de Shapley es la media aritmética de los vectores de contribuciones marginales, esto es,
1
o(N,v) = 6(350’ 575,3725) = (58.33, 95.83, 620.83).

Como el juego es superaditivo, el valor de Shapley verifica la propiedad de racionalidad individual.
Sin embargo, el juego no es convexo, por lo que el valor de Shapley no pertenece al niicleo. Por tanto,
no es una solucién estable. De hecho, observamos que las coaliciones (A, C) y (B, C) objetarfan a
este reparto, pues v(A4,C) = 700 > 679.16 = 58.33 + 620.82 = (A, C) y v(B,C) = 775 > 716.66 =
95.83+620.83 = ¢(B, (). Es decir, estas coaliciones no tendrian incentivos para cooperar y estarian
mejor yendo por su cuenta, pues los beneficios proporcionados por el valor de Shapley son menores
que el beneficio que se pueden garantizar por si mismas.

Nucleolus

Otra regla de reparto importante es el nucleolus, introducido en Schmeidler (1969). As{ como el
valor de Shapley esta ligado esencialmente a la justicia, el nucleolus estd vinculado con la estabilidad.
Se basa en la idea de minimizar la insatisfaccion de los grupos maés “infelices”. Con este propésito,
introducimos el concepto de exceso.

Definicién 21. Sea (N,v) un juego y tomemos x € RV y S € 2V\(). El exceso de una coalicién S
para un vector z, denotado por e(S, z), estd dado por:

e(S,z) =v(S) —x(S5) =v(S) — le

€S

Si el exceso es positivo, es decir, si 2(S) < v(S), los miembros de S no estardn contentos con lo que
reciben en x porque consiguen menos que lo que pueden obtener por ellos mismos. En este sentido,
podriamos decir que el exceso mide la queja (o infelicidad) de la coalicién frente a un posible reparto
y que cada coalicién estarda mejor cuanto menor sea ese nimero. Cuanto mayor sea, mas “infeliz” esta
la coalicién S. Si S = N, o bien si S =0, e(S,z) = 0. Por tanto, a cada posible reparto, x, le asocia-
remos un vector de excesos que tendra tantas coordenadas como coaliciones (2/V! — 2 si descontamos
la coalicién vacia y la total).

INT_ .
El exceso de z, denotado por e(z), es el vector en R? I conteniendo los excesos de z, ordenados de
mayor a menor, con respecto a todas las coaliciones no vacias. Mas precisamente, si i € {1, L 2N — 2}
y e;(x) denota la i-ésima componente de e(x), entonces e;(x) > e;11(x).

Ahora ya estamos en condiciones de presentar el nucleolus de un juego. El nucleolus es una solucién
que un &rbitro podria recomendar para dividir v(/N) entre los jugadores si usa el siguiente procedimien-
to: primero se buscan las imputaciones, z, que hacen que e; (z) sea minimo (esta es la maxima queja en
contra de x, que se pretende minimizar). Después, entre los vectores que minimizan la méxima queja,
el arbitro busca aquellos que minimizan la segunda maxima queja, y asi sucesivamente.

Definicién 22. Definimos el nucleolus de un juego (N, v) como:
Nu(N,v) ={xz € I(N,v) : e(z) <p e(y),para todo y € I(N,v)},
donde <, denota el orden lexicografico? en R2™'-1

Los elementos del core verifican que e(S,2) < 0 para todo S C N. Por tanto, es evidente que
los vectores de excesos de los elementos del core son lexicograficamente menores que los de cualquier

2Segtin el orden lexicogrifico, para cada z,y € R2‘N‘*l, x <r, ysiysolosiz=yo siexiste un i € {1, 2N — 1}
tal que x; = y; para cada j <iy z; < y;.
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punto de fuera del ntcleo. Esto implica que si el core de un juego es no vacio, entonces el nucleolus
estd contenido en el core.

A pesar de que el nucleolus sigue un principio natural de justicia, su definicién es compleja, por
lo que el andlisis de sus propiedades es mas complicado que el desarrollado para el valor de Shapley.
Snijders (1995) caracteriza el nucleolus por las propiedades de unicidad, anonimato, covarianza y con-
sistencia (definiendo, para ello, un nuevo juego reducido). Ademds, el nucleolus verifica las propiedades
de jugador titere, jugador nulo y simetria, pero no verifica la propiedad de aditividad.

Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)

Calcularemos ahora el nucleolus para este ejemplo.

Previamente se ha calculado el nicleo de este juego:
C(N,v) ={(0,25,775 —2p): 0 < axp < 75}.

Como el core es no vacio, el nucleolus existe y es tinico. Ademads, es un elemento del nicleo. Por
tanto, es de la forma z = (0,a, 775 — a), con 0 < a < 75.

Ahora necesitamos hallar los excesos para cada una de las coaliciones. Los cdlculos se muestran
en la Tabla 1.2.

v(S) x(S) e(S, )

0 0 0 0
a | oo 0 0
{2} 0 a —a

{3} | 350 775—a a-—425

{1,2} 0 a —a

(1,3} | 700 775—-a a—T75

(2,3} | 775 775 0

Tabla 1.2: Excesos asociados a las coaliciones.

Por definicién, el nucleolus minimiza la méaxima queja, i.e, el primer elemento del vector de exce-
sos. Cuanto mas positivo es el valor del exceso, mas infeliz es la coalicién. Por tanto, si conociésemos
el valor del pardmetro a, sabriamos exactamente cudl es la coalicién més infeliz, pero como en este
caso el exceso dependerd del valor que tome a (0 < a < 75), tenemos que el nucleolus serd la solucién
6ptima del siguiente problema (pues solo nos interesan aquellos excesos que dependen de a):

oloin {méx{—a,a —425,a — 75}} .
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Como es evidente que a — 75 > a — 425, el problema anterior se puede expresar como

ogilgn?s {méx {—a,a — 75}}.

Resolveremos este problema de forma gréfica, como se indica en la Figura 1.2. En primer lugar,
representamos la variable a en el eje de abscisas y, para los valores de a comprendidos entre 0 y
75, representamos las funciones —a y a — 75. Acto seguido, representamos con trazo azul la funcién
M (a) = méx {—a,a — 75}. Finalmente resolvemos el problema ming<,<75 M (a) obteniendo que el
valor éptimo es a = 37.5, por lo que el nucleolus del juego es Nu(N,v) = (0,37.5,737.5).

max{—a,a — 75}

a—175

Figura 1.2: Representacion grafica para el calculo del nucleolus.

T-valor

El 7-valor, introducido por Tijs (1981), es un concepto de solucién puntual en una subclase de los
juegos con utilidad transferible. Dado un juego (N, v), el 7-valor es el inico vector de pagos eficiente
que actia como compromiso (i.e, es una combinacién convexa) de dos vectores que representan el
minimo y el maximo pago que los jugadores aspiran a tener.

Antes de definir el 7-valor, necesitamos introducir unos conceptos previos, que se corresponderan
con una cota superior y otra inferior del nicleo de un juego.

Definicién 23. Dado un juego (N,v) € GV y un jugador i € N, definimos:
= El pago de utopia del jugador ¢ como el valor

M;(N,v) =ov(N) — v(N\7).

= Kl minimo derecho del jugador ¢ como el valor

m;(N,v) = nglvaf(es v(S) — EZS\M](N’U)
j i

El vector M (N,v) := (M;(N,v));en, cuyas componentes son las contribuciones marginales de cada
jugador al valor de la gran coalicién, se pueden ver como el pago de utopia, en el sentido de que
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M;(N,v) representa una cota superior para las aspiraciones del jugador i en el juego v. En otras pala-
bras, representa lo maximo que éste podria pedir, de forma que si pidiese mas, entonces seria rentable
para la gran coalicién no tenerlo en cuenta y pasar a formar su subjuego de n — 1 jugadores. En cuanto
a la cota inferior, parece razonable calcular para cada jugador lo que le queda a cada coalicién a la
que pertenece si el resto de jugadores de la coalicién se llevasen su pago de utopia. Asi, como minimo,
cada jugador se puede asegurar el médximo de estas cantidades sobre todas las coaliciones a las que
pertenece. Este valor es la cota inferior o minimo derecho de un jugador (representa la cota inferior
para las aspiraciones del jugador 7).

En lo siguiente, restringiremos nuestra atencién al conjunto de los juegos cuasi-equilibrados @~ C
GV, dado por:

QN = {v € G :m(N,v) < M(N,v), Y m;(N,v) <v(N) < ZMZ-(N,U)} .

ieN iEN
Ahora estamos en condiciones de definir el 7-valor.

Definicién 24. Sea (N,v) € G un juego TU cuasi-equilibrado, m (N, v) el vector de minimos derechos
y M(N,v) el vector de los pagos de utopia de los jugadores. Se define el 7-valor como el reparto que
verifica

T7(N,v) = m(N,v) + a(M(N,v) — m(N,v)),

con a € R tal que Y, n 7i(N,v) = v(N).

El 7-valor no tiene por qué ser un elemento del nicleo.

Tijs (1987) caracteriza el 7-valor mediante tres axiomas: eficiencia, la propiedad de minimos dere-
chos y la propiedad de proporcionalidad restringida. A continuacién, introducimos las correspondientes
definiciones de estas dos tltimas.

Definicién 25 (Propiedad de minimos derechos). Sea ¥ : Q¥ — R una aplicacién. Entonces,
¥ se dice que tiene la propiedad de minimos derechos si

U(v) = m(N,v) + ¥(v —m(N,v)), VYoveQV, (1.1)

donde m(N,v) es el vector de minimos derechos del juego v. El juego v — m(N,v) se llama juego
derecho reducido asociado a v.

Para una regla ¥ verificando esta propiedad no importa, para un jugador %, recibir el reparto ¥;(v)
descrito por la regla W en el juego v, u obtener su minimo derecho en v mas la asignacién que la regla
¥ le proporciona en el juego reducido v —m(N, v). Observamos que esta propiedad es una versién mas
débil de la propiedad de aditividad, pues la ecuacién (1.1) se puede reescribir como

U(v) —m(N,v) = U(v —m(N,v)).

Definicién 26 (Propiedad de proporcionalidad restringida). Una regla de reparto ¥ : Q~ —
RY tiene la propiedad de proporcionalidad restringida si, para cada v € Q}':

U(v) es un multiplo del vector de utopia M (N, v).

donde Q)Y denota la familia de juegos cuasi-equilibrados con vector de minimos derechos nulo, i.e,
QY ={ve@" :mi(N,v)=0,Vie N}.

La propiedad de proporcionalidad restringida afirma que, para juegos con vector de minimos de-
rechos nulo, el reparto asignado a los jugadores es proporcional a la contribucién marginal de los
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jugadores a la gran coalicién.

En Tijs and Ottern (1993) y Driessen (1996) se pueden encontrar las otras propiedades que verifica
el 7-valor en la clase de los juegos cuasi-equilibrados, y son: racionalidad individual, propiedad del
jugador titere, simetria, covarianza, consistencia (para un juego reducido particular) y la propiedad
estdndar para juegos con dos jugadores. De hecho, en Driessen (1996) se proporciona una caracteriza-
cién axiomatica del 7-valor en términos de las propiedades de consistencia y estandar para dos.

Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)
Calcularemos ahora el 7-valor para este ejemplo.

El pago de utopia para cada jugador es:

Ma(N,v) =v(N) —v(N\A) =v(A,B,C) —v(B,C) =0.
Mp(N,v) =v(N) —v(N\B) =v(A,B,C) —v(A,C) =T75.
Mc(N,v) =v(N) —v(N\C) =v(A,B,C) —v(A, B) = T75.

De este modo, M(N,v) = (0,75,775).
A continuacién, obtendremos el vector de minimos derechos.

Para el jugador A, las coaliciones que lo contienen son {A}, {A, B} {A,C} y {A,B,C}. Por
tanto, el minimo derecho para el jugador A serd el maximo entre:

v(A) =0.

v(A,B) — Mp(N,v) = —T75.

v(A,C) — Mc(N,v) = —T75.

v(A,B,C) — Mp(N,v) — Mc(N,v) = =T75.

Asi, el minimo derecho del jugador A es 0.

Procediendo de modo anélogo con los jugadores B y C, obtenemos que sus minimos derechos
son, respectivamente, 0 y 700. Por tanto, m(N,v) = (0,0, 700). Asi:

7(N,v) = (0,0, 700) + a((0, 75,775) — (0,0, 700)) = (0, 75cx, 700 + 75cx),

con a € R verificando Y, 7;(IV,v) = 775. De estas relaciones obtenemos que o = £ y 7(N,v) =
(0,37.5,737.5). Vemos que este reparto coincide con la asignacién proporcionada por el nucleolus y,
por tanto, el T-valor pertenece al core del juego v, i.e, es una solucién estable.

En la Figura 1.3 mostramos la representacion grafica del conjunto de imputaciones para el juego
v, del nicleo (que se corresponde con el segmento de puntos extremos (0,0,775), (0,75,700)), asi
como de distintas soluciones (a saber: valor de Shapley, nucleolus y 7-valor). Vemos que el nucleolus
y el 7-valor estan ubicados, exactamente, en el punto medio del segmento que conforma el nicleo.
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(0,0,775)
(0,75, 700)

(425,0,350) @ @ (0.425,350)

Figura 1.3: Representacion gréfica del conjunto de imputaciones (gris), core (azul) y distintas solu-
ciones.

En la Tabla 1.3 se presenta una comparativa de las propiedades que satisfacen el valor de Shapley,
el nucleolus y el 7-valor. Aqui, “+” indica que el método satisface la propiedad, mientras que “—”
tiene el significado opuesto. Ademads, “@” indica que la propiedad se usa en alguna caracterizacién de
la solucién.

1.2. Juegos de comunicacién

Es natural asumir que, en situaciones reales, la cooperacion entre los jugadores requiere comunica-
cion. No obstante, puede haber restricciones en las posibilidades de comunicacién por diversos motivos.
Por ejemplo, si los jugadores se comunican a través de una red de telecomunicaciones, puede haber
impedimentos tecnolégicos como una capacidad limitada o una cobertura de red restringida. Ademas,
las afinidades o rivalidades entre los agentes también pueden estimular o prevenir su comunicacién. En
un contexto politico, la comunicacién puede estar restringida a los miembros de las mismas alianzas
politicas. En relaciones comerciales, la comunicacién entre los jugadores de distintas companias esta
supeditada a los acuerdos mercantiles. La necesidad de modelizar las restricciones en la comunicacién
que con tanta frecuencia se presentan en la vida real en el contexto de los juegos cooperativos con-
dujo a la introduccién de nuevos modelos tedricos, comunmente referidos como juegos de comunicacion.

Los juegos de comunicacién son una variacién de los juegos TU propuesta por Myerson (1977) para
situaciones en las que hay restricciones en la cooperacién de los jugadores. La teoria de grafos permite
modelizar estructuras de cooperacién parcial mediante un grafo no dirigido, de forma que cada enlace
0 arco representa una comunicacion bilateral entre los agentes. La cooperacién serd factible si y solo
si los jugadores estdn conectados a través del grafo (i.e, si hay un arco o un camino de arcos que
los conecta). Notar que, en la teorfa cldsica de los juegos TU, el pago de un jugador solo refleja su
papel en la colaboraciéon. Ahora, en los juegos de comunicacién, su pago también dependerd de sus
“habilidades comunicativas” (i.e, con cudntos jugadores se puede comunicar) y de su importancia como
intermediario en la red de comunicaciéon. Dicho de otro modo, de su posicién dentro del grafo.

Definicién 27. Un grafo no dirigido sobre N es un par (N,g), donde N es un conjunto de nodos y
g es un conjunto de pares no ordenados de diferentes elementos de N. Estos pares, que se denotaran
por (i : j), se llaman enlaces.

Definicién 28. Una sucesién de nodos (i1, ..., ix+1) es un ciclo en (N, g) si
1 k>2,

2. Todos los nodos i1, ..., i son distintos (i.e, son jugadores diferentes de N),
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Propiedades Nucleolus Valor de Shapley T-valor
Eficiencia + @ @
Racionalidad + _ +
individual
Simetria + 3] +
Jugador nulo + 2 +
Aditividad - @ -
Jugador titere + + +
Covarianza @ + +
Continuidad + + +
Monotonia fuerte — @ -
Anonimato @ + +
Consistencia &) S) 52
Estandar para dos — > @
Propiedad de minimos — + 53]
derechos

Propiedad de

proporcionalidad - - @
restringida

Unicidad @ + +

Pertenencia al core + — _

Tabla 1.3: Comparacion de las propiedades que satisfacen las soluciones clasicas para juegos TU.
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3. ik+1 = il, y
4. (ip, 2 ipy1) € g, parah =1,.. k.
Un grafo (N, g) se denomina grafo sin ciclos si no contiene ningtin ciclo.

Solo consideraremos grafos sin ciclos y, ademds, (i : j) = (j : 7). Denotaremos por g al grafo
completo sobre N, i.e,

gV ={(i:j):i€N,j€N,i#j},

y por GR al conjunto de todos los grafos no dirigidos, siguiendo la notacién del articulo original de
Myerson (1977). Sea g € GR e i,j € N tal que (i : j) € g. El grafo que se obtiene eliminado el arco

(i :j) lo denotaremos por g_;.;y = g\ {( : j)}.

A continuacién, presentamos los conceptos de subgrafo, conectividad y componente, que nos seran
de utilidad para relacionar coaliciones y grafos de cooperacion.

Definicién 29. Para una coalicién S € 2%V, el subgrafo de (IV,g) sobre S se define como el grafo

(5,9(5)), con g(5) = gN (S x 5).

Definicion 30. Sea S C N una coalicién, g € GR e i,j € S dados. Decimos que i y j estan conectados
en (S, g) si y solo si existe un camino en g desde i hasta j que estd contenido en S. Esto es, i y j
estdn conectados en S por g si i = j o si existe algin k¥ > 1 y una secuencia (ig, %1, ...,%%) con
i =i,i* = j, (ij_1 : i) € g e iy € S para cada [ desde 1 hasta k. Un grafo (S, g) se dice conectado
o conexo si cualesquiera dos nodos i,;5 € S estdn conectados en (S,¢g). En un grafo dado (S5, g), una
coalicién S C N es conexa si el subgrafo (S, g(5)) es conexo. Denotaremos a la coleccién de todos los

subconjuntos conexos de S en el subgrafo (S, g(5)) de (N, g) por C9(S).

Definicién 31. Una coalicién S C N es una componente de (N, g) si el subgrafo (5, ¢(S)) es maxi-
malmente conexo, i.e, si (S5, ¢g(S)) es conexo y, para cada j € N\S, el subgrafo (SU{j},g(SU{j}))
1O €S Conexo.

Notar que la coleccién de componentes de (5, g) forma una una particién de S. Es decir, para cada
S C N, existe una tnica particién de S en subcoaliciones maximales cuyos miembros estan conectados
en S por g. Denotaremos a esta particién por S/g y cada componente en S/g se llamard componente
(conexa) de S con respecto a g. Notar que S/g C C9(S). El conjunto de todas las componentes conexas
de N con respecto a g es N/g. Podemos interpretar S/g como la coleccién de coaliciones més pequenas
en las que S romperia si los jugadores solo se pudieran coaligar usando los enlaces dados por el grafo
g. Por ejemplo, si N ={1,2,3,4,5} y g ={1:2,1:4,2:4,3:4}, entonces {1,2,3} /g = {{1, 2}, {3}},
pues el 4 no estd en la coalicién {1, 2,3}, con lo cual no existe un camino directo entre 1 y 3 ni entre 2
y 3. También se tiene que N/g = {{1,2,3,4},{5}}, pues en este caso los enlaces presentes en el grafo
g no tienen en cuenta al jugador 5, con lo cual no existe un camino que relacione a este jugador con
alguno de los restantes.

Dado un grafo de cooperacién g (que indique cémo se deben relacionar/cooperar los jugadores), la
particién N/g es la estructura coalicional natural asociada al grafo g. La idea es que, atn en el caso de
que dos jugadores no tengan un enlace directo entre ellos, pueden cooperar eficientemente si los dos
tienen un acuerdo con algin amigo mutuo o si de otro modo estdn conectados a través de g.

Definicién 32. Un juego TU con grafo de comunicacién (o juego de comunicacién) es un par (v, g),
donde v € GN y g € GR.

La pregunta que nos hacemos ahora es de qué forma va a depender la asignacién de pagos de la
estructura de cooperacién entre los jugadores. Representaremos el juego (N,v) € GV por su funcién
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caracteristica, v. Cada nimero v(S) es la utilidad que la coalicién S se puede garantizar por s{ mis-
ma. Sea GR el conjunto de todas las posibles estructuras de cooperacién para el juego v (i.e, todos
los posibles grafos sobre los jugadores ). Los repartos de v se pueden representar por una funcién
U : GR — RY que asigna vectores de pagos a cada grafo de cooperacién. De esta forma, la regla de
reparto pone énfasis en que los pagos finales deben depender del grafo de cooperacion, i.e, de la forma
en que los jugadores decidan cooperar.

Formalmente, definimos una regla de asignacién para v como la funcién ¥ : GR — R” tal que:

Vg€ GRVS € N/g, Y Wi(g) =v(S). (1.2)
icS
La condicién (1.2) se denomina eficiencia entre componentes y afirma que si S es una componente
conexa de g, entonces los miembros de S deben repartirse el valor total de la coalicién S, v(5).

Para obtener una asignacién de pagos razonable en juegos de comunicacién, Myerson (1977) definié
una serie de propiedades deseables para una regla de reparto en este contexto.

Definicién 33 (Estabilidad). Una regla de asignacién ¥ : GR — R es estable si y solo si para
cada ge GReid,j€ N,con (i:j) €g,

Ui(g) > Wilg—(ij)) ¥ Yi(9) > ¥(9—(i:g))-

Es decir, una regla de asignacion es estable si dos jugadores siempre se benefician llegando a un
acuerdo bilateral. Asi, todos los jugadores querrian estar conectados con el mayor niimero de miembros
posible y podriamos esperar el grafo de cooperacién completo ¢¥ como la estructura de cooperacién
del juego, de modo similar a como se espera en los juegos TU superaditivos que la gran coalicion N se
forme y que los jugadores se repartan v(N) entre ellos.

Ahora bien, un juego puede tener muchas reglas de reparto estables. Notar que la propiedad de
estabilidad no nos dice como se debe repartir la utilidad entre los jugadores, sino que simplemente
es una propiedad que incita a la cooperacién (simplemente afirma que los jugadores no se verdn
perjudicados si deciden cooperar). Para reducir el niimero de reglas de asignacién, necesitamos decidir
como se reparte la utilidad. Con este fin, uno puede pensar en un principio de igualdad de ganancias
o justicia: dos jugadores deberian ganar lo mismo de su acuerdo bilateral.

Definicién 34 (Justicia). Una regla de reparto ¥ : GR — RY es justa si y solo si:
Vg e GR,V(i:j) € g,Vi(9) — Vil9—(ij)) = Vi(9) — ¥;(9—(isy))-

Esta propiedad dice que dos jugadores se ven beneficiados (o perjudicados) del mismo modo si se
rompe el enlace entre ellos.

Dado un juego de comunicacién (v, g), el juego de comunicacién restringida v/g € GV se define,
para cada S C N, por

(v/g)(S) = > o(T).

TeS/g

Este juego TU refleja la idea de que solo los jugadores que se pueden comunicar entre ellos a través
de los enlaces en g son capaces de generar valor. Myerson (1977) propuso un reparto para juegos de
comunicacién basado en el valor de Shapley del juego de comunicacién restringida v/g.

Teorema 35. Dada un juego v, existe una unica regla de asignacion justa ¥ : GR — RN . Esta regla
de asignacion justa también satisface:

V(g) = ¢(v/g), Vg€GR,

donde (-) es el operador del valor de Shapley.
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Ademsds, si v es superaditivo, entonces la regla de asignacién justa también es estable (andlogo al
hecho de que si v es convexo, entonces el valor de Shapley pertenece al ntcleo, que es el conjunto de
soluciones estables).

Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)
Calcularemos ahora el valor de Myerson para este ejemplo.

Consideremos el grafo no orientado de la Figura 1.1. En este caso, N = {A,B,C} y g =
{(A:C),(B:C)}. Vemos que los jugadores A y B estan conectados en { A, B, C'} a través de g, pero
no lo estdn en {A, B}. Calculemos la funcién caracteristica del juego de comunicacién restringida

(v/g)-

(v/9)(i) = v(i), Vi=A,B,C.

(v/9)(A, B) = v(A) +v(B) =0+0=0.
(v/9)(A,C) =v(A,C) = 700.
(v/9)(B,C) =v(B,C) = T75.

(v/9)(A, B,C) = v(A, B,C) = T75.

Por tanto, la funcién caracteristica del juego con comunicacién restringida es (v/g) = [0, 0, 350, 0,
700, 775, 775], que coincide precisamente con la funcién caracteristica del juego original, pues en este
caso v(A, B) = v(A) + v(B). Por tanto, el valor de Myerson (que es el valor de Shapley del juego
(v/g)) coincide con el valor de Shapley del juego v.

A continuacién, introducimos unos juegos de comunicacion con caracteristicas especiales: los juegos
con grafo lineal.

Los juegos con grafo lineal son un caso particular de los juegos de comunicacién, donde la res-
triccion en la comunicacion viene determinada por la ordenacion lineal entre los jugadores. En este
tipo de juegos, solo los jugadores consecutivos se pueden comunicar entre ellos. Ejemplos de esto son
situaciones en las que se sigue una secuencia, como en las producciones industriales, las distribuciones
del agua de un rio (donde los agentes se ordenan de forma lineal siguiendo la direccién de la corriente)
o los segmentos de una autopista. Este ultimo caso sera el que trataremos en el capitulo 2, por lo que
los juegos de comunicacién con grafo lineal tienen especial relevancia.

En primer lugar, fijaremos la notacion correspondiente a este tipo de juegos. Para ello, nos basare-
mos en van den Brink et al. (2007). Supondremos, sin pérdida de generalidad, que los jugadores estén or-
denados siguiendo el orden natural desde 1 hasta n. La estructura en el conjunto de jugadores estd dada
por el grafo lineal (N, g), donde N es el conjunto de jugadoresy g C g ={(i:i+1):i=1,...,n—1}
el conjunto de enlaces. Si ¢ = ¢g° entonces todo par de jugadores consecutivos estdn conectados
de forma directa por una arista. Para i¢,j € N, con i < j, denotaremos por [i,j] al conjunto
{i,i+1,...,7— 1,7} € N de jugadores sucesivos. Una coalicién es conexa en el grafo (N, g) siy solo si
S =1i,j] para algini,j € N, i <jy (k:k+1) € g para todo k € [i,j — 1]. Decimos que un conjunto
de jugadores S es una componente si y solo si estdn conectados y S U {i} no estd conectado para cada
1 € N\S. Un grafo lineal g C ¢g¢ consta de diferentes componentes y a su vez estas componentes estén
formadas por jugadores ordenados de modo consecutivo.

Asimismo, denotaremos al juego con grafo lineal por (v, g) v a la coleccién de todos los juegos con
grafo lineal por GV x G, donde G = {g : g C ¢°} es el conjunto de todos los posibles grafos lineales que
se pueden formar sobre los jugadores de N. Como vimos previamente con los juegos de comunicacion,
una coalicion S C N solo obtiene el beneficio v(S) si S es conexa. Cuando S no es conexa, los
jugadores de S solo obtienen la suma de los valores de las componentes del subgrafo (S,¢(S)) con
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(S) ={@G:i+1)eg:(i:i+1) C S}. Por tanto, el juego restringido inducido por el grafo lineal
(v,g) estd dado por:

Q

(w/9)($) = 3 w(D),

TeS/g

donde S/g es la coleccién de todas las componentes de S. Se tiene por Le Breton et al. (1992) que
el juego restringido v/g de un juego de grafos sin ciclos superaditivo tiene un nicleo no vacio, y por
tanto, esto se mantiene para los juegos con grafo lineal superaditivos.

En van den Brink et al. (2007) se definen cuatro propiedades relativas al efecto de eliminar los
enlaces entre los jugadores, de forma que cada una de estas propiedades determinaré una tinica solucién
en la clase de los juegos con grafo lineal que verifique la eficiencia entre componentes. Estas propiedades
informan sobre el cambio que se produce en el vector de pagos al suprimir un enlace del grafo lineal.
Para enunciarlas, tomemos g € Gei = 1,...,n—1. Sea (N, g(i)) el grafo sobre N con g(i) = g_(i:i4+1) =
g\ {(¢:i4 1)} el conjunto de enlaces obtenidos eliminando el arco (i : ¢+ 1) de g (si (i:7+1) € g).

Definicién 36. Se tienen los siguientes puntos.

1. Una solucién ¥ en GV x G es justa si para cualquier i = 1,....,n— 1, v € GV y g € G se tiene
que \Ijz(’U,g) - \I/Z(Umg(z)) = \I/i-'rl(vag) - \I’i"rl(vvg(i))'

2. Una solucién ¥ en GV x G es equivalente superiormente si para cualquier i = 1,....n—1, v € GV
y g € G se tiene que ¥;(v,g(%)) = U,(v,g), j=1,...,1.

3. Una solucién ¥ en GV x G es equivalente inferiormente si para cualquier i = 1,..,n—1, v € GV
y g € G se tiene que U, (v,g9(3)) = ¥,(v,9), j=i+1,...,n.

4. Una solucién ¥ en GV x G se dice que tiene la propiedad de pérdida igualitaria si para cualquier
i=1,.,n—1,veG" ygegsetiene que 35, (¥;(v,9) — ¥;(v,9(1)) = 27,1 (¥;(v,9) —
T (v, 9(4)))-

La primera propiedad es la propiedad de justicia introducida en Myerson (1977). El axioma de
equivalencia superior afirma que el pago de un jugador j no depende de la presencia de los enlaces
inferiores, mientras que la propiedad de equivalencia inferior significa que el pago de un jugador no
se ve afectado por la presencia de enlaces superiores. Por tltimo, la propiedad de pérdida igualitaria
es una alternativa a la justicia que, en vez de igualar el cambio en los pagos individuales para los
jugadores a los que se les elimina el enlace, establece que el pago total de los jugadores situados a
ambos lados del enlace eliminado deben variar en la misma cantidad. Determinar qué propiedad es
mas adecuada dependera de la aplicacion en cuestion.

Antes de presentar el siguiente teorema, introduciremos la definicién formal de contribucién mar-
ginal asociada a un cierto orden o permutacién de los jugadores.

Definicion 37. El vector marginal de un juego v, asociado a un orden o permutacion lineal sobre el
conjunto de jugadores, asigna a cada agente su contribucién (i.e, su cambio en el valor) de la coalicién
de agentes que lo preceden en el orden. Formalmente, sea el orden 7 asignando la posicién 7 (i) € N
a cualquier ¢ € N. Entonces, la contribucién marginal del agente i € N en el juego v dado el orden 7

estd dado por _ _
mi (v) = v(r*) —o(7"\ {i}),
donde ' = {j € N : w(j) < w(i)}.

El siguiente teorema establece que, junto con la propiedad de eficiencia entre componentes, cada
una de las cuatro propiedades mencionadas en la Definicién 36 selecciona una tinica solucién en la
clase de los juegos con grafo lineal GV x G.
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Teorema 38. Sea U : GV x G —» RY una solucién eficiente entre componentes en la clase GN xG.
Entonces,

1. U es justa si y solo si ¥ = U?,

2. U es equivalente superiormente si y solo si ¥ = WU,

3. U es equivalente inferiormente si y solo si U = W',

4. U satisface la propiedad de pérdida igualitaria si y solo si ¥ = W€,

donde W, W*, Wl y W son las soluciones en GV x G dadas por

1. U%(v,g) = p(v/g), para todo (v,g) € GN x G.

2. U (v, g) = m*(v/g), para todo (v,g) € GN x G.

3. Wl(v,g9) =ml(v/g) , para todo (v,g) € GN x G.

4. U¢(v,g9) =1/2- (m*(v/g) + ml(v/g)), para todo (v,g) € GV x G.

Estas soluciones asignan, respectivamente, el valor de Shapley de v/g (valor de Myerson), el vector
de contribuciones marginales de v/g correspondiente al orden u(i) = i, el vector de contribuciones
marginales que corresponde al orden (1) =n+ 1 — 1 y la media de esos dos vectores.

Se tiene que, para un juego v superaditivo, los vectores de contribuciones marginales m*(v/g) y
m!(v/g) estén en el nicleo de v/g y, por tanto, la media de esos dos vectores también estard en el
nicleo. En efecto, el nicleo es un politopo convexo, con lo cual cualquier combinacién convexa de dos
elementos del nicleo también estard en el conjunto. En particular, la media de dos vectores es una
combinacién convexa (pues los coeficientes asociados a dichos vectores suman 1). Asi, las propiedades
de equivalencia superior, equivalencia inferior y la propiedad de pérdida igualitaria resultan en solucio-
nes estables, en el sentido de que pertenecen al nicleo del juego restringido. Sin embargo, la propiedad
de justicia puede dar una solucién fuera del nicleo. La estabilidad del valor de Shapley esta asegurada
cuando el juego restringido es convexo.

A continuacién, compararemos las cuatro soluciones en funcién de cémo distribuyen los dividendos
de Harsanyi entre los jugadores, lo cual nos proporcionara una interpretacion alternativa de las pro-
piedades mencionadas en el Teorema 38.

Una solucién ¥ en GV se llama solucién de Harsanyi si distribuye el dividendo de cada coalicién S
en un juego TU entre los jugadores de S de acuerdo a un sistema de asignacién dado. Formalmente,
la coleccién de posibles sistemas de reparto, P, viene dada por:

p= (pS)SGQ* :p° ERN,piS:OparaieN\S,piS >0paraie Sy pr: 1, para cada S € Q*
jeSs

Es decir, un sistema de repartos p € P asigna para cada coalicién S € Q* (la coleccién de coaliciones
no vacfas) un reparto no negativo pf para cada jugador ¢ € S, siendo la suma de todos esos repartos
igual a 1. Para un sistema de repartos p € P dado, la correspondiente soluciéon de Harsanyi, es la
solucién WP, definida sobre GV, dada por:

W)= > pleslv), i€N,
{SeQ*: i€S}

i.e, esta solucién asigna al jugador i € N en el juego v € GV la suma de los repartos pfcs(v) que 1
obtiene en los dividendos de Harsanyi, cg(v), sobre todas las coaliciones S € Q* que contienen a i. El
vector de pagos PP (v) se llama vector de pagos de Harsanyi.

Se tiene que cualquier funcién ¥ que asigna al juego v el vector marginal m”(v) para algin orden
7w dado es una solucién de Harsanyi. En efecto, para un = dado y una coalicién S C N, sea i(S) un
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jugador en S tal que m(j) < w(i(S)) para todo j € S. Consideremos el sistema de repartos p(m) € P
dado por pf (m)=1sij=1(5)y pf (m) = 0 para todo j # i(.S). Entonces, se tiene (Derks et al., 20006),
que:

m™ (v) = WP (v),

i.e, el vector de contribuciones marginales m™(v) iguala el vector de pagos de Harsanyi obtenido al
asignar el dividendo de cualquier coalicién S al dltimo jugador en S segun la permutacién 7. Por tanto,
la solucién ¥ en GV asignando ¥(v) = m™(v) para cualquier v € GV es una solucién de Harsanyi con
el sistema de repartos p = p(7).

Ahora estamos preparados para caracterizar cada una de las cuatro soluciones del Teorema 38 en
base a la distribucién de los dividendos en el juego restringido v/g. Se tiene:

= Como ¥*“(v,g) = m*(v/g), la propiedad de equivalencia superior afirma que el dividendo de la
coalicién [h, k] en v/g se asigna por completo al dltimo jugador k.

= Como VU!(v, g) = m!(v/g), la propiedad de equivalencia inferior asigna por completo el dividendo
de la coalicién [h, k] en v/g al primer jugador h.

» Como ¥¢(v,g) = 1/2- (ml(v/g) + m*(v/g)), la propiedad de pérdida igualitaria establece que el
dividendo de la coalicién [h, k] en v/g se reparta de forma igualitaria entre los dos jugadores h y

k.

» Como U*(v,g) = ¢(v/g) y el valor de Shapley es la solucién de Harsanyi que se obtiene al
distribuir el dividendo de forma equitativa entre todos los jugadores de la coalicién, la propiedad
de justicia resulta en una divisién igualitaria del dividendo de la coalicién [h, k] en v/g entre
todos los jugadores en [h, k].

Concluimos esta seccién proporcionando una expresion explicita para los dividendos del juego restringi-
do v/g. Se tiene que cualquier coalicién no conexa tiene dividiendo cero. Aplicando una férmula general
dada en Owen (1986) para grafos sin ciclos en el caso particular de los juegos con grafos lineales, se
tiene que el dividendo de una coalicién conexa [i, j], con j > i, en v/g estd dado por:

cig) (v/g) = vli, j] —vli + 1,5] = vli,j — 1] +0[i + 1,5 —1].

Se tiene que (v, g) es convexo-lineal si y solo si el juego v/g es convexo, y éste a su vez es convexo si
para todo 4, j, con j > i, se tiene que c}; j1(v/g) > 0 (i.e, todos los dividendos de coaliciones conteniendo
al menos dos jugadores son no negativas). Si el juego (v, g) es convexo-lineal, la propiedad de justicia
proporciona un vector de pagos en el niicleo del juego restringido.

En Herings et al. (2008) se introduce un nuevo concepto de solucién puntual para juegos de co-
municacién sin ciclos, denominada average tree solution (o AT). Esta solucién estéd caracterizada por
eficiencia entre componentes y justicia entre componentes. La propiedad de justicia entre componentes
es una alternativa a la justicia propuesta por Myerson (1977), que establece que eliminar un enlace
entre dos jugadores asigna a las dos componentes resultantes el mismo cambio en media en el vector
de pagos, donde la media se toma sobre los jugadores de esas componentes. Asi, esta propiedad en-
fatiza que en un juego de grafos cooperativo, las pérdidas asociadas al eliminar un enlace deberian
ser atribuidas a las componentes, y no tnicamente a los dos jugadores conectados de forma directa
cuyo enlace se elimina. Ademds, las pérdidas deben ser proporcionales al tamano de la componente. La
solucién AT siempre esté en el nicleo del juego restringido y se puede calcular de forma sencilla como
un promedio de n vectores de contribuciones marginales, donde n es el nimero de jugadores. Ademas,
esta solucion se puede generar con una distribucion especifica de los dividendos de Harsanyi.

Comenzamos presentando formalmente la propiedad de justicia entre componentes.
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Definicién 39. Una solucién ¥ en la clase de los juegos de grafos sin ciclos, GV x GR, satisface
justicia entre componentes si para cualquier (v, g) y para cualquier enlace (z j) € g, se tiene

‘Sz| Z Up(v,9) — Un(v,9-ij))) = |SJ| Z Uy (v,9) — Vn(v,9-(i:j)))

hes? heSi

donde S? y S7 son las componentes conexas en g—(i-j) conteniendo a i y a j, respectivamente. Dicho
de otro modo, S” es el subconjunto de jugadores conectados a h en el grafo que resulta de eliminar el
enlace (i:j), con h =140 h=j.

Antes de dar la expresién cerrada para la solucién AT, necesitamos introducir los conceptos de
grafo dirigido y de drbol.

Un grafo dirigido es un par (N, D), donde N es el conjunto de nodos y D es una coleccién de enlaces
dirigidos. Si (¢ : j) € D, entonces el nodo j es un sucesor de i e i es un predecesor de j. Decimos
que j # 7 es un subordmado de i si existe un camino que los conecte, i.e, si existe una sucesién de
enlaces dirigidos (i, : ipy1) € D, h = 1,...,k tal que iy = i y ix+1 = j. Denotamos al conjunto de
subordinados de i en (N, D) por Subp (i) y denotamos por Sub, (i) = Subp(i) U {i}. Un grafo dirigido
(N, D) es un arbol si hay un nodo en N, llamado nodo raiz o nodo superior, sin ningtin predecesor en D
y, ademds, existe una tnica sucesién de enlaces dirigidos en (N, D) desde ese nodo a cualquier otro nodo.

Sea (N, g) un grafo no dirigido sin ciclos y sea S € N/g una componente conexa de dicho grafo.
Entonces, cada nodo i € S induce un tnico drbol T'(¢) en S del siguiendo modo. Para cada j € S\ {i},
tomamos el camino unico en (5, g(S)) desde i hasta j, y cambiamos los enlaces no dirigidos en este
camino por dirigidos, de tal forma que el primer nodo en cualquier par ordenado es el nodo que viene
primero en el camino desde 7 hasta j. Definimos ahora gr¢;(j) = {h € S: (j : h) € T(i)} como el con-
junto de sucesores de j en T'(7).

Sea ahora (v, g) un juego de grafos sin ciclos y consideremos una componente S € N/g e i € S.
Asociamos al jugador j en el drbol T'(7) pagos t;- (v, g) dados por

t5(v, 9) = 0(Subfy (1)) = Y o(Subfy (h)) = v(Sub (7)) — (v/9)(Subr (5)- (1.3)

hegr@)(4)

De este modo, vemos que t;(v, g) es la contribucién marginal del agente 7 € S en el arbol T'(7).
Por una parte, el primer término de la ecuacién (1.3) indica que dicha contribucién marginal es igual
al valor de la coalicién consistente de ese jugador y de todos sus subordinados en T'(i) menos la suma
de los valores de las coaliciones formadas por cualquier sucesor de j y por todos los subordinados de
este sucesor en T'(¢). Por otro lado, el segundo término de la férmula (1.3) indica que el pago del juga-
dor j en el érbol T'(¢) es igual a lo que contribuye el jugador j cuando se une a sus subordinados en T'(4).

Presentamos ahora la solucién average tree (AT), que asigna a cada juego (v, g) el vector de pagos
en el cual el jugador j en una componente S € N/g recibe la media sobre i € S de los pagos t; (v,9).

Definicién 40 (average tree solution). En la clase de los juegos de grafos sin ciclos, la solucién
average tree (AT) asigna a cualquier juego (v, g), el vector de pagos AT (v, g) dado por:

AT (v, 9) 5 Zt’ (v,9),
| | i€S
donde j es un jugador perteneciente a la componente S € N/g.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacién de la solucién AT.
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Teorema 41. En la clase de los juegos de grafos sin ciclos, la solucion AT es la unica solucion que
satisface eficiencia entre componentes y justicia entre componentes.

Para el caso de los juegos de grafos (sin ciclos) superaditivos, la solucién AT también puede ser
caracterizada mediante justicia entre componentes y pertenencia al ntcleo.

Teorema 42. En la clase de los juegos de grafos superaditivos sin ciclos, la solucion AT es la unica
solucion verificando pertenencia al nicleo y justicia entre componentes.

De este modo, la soluciéon AT puede ser una alternativa atractiva a otras soluciones como el valor
de Myerson que pueden no pertenecer al nicleo, incluso en la clase de los juegos de grafos superaditivos.

Por tltimo, veremos cémo obtener la solucién AT en funcién de los dividendos de Harsanyi. Para
ello, para cada coalicién conexa S en (N,g) y j € S, sea p%(j) el nimero de jugadores fuera de S
representados por j en S. Decimos que el jugador j € S representa al jugador k fuera de S si k estd
conectado a j y, en el inico camino conectando a j y a k, todos los jugadores entre j y k estan fuera
de S. De este modo:

k= >, K",
heN\S: (j:h)eg
donde K" es la componente del grafo (N, g—(j:h)) conteniendo al jugador h. Claramente, el jugador j

conecta los jugadores en S con los jugadores en K", en el sentido de que el enlace (j : h) estd en el
camino entre cualquier jugador i en S y cualquier jugador k en el conjunto K" C N\S.

Ahora, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 43. El pago al jugador i segun la solucion AT estd dado por

1+ pl(i) )
AT;i(v,g) = —cs(v/g), i1€N.
SeCH(ZN): ieS 5]+ Zjesp%(])

El Teorema 43 muestra que la solucién AT se puede obtener distribuyendo los dividendos de cual-
quier coalicién conexa S entre sus miembros de forma que el reparto de un jugador 7 € S en el dividendo
de la coalicién S estd dado por (1+p§(i))/(|S] + 3 ;c5p&(5))- El peso 1+ p§(i) es igual al nimero
de jugadores que estdn representados por ¢ en S (incluyéndose a él mismo), i.e: uno, més el niimero de
jugadores fuera de S (pero situados en la componente que contiene a S), que estdn conectados a i a
través de un camino de jugadores fuera de S. De esta forma, vemos que los repartos de la solucién AT
no solo dependen de la estructura del subgrafo (S, g(S)), sino que también dependen de la estructura
del grafo (N, g) fuera de S. De hecho, los repartos dependen de la estructura de todo el subgrafo sobre
la componente K conteniendo a S. Como resultado, la solucién AT para el juego de unanimidad ug
puede cambiar cuando el grafo cambia en K, pero no en S.

Para finalizar esta seccién, notemos que el grafo no dirigido (S,¢(S)) induce s = |S| drboles
diferentes, un drbol por cada uno de los s nodos diferentes en S. En Béal et al. (2010) se presentan
dos extensiones del average tree solution: la solucién del drbol marginal (marginalist tree solution) y
la solucién del arbol aleatoria (random tree solution), que resultan de relajar la hipdtesis de que los
diferentes arboles que se obtienen al cambiar el nodo raiz tienen el mismo impacto en el calculo de
la solucién. En concreto, la solucién del drbol marginal se define como una combinacién lineal de los
vectores de contribuciones marginales (1.3), mientras que la solucién del drbol aleatoria estd dada por
una distribuciéon de probabilidad sobre el conjunto de todos los vectores de contribuciones marginales.
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Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)

Calcularemos ahora la solucién AT para este ejemplo.

Consideremos el grafo no orientado de la Figura 1.1. En este caso, N = {A,B,C} y g =
{(A:C),(B:C)}. El grafo (N, g) es conexo, con lo cual tiene una sola componente. Ademas, el grafo
(N, g) induce 3 arboles (i.e, tres grafos dirigidos que tienen como nodo raiz cada uno de los jugadores
de N), uno por cada uno de los 3 nodos de N: T(A) = {(A: C),(C: B)}, T(B) ={(B: C),(C: A)}
yT(C)={(C:A),(C:B)}. En la Figura 1.4 se ilustran los tres drboles inducidos.

o o

& o

T(A) T(B) T(C)

Figura 1.4: Arboles inducidos por cada nodo en el juego v.

Usando la expresion

t5(v, 9) = v(Subf; (7)) — (v/9)(Subre) (4)),
calcularemos t(v, g), para cada i = A, B, C.
= A

e t4(v,9) = v(Subr(a)(A) U A) — (v/g)(Subr(a)(A)), donde Subr(a)(A) son los subordinados
de A en T(A). Como en T(A), A es el nodo raiz, los subordinados son los los jugadores C'y B. Por

tanto
v(Subpay(A) U A) =v(A, B,C) =v(N) = T775.

Ahora, para calcular (v/g)(Subpa)(A)) = (v/g)(B,C), necesitamos tener en cuenta que

(v/9)(S)= > w(T), SCN.

TeS/g

Como, en nuestro caso, (B,(C)/g es conexo, la tnica componente conexa es la propia coalicién
(B,C). Por tanto, (v/g)(B,C) =v(B,C) = 775.

De este modo, t4 (v, g) = v(A, B,C) —v(B,C) = 775 — 775 = 0.

e t4(v,9) = v(Subp(a)(B) U B) — (v/g)(Subr(a)(B)), donde Subr(ay(B) son los subordinados
de B en T(A). Como en T(A), B no tiene subordinados, se tiene que Subra)(B) = 0.

De este modo, t4(v,g) = v(B) —v(0) =0 —0=0.

e t&(v,g9) = v(Subr4)(C) UC) — (v/g)(Subr(a)(B)), donde Subr(a)(C) son los subordinados
de C en T(A). En T'(A), C solo tiene al jugador B como subordinado, por lo que Subr4)(C) = B.
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De este modo, t4(v, g) = v(B,C) — v(B) = 775.

Por tanto t4 = (0,0, 775).

mi=0.

Procediendo de modo andlogo a como hicimos para i = A, obtenemos que tZ = (0,75, 700).

mi=C.

e 15 (v, 9) = v(Subr(cy(A) U A) — (v/g)(Subr(c)(A)), donde Subr(cy(A) son los subordinados
de A en T(C). En T(C), A es un nodo terminal, por lo que no tiene subordinados. Por tanto,
tS(v,g9) = v(A) —v(@) =0—-0=0.

e t5(v,g9) = v(Subrcy(B) U B) — (v/g)(Subrc)(B)), donde Subr(cy(B) son los subordinados
de B en T(C). Al igual que pasaba con el nodo A, en T(C) el nodo B tampoco tiene subordinados.
Asi, t5(v,g) = v(B) —v(0) =0—0=0.

e t&(v,g) = v(Subpcy(C) U C) — (v/g)(Subrc)(C)), donde Subr(c(C) son los subordinados
de C en T(C). En T(C), el nodo C tiene a A y a B como subordinados, con lo cual

v(Subpcy(C)UC) =v(A, B,C) =v(N) = 775.
Ahora, para calcular (v/g)(Subpcy(C)) = (v/g)(A, B), notamos que (A, B)/g = {(A),(B)}, ya

que, al no estar A y B conectados, las componentes conexas maximales inducidas por el grafo g son
(A) y (B). Por tanto

(v/g)(A,B)= > u(T)=0v(A)+v(B)=0+0=0, SCN.
Te(A,B)/g

De este modo, t&(v, g) = 775 — 0 = 775, con lo cual t%(v, g) = (0,0, 775).

Por tanto, la solucién AT es:

0 0 0 0
AT(v,9)=5 | 0o |+5| w5 |[+5] 0 |=]25
775 700 775 750

Observamos que la solucién AT estd en el nticleo del juego, pues es eficiente y su segunda
componente es 25, que verifica la condicién del nicleo (0 < 25 < 75). Esto se debe al hecho de que
el juego v verifica la condicién de superaditividad. De este modo, el reparto (0,25, 750) es estable.

1.2.1. Solucién AT para grafos lineales

Cuando tenemos un grafo lineal, los calculos para la soluciéon AT se simplifican y se pueden inter-
pretar ficilmente. Para la elaboracién de este apartado, nos hemos basado en Suzuki (2010).

En un grafo lineal g = {(1:2),(2:3),...,(n —1:n)}, cada nodo solo se puede comunicar con su
vecino(s). Expresando un grafo lineal como una linea horizontal, asignamos un nimero a cada nodo
indicando su posicion relativa desde la izquierda, etiquetando con 1 al nodo ubicado en el extremo
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izquierdo de esta linea. Denotaremos por L; y R; al conjunto de nodos localizados a la izquierda de
i € N y a la derecha, respectivamente. Dicho de otro modo L; = {1,....i — 1} y R; = {i+1,...,n}.

Para el cdlculo de la solucién AT para un grafo lineal (v, g), consideramos 1 como el pago al jugador
j cuando 7 se escoge como el nodo raiz. Solo puede tomar tres valores como se indica a continuacion.

(B U —e(Ry),  stiely
1= do(N) —u(L;) — o(R;), sii=j (1.4)
o(L; U{j}) —v(L;), sii€R;.

Debido a la estructura de los grafos lineales, independientemente de cual sea el nodo j, siempre
vamos a obtener el pago v(R; U {j}) — v(R;) si el nodo raiz se sitia a su izquierda. Notar que v(R; U
{j}) — v(R;) es la contribucién marginal del jugador j cuando se une a la coalicién formada por los
nodos que se sitian a su derecha. Como el nodo raiz estd a la izquierda de j, los nodos a la derecha de
7 serian sus subordinados. Este pago ocurre j — 1 veces. De modo similar, si el nodo raiz ¢ esta situado
a la derecha de j, siempre obtendriamos la expresiéon v(L; U{j}) —v(L;) y tendria una interpretacion
analoga. Esta expresion ocurre en n — j ocasiones. El jugador j también tiene una oportunidad de
ser el nodo raiz, y la correspondiente férmula se muestra en la linea central de la ecuacién (1.4). La
solucion AT para el jugador j € N, se expresarfa como

AT;(0,9) = —o(N) + - {(G = DRy U{3) = jo(Ry) + (0 = §)e(L; U (7)) = (n =+ Da(Ly)}

Vemos que el método AT se obtiene por medio de la solucién igualitaria (v(IN)/n) y algunos
términos correctores. Como Ly = R,, = 0 (pues el nodo 1 no tiene nodos a su izquierda y el nodo n no
tiene ninguno a su derecha), podemos simplificar la expresién de AT para estos dos jugadores como se
muestra a continuacién

ATy = ~o(N) = = (N\ {1}) - (n ~ Du({1})),

AT, = Zo(N) = (o(N\ {n}) — (n — Du({n}).

Notamos que para los dos jugadores terminales, el término de correcciéon de la solucién igualitaria
puede ser negativo si las asignaciones individuales de los nodos 1 y n no son muy grandes. En un
grafo lineal, si la contribucién marginal de un jugador terminal a la gran coalicién no es muy grande
y el valor que se puede garantizar por si mismo es pequeno, entonces la soluciéon AT proporcionard un
reparto en el que recibe un valor por debajo de la media, i.e, inferior a v(N)/n.

En la Tabla 1.4 mostramos una comparativa de los axiomas que satisfacen las soluciones mencio-
nadas para juegos de comunicacién.

1.3. Juegos con estructura de permiso

Previamente, estudiamos las restricciones en la comunicacién, donde solo los jugadores que estaban
conectados mediante un enlace del grafo podian cooperar. En esta seccion, estudiaremos las restric-
ciones en la cooperacion surgidas de las jerarquias. Un modelo central en este contexto son los juegos
con estructura de permiso.

En un juego TU, no hay restricciones en las posibilidades de cooperacion de los jugadores, i.e, cada
coalicién es factible o admisible y puede generar valor. Los juegos con estructura de permiso describen
situaciones en las que los jugadores en un juego TU forman parte de una organizacién jerarquica que
estd representada por un grafo dirigido (estructura de permiso), de forma que los jugadores necesitan
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Propiedades

Valor de
Myerson

AT

\I/(i

\I/U

Eficiencia
entre
componentes

2]

Justicia entre
componentes

Justicia

Estabilidad
de Myerson

Equivalencia
superior

Equivalencia
inferior

Pérdida

igualitaria

Seleccién en
el core

Tabla 1.4: Comparacién de las propiedades que satisfacen las soluciones para juegos de comunicacion.
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el permiso de otros agentes para poder cooperar. Se pueden hacer diferentes enfoques sobre como la
estructura de permiso afecta a las posibilidades de cooperacién. En el enfoque conjuntivo, como se
introduce en Gilles et al. (1992) y van den Brink and Gilles (1996), se asume que cada agente tiene el
permiso de todos sus predecesores antes de cooperar. Alternativamente, en el enfoque disjuntivo (van
den Brink, 1997), se asume que cada jugador necesita el permiso de al menos uno de sus predecesores
antes de cooperar con otros jugadores dentro de una coalicién.

Para tener en cuenta las limitaciones en la cooperacién, para cada juego con una estructura de
permiso se define un juego modificado que asigna a cada coalicién el valor de la mayor subcoalicién
admisible del juego original. Los enfoques conjuntivo y disjuntivo dan lugar a diferentes juegos modi-
ficados. Ademds, si se aplican soluciones clasicas de los juegos TU a los juegos modificados obtenemos
soluciones para juegos con estructura de permiso. Por ejemplo, aplicando el valor de Shapley a los
dos juegos restringidos mencionados previamente, obtenemos dos soluciones diferentes dentro de una
estructura de permiso: los valores de permiso conjuntivos y disjuntivos de Shapley.

Formalmente, una estructura de permiso es un grafo dirigido (digrafo) sobre N, (N, D). De ahora
en adelante asumiremos que el digrafo es irreflexivo, i.e, (i : i) ¢ D, para todo ¢ € N. Denotaremos
por DV a la coleccién de todos los digrafos irreflexivos sobre N. Ademas, los subordinados o sucesores
de i en D los denotaremos por Subp(i) :={j € N : (i,5) € D} y al conjunto de sus predecesores por
Prep(i) :={j € N : (j,i) € D}. Nos referiremos a los nodos superiores (i.e, sin predecesores) mediante
el conjunto TOP(D) = {i € N : Prep(i) = 0}, siguiendo la notacién en van den Brink et al. (2007).

Definicién 44. Un juego con estructura de permiso es una tripla (IV,v, D), donde N es un conjunto
finito de jugadores, v € GV es un juego cooperativo y D € DV es una estructura de permiso sobre N.

La coleccion de todos los juegos con estructura de permiso sobre un conjunto finito de jugadores
N es la coleccién GV x DV,

Presentamos ahora los dos principales enfoques en las posibilidades de cooperacion de los jugadores
para los juegos con estructura de permiso: el enfoque conjuntivo y el disjuntivo.

En el enfoque conjuntivo, se asume que un jugador necesita permiso de todos sus predecesores
para cooperar con otros jugadores. Asi, una coalicién es factible si y solo si para cada jugador en la
coalicién, todos sus predecesores también estdan en dicha coalicién. Esto nos lleva a introducir una clase
de coaliciones capaces de actuar sin permiso de jugadores externos (fuera de esa coalicién).

Definicién 45. Sea D € DV una estructura de permiso sobre N. La coalicién E C N es auténoma
en D si Prep(i) C E, para todo i € E.

Asi, para una estructura de permiso D, el conjunto de las coaliciones conjuntivas factibles estéa
dado por la coleccién de todas las coaliciones auténomas, que denotaremos por ®¢,. Formalmente,

¢ ={ECN:Prep(i)CE, VieE}.

De acuerdo al enfoque conjuntivo, las coaliciones auténomas son, esencialmente, las tnicas coali-
ciones capaces de generar valor dentro de un juego con estructura de permiso.

Si (N, v, D) es un juego con estructura de permiso, podemos interpretar la situacién como sigue.
Esencialmente, podemos asociar v € GV con las posibilidades econémicas abiertas a cada coalicién en
N. Asi, v(F) representa la cantidad de utilidad que la coalicion E C N obtendria normalmente si no
fuese por la estructura de permiso impuesta en el juego.

A continuacién, en base al enfoque conjuntivo, transformaremos un juego con estructura de permiso
en un juego TU, que describe todas las posibilidades abiertas a los jugadores dentro de la estructura de
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permiso D, dados sus pagos en el juego v. El juego TU resultante se denomina la restriccién conjuntiva
de v en la estructura de permiso D.

Con este propésito, presentamos la siguiente coleccién de juegos TU para una estructura de permiso
arbitraria D € DV:
G(N,D) :={ve G" :v(E) =v(0c°(E)),Y EC N},
donde o¢(E) := U{Fe@‘: .PCE} F es el conjunto auténomo mas grande asociado a la coalicién E. Des-
D=
de el enfoque conjuntivo, se tiene que una coalicion E C N puede obtener, como maximo, el pago

generado por 0¢(E). Por tanto, el juego conjuntivo restringido es el juego que asigna a cada coalicidn,
FE C N, el valor de su mayor subconjunto conjuntivo factible.

La definicién previa introduce una aplicacion r¢ , : 2N & R, que asigna a cada coalicién E C N el
valor del mayor subconjunto conjuntivo factible, i.e

ry p(E) = v(c®(E)), VECN.

La aplicacién r¢ , es la restriccién conjuntiva de un juego v con una estructura de permiso D, y
se define como la proyeccién de v sobre el conjunto G(N, D) en el espacio vectorial real G .

Una solucién para juegos con una estructura de permiso es una funcién, ¥, que asigna una distri-
bucién de pagos ¥(v, D) € RY a cada juego con una estructura de permiso (v, D) sobre N. El valor
de permiso conjuntivo de Shapley, ¢, es la solucién que asigna a cada juego con una estructura de
permiso, el valor de Shapley del juego conjuntivo restringido:

©°(v,D) = @(r5 p), Y(v,D)eGN x DV,

Alternativamente al enfoque conjuntivo, podemos considerar el enfoque disjuntivo, donde se asume
que un nodo no superior necesita permiso de al menos uno de sus predecesores. Asi, una coalicién es
factible si y solo si para cada jugador en la coalicién (excepto el jugador superior), tiene al menos uno
de sus predecesores en la coalicion. Por tanto, considerando la estructura de permiso D, el conjunto
de coaliciones disjuntivas factibles esta dado por:

L ={ECN:Prep(iyNnE#0 Yic E\TOP(D)}.

De forma andloga al enfoque conjuntivo, el juego disjuntivo restringido del juego con estructura de
permiso (v, D) es el juego rffy py que asigna a cada coalicién £ C N, el valor del mayor subconjunto
factible disjuntivo.

ry.p(E) =v(0?(E)), VECN,

donde 0%,(E) = U{FetbdD:FgE} F es el mayor conjunto disjuntivo factible de E en ®4,.

El valor de permiso disjuntivo de Shapley, %, es la solucién que asigna a cada juego con una
estructura de permiso, el valor de Shapley del juego disjuntivo restringido:

¢%(v,D) = ¢(ry p), ¥(v,D) €GN x DV

A continuacién, mostraremos los conceptos previamente mencionados empleando el ejemplo de las
empresas de transporte a lo largo de dos autopistas.

Ejemplo: Ilustracién de los conceptos de solucién (continuacién)

El ejemplo de las tres empresas de transporte y las autopistas induce una estructura de permiso
natural, pues recordemos que los jugadores A y B necesitan el permiso del jugador C para generar
beneficios. Dicho de otro modo, el jugador C es el superior de los jugadores A y B (los jugadores A
y B solo tienen un superior y es el mismo). Esto se ilustra en el grafo de la Figura 1.5.
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Al A2

Figura 1.5: Representacion de la estructura de permiso inducida en el problema de las empresas de
transporte.

Calcularemos los valores de permiso conjuntivo y disjuntivo para este ejemplo.

Tenemos que N = {A,B,C} vy g = {(C: A),(C: B)}. Como los jugadores A y B tienen el
mismo superior en comun (y solo hay un superior), el conjunto de coaliciones factibles conjuntivas
y disjuntivas serd el mismo, pues en este caso es equivalente que en una coalicién estén, para cada

jugador de la coalicién, todos sus predecesores, a que tenga al menos uno. Por tanto, las coaliciones
factibles conjuntivas (disjuntivas) son {C},{A,C},{B,C} y {A,B,C}.

:{{C},{/LC},{B,C},{A,B,C}}.

Ahora, para calcular la funcién caracteristica de la restricciéon conjuntiva del juego, necesitamos
obtener, para cada coalicién contenida en NV, el mayor subconjunto conjuntivo factible contenido en
dicha coalicién.

{A} — 0%(A) =0 [{A} ¢ Dp] = 17 p(A) = v(0) = 0.

{B} — 0°(B) =0 [{B} ¢ ®p] = r{ p(B) = v(0) = 0.

{C} — 0°(C) = {C} [{C} € D] = 77 p(C) = v(C) = 350.

{A,B} — 0°(A,B) =0 [{A, B} ¢ @] = 1 (A, B) = v(0) = 0.

{A,C} — 0°(A,C) = {A,C} [{A,C} € 05] = 15 p(A,C) = v(A,C) = T00.
{B,C} — 0°(B,C) = {B,C} [{B,C}€ ) =15 ,(B,C)=v(B,C)=TT5.

{4,B,C} — 0°(A, B,C) = {A,B,C} [(A,B,C) € 5] = 1% (A, B,C) = v(4, B,C) = T75.

Ahora, para calcular el valor de permiso conjuntivo (disjuntivo) se aplicaria el valor de Sha-
pley al juego conjuntivo (disjuntivo) restringido, que tiene como funcién caracteristica ToD =
[0,0,350,0,700,775,775]. En este caso, por las caracteristicas de nuestro juego, la funcién carac-
teristica coincide con el juego original, por lo que, al igual que sucedia con el valor de Myerson, el
valor de Shapley del juego restringido coincide con el valor de Shapley del juego original.

Para ilustrar un caso donde los valores de permiso conjuntivo y disjuntivo asignan repartos dife-

rentes, consideraremos el siguiente ejemplo de van den Brink (2017).

Ejemplo: Estructura de permiso

Consideremos el juego con estructura de permiso (v, D) en N = {1,2,3,4} dado por v(E) = 1 si
4cFEvE)=0sid¢ EyD={(1:2),(1:3),(2:4),(3:4)} (ver Figura 1.6). Las coaliciones
factibles conjuntivas son {1},{1,2},{1,3},{1,2,3} y {1,2,3,4}. Adicionalmente, las coaliciones
disjuntivas son {1,2,4} y {1, 3,4} (fijarse que cada coalicién conjuntiva factible es también factible
desde el punto de vista disyuntivo, i.e, %, C (I)dD para todo D € D).
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Figura 1.6: Estructura de permiso D para este ejemplo.

= {1 2,3,4} y vy p(E) = 0 en otro caso.

a
d
v

La restriccién conjuntiva estd dada por rg p(F) =1

si
Asi, el valor de Shapley viene dado por ¢¢(v, D) (% i
por e H(E) = 1si E € {{1,2,4},{1,3,4} {1, 2 3,4}y yr
5L L2

el valor de Shapley resulta en ¢%(v, D) = (1— 1151151 15)

Z . La restriccion disjuntiva estd dada
p(E) =0 en otro caso. De este modo,

En este ejemplo, si no hay ninguna restricciéon y de acuerdo con el valor de Shapley en el jue-
go no restringido v, el jugador 4 recibe el pago completo de 1, mientras que el resto de jugadores
reciben cero (pues v(F) =1si4 € Eyv(E)=0si4 ¢ E, ie, los jugadores 1, 2 y 3 son jugado-
res nulos, no aportan nada a la coalicién a la que se suman. Como el valor de Shapley verifica la
propiedad de jugador nulo, el pago que reciben estos jugadores es cero). Sin embargo, en el enfoque
conjuntivo, los otros tres jugadores restantes son necesarios para hacer al jugador 4 activo y, por
tanto, el juego restringido se convierte en el juego de unanimidad de la gran coalicién N. Ademds,
el valor de permiso conjuntivo reparte el pago de forma equitativa sobre los cuatro jugadores. En
el enfoque disjuntivo, los jugadores 2 y 3 no son necesarios para hacer activo al jugador 4 de forma
conjunta, pero al menos uno de ellos si es preciso. Esto ultimo se refleja en los pagos dados por el
valor de permiso disjuntivo, donde los jugadores reciben 1/5 de los pagos dados a los jugadores 1 y 4.

;,Cudl de los dos enfoques es mas adecuado? Depende de la aplicacién que se considere.

Notar que si tenemos un grafo lineal, los valores de permiso conjuntivo y disjuntivo coinciden, pues
para cualquier jugador no superior en un grafo lineal, es equivalente tener todos los predecesores en la
coalicién a tener al menos a uno de ellos y, por tanto, los conjuntos de coaliciones conjuntivas factibles
y disjuntivas factibles coinciden. El digrafo D correspondiente a la estructura de permiso de izquierda
a derecha en un grafo lineal es D = {(i:i+1):i=1,....n — 1} y el juego conjuntivo (o disjuntivo)
restringido de v en D estd dado por 7, p(E) =v({i € E: {1,....,i — 1} C E}) para todo E C N.

Ahora trataremos algunas propiedades para soluciones en juegos con una estructura de permiso.
Como en van den Brink (2017) tnicamente se centran en el valor de Shapley, nos referiremos a los
valores de permiso conjuntivos y disjuntivos de Shapley simplemente como los valores de permiso
conjuntivos y disjuntivos. Previamente, introduciremos algunas definiciones.

Definicién 46. El jugador i € N es no esencial en el juego con estructura de permiso (v, D) si iy
todos sus subordinados son jugadores nulos en el juego v, i.e, v(E) = v(E\ {j}) para todo E C N y
j €{i} U Subp(3).

Definicién 47. El jugador ¢ es necesario en el juego v si v(E) = 0 para todo E C N\ {i}.

A continuacién, presentamos los axiomas que caracterizan a los valores de Shapley de los corres-
pondientes juegos conjuntivo y disjuntivo restringidos. Las propiedades de eficiencia y aditividad son
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generalizaciones de los axiomas para juegos TU. La propiedad del jugador no esencial requiere que
este tipo de jugadores reciban un pago nulo (este axioma es andlogo a la propiedad de jugador nulo en
juegos TU), mientras que el axioma del jugador necesario requiere que los jugadores necesarios ganen,
como minimo, tanto como cualquier otro jugador si el juego es monétono.

e Eficiencia. Para cada v € GN y D € DV, se tiene que Y,y ¥;(v, D) = v(N).
e Aditividad. Para cada v € GN y D € DV, se tiene que ¥(v + w, D) = ¥(v, D) + ¥(w, D).

e Propiedad del jugador no esencial. Para cada v € GN y D € DV, si i € N es un jugador no
esencial en (v, D), entonces ¥;(v, D) = 0.

e Propiedad del jugador necesario. Para cada v € G monétono y D € DV, sii € N es un jugador
necesario en (v, D), entonces ¥;(v, D) > ¥;(v, D), para todo j € N.

Ambos valores de permiso satisfacen los cuatro axiomas. Por tanto, para encontrar axiomatizacio-
nes que caractericen, i.e, diferencien ambas soluciones, necesitamos introducir axiomas adicionales.

Para obtener una axiomatizacién del valor de permiso conjuntivo, introducimos el axioma de mo-
notonia estructural, que establece que en juegos mondtonos, los jugadores ganan, como minimo, tanto
€OMO SUS SUCESOres.

e Monotonia estructural. Para cada v € G monétono y D € DV, si j € Subp(i), entonces
\I/i(’I},D) 2 \I/j(’l},D).

El valor de permiso disjuntivo no satisface el axioma de monotonia estructural. Esto lo vemos en el
ejemplo de van den Brink (2017), en el cual, con el valor de permiso disjuntivo, el jugador 2 gana 1—12,
mientras que el jugador 4 gana 5/12. Es decir, el jugador 2 recibe una cantidad estrictamente menor
que la de su sucesor, por lo que no se satisface la condicién dada por la monotonia estructural. Lo
que si satisface el valor de permiso disjuntivo es una versiéon més débil de esta propiedad, llamada
monotonia estructural débil. Antes de introducir este axioma, definiremos el concepto de dominancia
completa.

Definiciéon 48. Un jugador ¢ € N domina completamente al jugador j € N si todos los caminos
de permiso dirigidos desde el jugador superior iy al jugador j contienen al jugador ¢. Denotamos al
conjunto de jugadores que el jugador ¢ domina completamente por Subp (i), i.e,

Subp (i) = {j € Subp(i) : i pertenece a cada camino dirigido desde 4o hasta 5} .
Definimos también el conjunto de predecesores dominantes Prep (i) = {j € Prep(i) : i € Subp(j)}-

La monotonia estructural débil requiere que un jugador gane, como minimo, tanto como cada uno
de sus subordinados completos.

e Monotonia estructural débil. Para cada juego v € G¥ monétono y D € DV, sii € Ny
J € Subp(i), entonces V;(v, D) > ¥;(v, D).

Ademds, el valor de permiso disjuntivo satisface la propiedad de justicia disjuntiva, la cual establece
que eliminar el arco entre dos jugadores hy j € Subp(h) (con |Prep(j)| > 2) cambia los pagos de los
jugadores h y j en la misma cantidad. Ademas, los pagos de todos los jugadores i que dominan comple-
tamente al jugador h también cambian en esta misma cantidad. Para D € DV, h € N y j € Subp(h),
denotamos la estructura de permiso que queda después de haber eliminado el arco entre h y j como

D_(n.5y = D\{(h:j)}.
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o Justicia disjuntiva. Para cada v e GYN y D € DV, sih € Ny j € Subp(h) (con |Prep(j)| > 2),
entonces V;(v, D) — ¥;(v, D_(p.5)) = ¥i(v, D) — ¥;i(v, D_(1,.5)), para todo i € {h} U Prep(h).

Se puede comprobar, en el ejemplo de van den Brink (2017), que el valor de permiso conjuntivo no
satisface la justicia disjuntiva. No obstante, si verifica una version alternativa del axioma de justicia,
llamada justicia conjuntiva, que esencialmente afirma que suprimir el enlace entre dos jugadores h
y j € Subp(h) (con |Prep(j)| > 2) cambia los pagos del jugador j y de cualquier otro predecesor

g € Prep(j)\ {h} en la misma cantidad. Ademas, los pagos de todos los jugadores que dominan com-
pletamente a cualquier otro predecesor g también varian en la misma cantidad.

e Justicia conjuntiva. Para cada v € GN y D € DV, si h,j,g € N son tales que h # gy
J € Subp(h) N Subp(g), entonces ¥;(v, D) — ¥;(v,D_.5)) = ¥i(v, D) — ¥;i(v, D_(3.5)), para to-
doie {g} UPiT‘@D(g)

Los axiomas presentados caracterizan los dos valores de permiso (de Shapley) para juegos con una
estructura de permiso jerarquica.

Teorema 49. En la clase de los juegos con estructura de permiso jerdrquica se cumplen dos azioma-
tizaciones.

(i) (van den Brink, 1997) Una solucién f es igual al valor de permiso disjuntivo ¢? si y solo si satis-
face eficiencia, aditividad, la propiedad del jugador no esencial, la propiedad del jugador necesario, la
monotonia estructural débil y la justicia disjuntiva.

(ii) (van den Brink, 1999) Una solucion f es igual al valor de permiso conjuntivo ¢° si y solo si sa-
tisface eficiencia, aditividad, la propiedad del jugador no esencial, la propiedad del jugador necesario,
la monotonia estructural débil y la justicia conjuntiva.

El teorema previo nos da axiomatizaciones comparables de los valores de permiso conjuntivos y
disjuntivos que difieren solo en un axioma. En particular, un axioma que refleja de algiin modo un
tratamiento equitativo con respecto a ciertos jugadores a la hora de eliminar los arcos que los unen.

En juegos mondtonos, el efecto en el pago de un sucesor del arco eliminado depende del enfoque
conjuntivo o disjuntivo que tomemos. Segun el valor de permiso conjuntivo, el pago de un sucesor no
decrece, pero segun el enfoque disjuntivo no se incrementa. Esto proviene de una diferencia fundamen-
tal entre ambos enfoques, donde eliminar un arco lleva a un mayor nimero de coaliciones factibles en el
enfoque conjuntivo, pero a menos coaliciones factibles en el enfoque disjuntivo. En el enfoque conjun-
tivo, eliminar un arco significa que el sucesor de este arco ya no necesita el permiso de ese predecesor.
En el enfoque disjuntivo, eliminar un enlace significa que el sucesor ya no puede usar el permiso de
este predecesor, por lo que necesita el permiso de al menos uno de sus otros predecesores, que también
era suficiente antes de eliminar el arco. En otras palabras, en el enfoque disjuntivo, anadir un arco crea
posibilidades, mientras que desde el punto de vista conjuntivo, anadir un arco crea restricciones.

Para finalizar esta seccién, destacamos que van den Brink et al. (2012) desarrollaron una adapta-
cion de la solucién AT para juegos con una estructura de permiso, donde la estructura de permiso es
la de un arbol orientado. Esto significa que un jugador ¢ estd en la parte superior de la estructura de
permiso (i.e, es el nodo raiz) y para cualquier otro jugador j, con j # 4, hay un camino directo desde &
hasta j. Ademds, van den Brink et al. (2012) proporcionan dos axiomatizaciones para este nuevo valor
y lo comparan con el valor de permiso conjuntivo.

En la Tabla 1.5 se puede ver una comparativa de las propiedades que satisfacen los valores de
permiso conjuntivo y disjuntivo.
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Propiedades Permiso conjuntivo Permiso disjuntivo
Eficiencia D D
Aditividad @ 53]

Jugador no esencial D &)
Jugador necesario @ 52
Monotonia estructural @ -
Monotonia estructural débil ® &3]
Justicia conjuntiva <) —
Justicia disjuntiva — @

Tabla 1.5: Comparacién de las propiedades que satisfacen las soluciones para juegos con estructura de
permiso.

1.3.1. Juegos de enlaces

Dado que en los juegos cooperativos tratados en la referencia principal de este trabajo, Wu et al.
(2024), cobran especial importancia los enlaces de un grafo, terminaremos este capitulo introduciendo
juegos donde los jugadores son los enlaces del grafo y no los nodos. Este tipo de juegos no han sido
muy estudiados en la literatura, y normalmente son un paso intermedio para definir una solucién que
asigne un reparto a los nodos.

Meessen (1988) introdujo un modelo para juegos de comunicacién basado en la importancia de los
enlaces en una red de comunicacién. En su tesis, definié el juego de enlaces (g, (r/g).), asociado a un
juego de comunicacién (v, g), como

(r/9)ulg) = D w(C), V4 Cg. (1.5)

CeN/g’

En este modelo, el conjunto de jugadores se corresponde con el conjunto de enlaces y el valor
obtenido por una coalicién de enlaces, ¢’, es la suma de los valores de las coaliciones de nodos que
se corresponden con las componentes conexas maximales de ¢g’. Notemos que (r/g),(g9’) = (v/g’)(N)
para todo g’ C g. Por tanto, el valor de una coalicién g’ de enlaces es precisamente el valor de la gran
coalicién N en el juego restringido v/¢’ si la red de comunicacién g’ se forma. Si ¢’ no estd conectado,
la gran coalicion N se particionaria en diversas componentes y, como no hay comunicacién entre dife-
rentes componentes, N recibirfa la suma de pagos obtenida por cada componente en N/g'.

Si tenemos un juego con una estructura de permiso, Gavildn et al. (2022) crearon un juego de
enlaces para un grafo dirigido. Para ello, definen primero el juego dirigido restringido (N, v?), en el
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cual el valor de una coalicién se obtiene por el principio de inclusién-exclusién aplicado a los valores
de los jugadores conectados por los caminos maximales en esa coalicién (i.e, no hay una secuencia de
nodos més larga que conecte esos dos jugadores para la coalicién dada). Para la formulacién especifica
del juego (N,vP) y del juego de enlaces asociado nos remitimos a Gavildn et al. (2022).

Por tltimo, destacamos el trabajo de Saavedra-Nieves and Algaba (2024), donde se calcula el valor
de Shapley de dos juegos de enlaces para obtener una medida de centralidad de los enlaces de un
grafo, que permita hacer un rdnking de las conexiones mds importantes entre los jugadores (que en
este caso son los nodos). Nos centraremos en uno de los juegos introducidos en esta referencia, en
concreto, nos centramos en el juego de conectividad TU aditivo ponderado, (N, v**°™™), con respecto
a (N, g). Para formular este juego, se define una funcién no negativa f, dependiente de la coalicién S,
para cuantificar la efectividad de cualquier coalicién en el grafo (N, g) de acuerdo a la influencia que
tengan los jugadores en él, que vendrd representada por un conjunto de pesos sobre N, Z = {w; }j N>
con w; > 0, y la fuerza relacional entre ellos en la red de comunicacién vendrd determinada por un
sistema de pesos sobre los enlaces g, R = {k(lih)}(l:h)eg’ con k.py > 0. La funcién caracteristica que

emplean en Saavedra-Nieves and Algaba (2024) es, para cada coalicién S C N en el grafo (N, g),

FST.R) = (Zjes wj) “MAX(1:nyeg(s) Ky siS] > 1,
w; si S={i}, conie N.

Esta aplicacién especifica, para cada posible coalicién S C N, la suma de los pesos de los miembros
de S multiplicados por el peso maximo sobre el conjunto de enlaces conectando el subgrafo inducido
por la coalicién S.

Por tanto, dada la situacién de comunicacién (N, f, g), el juego de conectividad aditivo ponderado
(N, veweenn™y estd dado, para cada S C N, por

v (S) = > f(T,I,R). (1.6)

TeS/g

Observamos que el juego anterior asigna a cada coaliciéon conexa S el valor de su efectividad, dada por
la funcién f considerada. En el caso de que la coalicién S no sea conexa, asigna la efectividad agre-
gada de todas las componentes conexas maximales en el subgrafo inducido por S. El juego de enlaces
asociado a (N, v**"™)  que denotaremos por (g, (1/g)yawconn ), se obtiene aplicando la expresién (1.5)
con la funcién caracteristica dada por (1.6).

Si ahora aplicamos las soluciones clasicas de teoria de juegos cooperativos con utilidad transferible,
como el nucleolus, el 7-valor o el valor de Shapley, a los juegos de enlaces mencionados previamente,
obtendremos repartos para los enlaces del grafo, donde ahora los enlaces son los jugadores. Caracterizar
axiomaticamente y desarrollar soluciones especificas para este tipo de juegos es una cuestion interesante
a investigar de cara al futuro, que puede ofrecer perspectivas nuevas tanto para aquellos problemas
donde los enlaces sean més importantes que los nodos, como para aquellas situaciones donde los nodos
sean los agentes pero queramos estudiar més en profundidad las conexiones que los unen.






Capitulo 2

Problema de asignacion de peajes
en una autopista

En este capitulo analizaremos en detalle el problema recogido en Wu et al. (2024) sobre c6mo
repartir el peaje total recolectado en una autopista entre los segmentos que dividen la carretera. En
la primera seccidn, trataremos brevemente los modelos que sirvieron de base para la creacion de las
soluciones propuestas. En concreto, explicaremos el problema del rio contaminado (Ni and Wang, 2007)
y el juego de la autopista (Dong et al., 2012a). En la segunda seccién expondremos el problema de
asignacién de peajes en una autopista de Wu et al. (2024), junto con tres posibles soluciones que se
corresponderan con el valor de Shapley de los correspondientes juegos asociados. Ademds, también se
estudiardn las propiedades de cada una de las soluciones.

2.1. Problemas relacionados

2.1.1. Problema del rio contaminado

Este problema, tratado en Ni and Wang (2007), plantea cémo repartir los costes de limpieza de
un rio entre los agentes ubicados a lo largo de él. Para responder a esta cuestién, se recurre a las dos
principales doctrinas para resolver disputas internacionales: la teoria de la absoluta soberania territo-
rial (o ATS, de Absolute Territorial Sovereignty) y la teorfa de la integridad territorial ilimitada (o
UTI, de Unlimited Territorial Integrity). Aplicando estas doctrinas, Ni and Wang (2007) proponen dos
métodos: el método de responsabilidad local compartida (o LRS, de Local Responsability Sharing) y el
método del reparto superior igualitario (o UES, de Upstream Equal Sharing), que se corresponderdn
con los valores de Shapley de los juegos de costes inducidos por las teorias ATS y UTI.

A continuacién, enunciamos formalmente el problema.

Consideremos un rio dividido en n segmentos indexados en un determinado orden ¢ = 1,2, ..., n,
siguiendo la direccién rio arriba-rio abajo. Sea N = {1,...,n} un conjunto finito de agentes (por
ejemplo, pares casa-firma) localizados a lo largo del rfo, cada uno de los cuales estd ubicado en uno de
los segmentos siguiendo el orden especificado previamente. Asumimos que cada firma genera una cierta
cantidad de contaminantes de algiin tipo que todas las casas quieren evitar y que, en cada segmento,
la firma i estd localizada inmediatamente antes de la casa i. En cada segmento i (i = 1,2,...,n), una
autoridad medioambiental fija un estdndar para el nivel de polucién que obliga al agente i (par firma-
casa) a gastar ¢; en limpiar los contaminantes del segmento i para que la calidad del flujo de agua
satisfaga dichos estandares ambientales. Queremos encontrar métodos para repartir el coste total de
limpieza del rio ¢; + --- 4+ ¢, € R4 entre todos los pares casa-firma. Desde el punto de vista de la
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responsabilidad, el problema de reparto del coste se puede ver como el problema de dividir el coste
entre las n firmas, pues al fin y al cabo son las firmas las responsables de la contaminacién del rio. En
la Figura 2.1 podemos ver una representacion del problema, donde la flecha azul indica la direccién de
la corriente (rfo arriba-rio abajo). Denotamos C = (c1, ..., ¢, ).

he

@@
AN Y 7 4
’

C |
Figura 2.1: Representacién del problema del rio contaminado de Ni and Wang (2007).

De este modo, el problema del rio contaminado es un par (N, C), y una solucién a este problema
es un vector x = (21, ...,z,) € R’} tal que x asigna a cada problema (NN, C) la solucién z(N, C).

La teoria ATS establece que un pais tiene soberania absoluta sobre el territorio y los recursos
ubicados dentro de sus fronteras, mientras que la doctrina UTT afirma que un pais no deberia alterar
las condiciones naturales de su propio territorio a costa de perjudicar a un pais vecino. Sin embargo,
en el problema del rio contaminado, Ni and Wang (2007) interpretan estas teorias en términos de la
responsabilidad que los agentes tienen a la hora de contaminar el rio en funcién de su ubicaciéon. En
concreto, la doctrina ATS afirma que la poblacién del segmento j tiene una soberania absoluta de pedir
a cualquier agente contaminador localizado en el segmento j que pague los costes para la depuracién
del agua del rio. Es decir, bajo la teoria ATS, la responsabilidad de los costes de limpiar el rio en el
segmento j-ésimo deberian asignarse a los agentes contaminadores en ese segmento. Esta traslacion
de la teoria ATS se llama el principio de responsabilidad local (o LR, de Local Responsability). Por
otro lado, la version de responsabilidad de la UTI extiende el alcance de las responsabilidades de un
contaminador para la limpieza de contaminantes. En concreto, establece que la poblacién ubicada en
el segmento j tiene el derecho de exigir a los contaminadores en el segmento j, asi como todos los con-
taminadores localizados rio arriba, que asuman los costes de limpieza. Es decir, los agentes localizados
rio arriba deberian soportar algunas responsabilidades por los agentes localizados rio abajo. Esta in-
terpretacion de la teorfa UTI se llama responsabilidad rio abajo (o DR, de Downstream Responsability).

En base a los principios LR y DR mencionados previamente, Ni and Wang (2007) propusieron,
respectivamente, los métodos de responsabilidad local compartida (o LRS) y el método del reparto
igualitario rio arriba (o UES), junto con las siguientes axiomatizaciones.

e Método de responsabilidad local compartida.

tERS(C) =¢;, i=1,..n.

Esta solucion asigna costes a los agentes en base a los costes asociados al segmento en el que estan
ubicados. Ni and Wang (2007) caracterizaron este método por los axiomas de aditividad, eficiencia
y no coste ciego. Esta ultima propiedad establece que si un agente no contamina, entonces tampoco
deberia asumir ningtn coste.
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e Método del reparto igualitario rio arriba.

.%‘gES(C): %Ci-FH%CH_l-F"'—F%Cn, Z':l,...,n.

Esta solucién asigna, para cada agente 4, el coste local asociado a su propio segmento mas los costes
de los agentes ubicados rio abajo. Ni and Wang (2007) caracterizaron este método por los axiomas de
aditividad, eficiencia, independencia de costes rio arriba y simetria rio arriba. Esta ultima propiedad
establece que todos los agentes ubicados rio arriba tienen las mismas responsabilidades en un deter-
minado coste de polucién rio abajo.

A continuacién, definimos los correspondientes juegos asociados a cada uno de los métodos, basados
en los principios LR y DR, respectivamente.

Sea N = {1,...,n} un conjunto de firmas (o pares casa-firma). Supongamos que las n casas no
cambian de ubicacién independientemente de cémo las firmas se coaliguen. Sea S C N una coalicién
entre las n firmas. Denotemos por min S al elemento més pequeno de S, i.e, a la firma localizada mas
rio arriba en la coalicion S.

Bajo el principio LR, cada miembro de S es responsable inicamente de los costes de limpieza de
su propio segmento, y la responsabilidad total de la coalicién S es simplemente la suma de todas las
responsabilidades locales de sus miembros. Por tanto, para un vector de costes de poluciéon C' € R
dado, los costes totales de la coalicién S se pueden escribir como:

v9(S) = ci (2.1)

i€S

Por otro lado, bajo el principio DR, cada miembro de S tiene responsabilidad no solo de los costes
de poluciéon de su propio segmento, sino también de los costes de todos los agentes localizados rio
abajo. Por tanto, el coste total de la coaliciéon S deberfa ser:

w(S) = Z ¢ (2.2)

i=min S

Asumimos que v () = w®(#) = 0. Ni and Wang (2007) muestran que los repartos de costes rela-
tivos a los métodos LRS y UES coinciden, respectivamente, con los valores de Shapley de los juegos
(N,v9) y (N,w%) y, ademés, pertenecen al nticleo de los correspondientes juegos.

Una generalizacién del problema del rio contaminado es la que se trata en Dong et al. (2012b). El
modelo de Dong et al. (2012b) difiere del de Ni and Wang (2007) en dos aspectos. En primer lugar,
consideran un drbol més general que el arbol lineal de Ni and Wang (2007). En segundo lugar, propo-
nen dos interpretaciones diferentes de la teorfa UTI, y muestran que estas interpretaciones dan lugar
a dos métodos de reparto de costes completamente distintos. En concreto, ademés de los métodos de
la responsabilidad local compartida y del reparto igualitario rio arriba propuestos en Ni and Wang
(2007), Dong et al. (2012b) introducen una nueva solucién: el reparto igualitario rio abajo (o DES,
de Downstream Equal Sharing), la cual asigna a cada agente el coste local asociado més el reparto
equitativo de los costes rio arriba. Dong et al. (2012b) argumentan que, cuando consideramos un deter-
minado reparto de costes (responsabilidad), los agentes localizados rio abajo deberian heredar cierta
proporcién de responsabilidad en el reparto de costes rio arriba. Esto tltimo se corresponde con una
nueva lectura de la teorfa UTI, llamada el principio de responsabilidad rio arriba (o UR, de Upstream
Responsability). Este principio establece que un agente es responsable del coste de su propio segmento
y parcialmente responsable de los costes de los segmentos superiores.
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Figura 2.2: Representacién estilizada del problema del rio contaminado generalizado con 5 agentes.

En la caracterizacion de los tres métodos, hay dos axiomas que sobresalen. Uno de ellos es el de la
aditividad, el cual se emplea en las tres caracterizaciones. La independencia de costes irrelevantes es
un nuevo axioma introducido por Dong et al. (2012b) que satisfacen dos de las tres soluciones (UES y
DES). Este axioma, fundamental en el modelo de Dong et al. (2012b), es un axioma de equidad, que
dice que ningiin agente es responsable por los costes que son irrelevantes®' para él. Notamos que en el
modelo de Ni and Wang (2007) todos los agentes son relevantes entre si (pues al ser el arbol lineal, hay
una Unica rama). Ademds, se tiene que las soluciones LRS y UES son extensiones de los dos métodos
correspondientes en Ni and Wang (2007), pero el método DES estd intimamente relacionado con la
solucién para el problema del aeropuerto (Littlechild and Owen, 1973). De hecho, ambas soluciones
coinciden si el arbol es lineal.

Por dltimo, cabe resaltar que cada uno de los tres métodos es el valor de Shapley de un juego
especial asociado con el problema. Los tres juegos son:

» Juego independiente (definido en (2.1)). Siguiendo la filosoffa de la solucién LRS, en este juego
el coste de una coalicién estd dado por el coste total de todos los agentes en esa coalicién.

= Juego orientado hacia arriba (definido en (2.2)). Basado en la solucién UES, en este juego el
coste de una coalicién estd dado por el coste total de todos los miembros de la coalicion mas
todos los costes rio abajo.

= Juego orientado hacia abajo. De acuerdo con el planteamiento de la solucion DES, en este juego el
coste de una coalicién esta dado por la suma del coste total de todos los jugadores de la coalicién
més todos los costes rio arriba.

Se tiene que todos estos juegos son concavos y, por tanto, los repartos de costes proporcionados
por estos tres métodos estan en los nicleos de los correspondientes juegos.

2.1.2. Problema del peaje en una autopista

En Dong et al. (2012a) se plantea la cuestién de cémo implantar un sistema de tarifas en una
autopista lineal, donde los agentes son los usuarios de dicha autopista (i.e, los vehiculos). Las hipStesis
que se hacen en este modelo son las siguientes.

Supongamos que tenemos una autopista dividida en segmentos por un nimero de entradas y sali-
das. En cada salida, se cobra un peaje a los vehiculos que salen de la autopista. Los costes asociados
a los distintos segmentos en los que se divide la carretera dependen de dos factores: la longitud de

1Decimos que dos agentes son irrelevantes entre ellos si se localizan en dos ramas diferentes del 4rbol.
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la seccién y el volumen de trafico en esa parte de la carretera. El objetivo es encontrar un método
que satisfaga equilibrio de presupuesto, i.e, que asigne un peaje a cada vehiculo de forma que el peaje
total recolectado por todos los vehiculos en todas las salidas cubra exactamente el coste total asociado
a la autopista. También interesa repartir el coste a los usuarios de una forma equitativa y eficiente,
de modo que tendria sentido que los vehiculos més pesados (como camiones, autobuses...) asumiesen
mayores costes, puesto que provocan un mayor desgaste a la carretera. El peaje uniforme que se suele
emplear en la practica es el que cobra en proporcion a la longitud de carretera usada. No obstante, esto
ultimo genera un problema: puede haber subsidios cruzados tanto entre usuarios como entre secciones
de carretera, i.e, hay usuarios a los que se les cobra especialmente alto y otros muy bajo, de modo que
al final un grupo de usuarios financia los costes de tramos de carretera usados por otros vehiculos. La
solucidn a esto seria suponer que el coste no depende del volumen de trafico en esa seccién, con lo cual el
problema se reducirfa a cémo repartir un coste fijo entre todos los usuarios (Henriet and Moulin, 1996).

Formalmente, el problema se plantea como sigue. Consideremos una autopista lineal dividida en n
secciones por un conjunto de entradas F = {1, ...,n} y un conjunto de salidas N = {1, ...,n}. Asumimos
que la salida ¢, con ¢ = 1,...,n — 1, esta localizada entre la entrada 7 y la entrada i 4+ 1, pero que la
salida n estd ubicada después de la entrada n. Un ejemplo con tres entradas y salidas se muestra en la
Figura 2.3.

. S S
o~ ¢ ¢ ¢
S S

En. 1 En.2 En.3

Figura 2.3: Modelo de autopista de Dong et al. (2012a).

Un agente es un par (i,5), ¢ < j, representando vehiculos que entran en la entrada i y sa-
len en la salida j. Por tanto, un agente es la unién de un tipo de usuarios (vehiculos). Sea V =
{(4,7) : 4,7 =1,....,n,i < j} el conjunto de todos los agentes. Suponemos que el tréfico es de una sola
direccién, por ejemplo, de izquierda a derecha, como en la Figura 2.3. Sea x;5, ¢ < j € N, la demanda
del agente (4, j), i.e, el nimero de vehiculos que entran en la entrada i y salen en la salida j. Un vector
de demandas x es, por tanto:

r = (11, ., T1n, T22, ..o, T2, cy L(n—1)(n—1)> l’(n—l)mxnn)-

Sea C(x), con i € N, el coste de la seccién i de la autopista (desde la entrada i hasta la salida i),
que depende tanto de la longitud de la carretera como del volumen de vehiculos, x, en esa parte de la
autopista durante un cierto perfodo de tiempo (por ejemplo, un ano).

En cada salida, se cobra un peaje para cada vehiculo. Sea y;; la tarifa total cobrada al agente
(,7). Para cada agente (i,j) € V, denotemos por K (i,5) = {i,i+1,...,5} el conjunto de segmentos
de autopista usados por el agente (i,7). El problema que queremos resolver es cémo fijar el peaje
(equivalentemente, el precio unitario y;;/x;; por cada vehiculo) en cada salida de forma que el coste
total, 3°,c v C*(z), es igual al peaje total recolectado en todas las salidas, 3" | 327, yij-

Formalmente, el juego del peaje en una autopista es una tripla (V,z, C'). Una solucién al problema
(V,z,C) es un vector

Yy = (yn, o Yins Y225 -5 Y2ns 5 Yn—1)(n—1)s Y(n—1)n>s ynn)
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tal que:
> > =) C'@)
i=1 j=1 i=1

Un método es una funcién y que asigna a cada problema (V,z,C) una solucién y(V, z, C).

La solucién que proponen Dong et al. (2012a) (i.e, el método de tarificacién) es:

J 1 l n

C ( m= — mmk)
yij(V,2,0) = Z Zl: li,zk l
=1 Qom=1 2k=i Tmk

En otras palabras, la férmula (2.3) cobra a cada vehiculo la suma del coste medio que incurre en
cada seccién de la autopista que atraviesa. Observar que la funciéon de coste C' la estamos poniendo
como funcién del volumen de trafico (ndmero de vehiculos) en dichas secciones.

Tij- (2.3)

Los axiomas que caracterizan a la solucién anterior son los siguientes.

1. Test de independencia. Esta condicién exige que el coste soportado por los vehiculos viajando
desde ¢ hasta j no exceda el coste total de las secciones de carretera que usan.

2. Sin fusiones ni divisiones (a prueba de transito). Esta propiedad establece que ningin vehiculo tie-
ne incentivos para desviarse de su plan de ruta saliendo y volviendo a entrar en salidas y entradas
intermedias. Sin esta propiedad, un método de tarificacién induciria manipulaciones estratégicas
por los usuarios de la carretera (vehiculos) y generaria patrones de trafico impredecibles.

3. Recuperacion de costes. Este axioma garantiza que para una seccién determinada entre dos
salidas consecutivas, el peaje total recolectado (que puede ser en varias salidas distintas) de
todos los vehiculos que usan esa seccién (asociado a esa parte de la carretera) deberia cubrir (ser
mayor igual) el coste de esa seccién. Sin esta propiedad, un método de tarificacién tendria que
cobrar mas a algunos vehiculos de modo no proporcional a su uso de la carretera para mantener
el equilibrio presupuestario de toda la autopista. Dicho en otras palabras, algunas secciones
financiarian implicitamente el coste de otras secciones.

Ademas, en Dong et al. (2012a) se compara la solucién (2.3) con otros dos métodos: el método del
reparto del coste promedio y el método de reparto del coste promedio ponderado.

e Método del reparto del coste promedio

o (V.2,C) = [ S Cia) ]

n n
22:1 Zj:l Lij
Esto es, independientemente del nimero de secciones que un vehiculo haya usado, siempre se le

cobra lo mismo (lo cual no es una solucién justa). De hecho, esta solucién viola tanto la condicién del
test de independencia como la de recuperacién de costes.

e Método de reparto del coste promedio ponderado

Z?:l c (2)
dim1 Zj:i 2y (j—i+1)
Cabe senalar que (j — i + 1) representa el ntimero de secciones que hay desde la entrada ¢ hasta

la salida j (cualesquiera que sean i y j). Por tanto, este método cobra de forma proporcional a las
secciones usadas (esto es, cuantas mds secciones usa un vehiculo, mayor peaje tiene que pagar). Por

yij(V,z,C) =
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ejemplo, si usa dos o tres secciones tiene que pagar el doble o el triple que aquellos transportes que
sélo usen una seccién. No obstante, este método viola también la condicién de recuperacién de costes.

Ahora podemos relacionar el método de tarificacién propuesto con el valor de Shapley.

Para cualquier coalicién de agentes S C V, sea K(S) = U j)esK (i,4) el conjunto de secciones
usadas por los agentes en S. Definamos el siguiente juego (basta con dar la funcién caracteristica c):

c(S)= > C* scv,
k€K (S)

donde C* son los costes asociados a la seccién k, i.e, desde la entrada k hasta la salida k.

El valor de Shapley del juego c es:

>, UEDVIZIS0 i) e\ fih], eV

pij(c) =
SCV:(i,5)eS

Por otro lado, si en un problema del peaje en una autopista suponemos que hay una unidad de
trafico por cada par entrada salida, i.e, T, = 1,m < k = 1,...,n, podemos ver que el método de
tarificacién y;; en (2.3) da lugar a:

yij(V,z,C) = Zl

m, (i,7) e V. (2.4)

=i

Se tiene que el valor de Shapley del juego ¢ coincide con (2.4).

La principal limitacién del método propuesto en Dong et al. (2012a) es la linealidad de autopista.
El siguiente paso seria caracterizar un método de tarifas que pueda lidiar con las externalidades de
una red de tarificacion de autopistas mas general.

2.2. Problema de asignacion de peajes en una autopista

En el problema del peaje en una autopista de Dong et al. (2012a) se estudia cémo fijar los peajes
que soportan los costes de mantenimiento y construcciéon de la autopista entre los usuarios, mientras
que el problema tratado en Wu et al. (2024) analiza cémo el peaje recolectado por los usuarios de
la autopista se reparte entre sus distintos segmentos. Ademds, el modelo de Dong et al. (2012a) es
un problema de costes, mientras que el problema de asignacién de peajes es de beneficios. Aunque el
problema de asignacién de peajes en una autopista estd intimamente relacionado con el problema del
peaje en una autopista, se puede ver igualmente como una extensién del problema del rio contaminado.
En concreto, este 1ltimo se corresponde con el problema de asignacién de peajes en una autopista si
cada usuario solo hace uso de un segmento. En la Tabla 2.1 presentamos una comparativa entre los
tres problemas mencionados.

2.2.1. Modelo y métodos

En esta seccién introduciremos la notacion del modelo de asignacién de peajes en una autopista y
explicaremos las diferentes soluciones propuestas.

Consideremos una autopista de peaje unidireccional (en un solo sentido) lineal que estd dividida
en n segmentos indexados en un orden dado ¢ = 1,2, ...,n. Denotemos el conjunto de segmentos por
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Rio contaminado

Peaje en una
autopista

Asignacién de peajes
en una autopista

Agentes

Pares casa-firma,
ubicados en los
segmentos de un rio

Usuarios de
la autopista
(vehiculos)

Segmentos de
la autopista

Tipo de juego

Asignacién de costes

Asignacién de costes

Reparto de beneficios

Funcion caracteristica

Depende de los
costes de limpieza
del rio

Depende de costes
de construccién y
mantenimiento

Depende del peaje
recaudado por todos
los usuarios de la

autopista

Tabla 2.1: Diferencias entre el problema del rio contaminado, el problema de peaje en una autopista y
el problema de asignacién de peajes en una autopista.

= {1,2,...,n}. Asumamos que la entrada del segmento i € N\ {1} estd localizada en el mismo
lugar que la salida del segmento ¢ — 1, como se muestra en la Figura 2.4. Para h < k, denotaremos
una secuencia de segmentos consecutivos por (ip,%n41, ..., 1k—1,%), donde i;11 = i; + 1 para todo
j = h,..,k —1, de forma que [iy,ir] serd el camino desde i; hasta i;. Ademds, denotaremos el
conjunto de segmentos localizados en el camino [ip,ix] por P([in,ik]), i.e, P([in,ik])) = {in, .- ik }. Un
segmento aislado también se puede ver como un camino, a saber, P([i,]) = {i}. Denotaremos el peaje
total recolectado de todos los usuarios que se incorporan en la entrada ¢ y salen en la salida j como
t;; > 0. Una matriz T', |N| x | N|-dimensional no negativa es una matriz de peaje (de un solo sentido) si
t;; = 0 para cada ¢ > j. Es decir, T' es una matriz triangular superior. Destacamos que, al imponer esta
condicion, estamos recorriendo la autopista de izquierda a derecha, como se muestra en la Figura 2.4.
Por ejemplo, to3 # 0 implicaria que nos incorporamos en la entrada 2 y salimos en la salida 3, mientras
que t3o indicarfa que entramos en la entrada 3 y salimos en la salida 2 (sentido derecha-izquierda).
Denotamos la coleccién de todas las matrices de peaje |[N| x | N| dimensionales por TV .

Ex. 1 Ex.n-1

o /Sg3 / A O/m
AV Vi

En. 1 En.3 En.n

Figura 2.4: Modelo de asignacién de peajes en una autopista.

Un problema de asignacién de peajes en una autopista es un par (N,T) con N = {1,...,n} y
T € TN. Notemos que los agentes en nuestro problema son los segmentos de la autopista y no los
usuarios (o vehiculos) que usan la autopista (como sucedia en el problema del peaje en una autopista).
Ademas, la funcién caracteristica en nuestro problema es una matriz en vez de un vector como en Dong
et al. (2012a), pues en Dong et al. (2012a) se consideraba el coste de la seccién ¢ (desde la entrada i
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hasta la salida i), mientras que nosotros estamos considerando un caso mds general, donde el indice de
la salida no tiene porqué coincidir con el indice de la entrada (i.e, j > 4). Es por esto que los métodos
van a estar basados en distancias recorridas o nimero de segmentos usados (coste variable) y no en el
volumen de trafico en cada seccién de forma individual (que era el coste variable considerado en Dong
et al. (2012a)).

A continuacién, introducimos las definiciones de asignacion de peaje y de un método de asignacion
de peaje.

Definicién 50. Una asignacién de peaje para un problema (N,T) es un vector no negativo z € Rf
donde cada coordenada z; € R asigna un reparto del peaje total para cada segmento ¢ € V.

Definiciéon 51. Un método de asignacién de peaje es una aplicaciéon f que asigna un reparto de peaje,
f(N,T), a cada problema de asignacién de peajes en una autopista (N, T).

Como estamos considerando que el conjunto de segmentos N estd fijo, podemos identificar un pro-
blema de asignacién de peaje en una autopista, (N, T'), simplemente por la matriz de peajes T. Ademas,
de aqui en adelante consideraremos que un usuario realiza un unico viaje desde alguna entrada hasta
alguna salida de la autopista. De este modo, si un usuario usa la autopista dos veces, se considerara
como dos usuarios diferentes.

En funcién de los criterios que se sigan para asignar el peaje se pueden construir una gran cantidad
de sistemas de tarificacién. En Wu et al. (2024) dnicamente se consideran dos métodos de asignacién de
peajes, a saber, el sistema de peaje basado en distancia y el sistema de peaje fijo. En el sistema basado
en distancia, el peaje de un usuario depende del nimero de segmentos usados, i.e, en la distancia
recorrida; mientras que en el sistema de peajes fijos, la tarifa cobrada a un usuario estd relacionada
con su entrada (o salida). Los métodos asociados a estos dos tipos de sistemas de peajes se denominan,
respectivamente: método de reparto igualitario entre segmentos (o SES, de Segments Equal Sharing
method) y método de reparto igualitario entre salidas/entradas (o ExES/EnES de Exits/Entrances
Equal Sharing method).

Definicién 52. El método de reparto igualitario entre segmentos (o SES) estd dado por

fS¢(N,T) = ZZ paracada ie N y T € TV,
hlk:zk h-l—l

Este método reparte el peaje obtenido por cada usuario de forma equitativa entre los segmentos
usados por dicho usuario.

Definicién 53. El método de reparto igualitario entre salidas (o ExES) estd dado por
- t
fiE”"(N,T):Z:w7 paracada i€ N y T e TV,
Definicién 54. El método de reparto igualitario entre entradas (o EnES) estd dado por

ot
fE™(N,T) Z Zf:}ffli, paracada ie N y T e TV.

Vemos que el método EXES asigna todo el peaje recolectado en una salida de forma igualitaria
entre el correspondiente segmento y todos los segmentos superiores, mientras que el método EnES
reparte todo el peaje recolectado por los usuarios que entran en un determinado segmento de forma
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equitativa sobre ese segmento y todos los segmentos inferiores. Estos dos métodos son adecuados para
un sistema de peaje fijo, especificamente en situaciones donde (i) el peaje se recolecta en las salidas
de la autopista o (ii) el peaje se recolecta al entrar en la autopista.

Ademss, se tiene que los métodos SES, EXES y EnES son las extensiones de los métodos LRS,
UES y DES del problema del rio contaminado, en el sentido de que devuelven los resultados de estos
métodos si ¢;; = 0 cuando ¢ # j.

2.2.2. Caracterizaciones de los métodos

En esta seccién veremos qué propiedades verifican las soluciones, junto con sus correspondientes
interpretaciones en el contexto del problema de asignacién de peajes en una autopista.

Comenzamos por la axiomatizacién del método SES.
e Aditividad. Para cada T, 7' € TN, f(N,T +T") = f(N,T) + f(N,T").

La interpretacién de esta propiedad para el problema de asignaciéon de peajes en una autopista es
la siguiente: el reparto del peaje no depende de la frecuencia (diaria, semanal, mensual, anual...) con
la que se asignan las ganancias. Por ejemplo, imaginemos que T; representa el dinero recolectado de
los usuarios que recorrieron la autopista en el dia i. Entonces f(N,T;) es el reparto de dinero entre los
segmentos de la autopista para ese dfa ¢ en particular, que serd distinto del reparto del dia j, f(N,T})
para j # i, pues en otro dia j no tendremos los mismos usuarios que en el dia i, y esos usuarios habran
usado distintos segmentos de la autopista (o recorrido distancias diferentes). Ademds, f(N, 22:1 Ty)
serd el reparto de las ganancias al cabo de una semana, pues 2221 Ty representa el peaje recolectado
en siete dias. Por tanto, lo que dice la aditividad es que da lo mismo repartir las ganancias al cabo de
un dia durante siete dias, que repartir los beneficios a lo largo de los segmentos una vez ha pasado una
semana (f(N,Y1_ Ti) = Sop_y F(N, T3)).

e Eficiencia. Para cada T € TV, Y, v filN.T) =Y cn Dken thk-
Este axioma nos dice que el peaje total recolectado sera repartido entre todos los segmentos.

e Propiedad del segmento no esencial. Para cada T' € TV e i € N, si tp, = 0 para todo h < i <k,
entonces f;(N,T) = 0.

Esta propiedad afirma que si un segmento de la autopista no es empleado por ningin usuario,
entonces el correspondiente segmento no recibird ninguna ganancia en el reparto del peaje, i.e, no
participara en el reparto final de ganancias. Notar que esta propiedad implica el axioma de no coste
ciego de Ni and Wang (2007).

e Simetria de segmentos. Para cada T € TV e i,j € N tal que i,j € P([h, k]) para todo h,k € N
con tpy > 0, se tiene que f;(N,T) = f;(N,T).

La propiedad de simetria de segmentos nos dice que los segmentos por los que transitan todos los
usuarios deben recibir el mismo reparto de ganancias.

Ejemplo

Consideremos una autopista lineal con 3 segmentos, N = {1,2,3} y una matriz de peaje T € TV
tal que t1o = t13 = tog = tog = 0, t11 = 1, t33 = 1. Sea fSe el método SES. En este caso, el
segmento 2 no es empleado por ningin usuario, pues todos los elementos de la matriz de peaje
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que involucran al segmento 2 son nulos. En efecto, t1o significa que entramos en la entrada 1 y
salimos en la salida 2 (con lo cual, usamos los dos primeros segmentos); to3 implica que entramos
en la entrada 2 y salimos en la 3, con lo cual usamos los segmentos 2 y 3. Lo mismo para ti3 y tos.
Obtenemos que f5¢(N,T) = (1,0, 1). Vemos que f°¢ satisface la propiedad del segmento no esencial
pues f5°(N,T) = 0. Por otro lado, si la matriz de peaje tuviese todos los elementos nulos excepto
t13 y tas (siendo estos dltimos iguales a 1) querria decir que los segmentos 2 y 3 son segmentos
usados por todos los vehiculos de la autopista. En este caso, f°¢(N,T) = (0.33,0.83,0.83), por lo
que vemos que f5¢(N,T) = f5¢(N,T). Es decir, los segmentos 2 y 3 obtienen el mismo reparto del
peaje con esta solucion. Por tanto, vemos que el método SES satisface la propiedad de simetria de
segmentos.

Los métodos ExES y EnES no verifican el axioma del segmento no esencial, pues en este caso
fE(N,T) = (1.33,0.33,0.33) y fE™(N,T) = (0.33,0.33, 1.33). Vemos que estos métodos le asignan
un reparto no nulo al segmento 2, a pesar de que por él no transita ningiin vehiculo.

Como mencionamos previamente, un problema de asignacién de peajes en una autopista con ¢;; = 0
si ¢ # j es equivalente a un problema del rfo contaminado. Por Ni and Wang (2007), sabemos que
el método LRS estd caracterizado por la aditividad, eficiencia y la propiedad de no coste ciego. Sin
embargo, estos tres axiomas no son suficientes para caracterizar el método SES en el problema de
asignacion de peajes de una autopista, pues no imponen ninguna restriccion o condicién sobre cémo
se deberia repartir el peaje ¢;; entre los segmentos en el camino de 4 hasta j, con 7 < j, si no se ha
recolectado peaje en ningin otro segmento. Este problema se resuelve usando la propiedad de simetria
de segmentos.

El método SES se puede caracterizar empleando tinicamente los axiomas de aditividad, eficiencia,
la propiedad del segmento no esencial y la simetria de segmentos. No obstante, en Wu et al. (2024) se
presenta una caracterizacién alternativa empleando una versiéon maés fuerte del axioma de simetria de
segmentos que también satisface el método SES: la propiedad de segmento necesario.

e Propiedad del segmento necesario. Para cada T € TV e i € N, si t;, = 0 para todo h,k € N con
i ¢ P([h, k]), entonces f;(N,T) > f;(N,T) para cada j € N.

Este axioma requiere que un segmento que es utilizado por todos los usuarios gane, como minimo,
lo que gana cualquier otro segmento.

Ejemplo

Sea N = {1,2,3}, T € TV y f5¢ el método SES. Si todos los elementos que involucran al segmento
2 son no nulos (en particular, son iguales a 1) y t17 = t33 = 0, querria decir que el segmento 2 es
el inico de los tres segmentos que es empleado por todos los usuarios de la autopista. En este caso,
f5¢(N,T) = (0.83,2.33,0.83), por lo que vemos que el segmento 2 no gana menos de lo que reciben
los otros segmentos (f5¢(N,T) > f2¢(N,T), f5¢(N,T)).

Teorema 55. El método SES es el unico método que satisface aditividad, eficiencia, la propiedad del
segmento no esencial y la propiedad del segmento necesario.

A continuacién, presentamos la caracterizacién axiomatica de los métodos ExES y EnES. Ademas
de los axiomas de aditividad y eficiencia descritos previamente, estos métodos verifican las siguientes
propiedades.

o Independencia de las salidas superiores. Para cada T,7" € TV e i € N, si tp; = t},. para todo
k>1iy h <k, entonces f;(N,T) = f;(N,T") para todo j > i.
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Esta propiedad dice que el reparto del peaje asignado a un segmento ¢ depende tinicamente de los
peajes recolectados de los usuarios que salen en ese segmento o de aquellos que lo hacen en una salida
posterior (k > ).

e Independencia de las entradas inferiores. Para cada T,7" € TN e i € N, si tp; = t;, para todo
h <iyk>h, entonces f;(N,T) = f;(N,T") para todo j <.

Ejemplo

Sea N = {1,2,3} y consideremos dos matrices de peaje distintas 7,7’ € T~ . Es decir, tendrfamos
dos autopistas lineales divididas en 3 segmentos donde se cobra un peaje distinto en cada una de
ellas. Supongamos que Ty T’ tinicamente difieren en el peaje que se cobra por usar el segmento
1 (i.e, t11 = 3 # 2 = t};), pero coinciden en las tarifas cobradas para los segmentos 2 y 3, y los
elementos correspondientes de la matriz son todos iguales a 1. En este caso, el método fE* de-
vuelve el reparto (5,2,1) para el problema (N,T), y devuelve el reparto (4,2,1) para el problema
de asignacién de peajes (N,T”). Por tanto, vemos que el reparto asignado a los segmentos 2 y 3
coincide, independientemente de que el peaje recolectado en la salida 1 sea distinto. El método f&m
no verifica la propiedad de independencia de las salidas superiores, pues en este caso obtendriamos
fEM(N,T) = (1.67,2.67,3.67) y fE"(N,T") = (1.33,2.33,3.33), por lo que f£"(N,T) # fE»(N,T")
v FEN(N,T) # fEn(N,T'),

Si, por el contrario, asumimos que las matrices T y T” solo difieren en el peaje recolectado en el
segmento 3 (t33 = 3 # 2 = t4,), pero coinciden en las tarifas cobradas a los segmentos 1 y 2,
donde los elementos correspondientes de la matriz son iguales a 1), entonces fZ"(N,T) = (1,2,5)
y fE(N,T') = (1,2,4), por lo que vemos que el reparto proporcionado por el método EnES a
los segmentos 1 y 2 coincide en ambos casos, a pesar de que las matrices T' y T’ son distintas.
El método ExES no verifica esta propiedad, pues fE%(N,T) = (3.67,2.667,1.67) y fE*(N,T') =
(3.33,2.33,1.33). Vemos que los segmentos 1 y 2 obtienen repartos distintos.

Esta propiedad es el dual del axioma de independencia de las salidas superiores, y dice que el
reparto del peaje asignado a un segmento solo depende de los peajes recolectados por los usuarios que
entran en ese segmento o en una entrada previa a dicho segmento.

e Simetria de salidas. Para cada T € TN e i,j € N, con i < j si tj; = 0 para todo h < k con
i <k < j, entonces f;(N,T) = f;(N,T).

e Simetria de entradas. Para cada T € T e i,j € N, con i < j si tp, = 0 para todo h < k con
i < h <j,entonces f;(N,T)= f;(N,T).

Ejemplo

Sea N = {1,2,3} y T € TV. Supongamos que t;5 = toy = 0 (el resto de elementos iguales a 1).
Esto significaria que ninguin usuario sale en la salida 2 de la autopista, donde la salida 2 es la que se
ubica entre los segmentos 2 y 3 (en concreto, al final del segmento 2 y al comienzo del 3). En este
caso, el método ExES devuelve f¥%(N,T) = (2,1,1), por lo que vemos que verifica la propiedad
de simetria de salidas (f£*(N,T) = f£*(N,T)). El método EnES no verifica esta propiedad, pues
fEM(N,T) = (0.67,1.17,2.17) (fF"(N,T) = fE»(N,T)).

Del mismo modo, si t33 = 0y el resto de elementos de la matriz son iguales a 1, implicaria que ningtin
usuario emplea la entrada 3 de la autopista, ubicada entre los segmentos 2 y 3. El método EnES
asigna el reparto fZ"(N,T) = (1,2,2), por lo que vemos que f£*(N,T) = fE"(N,T). El método
ExES no cumple este axioma, ya que f¥¥(N,T) = (2.67,1.67,0.67), por lo que los segmentos 2 y 3
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no reciben lo mismo.

Las ultimas dos propiedades de simetria requieren que dos segmentos reciban el mismo reparto de
las ganancias si ningin usuario sale (respectivamente entra) entre los dos segmentos.

Los siguientes dos resultados caracterizan a los métodos ExES y EnES, respectivamente.

Teorema 56. El método ExES es el unico método que satisface aditividad, eficiencia, independencia
de las salidas superiores y simetria de salidas.

Teorema 57. El método EnES es el inico método que satisface aditividad, eficiencia, independencia
de las entradas inferiores y simetria de entradas.

Notamos que los axiomas de independencia de salidas superiores y entradas inferiores, asi como la
simetria de entradas y salidas, son andlogos a los axiomas de independencia de costes superiores e in-
feriores y simetria superior e inferior del problema del rio contaminado que caracterizan a los métodos
UES y DES (junto a las propiedades de aditividad y eficiencia) de Ni and Wang (2007) y Dong et al.
(2012D).

Se tiene que los métodos ExES y EnES no verifican la propiedad del segmento no esencial. Sin
embargo, ambos métodos satisfacen una de las siguientes versiones mas débiles, que requieren que un
segmento reciba una ganancia nula si ningin usuario sale (respectivamente entra) en ese segmento o
en una salida posterior (respectivamente entrada anterior).

o Propiedad del segmento no esencial inferior. Para cada T € TV e i € N, tal que ty, = 0 para
todo k > iy h <k, se tiene que f;(N,T) =0.

e Propiedad del segmento no esencial superior. Para cada T € TV e i € N, tal que t,; = 0 para
todo h <1iy k > h, se tiene que f;(N,T) =0.

Ejemplo

Sea N = {1,2,3} y T € TN tal que t;; = 1 y el resto de elementos de la matriz son nulos.
En este caso, solo se sale por la salida 1 de la autopista. Es decir, no se emplea ni la salida 2
ni la 3. El método ExES devuelve fZ*(N,T) = (1,0,0), por lo que se verifica la propiedad del
segmento no esencial inferior (pues f£*(N,T) = 0y fF*(N,T) = 0). El método SES también ve-
rifica esta propiedad (f*FS(N,T) = (1,0,0)), pero no asi el método EnES, que asigna el reparto
fEM(N,T) = (0.33,0.33,0.33).

Por el contrario, si asumimos que todos los elementos de la matriz son nulos excepto t33 = 1,
querria decir que solo se emplea el segmento 3 de la autopista. Dicho de otro modo, no se entra
por la entrada 2 ni tampoco en la entrada 1. En este caso, f¥*(N,T) = (0,0,1). Vemos que

En(N,T) = fF"(N,T) = 0. El método SES también cumple esta propiedad (f°¢(N,T) = (0,0, 1),
pero no ocurre lo mismo con el método ExES (fF*(N,T) = (0.33,0.33,0.33)).

Como las dos ultimas propiedades combinadas implican la propiedad del segmento no esencial,
tenemos que el método SES estd determinado de forma univoca por la aditividad, eficiencia y las
propiedades del segmento necesario, segmento no esencial inferior y segmento no esencial superior. Por
el contrario, el método ExXES (respectivamente el método EnES) satisface la propiedad del segmento
no esencial inferior (respectivamente propiedad del segmento no esencial superior), pero no satisface la
propiedad del segmento no esencial superior (respectivamente inferior). Asi, para determinar de forma
tnica los métodos ExES y EnES usando las versiones méas débiles de la propiedad del segmento no
esencial, necesitamos un axioma adicional.
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2.2.3. Juegos asociados a los métodos

En esta seccién analizaremos, desde el punto de vista de la teoria de juegos cooperativos, los dis-
tintos métodos propuestos.

Empezamos por definir el juego de asignacion de segmentos.

Para cada problema de asignacién de peajes en una autopista, definimos un juego cooperativo
asociado, denominado juego de asignacién de segmentos (segments allocation game), que asigna a cada
coalicién E C N, el peaje recolectado usando solo los segmentos de F, i.e:

v3¢(E) = > tij. (2.5)

i,j€N,P([i,J])CE

Para ver que el método SES proporciona la misma asignaciéon de peaje que al aplicar el valor de
Shapley del juego (2.5), necesitamos previamente relacionar el juego de asignacién de segmentos con los
juegos de comunicacién lineal (Myerson, 1977). Se tiene que, en base a los dividendos de Harsanyi, los
dividendos de Harsanyi de coaliciones de segmentos consecutivos corresponden al peaje recolectado de
usuarios que usan exactamente esos segmentos, mientras que los dividendos de Harsanyi de coaliciones
que no comprenden segmentos consecutivos son cero (van den Brink et al., 2007).

Proposicién 58. 1. Para cada T € TN y E C N tal que E = P([i,j]) para algin i,5 € N, se
tiene que cg(vS®) = tij-
2. Para cada T € TN y E C N tal que no existen i,5 € N con P([i,j]) = E, se tiene que
ce(v9¢) = 0.

3. Para cada juego (N,v) tal que cg(v) > 0 para cada E C N y cg(v) = 0 si no existen i,j € N
con P([i,j]) = E, se tiene que (N,v) es el juego de asignacion de segmentos de un problema de
asignacion de peajes en una autopista.

Proposicién 59. Sea T € TN. Entonces f5¢(N,T) = ¢(v¢).

En base a estos resultados, podemos obtener nuevas axiomatizaciones del método SES considerando
las caracterizaciones del valor de Myerson para juegos de comunicacion. Por ejemplo, la axiomatiza-
cién original de Myerson (1977) usando justicia y eficiencia entre componentes se puede adaptar para
caracterizar el método SES. Trasladando estas propiedades al problema de asignaciéon de peajes en
una autopista, obtendriamos los axiomas de justicia de peajes y eficiencia en sub-autopistas. Para ver
que la caracterizacion de Myerson sigue siendo valida en la subclase de los juegos de grafos lineales,
consultar van den Brink et al. (2007).

Para trasladar la justicia de Myerson a nuestro contexto, “romper el enlace” (i : i+1),i =1,...,n—1
se puede interpretar como una carretera cortada en el problema de asignacién de peajes en una autopis-
ta, resultando en una pérdida de todas las tarifas recolectadas de los usuarios que entran en la entrada
i 0 en una entrada previa y salen en i + 1 o en una salida posterior. Esto implica una reduccién de
tarifas de todos los usuarios que pasan entre estos dos segmentos de la autopista. El axioma de justicia
de Myerson se puede interpretar como justicia de peajes, requiriendo que la reduccién tenga el mismo
efecto en el reparto de estos dos segmentos vecinos desconectados del resto de segmentos de la carretera.

e Justicia de peajes. Para cada T.7' € TV e i € N\{n} tal que t},, =t si h < k < io
i+1<h<kyt), =0sih<i<k, setiene que f;(N,T)— fi(N,T') = fix1(N,T) — fit1(N,T").

Para trasladar la eficiencia entre componentes a nuestro contexto, primero introducimos el concepto
de sub-autopista.
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Definicién 60. Una coalicién de segmentos consecutivos & C N es una sub-autopista si t;; = 0 para
cadai,j € N con P([i,j)NE #0y {i,j} C E.

Es decir, una coalicién de segmentos consecutivos £ C N es una sub-autopista si no se recolec-
ta peaje de usuarios que entran o salen fuera de F y atraviesan segmentos de E. La eficiencia entre
componentes de Myerson se puede interpretar como eficiencia en sub-autopistas requiriendo que el pea-
je de cada sub-autopista se asigne exactamente sobre los segmentos en esa autopista. Mas formalmente:

e Eficiencia en sub-autopistas. Para cada T’ € T y sub-autopista E C N, se tiene que Yicp [ilN,T) =
Zh,keN,P([h,k])gE thi-

De este modo, obtenemos una nueva caracterizacién del método SES.

Teorema 61. El método SES es el unico método que satisface las propiedades de justicia de peajes y
eficiencia en sub-autopistas.

En el siguiente ejemplo mostramos cémo se calcularfa la funcién caracteristica v°¢, y veremos que
el método SES coincide con el valor de Shapley de este juego.

Ejemplo
Sea N = {1,2,3} y T € TV la matriz de peaje dada por t;; = 1, tjo = 2, t;3 = 3, tas = 0.5,
tog3 = 1.5, tg3 = 2.7. Entonces:

v9¢(1) = t1; = 1 (En la coalicién {1} solo se usa el segmento 1).
v9€(2) = ta = 0.5 (En la coalicién {2} solo se usa el segmento 2).
v9¢(3) = t33 = 2.7 (En la coalicién {3} solo se usa el segmento 3).

2v%¢(1,2)? En este caso, el conjunto de posibles viajes por la autopista que emplean los segmentos
1 0 2 comprende a los usuarios que entran en la entrada 1 y salen en la salida 1, aquellos que entran
en la entrada 2 y salen en la salida 2 y, ademas, a aquellos que entran en la entrada 1 y salen en la
salida 2. Por tanto:

v¥(1,2) = Z lij =t +tig +t2 =1+240.5=3.5.
i,je{1,2}

iv5¢(1,3)? En este caso, los viajes que involucran solo a los segmentos 1 y 3 (i.e, en los que no
interviene el segmento 2) son aquellos que se inician en la entrada 1 y finalizan en en la salida 1 y
aquellos que comienzan en la entrada 3 y acaban en la salida 3. Por tanto, v5¢(1,3) = t1; + t33 =
1+27=3"7.

iv%¢(2,3)? Razonando de forma analoga al célculo de v°¢(1,2) (pues en el caso de (2,3) tam-
bién se tiene que los elementos son consecutivos), obtenemos que v°¢(2,3) = too + toz + t33 =
0.54+1.5+27=4.7.

iv%¢(1,2,3)? En este caso, como los 3 segmentos son consecutivos, para calcular todos los viajes
que involucran a estas secciones de la autopista tendriamos que tener en cuenta todas los posibles
subconjuntos de {1,2,3}. Por tanto, obtendriamos v9¢(1,2,3) = t11 + t1o + t13 + tog + toz + t33 =
1+2+3+054+15+27=10.7.

Se

Asi, la funcién caracteristica v°¢ es igual a:

v9¢(E) = [1,0.5,2.7,3.5,3.7,4.7,10.7] .
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El valor de Shapley de este juego es (N, v%¢) = (3,3.25,4.45).

Calculemos ahora el método SES y veamos si coincide con el valor de Shapley.

' ' t t 1 1
Se hk 11 12 13

(N,T) - —ty 4tttz =14+1+1=3.
1 ;;k htl 1-1+41 2-141 3-141 mtghztghs=1+1+
SeNT ZZ thi _ t12 n t13 n a2 n to3 1414054075 =395
2 hlek h4+1 2—-141 3—-1+41 2—-2+41 3-2+1 ' : o
Se(N,T) = ZZ et ot M8 g g5 i97—445

3 ik —h+1 3-1+1 3-2+1 3-3+1 ' : e

Por tanto, f9¢(N,T) = (3,3.25,4.45) y f%¢(N,T) = (N, v°).

A continuacién, introducimos los juegos de asignacion de salidas y de entradas.

En problemas de asignacién de peajes en una autopista con un sistema fijo de peajes, donde los
peajes se cobran en las salidas, uno puede argumentar que los segmentos localizados por debajo de
j no tienen derecho a compartir la tarifa ¢;;. En base a esta idea, se introduce el juego de asigna-
cién de salidas (ezits allocation game), el cual asigna a cada coalicién el peaje total recolectado de las
salidas que forman parte de esa coalicién o por debajo de un miembro de dicha coalicién. Formalmente,

n J
> Yty VECN, (2.6)

j=min E i=1

donde min £ = min;cg ¢ es el segmento localizado méas arriba en la coaliciéon F.

Se tiene que el método ExES se corresponde con el valor de Shapley del juego de asignacién de
salidas.

Proposicién 62. Sea T € TV. Entonces fE*(N,T) = p(vF®).

Ejemplo
Sea N = {1,2,3} y consideremos la matriz de peaje T € TN tal que t;; = 1, t12 = tag = 2,
t13 = to3 = t33 = 3. Es decir, el peaje varia en funcién de la salida de la autopista por la que se
salga. Veamos como queda la funcién caracteristica.
vFr(1) = Z?Zl St =t + (tia + tas) + (tiz +taz +t33) =14+ (24+2) + (3+ 3+ 3) = 14.
’UE:C(Q) = 2322 25:1 tij = (t1o +too) + (f13 +taz3 +t33) = (24+2)+ (3+3+3)=4+9=13.
vP(3) = 30 oY)ty =tz +tas+tas=3+3+3=0.
3 j 3 j
Ex(lv 2)= Zj:min{l,Z} Zgﬂ tij = Zj:l 23:1 tij = UEw(l) = 14.
3 j T
(1 3) Z] =min{1,3} Zz 1 Zj:l Zg:l tl] = UE (1) = 14.
3 ,
(2 3) Z] =min{2,3} Zz 1 Zj:? ZZ:I t

vE7(2) = 13.
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Fr(1,2,3) = Za =min{1,2,3} ity = Z?:l Sty = 0P (1) = 14,

Por tanto,
=[14,13,9,14,14,13,14] .

El valor de Shapley de este juego es ¢(N,vE*) = (6,5, 3).

Obtengamos la asignacién proporcionado por el método ExXES y veamos si coincide con el reparto
proporcionado por el valor de Shapley.

3 k
Ex Yohe1  tin tio+ter  tiz+tog +tsg 242 3+3+3
N,T) = =— =1 =1+2+3=6
Ez(N,T) ]; k St 5 et +2+ :
E 3227 tig+1t22  tiz+ila3+itzz 24+2 3+3+3
QT(NaT): =L = + = + =5,
k 2 3 2 3
k=2
3 k
_ t t t 34+3+3
Ba (N T) — don—1 _ tistilatitss  3+3+ _3
Pt k 3 3

En efecto, vemos que fE%(N,T) = p(N,vE®) = (6,5, 3).

De forma similar, el juego cooperativo subyacente al método EnES, llamado juego de asignacién
de entradas (o entrances allocation game), estd dado por

mixE n

= > Nty VECN, (2.7)

i=1 j=i

donde méx F = méx;cg i es el segmento localizado més abajo en la coalicién F.

Se tiene que el método EnES se corresponde con el valor de Shapley del juego de asignacién de
entradas.

Proposicién 63. Sea T € TV. Entonces fP*(N,T) = o(vF™).

Ejemplo
Sea N = {1,2, 3} y consideremos la matriz de peaje T € TN tal que t;; = t1o = t13 = 1, gy = tg3 = 2

y tss = 3. Es decir, el peaje varia en funcién de la entrada de la autopista que se considere. Veamos
como queda la funcién caracteristica.
vEn (1) =1, Z?:i tij=tn +tint+tiz=1+1+1=3.
Er) =37 S0 ity = (i +tia +tis) + (taa +ta3) =3+ (2+2) = 7.
vFn(3) = 2?21 Zizz tij = (t11 +tig + t13) + (toa +to3) +t33 =3+ 4+ 3 =10.
Er(1,2) = SRS S oty =30 Yty =0 (2) = 7.
oPn(1,3) = SR Tty = Y0, Xty = 0P (3) = 10,

v (2,3) = LA S g =30 Sty = 0P (3) = 10,
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n max{1,2,3} 3 3 3 n
vE(1,2,8) = SR Sy =300 S0ty = 0P (3) = 10,
Por tanto,

vE" = [3,7,10,7,10, 10, 10] .
El valor de Shapley de este juego es ¢(N,v"") = (1,3,6).

Obtengamos la asignacion proporcionada por el método EnES y veamos si coincide con el reparto
proporcionado por el valor de Shapley.

1 3
n _ntne  tint+tie+tiz 14141
pr) = 3 Dot -

—h+1 3—1+1 3 ’

3—-14+1 3—-2+1 2

too + to3 t33
=14+24+3=6.
<3—2+1)+<3—3+1> et

En efecto, vemos que fE"(N,T) = ¢(N,vE") = (1,3,6).

2 3
t t t t t t 242
FENNT) = Y Sk hk=(11+ 2t 13>+( S 23):1++=1+2=3,
)+

3 3

En D k—p thi t11 + t12 + 13
N, T) = g =

3 (NT) ( 3—1+1

Como mencionamos previamente, el método SES se puede ver como el valor de Myerson del juego
de comunicacién asociado y, por tanto, verifica la propiedad de justicia de peajes. Sin embargo, los
métodos ExES y EnES no satisfacen este axioma. Lo que si verifican es que el efecto de un cambio en
el reparto de las tarifas entre los segmentos intermedios ¢, con h < i < k, es igual a la suma de los
efectos de los repartos de un segmento superior a h y un segmento inferior a k. Si no hay un segmento
superior (o inferior) al camino [h, k], la propiedad de justicia es ligeramente diferente, igualando los
efectos del cambio de reparto asociado al agente intermedio ¢ y de un segmento localizado por debajo
de k (respectivamente por encima de h).

En concreto, el método ExXES satisface el siguiente axioma, denominado justicia de externalidades I.

e Justicia de externalidades I. Sean T,7" € TN tal que existe h,k € N,1 < h < k, con ti; = tgj
para todo (i,5) # (h,k), i,7 € N.

(i) Cuando k < n, tenemos:
fs(N,T) = fo(N,T') = fo(N.T) = fp(N,T') + fo(N,T) = fo(N,T"),
para todo s € {h,...k},pe{l,...h—1}yqge{k+1,..,n}
(ii) Cuando k = n, tenemos:
fs(NvT) - fS(N7T/) = fp(NvT) - fp(NaT/)7
para todo s € {h, ...k}, pe {1,....h —1}.
Por su parte, el método EnES satisface el axioma denominado justicia de externalidades II.

o Justicia de externalidades II. Sean T, 7" € TV tal que existe h,k € N,h < k < n, con tij = tgj
para todo (i,7) # (h,k), i,7 € N.
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(i) Cuando h > 1, tenemos:
fs(NaT> - fs(N7T/) = fp(NaT> - fp(NvT/) + fq(NaT) - fq(NvT/)a
para todo s € {h,...,k},pe{l,...h—1} yqge{k+1,..,n}.

(ii) Cuando h = 1, tenemos:
fs(N,T) = fs(N,T") = fo(N,T) — fq(NaT/)’

para todo s € {h,....k}, g€ {k+1,...,n}.

Ejemplo

Consideremos una autopista con 4 segmentos, de forma que N = {1,2,3,4} y sean T,T7" € TV
dos matrices de peaje. Supongamos que t;; = t;; para todo (i,5) # (2,3). Es decir, el tinico
cambio de peaje se produce para los vehiculos que entran en la entrada 2 y salen en la salida
3, lo cual comprende a los segmentos 2 y 3 de la autopista, i.e, el camino [2,3]. Entonces, un
método, f, que satisfaga cualesquiera de las dos propiedades sobre justicia de externalidades verifi-
card: fo(N,T) — fo(N,T') = fi(N.T) = fi(N,T') + fa(N,T) = f4(N,T') y fo(N,T) — fo(N,T") =
f1(N,T)— fi(N, T")+ f4(N,T) — f4(N,T"). Dicho de otro modo, el cambio de peaje experimentado
por los segmentos 2 y 3 es equivalente a la suma de los cambios de peaje del segmento 1 (segmento
superior al segmento 2) y del segmento 4 (segmento inferior al segmento 3).

Si, en cambio, consideramos que t;; = t;; para todo (i,j) # (3,4), i.e, que afecta al camino
[3,4], un método que satisfaga justicia de externalidades I cumplird que fi1(N,T) — fi(N,T") =
fo(N,T)— fo(N,T") = f3(N,T) — f5(N,T") = fo(N,T) — f4(N,T"). En efecto, como no hay ningtin
segmento a la derecha del segmento 4, el efecto del cambio de peaje de los segmentos 3 y 4 es igual
al experimentado por los segmentos 1 y 2 (superiores a [3,4]).

Si suponemos que t;; = t;j para todo (i, 7) # (1,2), obtendrfamos la misma conclusién si f satisface
la propiedad de justicia de externalidades II, pues en este caso el camino a considerar seria [1,2],
y, como no hay ningin segmento a la izquierda (superior) al segmento 1, el pago de los segmentos
(intermedios) 1 y 2 es el mismo que para los segmentos 3 y 4 (a la derecha del camino [1,2]).

Para obtener caracterizaciones de los métodos ExES y EnES que difieran en un tnico axioma,
podemos debilitar las hipétesis de los dos axiomas de externalidad, considerando cambios que no in-
volucren a los segmentos extremos de la autopista (k =n y h = 1). Por tanto, consideraremos que la
entrada h es estrictamente mayor que 1 y la salida k es estrictamente menor que n, i.e, la parte (i) de
los dos axiomas de externalidad.

o Justicia de externalidades. Sean T, 7" € TV tal que existe h,k € N,1 < h < k < n, con tij = tgj
para todo (4,j) # (h,k), i,j € N. Se tiene que

fS(NvT) - fS(N,T/) = fp(NvT) - fp(NvT/) +fq(N7T) - fq(NvT/)7
para todo s € {h,...,k},pe{l,...h—1} yqe{k+1,..,n}.

Notamos que tanto el método ExES como el método EnES verifican la propiedad de justicia de
externalidades, pero el método SES no.

Al debilitar la propiedad de justicia de externalidades, anadimos un axioma de monotonia respecto
a ampliar la autopista en alguno de los nodos terminales que verificardn ambos métodos. Antes de
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formalizar dicho método, introducimos la notacién para problemas de asignacién de peajes en una
autopista ampliada. Por convencién, permitimos el indice 0 en problemas de este tipo.

Definicién 64 (Problema de asignacién de peajes en una autopista ampliada). Para cada
N={1,..,n} CN,7 € TN y m € {0,n+ 1}, un problema de asignacién de peajes en una autopista
ampliada es un par (N+t™ T%™) donde Nt = N U {m} y T™™ € TN tal que t;-;-m = t;; para
todo i,j € Ny t?'jm =0sii=mosij=m (ie, sii (respectivamente j) es un nodo terminal de la
autopista).

Ahora estamos en condiciones de introducir la propiedad de monotonia de segmentos.
e Monotonia de segmentos. Paracada T € TN ym € {0,n + 1}, f;(N,T) > fi(N+t™ TT™) Vi € N.

Este axioma de monotonia establece que si anadimos un segmento al comienzo o al final de una
autopista, de forma que no se recolecta ninguna tarifa que involucre a estos nuevos segmentos y no se
produce ningiin otro cambio en los peajes de los segmentos restantes, entonces los segmentos originales
no se deben beneficiar de esta nueva situacién.

Ejemplo

Sea N = {1,2,3} y consideremos la autopista ampliada N’ = {1,2,3,4}. Consideremos sendas
matrices de peaje T € TV y T' € TV . Sea t;; = ti; para todo i,j € N y 1y = to, = t3, =14y = 0.
Estas tltimas igualdades implican que no se recolecta ningiin dinero del segmento 4 (no es empleado

en ningdn viaje realizado por la autopista). Tomando m = 4, si f satisface monotonia de segmentos,
entonces fl(Na T) > fl(NI7T/)7 f2(N7 T) > f2(vaTl> y f3(Na T) > f3(NI?T/>‘

La monotonia de segmentos la satisfacen tanto el método EXES como el método EnES. En las
axiomatizaciones que presentamos a continuacién, la tnica diferencia es con respecto a la propiedad
del segmento no esencial.

Teorema 65. El método ExES es el unico método verificando aditividad, eficiencia, la propiedad
del segmento necesario, la propiedad del segmento no esencial inferior, la propiedad de justicia de
externalidades y la monotonia de segmentos.

Teorema 66. El método EnES es el inico método verificando aditividad, eficiencia, la propiedad
del segmento necesario, la propiedad del segmento no esencial superior, la propiedad de justicia de
externalidades y la monotonia de segmentos.

Previamente hemos visto que el juego de asignacién de segmentos estd intimamente relacionado
con los juegos de comunicaciéon. No obstante, los juegos de asignaciéon de salidas y de entradas estan
relacionados con los juegos con estructura de permiso. En concreto:

e El juego v¥? es el juego dual® de la restriccién conjuntiva (o disjuntiva) del juego restringido
(N, v, D) donde v¢ es el juego de asignacién de segmentos y D = {(i:i4+1):i=1,...,n— 1} es la
estructura de permiso lineal donde los enlaces en la autopista estdn orientados de arriba hacia abajo
(equivalentemente de izquierda a derecha). Asi, el método ExXES es igual al valor de permiso conjuntivo
(respectivamente disjuntivo) de este juego dual. Usando esta observacién, podemos aplicar directamen-
te una de las axiomatizaciones del valor de permiso conjuntivo en van den Brink (2017), estableciendo
que el método ExES es el tnico método satisfaciendo aditividad, eficiencia, la propiedad del segmento
no esencial inferior, la propiedad del segmento necesario y la monotonia superior. El dltimo axioma esta-
blece que los segmentos superiores siempre ganan, como minimo, lo que ganan los segmentos inferiores.
e El juego v®™ es el juego dual de la restriccién conjuntiva (o disjuntiva) del juego restringido
(N,v%¢, D) donde v°¢ es el juego de asignacién de segmentos y D = {(i:i—1):i=2,...,n} es el

2El juego dual (N,v*) de un juego (N,v) estd dado por v*(E) = v(N) — v(N\E), para todo E C N.
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digrafo donde los enlaces en la autopista estdn orientados de abajo hacia arriba (equivalentemente de
derecha a izquierda). Consecuentemente, el método EnES se puede caracterizar por axiomas andlogos
a los de método ExES. En concreto, es el tinico método verificando aditividad, eficiencia, la propiedad
del segmento no esencial superior, la propiedad del segmento necesario y la monotonia inferior. El
ultimo axioma establece que los segmentos inferiores siempre ganan, como minimo, lo que ganan los
segmentos superiores.

Para terminar este capitulo, en la Tabla 2.2 presentamos un resumen de las propiedades que verifican
cada uno de los métodos del problema de asignaciéon de peajes en una autopista.
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Propiedades f5e fE= fEn
Aditividad @ @ 52
Propiedad del jugador + ® ®
necesario
Monotonia de + ® ®
segmentos
Eficiencia D S) 52
Eficiencia en o B B
sub-autopistas
Simetria de segmentos @ + +
Simetria de salidas — @ -
Simetria de entradas — — &)
Propiedad del ® B B
segmento no esencial
Propiedad del
segmento no esencial + @ -
inferior
Propiedad del
segmento no esencial + - D
superior
Independencia de las
X . + 5] -
salidas superiores
Independencia de las
. . + — ¥
entradas inferiores
Justicia de peajes S - -
Justicia de _ ® _
externalidades 1
Justicia de _ — o

externalidades 11

Justicia de
externalidades

Tabla 2.2: Comparacion de las propiedades que satisfacen las soluciones del problema de asignacién de
peajes en una autopista.






Capitulo 3

Aplicacién practica a datos reales

En este capitulo aplicaremos las soluciones presentadas en este trabajo a distintos problemas reales
sobre autopistas para discutir cudl es la mejor forma de repartir el peaje recolectado. En primer lugar,
analizaremos en detalle un conjunto de datos sobre los tramos de una autopista espanola y después
nos centraremos en los tramos de la autopista australiana Hills M2. Por tltimo, presentaremos una
extensién del caso de la autopista lineal a una maés general sobre la red de autopistas en Irlanda y
proponemos alternativas que se podrian aplicar en este contexto.

3.1. Meétodo SES: autopista espanola

La cuestién que nos planteamos en esta seccién es como repartir el peaje recolectado por los
vehiculos que transitan una autopista espanola entre los segmentos en los que se divide, donde los
segmentos vienen delimitados por las entradas y salidas de la autopista. Este problema se puede
representar mediante un grafo no dirigido como el que se observa en la Figura 3.1, donde los nodos
simbolizan las entradas (En.) y salidas (Ex.), mientras que los enlaces son los segmentos.

Ex. 01 Ex. GSM Ex. 02 Ex. 09 Ex. 10

Sg.1 /ng /Sg3 /Sg4 /sgs /
/ / / / /

En. 01 En. GSM En 02 En. 09 En. 10

Figura 3.1: Segmentos de una autopista espanola, junto con el nombre de sus entradas y salidas.

Dado que la filosofia de las tarifas en Espana estd basada en distancias recorridas, sélo tiene sentido
aplicar la primera solucién presentada en Wu et al. (2024), i.e, el método SES. Ademds, compararemos
el resultado proporcionado por este método con lo que obtenemos mediante otras soluciones clasicas en
teoria de juegos cooperativos como las presentadas en el capitulo 1. Con este fin, calcularemos primero
el juego asociado. Recordemos que el juego de asignacion de segmentos se define como

Use(E) = Z tija
i,jEN,P([i,J])CE

donde N es el conjunto de segmentos de la autopista, P([¢, j]) es el conjunto de segmentos localizados
en el camino [i, j] y t;; representa el peaje total recolectado de todos los usuarios que se incorporan en
la entrada ¢ y salen en la salida j. Es decir, a cada coalicién F C N, se le asigna el peaje recolectado

63
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usando solo los segmentos de E.

Antes de formalizar el juego cooperativo asociado al problema de la autopista espafiola y de entrar
en detalle sobre los repartos de peaje proporcionados por las distintas soluciones, haremos un anélisis
exploratorio de nuestros datos. Esto nos ayudard a entender mejor y a hacer una interpretacion mas
adecuada de las asignaciones dadas por las distintas soluciones (ademds de que puede proporcionar
nuevas perspectivas e implicaciones).

3.1.1. Analisis exploratorio para la autopista espanola

En Espana, ademas de la distancia recorrida, los peajes dependen del tipo de vehiculo considerado,
el cual se puede dividir en tres categorias' en funcién de su peso: vehiculo ligero, vehiculo pesado 1
y vehiculo pesado 2. El peaje es mayor cuanto mayor sea el peso del vehiculo. De este modo, a igual
distancia recorrida, un automovil perteneciente a la categoria de vehiculos pesados 2 tendra que pagar
un mayor peaje que los vehiculos de las dos categorias inferiores.

La Tabla A.1 proporciona las tarifas asociadas a los distintos tramos de la autopista espaifiola
para cada tipo de vehiculo. Ademds, considerando que la direccién de trafico no es importante en
nuestro modelo, la Tabla A.2 proporciona el nimero total de movimientos mensuales efectuados en
dias laborables usando cada segmento de la autopista en cualquier direccién (derecha o izquierda).
A efectos de visualizar mejor estos datos, en la Figura 3.2 presentamos los diagramas de Sankey en
funcién del tipo de vehiculo para ilustrar el flujo de automoéviles desde cada entrada hasta cada salida
de la autopista. El trazo més grueso del diagrama de Sankey significa que el enlace tiene mayor peso,
i.e, que por ese trayecto de la autopista circulan un mayor niimero de vehiculos.

]
-
H
1"
s

(a) Vehiculos ligeros. (b) Vehiculos pesados 1. (c) Vehiculos pesados 2.

Figura 3.2: Diagramas de Sankey para ilustrar el flujo de trifico entre las distintas entradas y salidas
de la autopista espanola, fijando el tipo de vehiculo.

A la vista del grafico, obtenemos las siguientes conclusiones:

= Del diagrama de Sankey correspondiente a los vehiculos ligeros (Figura 3.2a) observamos que el
tramo més usado para esta categoria de automéviles (o el tipo de viaje mds comun) es aquel que
se realiza desde la entrada 01 hasta la salida 10. Es decir, los vehiculos ligeros tienden a usar toda
la autopista. El segundo tramo maés usado es el que va desde la entrada 01 hasta la salida GSM,
i.e, aquel que comprende los dos primeros segmentos. Por el contrario, el tramo menos usado
es el que va desde la entrada 02 hasta la salida 09, i.e, es el tramo formado por los segmentos
centrales de la autopista (3 y 4).

= A la vista del diagrama de Sankey para vehiculos pesados 1 (Figura 3.2a) vemos que el tramo
méas usado para este tipo de vehiculos es el que va desde la entrada GSM hasta la salida 10,

1Los vehiculos ligeros abarcan, en esencia, a coches, motocicletas y furgones. Los vehiculos pesados 1 abarcan a
vehiculos de 3 ejes, tales como coches con remolque o camiones de 3 ejes y los vehiculos pesados 2 son, generalmente,
vehiculos con més de 3 ejes. Para una informaciéon més detallada sobre los vehiculos incluidos en cada categoria, consultar
https://www.audasa.es/la-autopista/tarifas-y-descuentos/tab-id-1.
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seguido del tramo comprendido entre la entrada 01 y la salida 10. El tramo menos usado es el
que va desde la entrada 02 hasta la salida 09 (i.e, los segmentos 3 y 4). Vemos, por tanto, que
la distribucién de los camiones ligeros a lo largo de los segmentos de la autopista es bastante
parecida a la de los vehiculos ligeros (usan también gran parte de la autopista y usan menos los
segmentos centrales). Difieren, no obstante, en la utilizacién del segmento 1 (en el caso de los
vehiculos ligeros es el tercer segmento mas usado).

= A la vista del diagrama de Sankey para vehiculos pesados 2, vemos también que el tramo més
usado para este tipo de vehiculos es el que va desde la entrada GSM hasta la salida 10, seguido
del tramo comprendido entre la entrada 01 y la salida 10. El tramo menos usado es el que va
desde la entrada 02 hasta la salida 09 (i.e, los segmentos 3 y 4). Vemos que la distribucién de
los camiones pesados es muy parecida a la de los camiones ligeros. Una diferencia llamativa es
que hay més variabilidad entre el segmento méas y menos usado para el caso de los vehiculos mas
pesados.

En la Tabla A.4 y en la Figura 3.3 podemos observar el niimero de viajes (usuarios) que utilizaron
cada uno de los cinco segmentos en los que se divide la autopista. Por ejemplo, para calcular el niimero
de usuarios que usaron el segmento 2, sumamos los usuarios que entraron en la entrada 01 y salieron
en las salidas GSM, 02, 09 y 10, asi como los usuarios que entraron en la entrada GSM y salieron en las
salidas 02, 09 y 10, pues para realizar todos estos viajes necesariamente se tuvo que haber empleado el
segmento 2 (al ser todos los segmentos consecutivos). Observamos que el segmento empleado por un
mayor nimero de usuarios para recorrer la autopista es el 2 (representando un 25.96 % de los viajes),
seguido del segmento 3. El segmento menos usado es el 5 (con un 16.67 % de usuarios que lo emplearon
para realizar alguno de sus viajes). Notamos también que la clase de los vehiculos ligeros es la que
predomina en todos los segmentos de la autopista, pues este tipo de automdviles es el mas comtn, por
lo que hay una mayor proporcion de ellos frente a la que existe para vehiculos pesados. Ademds:

= El segmento 2 es por el que circulan méas vehiculos ligeros, camiones ligeros y camiones pesados.

s El segmento menos usado por los vehiculos ligeros es el segmento 5. Ademas, vemos que hay
mucha variabilidad entre el segmento méas y menos usado para esta categoria de automéviles. En
concreto, el segmento 2 se emplea en un 25.98 % de los viajes realizados en la autopista, mientras
que el segmento 5 s6lo se emplea en un 16.49 %, i.e, el segmento 2 se emplea aproximadamente
en un 10 % més de ocasiones con respecto al segmento 5.

s El segmento mas usado por los vehiculos pesados 1 es el segmento 2, seguido de cerca por el
segmento 4, mientras que el menos utilizado es el segmento 1. En este caso, 31.06% de los
vehiculos pesados 1 emplearon el segmento 2 y un 15.61 % usaron el segmento 1. Es decir, los
camiones ligeros emplean el segmento 2 el doble de veces con respecto al segmento 1. Vemos
que hay maés variabilidad en el uso de los segmentos méas y menos transitados para este tipo de
automoviles con respecto a los ligeros.

= El segmento més usado por los vehiculos pesados 2 es, de nuevo, el segmento 2, seguido muy
de cerca por el segmento 3. Al igual que ocurria con los vehiculos pesados 1, emplean con
menos frecuencia el primer segmento de la autopista. En particular, los vehiculos méas pesados
emplean el segmento 2 en el 26.05% de los viajes, mientras que solo emplean el segmento 1 el
8.01 % de las veces. Es decir, los vehiculos més pesados emplean el segmento 2 més de tres veces
més que el segmento 1. Observamos que este tipo de vehiculos son los que poseen una mayor
diferencia/variabilidad entre el segmento mds y menos usado.

Observamos que la variabilidad en el uso de los segmentos aumenta con el peso de los vehiculos
considerados. Esto se debe al hecho de que la varianza disminuye con el aumento del tamano muestral,
i.e: cudntas més observaciones consideremos, menor serd la varianza. Esto es precisamente lo que ocurre
en nuestro caso, pues los vehiculos pertenecientes a la categoria més pesada son los menos frecuentes, y
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300,000 -

Tipo de vehiculo
. Vehiculo pesado 2

Vehiculo pesado 1

200,000 -

Vehiculo ligero

Numero de vehiculos

100,000 -

sg.1 Sg.2 Sq.3 Sq.4 Sg.5
Segmentos

Figura 3.3: Representacion grafica del nimero de vehiculos que transitan por cada segmento, distin-
guiendo en funcién del tipo de vehiculo considerado.

por ello, son los que presentan una mayor variabilidad. Por el contrario, los vehiculos ligeros son los que
mas abundan en la autopista, i.e, el tamano muestral considerado en esta categoria es mucho mayor,
por lo que la variabilidad se reduce. Ademas, notamos que, cuando incluimos todos los vehiculos en el
modelo, la distribucién de los vehiculos es muy parecida a la que obtenemos considerando Unicamente
los vehiculos ligeros. Esto es debido a que hay muchos més vehiculos ligeros en comparacién con los de
las categorias pesadas. Por tanto, al integrar todos los vehiculos, perdemos las “sutilezas” en el uso de
los segmentos que conseguimos cuando consideramos cada tipo de vehiculo por separado. Vemos que
en el caso de los camiones, independientemente de cudl sea su masa, el segmento menos usado en sus
viajes es el 1, no el 5 (i.e, el extremo inicial de la autopista).

Para calcular los tramos o conjuntos de segmentos consecutivos més usados considerando todos los
tipos de vehiculos, tomaremos tinicamente los usuarios que emplean todos los segmentos de ese tramo.
Por ejemplo, si consideramos el tramo {1, 2,3}, consideramos los usuarios que entran en la entrada 01
y salen en la salida 02 (no tendremos en cuenta en el cémputo los usuarios que entran en GSM y salen
en GSM o en 02, pues para estos usuarios no intervendria el segmento 1). De este modo, el tramo més
usado es el que va desde la entrada 01 hasta la salida 10, i.e, con 112070 usuarios, que representan un
30.68 % del ntimero total de usuarios que circulan por la autopista. El segundo tramo més usado es el
el que va desde la entrada 01 hasta la salida GSM (2 primeros segmentos), representando un 22.97 %
de los usuarios. El tramo menos usado es el que comprende a los usuarios que entran en la entrada 02
y salen en la salida 09, con un porcentaje de apenas 0.26 % respecto al total. Dicho de otro modo, hay
muy pocos usuarios que circulen unicamente por los tramos centrales de la autopista (segmentos 3y 4).

3.1.2. Formulacion del problema y soluciones

Para poder definir el problema de asignacién de peajes en una autopista, (N, T), necesitamos: (i)
el conjunto de segmentos N, que en nuestro caso es N = {1,2,3,4,5}, pues tenemos 5 segmentos y (ii)
la matriz de peaje T2.

2t;; = Tarifas;j x Numerovehiculos;;.
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La matriz de peaje T para el modelo con todos los tipos de vehiculos se calcula siguiendo estos
pasos: (i) calculamos las matrices de peaje T para cada uno de los tipos de vehiculos (vehiculos ligeros,
camiones ligeros y camiones pesados), que resultan de multiplicar los peajes cobrados a cada vehiculo
en cada tramo de la autopista por el niimero de vehiculos en ese tramo y (ii) sumamos las tres matrices
obtenidas. De este modo, la matriz de peaje final resume el peaje recolectado en la autopista espanola
considerando todos los vehiculos que circularon por ella. Las componentes de la matriz final, T, se
muestran en la Tabla A.3.

Juego del método SES

Una vez tenemos los ingredientes necesarios para definir el problema de asignacién de peajes, el
siguiente paso es formular el juego cooperativo asociado al método SES: el juego de asignacién de
segmentos. Programando la ecuacién (2.5) en ‘R para el caso de 5 jugadores (o menos) y usando la
matriz de peaje T dada en la Tabla A.3, obtenemos que v°¢ es igual a:

v3¢ =[0,0,0,0,0,105861.55,0,0,0,7502.25, 0,0, 864.80, 0, 13991.80, 151235.20, 105861.55, 105861.55,
864.80,0, 13991.80, 35966.15, 7502.25, 13991.80, 30757, 252143.10, 151235.20, 119853.35, 30757,
283364.20, 930076.95).

Observamos que el peaje recolectado por todos los segmentos a lo largo de un mes es de 930076.95
euros, correspondiente al valor de la coalicién total, v(N). Este es el peaje total recolectado.

Una vez definido el juego, estamos en condiciones de calcular distintas soluciones sobre él. En con-
creto, compararemos los resultados dados por el nucleolus, el valor de Shapley (que coincide con el
método SES), el T-valor, la solucién de pérdida igualitaria y la solucién AT.

Antes de nada, veremos las propiedades que verifica el juego (N, v°¢) con los datos de la autopista
espanola. Para ello, hacemos uso de la librerfa CoopGame de Staudacher and Anwander (2019). Asi,
obtenemos que v°¢ es convexo, superaditivo, monétono, esencial (por tanto, tiene sentido calcular el
nucleolus, pues el conjunto de imputaciones es no vacio), equilibrado (por tanto, el niicleo es no vacio)
y cuasi-equilibrado (por tanto, tiene sentido calcular el 7-valor). Ademds, como el juego tiene nicleo
no vacio, el nucleolus pertenece a él, y como es convexo, el valor de Shapley también es un reparto
del nucleo. Asimismo, como el juego es superaditivo, tanto la soluciéon de pérdida igualitaria como la
soluciéon AT también son estables, en el sentido de que pertenecen al nicleo del juego. Por 1ltimo, el
r-valor pertenece al nticleo por ser eficiente y, ademds, verificar que 7(S) > v°¢(S),VS C N.

Soluciones del juego del método SES

En la Tabla 3.1 se presentan los repartos del dinero recolectado en la autopista a cada uno de sus
segmentos en base a distintas soluciones, junto con el porcentaje de peaje asignado respecto al peaje
total recaudado. La Figura 3.4 ilustra estos resultados para una mejor visualizacién. Mencionamos que
el nucleolus y el 7-valor también se calcularon empleando la libreria CoopGame.

Observamos que el nucleolus proporciona un reparto equitativo, tratando a todos los segmentos
por igual (les asigna el mismo dinero a todos). Tanto el T-valor como el valor de Shapley otorgan un
mayor porcentaje de dinero al segmento 2, seguido del segmento 3 (i.e, dan més dinero a los segmentos
centrales de la autopista). Sin embargo, estos métodos difieren en el segmento al que asignan un me-
nor porcentaje. En concreto, el valor de Shapley asigna el menor porcentaje al segmento 5, mientras
que el T-valor proporciona la menor cantidad de dinero al segmento 1. Por su parte, la solucién de
pérdida igualitaria, a diferencia del valor de Shapley y del T-valor que asignan el mayor porcentaje a
los segmentos centrales, asigna la mayor cantidad de dinero a los tramos extremos de la autopista, i.e:
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Figura 3.4: Representacién grafica del porcentaje de peaje asignado a cada segmento en funcién del
tipo de solucién considerada.

los segmentos 1 y 5, mientras que el segmento que menos recibe es el 3 (i.e, el segmento central). Por
dltimo, la solucién AT reparte mas dinero al segmento 2 y menos al segmento 1.

Intentemos razonar ahora, para cada solucién, por qué proporciona ese reparto de dinero (en base a
los axiomas que verifique) y decidamos cuél es la solucién més adecuada para el problema de asignacién
de peajes a los segmentos en funcion del objetivo que tengamos en mente.

Para empezar, todas las soluciones verifican, en este caso, la propiedad de estabilidad, en el sentido
de que ningun jugador o coalicién va a tener incentivos para desviarse y formar un grupo por su cuenta,
pues no va a obtener un reparto mejor. Por tanto, para decidir qué solucién es mas adecuada en este
contexto, tendremos que basarnos en otros criterios, por ejemplo, de justicia.

Observamos que, en este caso, el nucleolus proporciona el mismo reparto que la solucién equitativa
(v(N)/n), que reparte de forma igualitaria el valor de la gran coalicién a todos los segmentos. Es decir,
cada segmento recibe la media del peaje total recolectado.

i Por qué el nucleolus proporciona un reparto equitativo? Calculando el vector de excesos con res-
pecto al vector de asignaciones proporcionado por el nucleolus, observamos que las coaliciones que esta
solucién considera mas infelices o inestables son las de tamano uno, i.e, las coaliciones {1}, {2}, {3},
{4} v {5}. En efecto, estas coaliciones son las que tienen un exceso mas grande (menos negativo). Ve-
mos que, como el nucleolus considera a todos los segmentos de forma individual como igual de infelices
(pues de hecho ningtin segmento por sf solo es capaz de generar beneficios), les termina por asignar el
mismo reparto a todos. Destacamos también que las siguientes coaliciones mds infelices son la {1,2} y
la {4,5}, i.e, los segmentos que conforman la parte inicial y final de la autopista, respectivamente.

El valor de Shapley, en cambio, se basa en las contribuciones marginales, es decir, lo que aporta cada
jugador a la coalicién a la que se une, considerando todas las posibles permutaciones de segmentos, de
forma que cada componente de esta solucion es la expectativa que el segmento i obtiene por participar
en el juego v3¢. En el caso particular del juego de asignacién de peajes en una autopista, el valor de
Shapley del juego v°¢ coincide con el método SES, y como vimos, este método reparte el peaje recolec-
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Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5
Nucleolus 186015.4 186015.4 186015.4 186015.4 186015.4
(20 %) (20 %) (20%) (20 %) (20 %)

Shapley 169772.7 237100.0 189901.8 180522.8 152779.7
(método SES) (18.25 %) (25.49 %) (20.42 %) (19.41 %) (16.43 %)
+—valor 157746.5 219362.6 197630.2 189975.5 165362.0
(16.96 %) (23.59 %) (21.25 %) (20.43 %) (17.78 %)

Pérdida 323356.38 179234.37 31069.43 57449.85 338966.93
igualitaria (34.77 %) (19.27 %) (3.34%) (6.18%) (36.44 %)
AT 129342.6 293902.4 186900.2 184345.0 135586.8
(13.91 %) (31.60 %) (20.10 %) (19.82 %) (14.58 %)

Tabla 3.1: Asignaciones del peaje recolectado para cada uno de los segmentos de una autopista espanola
en base a distintas soluciones. En paréntesis se representa el porcentaje del peaje asignado respecto al
peaje total recolectado.

tado por cualquier usuario de forma equitativa o uniforme entre los segmentos usados por dicho usuario.

Por su parte, el 7-valor supone un compromiso o equilibrio entre las méximas aspiraciones de los
jugadores (i.e, su contribucién marginal a la gran coalicién) y lo minimo que pueden exigir (que se
calcula como el maximo beneficio sobrante del jugador si el resto de jugadores de la coalicién llevasen
su pago de utopia). En nuestro caso, realizando los célculos en ‘R con ayuda de la librerfa CoopGame,
obtenemos que el vector de minimos derechos del juego v*¢ es m(N,v) = (0,0,0,0,0) y el pago de
utopia de los jugadores es M (N, v) = (646712.8,899320,810223.6, 778841.8,677933.9). Vemos que el
segmento que mds contribuye a la gran coalicién (i.e, al peaje total recolectado) es el segmento 2,
seguido del segmento 3. Por el contrario, el que menos contribuye es el segmento 1. Como el vector de
minimos derechos es 0, el 7-valor resulta en 7(N,v) = a- M(N,v), i.e, es proporcional a las méximas
aspiraciones de los jugadores. Esto no es de extranar, pues el 7-valor cumple la propiedad de propor-
cionalidad restringida. Asi, obtenemos que el 7-valor asigna, aproximadamente, 1/4 de la contribucién
marginal que cada segmento realiza a la gran coalicién.

De este modo, tenemos dos posibles enfoques. Si pensamos que es més justo asignar mas dinero al
segmento que genera un mayor peaje (que contribuye més a la gran coalicién), entonces el T-valor es
un reparto més natural. No obstante, si pensamos que es més justo asignar de forma proporcional al
ntmero de usuarios que usan cada uno de los segmentos, entonces seria més adecuado usar el valor de
Shapley, pues el segmento 1 es més empleado que el segmento 5 (aunque, mirando la Figura 3.3, tam-
bién vemos que el segmento 1 lo usan mas ligeros que el 5, pero hay més pesados usando el segmento
5 que el 1). Un posible motivo para proporcionar mds beneficios a los segmentos més usados es que
éstos sufren un mayor desgaste, por lo que tendria sentido destinar el mayor dinero a estos segmentos
para su posible reparacién y/o mantenimiento. Por ejemplo, ya vimos en el andlisis exploratorio que,
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con independencia del tipo de vehiculo considerado, el segmento 2 es el méas utilizado. Es, por tanto,
el segmento que soporta un mayor peso de los vehiculos y el que se va a desgastar més rapido a largo
plazo. Asi, desde un punto de vista practico, tiene sentido destinar més peaje a este segmento a fin de
sufragar los costes derivados de su mantenimiento.

Otro aspecto a tener en cuenta es que el 7-valor no satisface la propiedad de aditividad. Recorde-
mos que la interpretacién de este axioma en el contexto del problema de asignacion de peajes en una
autopista era que el reparto del peaje no depende de la frecuencia con la que se asigna. En nuestro
caso, como los datos de trafico se tomaron a lo largo de un mes, esta propiedad se traduciria en que
seria equivalente repartir las ganancias al cabo de un dia, durante 30 dias, que repartir los beneficios
recaudados al final del mes. El hecho de que el 7-valor no satisfaga este axioma implica que el reparto
del peaje a cada segmento depende de la frecuencia con la que se distribuya. Dicho de otro modo, con
el T-valor obtendriamos repartos distintos en funcién de si asignamos dinero al cabo de un dia o al
cabo de una mes. Esto tampoco parece que sea muy adecuado en este contexto.

Por otro lado, la solucién de pérdida igualitaria es la media aritmética de la aportacién adicional
que hace cada segmento cuando consideramos que la direccién de trafico es de izquierda a derecha y la
aportacién extra cuando consideramos la circulacién de derecha a izquierda. Vemos que este método
proporciona un menor beneficio a los segmentos centrales de la autopista (segmentos 2,3 y 4) y un
beneficio mayor tnicamente a los segmentos extremos, donde un usuario entra (segmento 1) o sale
(segmento 5) de la autopista. Ademds, vemos que esta solucién es la que presenta mayor variabilidad,
pues los segmentos 1 y 5 reciben valores muy por encima de la media, mientras que los segmentos 3 y
4 reciben valores muy por debajo.

Por 1ltimo, la soluciéon AT se comporta de modo similar al 7-valor, en el sentido de que proporciona
una mayor asignacion del peaje al segmento 5 en relacién al segmento 1. No obstante, asigna maés al
segmento 2 a costa de reducir el peaje del resto de segmentos. De hecho, la solucién AT es, de todos
los métodos, la que proporciona un menor beneficio a los segmentos extremos. Ya vimos en el apartado
de la solucién AT para grafos lineales que, en el caso de tener un grafo lineal y cuando la unién de un
jugador extremo a una coalicién formada por los jugadores restantes no incrementa demasiado el valor
de la gran coalicién y su valor individual también es pequeno, la solucién AT resulta en un reparto en
los que estos jugadores extremos reciben un pago por debajo de la media. Esto es precisamente lo que
sucede en nuestro caso, pues la asignacién individual de cada segmento es nula (v(i) = 0,Vi = 1,...,5)
y la contribucién marginal de los segmentos 1 y 5 también es baja. La expresiéon de la solucion AT
para estos dos segmentos, siguiendo la ecuacién (1.4) es

1 1
ATy = —u(N) = Zo(N\{1}) =
ATy = %v(N) — %U(N\ {5} =

(v(N) = v(N\{1})),
(v(N) = v(N\{5})).

G| = Ot =

Es decir, el reparto asignado a los segmentos extremos es el promedio de la contribucién marginal
de estos segmentos a la gran coalicién. Vemos que en nuestro caso la media es v(N)/5 = 186015.4 y
tanto el segmento 1 como el 5 tienen pagos muy por debajo de este valor.

Destacamos que, como vimos en el andlisis exploratorio, el segmento menos usado por los vehiculos
ligeros es el segmento 5, mientras que para los vehiculos pesados es el segmento 1. Por tanto, el reparto
proporcionado por el valor de Shapley es més acorde con la distribucién de los vehiculos ligeros en la
autopista, mientras que el reparto proporcionado por el 7-valor y por la solucion AT supondrian una
asignacion de beneficios mas adecuada teniendo en cuenta la distribucién de los vehiculos pesados 1
y 2, pues estas dos ultimas soluciones aportan una menor cantidad de beneficios al segmento menos
usado por este tipo de automdéviles.
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A efectos de comparar mejor las soluciones, obtendremos correlaciones entre ellas. La Figura 3.5
muestra las nubes de puntos correspondientes a cada par de posibles combinaciones entre las solu-
ciones. Cudnta mas estrecha la nube de puntos entre dos métodos, mas parecidos serdan. En cambio,
cuanto més dispersa sea, mas diferentes son. Observamos que parece haber una relaciéon muy estre-
cha entre el valor de Shapley y la solucién AT, i.e, estas soluciones aportan resultados parecidos de
distribucién del peaje. De hecho, observamos un patron creciente y una relacién lineal entre ellas,
pues los puntos se sitian muy préximos a la recta de regresiéon. Por tanto, para un incremento dado
de la solucién AT (respectivamente del valor de Shapley) se produce un correspondiente incremento
constante en el valor de Shapley (respectivamente solucién AT). En menor grado, también observamos
relacién positiva entre el valor de Shapley y el T-valor, asi como entre el 7-valor y la solucion AT. Por
otro lado, cuando comparamos estos tres métodos con la solucién de pérdida igualitaria, observamos
una dependencia negativa, i.e: para los segmentos a los que el valor de Shapley, el 7-valor y la solucién
AT les proporcionan un reparto relativo elevado, la solucién de pérdida igualitaria les da un reparto
muy bajo, mientras que los segmentos a los que la solucién de pérdida igualitaria les da un reparto
muy alto son los més perjudicados por el resto de soluciones, pues son los que reciben menos dinero.
Asimismo, observamos un dato “atipico” que se aleja de la tendencia marcada por la recta de regresion.
Este dato es el que corresponde al segmento 2. Por ultimo, observamos que no parece haber relacién
alguna entre la distribucién dada por nucleolus con la asignacién proporcionada por los deméas métodos.
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Figura 3.5: Diagramas de dispersién entre las soluciones presentadas en la Tabla 3.1. En naranja se
representa la recta de regresién ajustada para los datos.

La Tabla 3.2 proporciona los coeficientes de correlacién de Pearson entre el valor de Shapley, el
7-valor, la solucién AT y la solucién de pérdida igualitaria. Observamos que la relacién maés fuerte es
la que se da entre la solucién AT y el valor de Shapley. También observamos que los coeficientes de
correlaciéon entre la solucién de pérdida igualitaria y el resto de soluciones son negativos, en consonan-
cia con la dependencia lineal negativa que observdbamos en los diagramas de dispersién de la Figura 3.5.

Para analizar si estas correlaciones son significativas, equivalentemente, si la relacion lineal entras
las soluciones es significativa, en la Figura 3.6 proporcionamos los intervalos de confianza al nivel 95 %
para los coeficientes de correlacién de Pearson (R) asociados al valor de Shapley, T-valor y solucién AT,
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Correlacién Shapley T-valor AT Pérdida
igualitaria
Shapley 1 — — -
T-valor 0.908 1 — —
AT 0.971 0.949 1 —
Perdida —0.41 —0.667 —0.425 1
igualitaria

Tabla 3.2: Coeficientes de correlacién de Pearson entre distintas soluciones.

junto con el p-valor asociado para medir el nivel de significacion. Observamos que todos los coeficientes
de correlacién son positivos fijado un nivel de significacién del 5 %. Sin embargo, el mds significativo es
el que tiene asociado un p-valor més pequeno, i.e, el correspondiente a la correlaciéon entre la solucién
AT y el valor de Shapley. Observamos también que los intervalos de confianza son estrechos, sobre
todo en el caso de la correlacién entre la solucién AT y el valor de Shapley, indicando que hay un bajo
error en la estimacién del coeficiente (dicho de otro, que la estimacién del coeficiente de correlacién es
precisa).
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Figura 3.6: Intervalos de confianza al 95 % y nivel de significacién para las correlaciones entre el valor
de Shapley, T-valor y la solucién AT.

Por tltimo, en la Figura 3.7 se muestran los intervalos de confianza para los coeficientes de correla-
cién con la solucién de pérdida igualitaria. En este caso, ninguna correlacién es significativa, pues los
p-valores son mayores que 0.05. Por tanto, no habria una relacién lineal significativa entre la solucién
de pérdida igualitaria con el resto de soluciones. Ademds, notamos que los intervalos de confianza son
mas anchos que los de la Figura 3.6, indicando que la estimacién de estos coeficientes de correlacion
es menos precisa (mayor error).

Queremos aclarar que las conclusiones obtenidas para las correlaciones hay que tomarlas con pre-
caucién, debido al bajo tamanio muestral del que disponemos (solo tenemos 5 observaciones). En
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Figura 3.7: Intervalos de confianza al 95 % y nivel de significacién para las correlaciones entre el valor
de Shapley, T-valor y la solucién AT con la solucién de pérdida igualitaria.

particular, para calcular la correlacién de Pearson, se asume que las soluciones tienen que seguir una
distribucién normal y que los datos son homoceddsticos (i.e, que la varianza de los errores del modelo
de regresién es la misma para cada observacién i, con i = 1,...,n), algo que, con tan pocos datos,
es dificil que se cumpla. Lo mismo ocurre con los intervalos de confianza (tampoco resultan del todo
fiables si no se verifican estas hipdtesis). En este caso, como estamos empleando los coeficientes de
correlacién para un andlisis meramente descriptivo (no inferencial), el incumplimiento de alguna de
estas hipétesis no tiene un impacto muy grande.

Juego de enlaces y ranking de segmentos

A continuacién, calcularemos el valor de Shapley del juego de enlaces asociado al juego de conec-
tividad aditivo ponderado (N, v**¢°"™") definido en (1.6) para obtener un ranking de los segmentos, a
efectos de medir su importancia. Consideraremos que todos los nodos tienen la misma importancia,
por lo que tomaremos w; = %, pues como tenemos 5 segmentos (i.e, 5 arcos del grafo), el ntmero de
nodos es igual a 6. Para asignar peso a los enlaces, consideraremos que cada segmento tendra un peso
proporcional al nimero de viajes que utilizan cada segmento, de forma que k(1.9) = 0.184 (segmento
1), k2:3y = 0.259 (segmento 2), k(3.4) = 0.203 (segmento 3) k(4.5 = 0.185 (segmento 4) k(.5 = 0.166
(segmento 5). Notar que, tanto para los nodos como para los segmentos, estamos tomando los pesos
normalizados (i.e, suman 1).

El juego de enlaces asociado a (I, v*¥e"™) es

(1 g)ymweonn (A) = (W< JA)(N) = 37 woweomn(T), YA C g, (3.1)
TeAlg

donde g = {(1:2),(2:3),(3:4),(4:5),(5:6)} es el conjunto de enlaces de la autopista espanola y
A/g son las componentes conexas maximales de enlaces inducidas en g mediante los arcos presentes
en la coalicién A. Para calcular el término v**<°"™(T) en (3.1), tenemos que emplear las expresiones
1.5 y 1.6 y tener en cuenta si la coalicién de arcos A es o no conexa. Si es conexa, podemos aplicar
directamente la funcién f a la coalicién, y si no es conexa, aplicariamos f a cada una de las coaliciones
conexas inducidas por A en el grafo g, por lo que el valor de v®*°"" geria la suma de los valores
obtenidos al aplicar f a cada una de dichas coaliciones conexas.

De este modo, la funcién caracteristica para el juego de enlaces (g, (7/g)yawconn) es

(r/g)paweonn = [0.061,0.086,0.068, 0.062, 0.055,0.129,0.129, 0.123,0.116, 0.129, 0.148, 0.141,0.101, 0.123,
0.092,0.173,0.191,0.184,0.162, 0.184,0.153,0.173,0.184, 0.178,0.135, 0.216, 0.228, 0.221
0.196, 0.216, 0.259].

Comprobando las propiedades del juego (r/g)yawconn en ‘R, obtenemos que es monétono, pero no es
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ni superaditivo ni convexo. Ademads, tampoco es esencial ni cuasi-equilibrado, por lo que no podemos
calcular el nucleolus ni tampoco el T-valor. Finalmente, el juego tampoco es equilibrado, con lo cual el
core es vacio. En la Tabla 3.3 podemos ver la asignacién del valor de Shapley para cada segmento y en
la Tabla 3.4 el ranking obtenido (un segmento es més importante cuénto mayor sea su componente del
valor de Shapley). De este modo, vemos que el segmento 2 es el que més contribuye a la conectividad
de toda la autopista, mientras que el segmento que menos contribuye es el 4.

Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5

Valor de

0.0521 0.0705 0.0483 0.0420 0.0461
Shapley

Tabla 3.3: Valor de Shapley del juego de enlaces (g, (7/g)yaweonn).

Posicién 09, (r/g)vawconn)
1 Segmento 2
2 Segmento 1
3 Segmento 3
4 Segmento 5
5 Segmento 4

Tabla 3.4: Ranking de los segmentos de una autopista espanola.

Destacamos que, si normalizamos® los valores de la Tabla 3.3 (para que sumen 1) y los multiplicamos
por el peaje total, dado por v*¢(N) = 930076.95, obtenemos otro reparto del peaje. En concreto, el valor
de Shapley normalizado es (0.2012,0.2722,0.1865,0.1622,0.1780), por lo que una nueva distribucién
del peaje entre los cinco segmentos de la autopista espanola vendria dado por

(0.2012 - 930076.95,0.2722 - 930076.95,0.1865 - 930076.95,0.1622 - 930076.95,0.1780 - 930076.95) =
(187131.5,253166.9, 173459.4, 150858.5, 165553.7) .

3El valor de Shapley normalizado se obtendrfa dividiendo cada uno de los elementos de la Tabla 3.3 por la suma total
de los valores, que es: 0.052 + 0.0705 + 0.0483 + 0.0420 + 0.0461 = 0.259.
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Observamos que esta nueva distribucién del peaje asigna el mayor nimero de beneficios al seg-
mento 2, mientras que el segmento mas perjudicado es el segmento 4. Notamos que, a pesar de que
al segmento 4 le asignamos un mayor peso que al segmento 5 en el juego, el segmento 5 recibe un
reparto del peaje mayor. Asimismo, los segmentos 1 y 4 tenfan unos pesos muy parecidos (0.184 y
0.185, respectivamente), pero su importancia es muy distinta.

Para terminar esta seccién, analizaremos las distribuciones del peaje proporcionadas por distintas
soluciones desde un punto de vista econdémico, mediante el indice de Gini y la curva de Lorenz.

El indice o coeficiente de Gini (Gini, 1912) es la medida mds popular para cuantificar el grado
de inequidad o desigualdad socioeconémica, especialmente la referida a la distribucién de beneficios
o ingresos. El indice de Gini se puede derivar a partir de la curva de Lorenz (Lorenz, 1905) como se
puede ver en la Figura 3.8, donde en el eje de abscisas se organizan las unidades de andlisis (individuos,
paifses...) en base a la unidad de la variable para la cual se estd representado la distribucién. Por ejem-
plo, si consideramos la variable X como una poblacién y la variable Y como los ingresos que recibe
esa poblacidn, el eje de abscisas ordenaria a los individuos en funcién del dinero que ganan de menor
a mayor (i.e, desde los mds pobres, hasta los més ricos). Si los valores de la distribucién acumulada Y
estan perfectamente alineados con la distribucién acumulada de la poblacién X, entonces la curva de
Lorenz resulta en una linea recta de 45 grados también conocida como linea de equidad méaxima. De
este modo, el indice de Gini se calcularia como la proporcion entre el area encerrada bajo la linea de
equidad méxima y la curva de Lorenz, dividido por el 4rea total bajo la linea de equidad. Vemos que
el 4rea entre la curva de Lorenz y la linea de equidad es una medida de discrepancia entre el ingreso
y la distribucién entre la poblacién (por eso el indice de Gini es una medida de inequidad). El indice
de Gini toma valores en el intervalo unidad, [0,1]. Cudnto méds préximo esté el indice de cero (i.e,
cudnto mds pequena sea el drea A), mds equitativa serd la distribucién de los ingresos. Por el contra-
rio, si el indice estd cercano al 1 (i.e, si el drea, A, es grande) entonces més desigual serd la distribucién.

Las lineas azul y naranja intersecando al comienzo y al final de la curva de Lorenz del panel derecho
de la Figura 3.8 muestran aspectos especificos de la distribucién. La linea C corta la curva de Lorenz
donde el 40 % de la poblacién gana sélo el 10 % de ingresos, mientras que la linea D corta la curva de
Lorenz en el punto donde el 10% de la poblacién més “rica” gana, aproximadamente, el 28 % de los
ingresos més altos ((1 —0.72) - 100). Explorando estos aspectos de la distribucién es posible tener un
mejor entendimiento de como de variable es la distribucion de los ingresos.
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Figura 3.8: El indice de Gini se calcula como el ratio del drea comprendida entre la linea de equidad
méxima y la curva de Lorenz (A) divido por el drea total bajo la linea de equidad (A + B).

A pesar de que el indice de Gini o la curva de Lorenz son muy populares en economia, su uso no
esta limitado a este ambito. En particular, han sido empleados en numerosos estudios relativos al area
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del transporte, entre los que destacamos el articulo de Delbosc and Currie (2011), donde se emplea la
curva de Lorenz para medir la distribucién del transporte ptublico entre la poblacién de Melbourne,
Juan et al. (2008) aplican este concepto para analizar la justicia de los peajes cobrados a los usuarios de
una carretera, Gordon and Peters (2011) miran el impacto de los beneficios del peaje en los vehiculos
y Pavkova et al. (2016) emplea estas medidas para seleccionar qué enlaces de una red de tranvia deben
recibir un trato preferencial a efectos de mejorar la eficiencia del sistema de transporte. Dicho de otro
modo, para decidir en qué enlaces se debe invertir en trafico prioritario o en medidas de transporte
publico para reducir los problemas de congestion.

Calculando el indice de Gini y las curvas de Lorenz en ‘R con ayuda del paquete ineq, obtenemos
los resultados que se muestran en la Figura 3.9.

—— Linea de equidad (Gini = 0)
——  Lorenz shapley (Gini = 0.10)
Lorenz T-valor (Gini = 0.08)
Lorenz AT (Gini = 0.20)
Lorenz pérdida igualitaria (Gini = 0.47)

0.8

Beneficios acumulados normalizados
Beneficios acumulados normalizados

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Porcentaje de segmentos normalizado Porcentaje de segmentos normalizado

Figura 3.9: Curvas de Lorenz e indices de Gini para el valor de Shapley, 7-valor, AT y la solucién de
pérdida igualitaria. En negro se representa la linea de equidad maxima.

De aqui, extraemos las siguientes conclusiones:

= Hay una diferencia significativa en la distribucién del peaje entre las distintas soluciones, que se
confirma tanto por la separacién de las curvas de Lorenz, como por la variacion en el indice de

Gini, que va desde 0.08 hasta 0.47.

= El método que muestra una mayor desigualdad en el reparto del peaje a los distintos segmentos
es la solucién de pérdida igualitaria, para la cual vemos que la mitad de los segmentos (el 50 %)
reciben el 20% de los beneficios mds bajos. Por el contrario, el 20% de los segmentos que més
dinero reciben (los segmentos mds “ricos”) concentran alrededor del 40 % de los beneficios més
elevados.

= La soluciéon més equitativa es el 7-valor, pues como vemos, la distribucion del peaje correspon-
diente a esta solucién es la que mas se acerca a la distribucién asociada a la linea de equidad
méxima y es la que posee un indice de Gini méds bajo (de 0.08). Observamos también que la
curva de Lorenz del 7-valor coincide con la curva de Lorenz del valor de Shapley para el 50 %
de los segmentos mas “pobres”, mientras que estas dos soluciones discrepan en la asignacién del
peaje para los segmentos mas “ricos”.

= Resulta curioso que, aunque previamente habiamos concluido mediante los coeficientes de co-
rrelacién que el valor de Shapley y la solucién AT eran los métodos més parecidos en cuanto a
distribucién de peaje, vemos que el reparto de peaje de la solucién AT es mucho més desigual
que el proporcionado por el valor de Shapley. Lo mismo sucede cuando comparamos el 7-valor
con la solucién AT.
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3.2. Meétodos ExES y EnES: autopista australiana

A continuacién, ilustraremos la aplicacién de los métodos EXES y EnES sobre unos datos reales de
la autopista australiana Hills M2?, propiedad de la compaififa Transurban. Los precios de las tarifas en
Australia se actualizan cada 4 meses y dependen, tanto del punto de peaje por el que se pasa, como de
la clase a la que pertenezca el vehiculo, que puede ser clase A (tipicamente motos y coches) o clase B
(tipicamente camiones y vehiculos pesados®). Aclaramos que los puntos de peaje se localizan a lo largo
de la autopista, pero no se corresponden con sus salidas y entradas®. En nuestro caso, tomaremos los
datos de trafico de julio del ano 2022, que se corresponde con el primer mes del ano financiero 2023.

A diferencia de lo que ocurria en el modelo de Wu et al. (2024), en la autopista Hills M2 los
vehiculos pueden circular en dos direcciones: eastbound y westbound. Como en nuestros datos solo dis-
ponemos de la informacién relativa al nimero de vehiculos que pasan por cada punto de peaje en cada
direccién de trafico, para construir los juegos de asignacion de salidas y de entradas consideraremos
que los puntos de peaje ubicados en la direccién eastbound son las salidas de la autopista, mientras
que aquellos localizados en la direcciéon westbound son las entradas (ver Figura 3.10). En el caso del
juego de asignacién de salidas, el peaje de cada segmento se recolectard en la salida (punto de peaje)
ubicado al final de dicho segmento, mientras que en el juego de asignacion de entradas el peaje de cada
segmento se recolecta en la entrada localizada al comienzo del mismo. Siguiendo esta linea, el trafico
de cada segmento ¢, con i € {1,2,3,4,5} vendré determinado por el ntimero de vehiculos que pasen por
el correspondiente punto de peaje i (entrada o salida, dependiendo del juego que estemos considerando).

E Windsor Road E Pennant Hills E North Ryde E Christie Road E Lane Cove Road

S S S S S

S S S S

W Windsor Road W M2-NCX W Pennant Hills W North Ryde W Christie Road

Figura 3.10: Representacién de la autopista Hills M2, junto con el nombre de sus entradas (precedidas
de una W) y salidas (precedidas de una E). A mayores, se indican con flechas los dos sentidos de
circulacion permitidos.

Para formular el juego de asignacion de salidas, consideraremos como salidas de la autopista los
puntos de peaje que se encuentran cuando el trafico circula de izquierda a derecha. Las salidas en
esta direccién irdn precedidas de una E (de eastbound travel). En cambio, para construir el juego de
asignacion de entradas, consideraremos las entradas que se ubican a lo largo de la autopista cuando
los coches siguen la direccién derecha-izquierda. Las entradas siguiendo esta direccién iran precedidas
por una W (de westbound travel). La informacién sobre los puntos de peaje y la tarifa que se cobra en
cada uno de ellos en funcién del tipo de vehiculo considerado se puede ver en la Tabla A.5.

4Los datos de trafico relativos a autopistas de peaje que son propiedad total o parcial de Transurban se pueden
encontrar en el portal https://nswtollroaddata.com

5En Australia, las condiciones sobre los vehiculos varfan en funcién de la autopista de peaje por la que transitemos,
independientemente de que el automdévil pertenezca a la clase A o B. Si estamos en la autopista Hills M2, se consideran
como vehiculos de la clase A aquellos que miden hasta 2.8 metros de altura y con una longitud de 12.5 metros o menos.

6Informacién sobre las salidas y entradas de la autopista Hills M2 se puede encontrar en https://www.linkt.com.
au/using-toll-roads/about-sydney-toll-roads/hills-m2/sydney


https://nswtollroaddata.com
https://www.linkt.com.au/using-toll-roads/about-sydney-toll-roads/hills-m2/sydney
https://www.linkt.com.au/using-toll-roads/about-sydney-toll-roads/hills-m2/sydney
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En la Figura 3.11 representamos una ampliaciéon de la carretera Hills M2, creada en ‘R usando la
libreria Leaflet. En ella se puede ver las direcciones de circulacién permitidas en esta autopista, y la
ubicacion de la salida E North Ryde y la entrada W North Ryde, marcadas con un indicador azul. Para
una visualizacion completa e interactiva del mapa, el lector puede descargar el archivo html correspon-
diente a través del siguiente enlace: https://nubeusc-my.sharepoint.com/:u:/g/personal/paula_
soto_rodriguez_rai_usc_es/Eb3VHF--7hhGv1XxJKOT_GkBGP1dCOVmmdpXbH8qcjaNsQ7e=uC0764.

Figura 3.11: Ampliacién del mapa para la autopista Hills M2. El indicador azul situado en la direccién
izquierda-derecha representa la ubicacién de la salida E North Ryde, mientras que el localizado en la
direccién derecha-izquierda se corresponde con la entrada W North Ryde.

3.2.1. Juego de asignacion de salidas

El objetivo que nos planteamos en este apartado es como podemos repartir el peaje recaudado en
la autopista Hills M2 considerando un sistema de peaje fijo donde el peaje se recolecta en las salidas de
la autopista. En este caso, la representacién grafica del problema se hace mediante un grafo dirigido,
como el que se observa en la Figura 3.12, en el cual la direccién viene dada por el flujo de trafico de
izquierda a derecha.

E Windsor Road  E PennantHills  ENorthRyde E Christie Road  E Lane Cove Road

Sg.1 O/ Sg. 2 O/ Sg.3 O/ Sg. 4 O/ Sg. 5 O/

Figura 3.12: Salidas de la autopista australiana Hills M2, junto con una flecha indicando la direccion
de circulacion.

@

Por la naturaleza del problema, solo tiene sentido considerar el juego de asignacion de salidas
(N,vE?), donde vE® viene dado en la ecuacién (2.6). Para definir este juego necesitamos conocer el
ntmero de segmentos, que en nuestro caso es n = 5 (pues tenemos 5 segmentos) y la matriz de peaje T
Para calcular la matriz de peaje, ademés de las tarifas que se cobran en cada salida, precisamos saber
el nimero de vehiculos que circulan por cada tramo de la autopista. Las Tablas A.6 y A.7 proporcionan
las matrices de tarifas y de trafico para las salidas de la autopista Hills M2, respectivamente. Vemos


https://nubeusc-my.sharepoint.com/:u:/g/personal/paula_soto_rodriguez_rai_usc_es/Eb3VHF--7hhGv1XxJKOT_GkBGP1dC0VmmdpXbH8qcjaNsQ?e=uC0764
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que en la matriz de tarifas, los elementos ubicados en cada columna son idénticos, pues lo que importa
en un problema de asignacién de salidas es lo que se cobra en las salidas, a diferencia de lo que
ocurria con el problema de asignacién de segmentos, donde lo que importaba era la distancia recorrida
(i.e, cuédntos segmentos de la autopista recorrieses, desde una cierta entrada hasta una determinada
salida). Ademds, en este caso, la matriz de trafico es diagonal, pues los datos que tenemos no revelan
informacion sobre el uso de los tramos de la autopista. Por ejemplo, sabemos cudntos vehiculos pasaron
por los dos primeros puntos de peaje, pero no sabemos qué porcentaje de los automoviles que pasaron
por el primer punto de peaje pasaron también por el segundo. Es por esto que la matriz de trafico sélo
revela el nimero de movimientos que hay en cada segmento individual, pero no de forma conjunta (no
hay informacién sobre el nimero de vehiculos que entraron en la entrada 1 y salieron en la salida 2).
Para una mejor visualizacién, en la Figura 3.13 mostramos el trafico de cada segmento en funcién del
tipo de vehiculo. De aqui, concluimos:

= El segmento méas usado es el segmento 3, independientemente del tipo de vehiculo considerado.
En otras palabras, la salida mas frecuentada en la autopista Hills M2 es la correspondiente a
North Ryde. Del mismo modo, el segmento menos usado es el segmento 4, cuya salida asociada
es la de Christie Road. Observamos que hay mucha variabilidad entre el segmento més y menos
usado. En concreto, del porcentaje total de viajes, el segmento 3 se empled en 72.29 % de ellos
para los vehiculos de la clase A, mientras que el segmento 4 sélo se utilizé en un 1.97%. En
cambio, en la categoria B, el segmento 3 se empleé un 77.54 % de las veces y el segmento 4
apenas un 1.25 %.

= Observamos, de nuevo, que el tipo de vehiculo mas comin es el de la clase A, que abarca en esencia
a coches y motocicletas, siendo menos habituales los camiones y vehiculos pesados. Asimismo,
los vehiculos de la clase B usan menos los segmentos finales de la autopista (segmentos 4 y 5),
mientras que los automéviles de la clase A usan con menos asiduidad el primer segmento y el
penultimo, pero usan con bastante frecuencia el dltimo segmento.

Para calcular la matriz de peaje final T, procedemos como sigue: (i) calculamos la matriz de peaje
para cada categoria de vehiculo (que se obtiene como resultado de multiplicar las tarifas cobradas a
cada clase y el nimero de vehiculos de cada segmento) y (ii) sumamos las dos matrices de peaje. En
este caso, la matriz T es diagonal, i.e, satisface que t;; = 0 para i # j. Los t;; se muestran en la Tabla
A.8. De este modo, el juego de asignacién de salidas es equivalente al problema del rio contaminado
de Ni and Wang (2007) y el método ExES coincidird con el método UES.

Ahora que ya disponemos de la informacion necesaria para definir el juego de asignacién de salidas,
estamos en condiciones de calcular la funcién caracteristica v®*. Programando esta funcién en R,
obtenemos que es igual a:

vP? = [14553368.3, 14217964, 13283435.9, 619495.1, 457280, 14553368.3, 14553368.3, 14553368.3,
14553368.3, 14217964, 14217964, 14217964, 13283435.9, 13283435.9,619495.1, 14553368.3,
14553368.3, , 14553368.3, 14553368.3, 14553368.3, 14553368.3, 14217964, 14217964.0, 14217964,
13283435.9, 14553368.3, 14553368.3, 14553368.3, 14553368.3, 14217964, 14553368.3]

Vemos que hay muchos elementos repetidos en la funcién caracteristica. Esto viene de la construc-
cién de v®* (ecuacién (2.6)) donde, para determinar el valor asignado a una coalicién, inicamente es
relevante el segmento que viene primero segin el orden 12345. De este modo, todas las coaliciones que
contengan al segmento 1 van a generar el mismo valor que el segmento 1 por si mismo. Lo mismo sucede
para el resto de segmentos. Por este motivo, las coaliciones que mas dinero recolectan son aquellas que
contienen al segmento 1, pues al incluir este segmento se recolecta no solo el dinero de la salida 1, sino
también el dinero recaudado en las salidas sucesivas (2, 3,4 y 5).
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Figura 3.13: Representacion grafica del niimero de movimientos en cada segmento de la autopista Hills
M2, distinguiendo en funcién del tipo de vehiculo.

A continuacién, comprobaremos las propiedades del juego (N, v#) con ayuda de la libreria CoopGame.
En este caso, el juego resultante es mondétono, pero no es ni superaditivo ni convexo. Ademas, tampoco
es esencial ni cuasi-equilibrado, por lo que no existen ni el nucleolus ni el 7-valor. Finalmente, el juego
tampoco es equilibrado, con lo cual el core es vacio. Asi, el valor de Shapley no pertenece al nicleo
y, por tanto, no es una solucién estable. En la Tabla 3.5 mostramos las asignaciones de peaje a cada
uno de los segmentos en base al valor de Shapley (que coincide con el método ExES) y la solucién
equivalente superior.

El valor de Shapley proporciona un reparto decreciente, i.e: el segmento 1 es el que més recibe,
seguido de los segmentos 2, 3, 4 y 5. Como el valor de Shapley coincide con el método ExES, lo que
sucede es que se reparte todo el peaje recolectado en una salida de forma equitativa entre el corres-
pondiente segmento y todos sus segmentos superiores. Como el segmento 1 es el superior del resto de
segmentos, siempre va a recibir un porcentaje de peajes del resto de coaliciones que se forman, incluso
de aquellas que no lo contienen.

Fijandonos ahora en las contribuciones de cada segmento a la gran coalicién, notamos que el seg-
mento 1 recibe el mayor pago segtn el valor de Shapley, a pesar de que solo contribuye al 2.3 % del
peaje total recolectado”. Por el contrario, el segmento 3 recibe un 29.91 % de beneficios a pesar de que
contribuye al 87.01 % del peaje total que se recolecta. La media del peaje total recolectado entre los
cinco segmentos es de 2910674 euros. Vemos que los segmentos 4 y 5 reciben una asignacion muy por
debajo de la media con el reparto proporcionado por el valor de Shapley, mientras que el resto de seg-
mentos reciben un beneficio muy superior. Como vemos, al no ser una solucién estable, a los segmentos

"El porcentaje de peaje que recolecta cada segmento j respecto del peaje total se calcula como (23:1 ti;/vF®(N))-100,
donde j est4 fijo e ¢ simboliza una entrada. Por ejemplo, si j = 5, tendrfamos (32°_, ti5/vF*(N)) = (t15 + t25 + t35 +
tas +t55)/vE®(N), pues lo que recolecta cada segmento se reduce a lo que recolecta su salida y todas las salidas previas.
En nuestro caso, como la matriz T es diagonal, la férmula se reduce a (t;;/vF*(N)) - 100.
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4 y 5 no les interesaria colaborar y estarian mejor desviandose y yendo por su cuenta, pues el valor que
se pueden garantizar por si mismos mediante la funcién v¥® (i.e, sus asignaciones individuales) son
mayores que el dinero dado por el reparto final. Observamos que el valor de Shapley no verifica en este
caso la propiedad de racionalidad individual. Ademaés, observamos que el método ExES parece tratar de
forma injusta a los segmentos superiores (segmentos 1, 2 y 3), pues los beneficios otorgados por el valor
de Shapley a estos segmentos son mucho menores que el valor que generan. En cambio, los segmentos
finales de la autopista se ven menos perjudicados. Esto mismo también ocurre con el método UES de Ni
and Wang (2007), donde en aquel caso se trabaja con un problema de costes. La explicacién que ellos
proporcionan es que los humanos escogen, voluntariamente, aquellas ubicaciones que mejor satisfagan
sus preferencias, ain a pesar de que el coste de vida sea mayor. En el caso del rio contaminado, las
firmas estan dispuestas a pagar mas costes a cambio de trabajar con agua limpia. Para adaptar esta
explicacién a nuestro contexto, si pensamos que cada segmento de la autopista estd operada por una
empresa diferente, podriamos pensar que las empresas localizadas al comienzo de la autopista estarian
dispuestas a asumir menos beneficios a costa de una mejor situacién estratégica en la red de transporte.

Si ahora analizamos el reparto del valor de Shapley desde el punto de vista del uso de los segmentos
por parte de los distintos tipos de vehiculos, observamos que el segmento 3, que es el méas usado tanto
por los automoviles de la clase A como por los de la B, no es el que més beneficios recibe en el juego de
asignacion de salidas. Por el contrario, reciben mas los segmentos 1 y 2, a pesar de que son utilizados
con mucha menos frecuencia. Ademds, vemos que la distribucién de beneficios dada por el valor de
Shapley parece estar mds en consonancia con el flujo de vehiculos de la clase A por la autopista, pues
se proporciona menos dinero a los segmentos 4 y 5, que son los menos usados por este tipo de vehiculos,
y mas a los primeros segmentos de la autopista.

Por otro lado, la solucién equivalente superior, que se corresponde con asignar el vector de contri-
buciones marginales correspondiente al orden 12345, i.e, el orden que corresponde con la estructura de
permiso de izquierda a derecha, asigna todo el peaje recolectado exclusivamente al segmento 1, a pesar
de que ya mencionamos que es uno de los segmentos que menos contribuye al peaje total recolectado.
Este método se basa en la idea de que el pago a un jugador no depende de la presencia de segmentos
inferiores. Esta solucién no parece muy justa, pues los segmentos 2, 3, 4 y 5 deben recibir una parte
de los beneficios, ya que contribuyen al peaje total que se recolecta en sus salidas.

Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5
Shapley 5155991.7 4820587.4 4353323.4 132009.8 91456.0
(método ExES)  (35.43%) (33.12%) (29.91 %) (0.91 %) (0.63%)
Equivalente 14553368 0 0 0 0
superior (100 %) (0%) (0%) (0%) (0%)

Tabla 3.5: Asignaciones de peaje en base a distintas soluciones para cada uno de los segmentos de la
autopista australiana Hills M2, considerando un sistema fijo donde el peaje se recolecta en las salidas.
En paréntesis se representa el porcentaje del peaje asignado respecto al peaje total recolectado.

Ezx

Sabemos que el juego vP”® es el dual del juego conjuntivo (o disjuntivo) (N,v¢, D) donde se
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toma como funcién caracteristica v%¢, i.e, la correspondiente al juego de asignacién de segmentos y

D = {(i,i+1):¢=1,...,n— 1} es la estructura de permiso de izquierda a derecha. Por tanto, el
método ExES es equivalente al valor de permiso conjuntivo (respectivamente disjuntivo) de este juego
dual. Pero, ;qué sucede si en lugar de considerar la funcién caracteristica v¢, tomamos la funcién
caracteristica correspondiente al juego de salidas, v¥*, y consideramos el juego conjuntivo (disjuntivo)
(N,vF% D)? En la Tabla 3.6 podemos ver los repartos proporcionados por el nucleolus, valor de Shapley
y 7-valor aplicados a este juego. En este caso, observamos que todas las soluciones proporcionan el
mismo reparto y coinciden precisamente con la asignaciéon dada por la solucién equivalente superior.
Es decir, se asigna todo el peaje exclusivamente al segmento 1. Es interesante el hecho de que todas
estas soluciones del juego conjuntivo (disjuntivo) restringido con funcién caracteristica v** coincidan
con la solucién equivalente superior, pues las construcciones/definicién del juego (N,vF* D) y de la
solucién equivalente superior son muy distintos.

Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5
Nucleolus 14553368 0 0 0 0
(100 %) (0%) (0%) (0%) (0%)
Shapley 14553368 0 0 0 0
(Valor conj./disj.) (100 %) (0%) (0%) (0%) (0%)
+valor 14553368 0 0 0 0
(100 %) (0%) (0%) (0%) (0%)

Tabla 3.6: Asignaciones de peaje considerando el juego conjuntivo (disjuntivo) restringido (N, ToBs, D)
para los segmentos de la autopista Hills M2, considerando un sistema fijo donde el peaje se recolecta
en las salidas. En paréntesis se representa el porcentaje del peaje asignado respecto al peaje total
recolectado.

3.2.2. Juego de asignacion de entradas

En este caso, nos planteamos cudl es la mejor forma de repartir el peaje recaudado en la auto-
pista Hills M2 considerando un sistema de peaje fijo donde el peaje se recolecta en las entradas de
la autopista. Como la direccién que estamos considerando para el juego de asignacién entradas es de
derecha a izquierda (westbound), como se ilustra en la Figura 3.10, la modelizacién de este problema se
haria mediante el grafo de la Figura 3.14. En efecto, la primera entrada que nos encontramos cuando
el trafico va de derecha a izquierda en la Figura 3.10 es la de Christie Road. Por tanto, el primer
segmento (Sg. 1) considerando esta direccién es el que tiene asociada esta entrada, como se indica en
la Figura 3.14.

Por la construccién de este problema, solo tiene sentido considerar el juego de asignacién de entradas
(N,vE™), donde vE™ viene dado en la ecuacién (2.7). Para definir este juego necesitamos conocer el
nimero de segmentos, que en nuestro caso es n = 5 (pues tenemos 5 segmentos) y la matriz de peaje
T. Las Tablas A.9 y A.10 muestran las matriz de tarifas y los datos de tréfico correspondientes a las
entradas de la autopista Hills M2, respectivamente. Ahora, a diferencia de lo que ocurria con el juego
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Sg. 1 Sg. 2 Sg.3 Sg. 4
@ o o o o

W Christie Road W North Ryde W Pennant Hills W M2-NCX W Windsor

-

Figura 3.14: Entradas de la autopista australiana Hills M2, junto con una flecha indicando la direccion
de circulacion.

Sg.5

)

de asignacién de salidas, los elementos que son iguales en la matriz de tarifas son lo que se ubican
en una misma fila. En la Figura 3.15 ilustramos el nimero de movimientos en cada segmento segin
la categoria a la que pertenezca el vehiculo para este problema. De aqui, extraemos las siguientes
conclusiones:

» Hay una discrepancia entre el segmento més usado en funcién del tipo de vehiculo considerado.
En concreto, el segmento mas usado por los automéviles de la clase A es el 2, i.e, la entrada
North Ryde es por la que entran un mayor nimero de vehiculos ligeros. En cambio, los vehiculos
més pesados usan con mas frecuencia el segmento 4, correspondiente a la entrada M2-NCX. Sin
embargo, ambas clases de vehiculos coinciden en el segmento menos utilizado: el segmento 1,
relativo a la entrada de Christie Road. Observamos, de nuevo, que hay mucha variabilidad entre
el segmento mas y menos usado. En efecto, del porcentaje total de viajes para cada categoria de
vehiculo, el segmento 2 se empled en 66.67 % de ellos para los vehiculos de la clase A, mientras
que el segmento 1 sélo se utilizé en un 2.66 %. En cambio, en la categoria B, el segmento 4 se
empleé un 46.69 % de las veces y el segmento 1 apenas un 1.08 %.

= Observamos una vez més que el tipo de vehiculo més comin es el de la clase A, siendo menos
habituales los camiones y vehiculos pesados. Asimismo, tanto los vehiculos de la clase A como
los de la categoria B usan menos los segmentos extremos de la autopista (segmentos 1y 5) y
usan con més asiduidad las entradas centrales (segmentos 2 y 4). Dicho de otro modo, no suelen
entrar ni por el comienzo de la autopista ni por su parte final.

Para calcular la matriz de peaje final T, procedemos al igual que con el juego de asignacion de
salidas: (i) calculamos la matriz de peaje para cada categoria de vehiculo (que se obtiene como resul-
tado de multiplicar las tarifas cobradas a cada clase y el nimero de vehiculos de cada segmento) y
(ii) sumamos las dos matrices de peaje. En este caso, la matriz T también es diagonal, i.e, satisface
que t;; = 0 para ¢ # j. Los t; se muestran en la Tabla A.11. De este modo, el juego de asignacién de
entradas también es equivalente al problema del rio contaminado y el método EnES coincide con el
método DES de Dong et al. (2012b).

Ahora que ya disponemos de la informacién necesaria para definir el juego de asignacién de entradas,
podemos calcular la funcién caracteristica v¥". Programando esta funcién en ‘R, obtenemos:

v = [251718.6, 13564305.4, 14595234.0, 17066480.6, 17356382.6, 13564305.4, 14595234.0, 17066480.6
17356382.6, 14595234.0, 17066480.6, 17356382.6, 17066480.6, 17356382.6, 17356382.6, 14595234.0
17066480.6, 17356382.6, 17066480.6, 17356382.6, 17356382.6, 17066480.6, 17356382.6, 17356382.6,
17356382.6, 17066480.6, 17356382.6, 17356382.6, 17356382.6, 17356382.6, 17356382.6].

Observamos, de nuevo, que hay muchos elementos repetidos en la funcion caracteristica. Esto viene
de la construccién de vE" (ecuacién (2.7)) donde, para determinar el valor asignado a una coalicién,
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W cases

Clase A

Numero de vehiculos
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Segsrnéear\(os
Figura 3.15: Representacion gréafica del niimero de movimientos en cada segmento de la autopista Hills
M2 para el juego de asignacién de entradas, distinguiendo en funcién del tipo de vehiculo.

Unicamente es relevante el segmento que viene en ultimo lugar segtin el orden 12345, o de primero
segtn el orden 54321. De este modo, todas las coaliciones que contengan al segmento 5 van a generar
el mismo valor que el segmento 5 por si mismo. Por este motivo, las coaliciones que més dinero reco-
lectan son aquellas que contienen al segmento 5, pues al incluir este segmento se recolecta no solo el
dinero de la entrada 5, sino también el dinero recaudado en las entradas previas (1, 2, 3 y 4).

A continuacién, comprobaremos las propiedades del juego (N, v¥") con ayuda de la libreria CoopGame.

De nuevo, como sucedia con el juego de asignacién de salidas, el juego de asignacion de entradas es
mondtono, pero no es ni esencial ni cuasi-equilibrado, con lo cual no existe el nucleolus ni tampoco
el 7-valor. Ademas, el nicleo es vacio, con lo cual el valor de Shapley tampoco es una solucién esta-
ble. En la Tabla 3.7 observamos que para el juego v®", donde el peaje se recolecta en las entradas
de la autopista, el valor de Shapley proporciona un reparto creciente, donde el segmento 1 es el que
menos recibe, y el segmento 5 el que mas. Notamos que el segmento 5 recibe el mayor pago a pesar
de que solo contribuye al 1.67 % del peaje total recolectado®. En cambio, el segmento 2 recibe solo un
19.47% del peaje total a pesar de que contribuye al 76.70 % de los beneficios recolectados (de hecho,
es el que mds aporta). Por otro lado, la media del peaje total recolectado entre los cinco segmentos
es de 3471277 euros. Vemos que, salvo el segmento 1, el resto de segmentos reciben una asignacién
superior al valor promedio. No obstante, a pesar de esto, todos los segmentos reciben menos de lo que
se pueden garantizar por si mismos (i.e, mediante la funcién v*"), por lo que no tendrian incentivos
para cooperar. Esto es coherente con el hecho de que el valor de Shapley no sea una solucién estable
en este juego (pues no pertenece al ntcleo).

Estudiando ahora el reparto proporcionado por el valor de Shapley desde la perspectiva del uso de
los segmentos por parte de las distintas clases de automéviles, vemos que el segmento 5 es el que mas
beneficios recibe, a pesar de que es uno de los segmentos menos usados, tanto por vehiculos ligeros
como por vehiculos pesados. Dicho de otro modo, es una de las secciones de carretera que menos se
desgasta, por lo que desde el punto de vista préactico no seria muy adecuado destinar més dinero a este

8En el juego de asignacién de entradas, el porcentaje de peaje recaudado por cada segmento i respecto al peaje total
se calcula como (Z?:l tij/vE™(N)) - 100, donde ahora la entrada i estd fija y hacemos variar la salida j. Por ejemplo,

para el segmento 1 tendriamos ( ?:1 t1;/vF"(N)) - 100 Esto es asi ya que en este juego, el peaje recolectado por un

segmento viene dado por el peaje recaudado por su correspondiente entrada més el peaje recaudado por las entradas
sucesivas. Al ser la matriz T diagonal, la férmula previa se reduce a (t;; /o™ (N)) - 100.
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segmento, ya que no va a gastar demasiado en mantenimiento o reparacién. Asimismo, el segmento 2,
que es el més usado por los vehiculos de la clase A y el segundo méas empleado por los de la clase B,
es uno de lo que menos beneficios recibe. Concluimos, por tanto, que el reparto proporcionado por el
valor de Shapley no es proporcional/no refleja el uso/distribucién subyacente que le dan los vehiculos
a las distintas partes de la autopista.

Por otro lado, la solucién equivalente inferior, que se corresponde con asignar el vector de contri-
buciones marginales correspondiente al orden 54321 de los segmentos, i.e, el orden que corresponde
con la estructura de permiso de derecha a izquierda, asigna todo el peaje recolectado exclusivamente
al segmento 5 (a diferencia de lo que pasaba con el juego de salidas, donde la solucién equivalente
superior asignaba todo el dinero al segmento 1). Este método se basa en la idea de que el pago a un
jugador no depende de la presencia de segmentos superiores. Esta solucién no parece muy justa, pues
los segmentos 1, 2, 3 y 4 deberian recibir una parte de los beneficios, ya que contribuyen al beneficio
total mediante el peaje que se recolecta en sus entradas.

Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5

Shapley 50343.71 3378490.41 3722133.30 4957756.57 5247658.56
(método EnES) (0.29%) (19.47 %) (21.44 %) (28.56 %) (30.23 %)
Equivalente 0 0 0 0 17356383
inferior (0%) (0%) (0%) (0%) (100 %)

Tabla 3.7: Asignaciones de peaje en base a distintas soluciones para cada uno de los segmentos de la
autopista australiana Hills M2, considerando un sistema fijo donde el peaje se recolecta en las entradas.
En paréntesis se representa el porcentaje del peaje asignado respecto al peaje total recolectado.

Finalmente, en la Tabla 3.8 podemos observar el juego conjuntivo (disjuntivo) con funcién carac-
terfstica ", donde hemos hecho un razonamiento analogo al realizado para el juego (N, vF%, D) (pues
el juego vP™ es el juego dual de (N,v%¢, D), donde D se corresponde con la estructura de permiso de
derecha a izquierda). En este caso, vemos que tanto el nucleolus, como el valor de Shapley y el T-valor
coinciden entre si y con el reparto proporcionado por la solucién equivalente inferior.

3.3. Red de autopistas en Irlanda.

Para terminar este capitulo, ponemos un ejemplo de extensién del problema presentado en Wu
et al. (2024). En concreto, consideramos la red de autopistas de peaje en Irlanda, representadas en
el panel izquierdo? de la Figura 3.16. En este caso, en lugar de plantearnos cémo repartir el peaje a
lo largo de los segmentos de una autopista, la generalizacion de esta pregunta podria ser: jcudl es la
mejor forma de repartir el peaje recaudado a cada una de las autopistas que conforman la red?

Ademss, si consideramos que la red de autopistas estd controlada por empresas diferentes, como
sucede en la realidad!?, obtendriamos coaliciones a priori de enlaces, i.e, ciertas autopistas estarfan

9La imagen se obtuvo de la pagina oficial de etoll, el método para pagar los peajes de modo electrénico por las
autopistas de Irlanda. Enlace: https://etoll.ie/driving-on-toll-roads/
0Informacién detallada sobre las tarifas aplicadas a cada una de las autopistas de Irlanda, asi como


https://etoll.ie/driving-on-toll-roads/
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Segmento 1 Segmento 2 Segmento 3 Segmento 4 Segmento 5
Nucleolus 0 0 0 0 17356383
(0%) (0%) (0%) (0%) (100 %)
Shapley 0 0 0 0 17356383
(Valor conj./disj.)  (0%) (0%) (0%) (0%) (100 %)
+—valor 0 0 0 0 17356383
(0%) (0%) (0%) (0%) (100 %)

Tabla 3.8: Asignaciones de peaje considerando el juego conjuntivo (disjuntivo) restringido (N, 7]z, )
para los segmentos de la autopista Hills M2, considerando un sistema fijo donde el peaje se recolecta
en las entradas. En paréntesis se representa el porcentaje del peaje asignado respecto al peaje total
recolectado.

relacionadas de antemano por su pertenencia a las distintas empresas. De este modo, otra cuestion
interesante a explorar serfa la definicién del valor de Owen (Owen, 1977) o el valor coalicional de Tijs
(Casas-Méndez et al., 2003) para el caso de juegos de enlaces, donde, como en el caso de la red de
autopistas de Irlanda, los jugadores serian los enlaces del grafo (i.e, las autopistas). Por ejemplo, en
Irlanda, las autopistas de peaje estan controladas, en esencia, por tres empresas: Furolink Motorway
Operations (empresa A), Celtic Roads Group (empresa B) y Directroute (empresa C). En el panel
derecho de la Figura 3.16 hemos ilustrado esta situacion, senalando con distintos colores las auto-
pistas controladas por cada una de las companias. De este modo, tenemos el conjunto de autopistas
{a,b,c,d,e, f,g} y tres empresas {A, B,C}, donde A controla las autopistas {a, ¢,g}, B controla {b,d}
y C controla las autopistas {e, f}. Las coaliciones a priori de los jugadores (autopistas) serian, en este

caso, {{a,c,g},{b,d},{e, f}}.

Asimismo, este problema puede servir como un buen campo de aplicacién para las soluciones pre-
sentadas en el trabajo de van den Brink and Dietz (2014). En este estudio, se considera una particién
del conjunto de jugadores, IV, en diversas uniones y, en vez considerar a los agentes de forma indi-
vidual como jugadores, se considera que los tomadores de decisiones son las uniones en la estructura
coalicional del juego. En el caso de la red de autopistas de Irlanda, estas uniones serian precisamen-
te los conjuntos de autopistas que pertenecen a una misma empresa. Ademads, van den Brink and
Dietz (2014) introducen dos soluciones que representan generalizaciones del valor de Shapley y que
asignan pagos a las uniones del juego con estructura coalicional: el valor de unién-Shapley, que con-
sidera a la unién como una sola unidad; y el valor jugador-Shapley, que toma a los jugadores como
unidades y el pago de una unién es la suma de los pagos sobre todos los jugadores pertenecientes a ella.

Por ultimo, senalamos que podria ser interesante emplear el indice de Gini y la curva de Lorenz
en este contexto, siguiendo el procedimiento de Pavkova et al. (2016) para la red de transporte de

de las empresas operadoras, se puede encontrar en https://www.tii.ie/roads-tolling/tolling-information/
toll-locations-and-charges/. Los enlaces https://etoll.ie/tolling-map/ y https://www.irishtimes.com/
transport/2022/11/19/who-runs-irelands-road-tolls-and-who-gets-the-money/ proporcionan mapas para visua-
lizar esta informacién. Los datos de trafico se pueden obtener a través de https://www.tii.ie/roads-tolling/
operations-and-maintenance/traffic-count-data/


https://www.tii.ie/roads-tolling/tolling-information/toll-locations-and-charges/
https://www.tii.ie/roads-tolling/tolling-information/toll-locations-and-charges/
https://etoll.ie/tolling-map/
https://www.irishtimes.com/transport/2022/11/19/who-runs-irelands-road-tolls-and-who-gets-the-money/
https://www.irishtimes.com/transport/2022/11/19/who-runs-irelands-road-tolls-and-who-gets-the-money/
https://www.tii.ie/roads-tolling/operations-and-maintenance/traffic-count-data/
https://www.tii.ie/roads-tolling/operations-and-maintenance/traffic-count-data/
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Figura 3.16: Panel izquierdo: red de autopistas de peaje en Irlanda. Panel derecho: representacion
simplificada del problema mediante un grafo, donde los nodos indican las entradas/salidas de las
autopistas (enlaces).

tranvias. En este estudio, se reinterpretan estas medidas para comparar el rendimiento de diversos
tramos para distintas rutas de un tranvia. En concreto, se analiza la distribucién acumulada de la
velocidad que se alcanza en cada tramo frente al volumen acumulado de pasajeros en cada una de
las vias. Ademsds, se adoptan dos enfoques: uno a nivel “local”, obteniendo indices de Gini y curvas
de Lorenz para cada una de las rutas de tranvia a efectos de comparacién y otro a nivel “general”,
obteniendo un tnico indice de Gini y una unica curva de Lorenz para analizar el rendimiento de toda
la red. Se concluye que esta ultima forma de proceder resulta ser la mas adecuada para identificar
aquellos enlaces con un volumen alto de pasajeros pero con un rendimiento bajo a lo largo de la
red, convirtiéndolos en potenciales candidatos para recibir tratamientos de prioridad. Esta forma de
proceder se podria adoptar también para las autopistas de la red de Irlanda con el fin de obtener una
medida resumen que permita comparar las autopistas entre si en términos del rendimiento operativo
(volumen de tréfico, velocidades alcanzadas, duracién de los viajes...) as{ como para cuantificar c6mo
de bien se comporta la red de autopistas en general. Por supuesto, se pueden emplear el indice de Gini
y la curva de Lorenz para comparar la distribucién de peaje entre las autopistas, similar a como se
hizo para el caso de la autopista espanola.






Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo aborda el problema de asignacién de peajes en una autopista. Se pretende determinar
como repartir el peaje recaudado por los vehiculos que circulan a lo largo de una autopista lineal entre
los segmentos en los que se divide. En particular, estudiamos detenidamente los métodos propuestos
por Wu et al. (2024) para resolver este problema, revisando las propiedades que caracterizan a las so-
luciones y formulando los juegos cooperativos asociados. A fin de facilitar la comprensién de la teoria
expuesta en la referencia principal y de hacer este trabajo autocontenido, en la primera parte hemos
desarrollado todos los conceptos tedricos relativos a la teoria de juegos que se mencionan en Wu et
al. (2024): desde las soluciones clésicas de la teorfa de juegos cooperativos (a saber: nicleo, valor de
Shapley, T-valor y nucleolus), pasando por los juegos de comunicacién (destacando métodos clasicos
como el valor de Myerson y soluciones mas recientes como las creadas para grafos lineales de van den
Brink et al. (2007) o la solucién AT de Herings et al. (2008)) y acabando con los juegos con estructura
de permiso, donde hemos tratado los dos principales enfoques: conjuntivo (Gilles et al. (1992) y van
den Brink and Gilles (1996)) y disjuntivo (van den Brink, 1997). Hemos mostrado un estudio compa-
rativo de las distintas soluciones desde el punto de vista axiomatico y hemos ilustrado detalladamente
su calculo mediante un ejemplo propio.

Ademds, hemos contextualizado el problema de Wu et al. (2024), introduciendo las dos principales
inspiraciones en las que estd basado: el problema del rio contaminado de Ni and Wang (2007) y Dong
et al. (2012b), y el problema de distribucién de costes en una autopista de Dong et al. (2012a).

Finalmente, en la tltima parte de esta memoria se ha realizado una comparativa a nivel practico
entre los métodos expuestos en Wu et al. (2024) y otras soluciones de teorfa de juegos mencionadas en
la primera parte, a efectos de ver cual ofrece mejores resultados. Para ello, hemos analizado dos casos
reales, relativos a una autopista espanola y otra australiana. Se estudiaron de forma exhaustiva cada
uno de los casos, incluyendo un anélisis exploratorio para examinar los movimientos de los distintos
tipos de vehiculos a lo largo de las carreteras. Ahondamos en las propiedades de los juegos introducidos
en Wu et al. (2024) e iniciamos el estudio de algunas cuestiones abiertas ahi planteadas. De aqui,
extraemos las siguientes conclusiones:

= Con nuestros datos, tanto el nucleolus como las soluciones para grafos lineales de van den Brink
et al. (2007) proporcionan distribuciones de peaje inadecuadas para el problema de asignacién de
peajes en una autopista. En el juego de asignacion de segmentos, el nucleolus devuelve un reparto
equitativo, el cual, a pesar de ser estable, no responde a ningin principio de justicia. En efecto,
no estd basado en el uso dado a los segmentos de la autopista o en su contribucién marginal al
peaje total recolectado. Siguiendo la misma linea, la solucién de pérdida igualitaria recompensa
a los segmentos extremos de la autopista, cuya contribucién marginal al peaje recaudado es muy
pequena y forman parte también, del grupo de segmentos menos usados. En el caso de los juegos
de asignacién de entradas y salidas, las soluciones equivalente superior e inferior solo destinan el
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peaje total a uno de los segmentos extremos de la autopista (segmento 1 y 5, respectivamente),
proporcionando ganancias nulas al resto de segmentos.

En cambio, el 7-valor, la solucién AT y el valor de Shapley ofrecen distribuciones de peaje
adecuadas, dependiendo del objetivo que se pretenda. En el caso del juego de asignacion de
segmentos, el valor de Shapley (método SES) reparte el peaje de modo proporcional al tréfico que
soporta cada segmento, mientras que el 7-valor y la solucién AT lo hacen de modo proporcional a
la contribucién marginal que cada segmento hace a la gran coalicién. Asi, el reparto proporcionado
por el valor de Shapley refleja mejor la distribucién subyacente del flujo de vehiculos ligeros a
lo largo de la autopista, mientras que el reparto del 7-valor y la solucién AT plasman mejor
la utilizacién de los segmentos por parte de los vehiculos pesados. El posible inconveniente que
presenta el T-valor es que no verifica la propiedad de aditividad que si verifica el valor de Shapley.

La comparacién de las soluciones realizada mediante los coeficientes de correlacién de Pearson
revela que las soluciones més semejantes en términos de la distribucion del peaje son el valor de
Shapley y la solucion AT. No obstante, el andlisis realizado mediante el indice de Gini y la curva
de Lorenz refleja que la asignacién de la solucién AT es mucho mds desigual que la relativa al
valor de Shapley. Esta disparidad puede ser debida a que la solucién AT no distribuye el peaje
de modo tan “uniforme” como el valor de Shapley, habiendo mucha diferencia entre el segmento
que més y menos recibe. Ademds, mediante estos indices, concluimos que el 7-valor es el que
devuelve un reparto mas equitativo entre los segmentos, y por tanto, el que se puede considerar
que se alinea més con el principio de justicia.

En los juegos de asignacién de salidas y entradas, el valor de Shapley (métodos ExES y EnES)
no se comporta tan bien como en el caso del juego de asignaciéon de segmentos, pues presenta
ciertos inconvenientes desde el punto de vista de la justicia. En efecto, distribuye méas dinero a
los segmentos que contribuyen en menor medida al peaje total que se recauda. Asimismo, en el
caso del juego de asignacién de salidas, perjudica més a los primeros segmentos de la autopista y
en el de entradas a los ultimos segmentos, en el sentido de que les asigna unos beneficios mucho
menores de lo que se pueden garantizar por si mismos. Por 1ltimo, en el juego de asignacién de
salidas, el valor de Shapley también parece reflejar mejor el trafico por parte de los vehiculos
ligeros, lo cual es coherente con el hecho de que este tipo de automoviles sean los mas comunes
(hay un mayor ntimero de usuarios que los utilizan).

Para finalizar, también aplicamos el valor de Shapley al juego de enlaces asociado al juego de
conectividad aditivo ponderado de Saavedra-Nieves and Algaba (2024) sobre los datos de una
autopista espanola, con el objetivo de obtener un ranking de importancia de los segmentos.
Hemos encontrado que el segmento que mas contribuye a la conectividad de toda la autopista es
el segmento 2, y el que menos, el segmento 4.

Mencionamos también que todos los métodos expuestos en Wu et al. (2024), i.e, los métodos SES,

ExES y EnES, han sido implementados en ‘R. Ademds, hemos programado los juegos cooperativos
asociados (v°¢,vF® y vF™) para el caso de 5 jugadores o menos. El cédigo correspondiente se puede
encontrar en el Apéndice B.

Con todo, quedan diversos problemas abiertos, que fueron surgiendo durante el desarrollo del

trabajo. Algunas lineas de investigacion futuras son:

s Aplicar soluciones clésicas de la teoria de juegos al juego de enlaces formulado en (1.5), como el

nucleolus, el T-valor o el valor de Banzhaf (Banzhaf, 1964), con el fin de definir nuevas soluciones
que proporcionen repartos a los enlaces de un grafo, y no a sus nodos. Asimismo, puede ser de
interés explorar las caracterizaciones o propiedades que verifican estos métodos en este caso ya
que, como vimos, el considerar a los enlaces como los jugadores proporciona nuevas perspectivas y
puede servir para modelar mas fielmente problemas que surjan en la practica en otros contextos.
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Adaptar el juego o los juegos mds convenientes de Wu et al. (2024) a un grafo més general (no
lineal), como el que se ilustra para la red de autopistas de Irlanda. De este modo, tendriamos un
par (N,v), con N un conjunto de autopistas (no tramos de una autopista). A mayores, se podria
incluir la particién por empresas en el modelo, y aplicar valores relacionados con las uniones a
priori como el valor de Owen o el valor coalicional de Tijs al juego de enlaces correspondiente,
para asi obtener una asignacién justa de la recaudacién total entre las distintas autopistas.

Puesto que, como vimos en el caso de la autopista espanola, las soluciones se comportan de ma-
nera diferente, puede ser interesante obtener caracterizaciones axiomaticas del 7-valor, nucleolus,
pérdida igualitaria, solucién AT e incluso el nicleo en este tipo de juegos. Asimismo, la obten-
cién de férmulas especificas para estos métodos en términos de ¢;;, de forma andloga al valor de
Shapley con los métodos SES, EXxES y EnES.

Como en los juegos de asignacion de salidas y de entradas el valor de Shapley no funciona tan bien
como en el juego de asignacion de segmentos y debido a que estos juegos no cumplen ninguna
propiedad relevante (haciendo imposible el célculo de soluciones clésicas como el T-valor o el
nucleolus), hemos probado a aplicar otras soluciones como el prenucleolus (Schmeidler, 1969), el
valor de Banzhaf normalizado (Banzhaf, 1964) y el public good value (Holler, 1978) usando la
libreria CoopGame de Staudacher and Anwander (2019). Si bien los resultados obtenidos tienen
su interés, su andlisis en profundidad mereceria un estudio mas detallado en el futuro.

Como idea para extender el juego de asignacién de segmentos de Wu et al. (2024) a un grafo
genérico (no lineal), se podria sustituir el concepto de segmentos consecutivos por camino, de
modo que el beneficio otorgado a una coaliciéon en una red de autopistas consistiria en asignar
el peaje recolectado usando solo aquellas combinaciones de autopistas de la coaliciéon que estén
conectadas (i.e, que se pueda viajar de forma continua por ellas).

Teniendo en cuenta que los métodos presentados en Wu et al. (2024) se basan en las férmulas
definidas en Ni and Wang (2007) para el problema del rio contaminado y que el grafo de las
autopistas de Irlanda tiene una estructura de arbol con un solo nodo raiz, podria ser de interés
construir una extensién de los métodos EXES o EnES (que se basan en estructuras de permiso)
basédndose en las férmulas de van den Brink et al. (2017). En este ultimo articulo se presenta
el problema del rio contaminado para grafos dirigidos con esta estructura de arbol (sink tree
structure), se introducen nuevas axiomatizaciones de los métodos de Ni and Wang (2007) y Dong
et al. (2012b) basadas en el valor de permiso conjuntivo y se obtiene un nuevo método basado
en el valor de permiso disjuntivo.






Apéndice A

Tablas sobre datos de trafico

Categoria Origen Destino
01 GSM 02 09 10
01 - 1.20 2.05 2.75 3.60
GSM - 0.85 1.50 2.40
V. ligeros 02 - - 0.85 1.50
09 - - - 0.70
10 - - - - -
01 2.20 3.75 4.90 6.65
GSM - 1.50 2.70 4.45
V. pesados 1 02 - - - 1.55 2.85
09 - - - - 1.30
10 - - - - -
01 3.15 5.00 6.40 8.70
GSM - - 1.90 3.30 5.55
V. pesados 2 02 — - — 1.85 3.55
09 - — - - 1.60
10 - - - - -

Tabla A.1: Tarifas oficiales aplicadas en una autopista espanola en funcién del tipo de vehiculo.

93



94 APENDICE A. TABLAS SOBRE DATOS DE TRAFICO

Categoria Origen Destino
01 GSM 02 09 10
01 — 79869 17333 23066 105027
GSM - - 5889 11774 59873
V. ligeros 02 - - 880 9902
09 — — — — 17427
10 — - - - -
01 — 2800 337 925 4310
GSM — — 551 1735 6003
V. pesados 1 02 — — — 67 299
09 — - — - 1037
10 — — - - -
01 — 1225 215 700 2733
GSM — — 879 1592 8486
V. pesados 2 02 — — _ 7 55
09 — — — — 278
10 — — - -

Tabla A.2: Numero de movimientos habidos en un mes en cada tramo de la autopista espanola.
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Origen Destino
01 GSM 02 09 10
01 - 105861.6 37871.40 72444.0 430535.8
GSM - 7502.25 27599.1 217505.8
02 - — 864.8 15900.4
09 - — . 13991.8
10 — - - -

Tabla A.3: Matriz de peaje T para el problema de asignacién de peajes en una autopista espanola,
considerando todos los tipos de vehiculos.

Segmentos V. ligeros V. pesados 1 V. pesados 2 Total
Segmento 1 225295 8372 4873 238540
Segmento 2 302831 16661 15830 335322
Segmento 3 233744 14227 14667 262638
Segmento 4 211559 14376 13851 239786
Segmento 5 192229 11649 11552 215430

Tabla A.4: Ntumero de vehiculos que pasan por cada segmento de una autopista espanola.
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Puntos de peaje Tarifas
Clase A Clase B
Windsor Road (E/W) 3.39 8% 10.15 $
Pennant Hills Road (E/W) 4.79 $ 14.34 $
Herring an(dE?\};)istie Roads 47T 14.33
North Ryde (E/W) 9.56 $ 28.68 $
Lane Cove Road (E) 2.83 8.48 §
M2-NCX (W) 4.79 $ 14.34 $

Tabla A.5: Tarifas oficiales para la autopista Hills M2 aplicadas en julio del afio 2022.
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Categoria Origen Destino

E Windsor E Pennant E North E Christie E Lane

Road Hills Ryde Road Cove Road
- 3.39 4.79 9.56 4.77 2.83
— — 4.79 9.56 4.77 2.83
Clase A - - = 9.56 4.77 2.83
_ — — - 4.77 2.83
— — - — - 2.83
- 10.15 14.34 28.68 14.33 8.48
— — 14.34 28.68 14.33 8.48
Clase B — — — 28.68 14.33 8.48
- - — — 14.33 8.48
- - - - - 8.48

Tabla A.6: Tarifas para la autopista australiana Hills M2, considerando un sistema fijo de peaje donde
el peaje se cobra en las salidas.
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Segmentos Salida Clase A Clase B Total
Segmento 1 E Windsor Road 83876 5031 88907
Segmento 2 E Pennant Hills 165851 9770 175621
Segmento 3 E North Ryde 1131405 64425 1195830
Segmento 4 E Christie Road 30880 1041 31921
Segmento 5 B LaRI;eagove 153139 2818 155957

Tabla A.7: Nimero de vehiculos que pasan por cada segmento de la autopista australiana Hills M2 en
la direccién eastbound, junto con las correspondientes salidas.

Origen Destino
E Windsor E Pennant E North Ryde E Christie E Lane Cove
Road Hills Road Road
- 335404.3 — — - —
- - 934528.1 — _
— — — 12663941 — —

- - — — 162215.1 —

- - - - - 457280

Tabla A.8: Matriz de peaje T para el problema de asignacién de salidas en la autopista Hills M2,
integrando las dos clases de vehiculos.
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Categoria Origen Destino
W Christie 4.77 4.77 4.77 4.77 4.77
Road
W North - 9.56 9.56 9.56 9.56
Ryde
Clase A W Pennant — — 4.79 4.79 4.79
Hills
w — — — 4.79 4.79
M2-NCX
W Windsor — — — — 3.39
Road
W Christie 14.33 14.33 14.33 14.33 14.33
Road
W North — 28.68 28.68 28.68 28.68
Ryde
W Pennant — — 14.34 14.34 14.34
Clase B Hills
W — — — 14.34 14.34
M2-NCX
W Windsor — — — — 10.15
Road

Tabla A.9: Tarifas para la autopista australiana Hills M2, considerando un sistema fijo de peaje donde
el peaje se cobra en las entradas.
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Segmentos Entrada Clase A Clase B Total
Segmento 1 W Christie Road 47622 1714 49336
Segmento 2 W North Ryde 1191743 66929 1258672
Segmento 3 W Pennant Hills 182333 10987 193320
Segmento 4 W M2-NCX 294537 73948 368485
Segmento 5 W Windsor Road 71211 4778 75989

Tabla A.10: Numero de vehiculos que pasan por cada segmento de la autopista australiana Hills M2
en la direccion westbound, junto con las correspondientes entradas.

Origen

Destino

W Christie
Road

W North
Ryde

W Pennant
Hills

W M2-NCX

W Windsor
Road

251718.6

— 13312587

1030929

2471247

289902

Tabla A.11: Matriz de peaje T para el problema de asignacién de entradas en la autopista Hills M2,
integrando las dos clases de vehiculos.



Apéndice B

Cddigo de R

load("tarifas.RData")
load ("numv.RData")

e e e e e e e e Lt #
# Calculo de las matrices de peaje para todos los tipos de vehiculos.
e e e e e e e e e e L Lt e e L S e S B L e eSS #

B X XX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X XXX XX X XX X XX X XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X XXX XXX XXX XXX XXX XXXXXXX#
# Matriz de niuimero de transitos para vehiculos ligeros independiente de 1la

# direccidén: matriz triangular superior donde cada componente es el resultado de
# hacer nv.ligli,jl] + nv.liglj,i].

nr <- nrow(anv.lig)
nc <- ncol(mv.lig)
nv <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1l:nc){
nv[i,jl] <- nv.ligl[i,j] + nv.liglj,il
if(i > j) {
nv[i,j] <- 0
}
}

nv
nlig <- nv

# La matriz T con componentes t_ij se calcula como:
# t_ij = tar.ligli,j] * nv[i,j] (peaje cobrado por usuario * nimero de usuarios)

nr <- nrow(mnv.lig)
nc <- ncol(nv.lig)
T.lig <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
T.ligli,j] <- tar.ligli,jl*nv[i,j]
}
}

T.lig

B XX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X XX XXX X XX X XX XXX XX XX XXX X XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X #
# Matriz de nimero de transitos para camiones ligeros independiente de 1la

# direccidén: matriz triangular superior donde cada componente es el resultado de
# hacer nv.pesi[i,j] + nv.pesi[j,i].

nr <- nrow(nv.pesl)

nc <- ncol(nv.pesl)
nv <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
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for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
nv[i,j] <- nv.pesi[i,j] + nv.pesi[j,il]
if(i > j) {
nv[i,j] <- 0
}
+
}

npesl <- nv

# La matriz T con componentes t_ij se calcula como:
# t_ij = tar.pesl[i,j] * nv[i,j] (peaje cobrado por usuario * numero de usuarios)

nr <- nrow(nv.pesl)
nc <- ncol(nv.pesl)
T.pesl <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
T.pes1[i,j] <- tar.pesil[i,jl*nv[i,j]
}
}

T.pesl
B XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX #
nr <- nrow(nv.pes2)
nc <- ncol(nv.pes2)
nv <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
nv[i,j] <- nv.pes2[i,j] + nv.pes2[j,i]
if(i > §) £
nv[i,j] <- 0
}
}
}

npes2 <- nv

# La matriz T con componentes t_ij se calcula como:
# t_ij = tar.ligli,j] * nv[i,j] (peaje cobrado por usuario * nimero de usuarios)

nr <- nrow(nv.pes2)
nc <- ncol(nv.pes2)
T.pes2 <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
T.pes2[i,j] <- tar.pes2[i,jl*nv[i,j]

}
}
T.pes2
s ettt #
# Juego de asignacidén de segmentos incorporando todos los tipos de vehiculos en
# el modelo (vehiculos ligeros, camiones ligeros y camiones pesados)
et #

# Toll matrix para todos los tipos de vehiculos independientemente de 1la
# direccidén: matriz triangular superior donde cada componente es el resultado de
# hacer T.ligl[i,j]l + T.pesi[i,j] + T.pes2[i,j].

Toll.matrix <- T.lig + T.pesl + T.pes2
Toll.matrix

# CALCULO DEL JUEGO ASOCIADO
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# Hacemos una lista con todas las posibles coaliciones de N={1,2,3,4,5}.
library (combinat)
N <- as.numeric(1:5)
# Lista con todas las posibles subcoaliciones de N
comb <- unlist(lapply(l:length(N),
combinat::combn,

x =N,
simplify = FALSE),
recursive = FALSE)

comb

# P[i,j] C E si E = {1,2,4} es: P([i,j]1) = {{1}, {2}, {4}, {1,2}}
# Un segmento aislado tb es un camino

Toll <- Toll.matrix
v <- numeric(length(comb))
for(i in 1:length(comb)) {

if (length(comb[[i]]) == 1) {
v[i] <- Toll[i, il
}
else if (length(comb[[i]]) == 2) {
# Segmentos aislados
Toll2 <- Toll[comb[[i]l][1], comb[[i]][1]1] +
Tolllcomb[[i]1]1[2], comb[[ill[2]]
if (comb[[1]][2] == comb[[i]][1] + 1) {
# comb[[i]]1[2] == comb[[i]][1] + 1 # Los elementos en la coalicién E
# son consecutivos
v[i] <- Tolll[comb[[i]1[1], comb[[il1[2]] + Toll2 }
else {
v[i] <- Toll2 }
}
else if (length(comb[[i]]) == 3) {
# Toll3: Peaje recolectado por los segmentos aislados (i.e, usuarios que
# solo usan un segmento)
Toll3 <- Toll[comb[[i]J][1], comb[[i]][1]1] +
Tolll[comb[[i]1]1[2], comb[[il]l([2]1] +
Toll[comb[[i]]1[3], comb[[i]][3]]
if (Ccomb[[i11[3] == comb[[i]1[2] + 1) && (comb[[i]][2] == comb[[i]]1[1] + 1)) {
# Todos los elementos de la coalicién son consecutivos
v[i] <- Toll[comb[[i]][1], comb[[i]][3]] +
Toll[comb [[i]][1], comb[[i]][2]] +
Toll[comb[[i]11[2], comb[[i]]1[3]]1 +
Toll3}
else if (comb[[i]]1[2] == comb[[il1[1] + 1) {
# Si no se cumple el primer if, significa que no todos los elementos son
# consecutivos. Por tanto, como los elementos de las coaliciones estan
# ordenados de menor a mayor, solo se pueden dar los siguientes casos:
# i) Los dos primeros elementos son consecutivos
# ii) Los dos tdltimos elementos son consecutivos
# iii) Ninguin elemento es consecutivo.
v[il <- Tolllcomb[[il1[1], comb[[i]1]1[2]1]1 + Toll3 }
else if (comb[[i]]1[3] == comb[[i]][2] + 1) {
v[i]l <- Toll[comb[[i]][2], comb[[i]][3]] + Toll3 }
else {
# Ningin elemento es consecutivo
v[i] <- Toll3}
}

else if (length(comb[[i]]) == 4) {
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177 # Segmentos aislados

178 Tolld <- Toll[comb[[il][1], comb[[i]][1]] +

179 Toll[comb[[i]][2], comb[[i]][2]]1 +

180 Toll[comb[[i]]1[3], comb[[i]]1[3]] +

181 Toll[comb [[i]][4], comb[[i]][4]]

182

183 if (Ccomb[[i]]1[4] == comb[[i]][3] + 1) && (comb[[i]][3] == comb[[i]][2] + 1) && (
comb[[i]][2] == comb[[il][1] + 1)) {

184 # Todos los elementos son consecutivos

185 v[i] <- Toll[comb[[i]]1[1], comb[[il][4]1] +

186 Toll[comb[[i]][1], comb[[i]]1[3]1] +

187 Toll[comb[[i]][2], comb[[i]]1[4]1] +

188 Toll[comb[[i]][1], comb[[il][2]]1 +

189 Toll[comb[[i]]1[2], comb[[i1][3]1] +

190 Toll[comb[[i]]1[3], comb[[i]][4]] +

191 Toll4d}

192

193 else if (Ccomb[[i]]1[3] == comb[[i]]1[2] + 1) && (comb[[i]][2] == comb[[i]][1] + 1))
{

194 # Los tres primeros elementos son consecutivos

105 v[i] <- Toll[comb[[i]]1[1], comb[[i]][3]] +

196 Toll[comb [[i]][1], comb[[i]][2]] +

197 Toll[comb[[i]][2], comb[[i]][3]] +

198 Toll4}

199 else if (Ccomb[[i]]1[4] == comb[[i]]1[3] + 1) && (comb[[i]][3] == comb[[il][2] + 1))
{

00 # Los tres udltimos elementos son consecutivos

v[i] <- Toll[comb[[i]]1[2], comb[[il][4]1] +

)1

202 Toll[comb[[i]]1[2], comb[[i]][3]1] +

203 Toll[comb[[i]]1[3], comb[[i]][4]1] +

204 Toll4}

206 else {

207 # Dos pares distintos de elementos consecutivos: {1,2,4,5} = {1,2} + {4,5}
208 v[i] <- Toll[comb[[i]]1[1], comb[[il][2]] +
209 Toll[comb[[i]]1[3], comb[[il][4]1] +

210 Toll4d }

211 }

212

213 else {

214 # Segmentos aislados

215 Toll5 <- Toll[comb[[i]][1], comb([[i]][1]1] +
216 Toll[comb[[i]]1[2], comb[[i]][2]] +

217 Toll[comb[[i]][3], comb[[i]][3]] +

218 Toll[comb[[i]][4], comb[[i]][4]] +

219 Toll[comb[[i]]1[5], comb[[i]][5]]

1 v[i] <- Toll[comb[[i]][1],comb[[i]][5]] +
22 Toll[comb [[i]][1],comb[[i]] [4]] +
223 Toll[comb[[i]][2],comb[[i]1][5]]
224 Toll[comb [[i]][1],comb [[i]][3]]
25 Toll[comb[[i]][2],comb[[i]] [4]]
26 Toll[comb[[i]][3],comb[[i]][5]]
227 Toll[comb[[i]J][1],comb[[i]][2]]
228 Toll[comb[[i]][2],comb[[i]1][3]]
229 Toll[comb [[i]][3],comb[[i]] [4]]
230 Toll[comb[[i]][4],comb[[i]1][5]]
Tollb5}

R

}

NI I

v.total <- v # Funcién caracteristica v~ {Se}

238| # Juego de asignacién de salidas. Aplicacién a la autopista Hills M2
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105

load("tarifasEXAUS.RData")
load ("numvEXAUS.RData")

# Matriz de tarifas (T) para los coches.
nr <- nrow(nv.cars.exit)
nc <- ncol(nv.cars.exit)
Toll.exit.cars <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
Toll.exit.cars[i,j] <- tar.cars.exit[i,jl*nv.cars.exitl[i, j]
}
¥

Toll.exit.cars

# Matriz de tarifas (T) para los camiones.
nr <- nrow(tar.truck.exit)
nc <- ncol(tar.truck.exit)
Toll.exit.trucks <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
Toll.exit.trucks[i,j] <- tar.truck.exit[i,jl*nv.truck.exit[i,j]
}
}

Toll.exit.trucks

7| # Matriz de tarifas total.

Toll <- Toll.exit.cars + Toll.exit.trucks #!!!

S e e S e e e e e #
# Juego de asignacidén de salidas
S e e e e e S e #

v.exit <- numeric(length(comb))
n <- length(1:5)

sum.v <- function(j){
sum(sapply(1:j, function(i)sum(Toll[i,j])))
}

v.exit [1] <- sum(sapply(l:n, sum.v)) # Para cada j desde 1 hasta n...aplica function(j
) o

v.exit [2] <- sum(sapply(2:n, sum.v))

v.exit [3] <- sum(sapply(3:n, sum.v))

v.exit [4] <- sum(sapply(4:n, sum.v))

v.exit [6] <- sum(sapply(5:n, sum.v))

for(i in 1:n) {
v.exit[i] <- sum(sapply(i:n, sum.v))

}

for(i in 6:length(comb)) {

if (min(comb [[1]1]1) == 1) {
v.exit[i] <- v.exit [1]

}

else if (min(comb[[i]]) == 2) {
v.exit[i] <- v.exit[2]

}

else if (min(comb[[i]]) == 3) {

v.exit[i] <- v.exit [3]

}
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else if (min(comb[[i]]) == 4) {
v.exit[i] <- v.exit [4]
}
else {
v.exit[i] <- v.exit [5]
}
}
v.exit
e e e e i i bl Ll #
# Juego de asignacién de entradas. Aplicacién a la autopista Hills M2
e e e i e e e e e e Ll #

load("tarifasENAUS.RData")
load ("numvAUS.RData")

# Matriz de tarifas para los coches.
nr <- nrow(mv.cars.exit)
nc <- ncol(nv.cars.exit)
Toll.entrance.cars <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
Toll.entrance.cars[i,j] <- tar.cars.entrancel[i,jl*nv.cars.entrancel[i,j]
}
¥

Toll.entrance.cars

# Matriz de tarifas para los camiones.
nr <- nrow(tar.truck.entrance)
nc <- ncol(tar.truck.entrance)
Toll.entrance.trucks <- matrix(nrow=nr, ncol=nc)
for(i in 1:nr){
for(j in 1:nc){
Toll.entrance.trucks[i,j] <- tar.truck.entrancel[i,j]*nv.truck.entrancel[i,j]
}
}

Toll.entrance.trucks

Toll <- Toll.entrance.cars + Toll.entrance.trucks

e e e e e b #
# Juego de asignacién de entradas
{oomooooooooccoooooooonoooooooooonoooono00s #

)| v.entrance <- numeric(length(comb))

n <- length(1:5)
sum.vent <- function(i){

sum(sapply(i:n, function(j)sum(Toll[i,jl)))
}

# sapply(i:n, function(j)) significa que aplicamos, para cada j desde i hasta n,

# la funcidén function(j).

# # sapply(1:5, sum.vent) significa que aplicamos, para cada i desde 1 hasta 5,
# la funcidén sum.vent <- function(i).

v.entrance [1] <- sum(sapply(l:1, sum.vent)) # maxE = 1

v.entrance [2] <- sum(sapply(1:2, sum.vent)) # maxE = 2

v.entrance [3] <- sum(sapply(1:3, sum.vent)) # maxE = 3

v.entrance [4] <- sum(sapply(1:4, sum.vent)) # maxE = 4

v.entrance [5] <- sum(sapply(1:5, sum.vent)) # maxE = 5




368

369

~

for(i in 6:length(comb)) {

if (max(comb[[i]]) == 1) {
v.entrance[i] <- v.entrance[1]

}

else if (max(comb[[i]]) == 2) {

v.entrance[i] <- v.entrance [2]

}

else if (max(comb[[i]]) == 3) {
v.entrance[i] <- v.entrance [3]

}

else if (max(comb[[il]) == 4) {
v.entrance[i] <- v.entrance [4]

}
else {

v.entrance[i] <- v.entrance [5]
}

}

v.entrance

# ______________________________________________________________________________
# Métodos SES, ExES Y EnES

# ______________________________________________________________________________
HXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

# Método SES

XX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX XXX
n <- length(1:5)
Toll <- Toll.matrix

f.SESaux <- function(h){
sum(sapply(i:n, function(k)sum(Toll[h,k]/(k-h+1))))
¥

f.SES <- numeric(n)
for(i in 1:n) {

f.SES[i] <- sum(sapply(1l:i, f.SESaux))
}

f.SES

HXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
# Método ExES
HXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
f.ExESaux <- function(k){
(sum(sapply(1:k, function(h)sum(Toll[h,k]))))/k
}

f.EXES <- numeric(n)
for(i in 1:n) {

f.ExES[i] <- sum(sapply(i:n, f.ExESaux))
¥

f.ExES

XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
# Método EnES

)| XXX XXX XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

f.EnESaux <- function (h){
(sum(sapply(h:n, function(k)sum(Toll[h,k]))))/(n-h+1)
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}

f.EnES <- numeric(n)
for(i in 1:n) {

f.EnES[i] <- sum(sapply(1l:i,
¥

f.EnES

f.EnESaux))
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