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Resumen

Resumen en espanol

Disponer de un sistema de control y prediccién en tiempo real de episodios de contaminacién en una
industria donde se producen emisiones de diferentes agentes contaminantes es una herramienta de gran
utilidad en el contexto medioambiental y de salud publica. Su utilizacién permite a la empresa no solo
conocer en cada instante la situacién en la que se encuentran las emisiones sino también anticiparse
a posibles picos de emisién, ajustdandose a los limites legales establecidos y evitando pérdidas tanto
econémicas como medioambientales y sanitarias.

El objetivo que se persigue en este trabajo es presentar, con un enfoque fundamentalmente meto-
dolégico, algunos de los principales modelos de prediccion propuestos en un problema medioambiental
determinado. En concreto, se hard especial hincapié en un modelo semiparamétrico, para lo cual se
comenzard presentando con detalle diferentes herramientas en el contexto de series de tiempo que
subyacen a la construccién del mismo y que ayudaran a la comprensién de su naturaleza. Luego, se
introducira la metodologia bootstrap y se presentard una amplia variedad de técnicas de remuestreo
en este contexto de datos dependientes. A continuacién, se tratardn algunos modelos alternativos al
semiparamétrico que fueron surgiendo ar raiz de diferentes enfoques sobre el problema, asi como de
cambios estructurales en la industria. Después, se pondra el foco en la importancia de la especificacién
de los modelos y se presentard un contraste de especificacién para algunas familias simples de ellos.
Por tdltimo, con una pequena ilustracion de algunos de los modelos presentados con datos reales.

English abstract

Having a real-time control and prediction system for pollution episodes in an industry where emis-
sions of different pollutants occur is a highly useful tool in the environmental and public health context.
Its use allows the company not only to know the status of emissions at any given moment but also
to anticipate possible emission peaks, complying with established legal limits and avoiding economic,
environmental, and health losses.

The objective of this work is to present, with a fundamentally theoretical approach, some of the
main prediction models proposed for a specific environmental problem. Specifically, emphasis will
be placed on a semiparametric model, for which different tools in the context of time series that
underlie its construction will be presented in detail to aid in understanding its nature. Then, the
bootstrap methodology will be introduced, and a wide variety of resampling techniques in this context
of dependent data will be presented. Subsequently, some alternative models to the semiparametric
model that emerged from different approaches to the problem, as well as structural changes in the
industry, will be discussed. Next, the focus will be on the importance of model specification, and a
specification test for some simple model families will be presented. Finally, a small illustration of some
of the presented models with real data will be provided.
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Prefacio

En este capitulo de introduccién se comenzara realizando una breve presentacion de la central
térmica de As Pontes y del problema medioambiental asociado a ella. Asimismo, se pondréd de manifiesto
la necesidad de disponer de herramientas matemaéticas que permitan abordar el problema, para lo cual
se llevard a cabo un breve repaso de algunos de los conceptos basicos de las series de tiempo.

0.1. La Unidad de Produccion Térmica de As Pontes

La presente seccién tiene por objetivo presentar a la Unidad de Produccién Térmica (U.P.T.) de
As Pontes de Garcia Rodriguez. La informacion sobre ella que aqui se recoge ha sido obtenida a partir
de Wikipedia (2024) y Camara Oficial Minera de Galicia (2024a).

La U.P.T. de As Pontes esta situada al norte de la provincia gallega de A Coruna y es uno de
los centros de produccion de energia eléctrica que posee en la Peninsula Ibérica la empresa Endesa
Generation, S.A. Estd formada por una central térmica formada por 4 ciclos convencionales alimentados
mediante carbén y una central de ciclo combinado alimentado mediante gas natural. La ubicacién de
esta y otros elementos destacables a su alrededor pueden verse en la Figura 0.1.

En cuanto a su historia, la central térmica comenzé a construirse en el ano 1972, no siendo hasta el
ano 1976 cuando fue puesta en funcionamiento. En un principio estaba disenada para ser alimentada
mediante el lignito extraido en las explotaciones mineras locales, el cual se caracterizaba por un alto
contenido en azufre. Sin embargo, entre los anos 1993 y 1996 se llevaron a cabo diferentes modificaciones
como respuesta a las nuevas exigencias medioambientales para evitar altas emisiones de SO, adaptando
las instalaciones para el consumo de una mezcla formada por un 50 % del carbén local y un 50 % de
carbén de importacién. Este ultimo posee muy poco contenido de azufre, por lo que al quemarlo
genera poca cantidad de SOs, al contrario de lo que ocurria con el carbén local. Esto provocé que la
mina local redujese su produccién a practicamente la mitad de lo que venia haciendo hasta entonces
hasta que, anos mas tarde, el agotamiento de las reservas del yacimiento se produjo practicamente
de manera simultdnea con la transposicién de la Directiva Comunitaria de Grandes Instalaciones de
Combustion, anadiendo una mayor exigencia al control de las emisiones, y desembocando, por tanto,
en una transformacion de la central para consumir tan solo carbén de importaciéon a partir de enero
de 2008!. Esto tuvo como consecuencia el cierre de la explotacién minera de 5 por 2 km, la cual habia
estado trabajando con intensidad entre 1977 y 2007, produciendo en dicho periodo un total de 260
millones de toneladas de lignito y convirtiéndose, de este modo, en la mayor explotacién de este tipo
de carbén de Galicia, seguida por los 93 millones extraidos de la mina de Meirama (véase Cdmara
Oficial Minera de Galicia 2024b). En ese mismo afio en que finalizé el uso de lignito local (2008) se
puso en marcha el grupo de ciclo combinado, el cual estaba alimentado mediante gas natural.

1 Motivados por el fin de la extraccién de lignito local, en los tltimos tiempos la central se fue adaptando también al
consumo de hulla, un tipo de carbén mineral cuya composicién de carbono se encuentra entre un 80 y un 90 %.
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El 27 de diciembre de 2019 Endesa formalizé ante el Ministerio de Transicion Ecolégica la solicitud
de cierre de los 4 grupos de carbén debido al incremento sustancial del precio de los derechos de COq
y a una fuerte caida del precio del gas (véase Monforte 2019). En septiembre de 2022 se autorizé el
cierre de 2 de ellos, manteniendo la actividad de los otros 2 a causa de la incertidumbre con respecto
al abastacemiento de gas ruso derivada del conflicto armado entre Ucrania y Rusia. Finalmente, en
agosto del ano 2023 se autorizo el cierre definitivo de todos los grupos de carbén, siendo publicado en
el BOE el 19 de agosto de 2023.

Por ultimo, en cuanto a las instalaciones, merecen especial atencién su parque de carbones, con
una superficie de 10 ha (aproximadamente 12 campos de fitbol) y capacidad para 250 000 toneladas
y, sobre todo, la chimenea, conocida como Endesa Termic, con una altura de 356 m y un didmetro de
36 m en la base y de 18 m en la cima?.

I!.«

Eena Porreira, .\ '

AWila®y

AMourela

Figura 0.1: Lago artificial de As Pontes (1), roto-  Figura 0.2: Chimena de la central térmi-
palas (2), escombrera exterior (3) y U.P.T (4). Ex- ca de As Pontes. Extraida de Wikipedia-
traido de Camara Oficial Minera de Galicia (2024a).  PepedoCouto (2009).

0.2. El problema medioambiental

La actividad de la central eléctrica tiene como consecuencia la liberacién a la atmédsfera de una
serie de agentes contaminantes. Debe destacarse que la central se encuentra muy proxima a enclaves
naturales de alto valor ecolégico, por lo que es necesario tener controladas las emisiones para mitigar
la contaminacién, tanto para la proteccién del medio ambiente como para la propia salud humana,
acorde a los limites establecidos por la legalidad vigente.

Como consecuencia de ello, y de acuerdo con los requisitos establecidos por la Conselleria de Medio
Ambiente, la central posee una red de vigilancia de la calidad atmosférica formada por varias estaciones
de medicién (hasta 17, como se ve en la Figura 0.3) que tienen 7 analizadores autométicos localizados
en varios puntos en un radio de 30 km alrededor de la central para medir diéxido de azufre (SOs),
6xidos de nitrégeno (NO, ), particulas en suspensién en el ambiente, temperatura y oxigeno. Adem4s,
hay una estacién meteorologica que, junto con las otras estaciones, proporciona informaciéon de manera
continua a un ordenador situado en la central para ayudar a medir y predecir la contaminacién. Los
datos que alli se reciben son empleados para evaluar la situacién en los alrededores de la planta en
tiempo real y asi poder intervenir, en caso de que fuese necesario, realizando operaciones especificas
orientadas a la reduccién de las emisiones para evitar que se produzca un episodio de contaminacién®.

Ademis, desde el ano 1992 la central dispone de un sistema de ayuda al control de la contaminacién
atmosférica, el cual fue desarrollado por el Departamento de Estadistica e Investigacién Operativa de
la Universidad de Santiago de Compostela en colaboracién con el Departamento de Medio Ambiente
de la central. Dicho sistema trabaja con la serie de tiempo formada por la concentracién media de las

2 En el momento de su construccién era la més alta de Europa.
3 Conviene destacar que en la actual situacién de actividad de la central estos episodios son muy improbables
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tltimas 2 horas de SO5? en cada estacién de control. En concreto, realiza predicciones a un horizonte
de 30 minutos (luego fue ampliado) debido a que este era el tiempo que tardaban, aproximadamente,
los operarios de la central en implementar las contramedidas oportunas y compensar mediante otros
contribuidores de la red eléctrica nacional el efecto de estas sobre la produccion energética.

Para alcanzar llevar a cabo esas predicciones de los niveles de SOs, a lo largo de los anos se han
ido desarrollando diferentes modelos estadisticos que han sido anadidos al sistema que se encarga de
mostrarle al equipo de operarios de la central las predicciones. A comienzos de los 90 se comenzé em-
pleando un modelo semiparamétrico para predecir a un horizonte de 30 minutos pero debido a cambios
estructurales en la central el personal necesitaba mas tiempo para realizar los cambios oportunos para
evitar el episodio de contaminacién y fue necesario ampliarlo hasta 1 hora. Ademads, el paradigma
cambi6 significativamente en los afnos 2007 y 2008 debido a dos hechos. Por un lado, estaba el consumo
exclusivo de carbén de importacién, lo cual provocé que las emisiones de SO2 se redujesen alrededor
de un 95 %. Por otro, el hecho de que comenzase su actividad la estacién de ciclo combinado, lo cual
provocé que fuese necesario predecir también la concentracién de NO,.

Por 1ltimo, comentar que otro objetivo era prevenir episodios en la calidad del aire originados por
altas cantidades de SOs en la tierra y para ello era necesario conocer también datos relativos al tiempo
ya que, bajo condiciones meteorolégicas adversas (importa el dénde y el cudndo), los niveles pueden
verse afectados drasticamente. Sin embargo, es necesario tener en cuenta también la manera en que son
recogidos algunos de estos datos meteorolégicos, ya que, por ejemplo, la chimenea estd a una altura de
356 m pero la temperatura y direcciéon y velocidad del viento se median a 10 y 80 m.

O

Figura 0.3: Mapa de Espana y localizacién de la central térmica
de As Pontes junto con el sistema de control de calidad atmosférica.
Extrafdo de Ferndndez-de Castro et al. (2003).

0.3. Naturaleza de los datos

Es conveniente realizar algunos comentarios acerca de la naturaleza de las series temporales de las
concentraciones de SOy y NO,. En primer lugar, cabe mencionar que los datos sobre estas concen-
traciones se reciben, normalmente en tiempo real, cada minuto y cada cinco minutos. Ademads, para
ambos agentes contaminantes se obtiene la media bihoraria para llevar a cabo predicciones de valores
futuros. La serie de medias bihorarias de la concentraciéon de SO, presenta un comportamiento bas-
tante caracteristico, influenciado en gran medida por las condiciones meteoroldgicas y la topografia
del lugar. Mas concretamente, los valores de esta serie se encuentran, por lo general, muy cercanos a
0 durante largos periodos de tiempo pero pueden producirse incrementos bruscos repentinos (denomi-
nados episodios o incidentes), estando estos ampliamente separados en el tiempo. Por ultimo, cabe
mencionar que, en cuanto al comportamiento de la serie de las medias bihorarias de NO,, este es muy
similar al comentado acerca de la del SO», con la salvedad de que ahora la escala es menor.

4 Se considera esta medida sobre la sustancia contaminante porque es aquella sobre la cual la legalidad vigente de
entonces establecia los limites.
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0.4. Introduccion a las series de tiempo

En esta seccion se llevara a cabo la presentacion de algunos de los conceptos basicos del ambito de las
series de tiempo, los cuales serdn fundamentales en los modelos estadisticos que se presentaran a lo largo
del trabajo y que buscaran generalizar conceptos como los de media, varianza o correlacién conocidos en
la estadistica usual, donde los datos son escalares y no guardan una relaciéon de dependencia temporal.

Definicién 0.1 (Proceso estocéstico y trayectoria del proceso, Bobrowski 2005, p. 123). Una familia
de variables aleatorias {X;,t € T} definidas en un espacio de probabilidad (2, F,P), donde T es un
conjunto de indices abstracto llamado tiempo, se denomina proceso estocdstico. Si T =N (o Z) se dice
que el proceso es en tiempo discreto y si T =R (o RT), se dice que es en tiempo continuo. Ademds,
para cada w € , la funcién t — X; (w) se denomina trayectoria o realizacidn del proceso estocdstico.

Observacion 0.1. Dado un ¢ fijo se tiene que X; es una variable aleatoria sobre (2, 7, P). Desde otro
punto de vista, fijado un w € €2, al variar el tiempo lo que se obtiene es un proceso que va evolucionando
y que describe una trayectoria cuando se representa graficamente.

Observacion 0.2 (Politis y McElroy 2020, p. 31). Un proceso estocdstico puede describirse de manera
alternativa como la coleccién de todas las posibles trayectorias que se pueden obtener acorde a la ley
de probabilidad subyacente,

Definicién 0.2 (Serie de tiempo, Politis y McElroy 2020, p. 1). Una serie de tiempo es una coleccién
de observaciones de una variable X tomadas en tiempo discreto, es decir, es un proceso estocastico en
tiempo discreto®.

Definicién 0.3 (Operador retardo®, Shumway y Stoffer 2017, p. 56). El operador retardo se define
como BX; = X;_;. De manera andloga, este se extiende a potencias de mayor orden como, por ejemplo,
B2X; =B (BX;) = B(X;_1) = X;_». Asi, en general, se tiene que B*FX; = X;_ .

Definicién 0.4 (Filtro general y filtro lineal). Un filtro general 1 es una aplicacién que tomando como
entrada la serie de tiempo {X;} genera como salida otra serie de tiempo {Y;}, es decir, establece la
correspondencia {X;} — {Y;}. Se dice que el filtro ¢ es un filtro lineal si se cumple que si {X;} — {Y;}
y {X}} — {Y/} entonces para cualesquiera escalares a y b se cumple que {aX; + bX[} — {aY; + bY/}.

E—— (e )

Figura 0.4: El concepto de filtro.
Extraido de Politis y McElroy 2020, p. 57.

Observacion 0.3 (Representacién de un filtro lineal). El concepto de filtro lineal puede ser visto
como una generalizacién de las transformaciones lineales de un espacio vectorial n-dimensional al
caso de un espacio infinito dimensional. Para ello, considérense los vectores Y = (Y7,Ya, ... ,Yn)' y
X = (X1,Xo, ... ,X,,) junto con la matriz A € R™*" asociada a la transformacién lineal, esto es,
Y = AX. Si se considera la fila t-ésima de la ecuacién anterior y se denota por a; ; al elemento de la
matriz A que ocupa la fila i y la columna j, se tiene que Y; = Z?=1 at,; X ;. Considérese ahora el cambio

de notacién en la variable contadora dado por j =t — k. Se verifica que Y; = Zi;lt_n ag -k Xi—p. Asi
pues, en el caso de los filtros lineales, que llevan la serie de tiempo {X;},., en {Y;},., puede pensarse
en la representacion dada por

o0
Y, = E a't,t—kXt—lm

k=—o0

5 Tipicamente se tendra que T = Z.
6 También existe el conocido como operador de avance, que se define como FX; = X;.1. Es inmediato ver que es el
inverso del operador retardo, es decir, F = B~1.
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para una matriz infinito dimensional A cuyas entradas son a; ¢—, las cuales se conocen como coeficientes
del filtro lineal. Nétese que, en general, los coeficientes de esta representacion dependen del instante
temporal ¢t. En el caso en que a;;_j depende solamente de k y no de t se dice que el filtro lineal es
invariante respecto al tiempo, tal y como se recoge en la siguiente definicion.

Definicién 0.5 (Filtro lineal invariante respecto al tiempo, Politis y McElroy 2020, p. 57). Se denomina
filtro lineal invariante respecto al tiempo a una aplicacién que, tomando como entrada una serie de
tiempo {Xt},, v generando como salida otra serie de tiempo {Y;},_,, tiene asociada una sucesién
de coeficientes {ay},, tales que se cumple que

Y, = Z arXi_g, YteLL.

k=—0o0

Observacién 0.4. Si se denota por A (B) = > 72 a;B* se verifica que para un filtro lineal inva-
riante respecto al tiempo se tiene que

Y aXin= Y aB*X,=AB)X, VtecZ,

k=—o0 k=—o00

lo cual justifica todavia mas la analogia con respecto a las transformaciones lineales en espacios vec-
toriales finito dimensionales que fue establecida en la Observacién 0.3.

Definicién 0.6 (Funcién de medias, Brockwell y Davis 2016, p. 13). Sea {X;} una serie de tiempo.
La funcion de medias de {X;} viene dada por u: = E[X].

Definicién 0.7 (Funcién de autocovarianzas, Brockwell y Davis 2016, p. 13). Sea {X;} una serie de
tiempo con E [Xf] < 00. La funcidn de autocovarianzas de {X;} viene dada por

v (r,8) =Cov [ X,, Xs] =E[(X) — ), (X5 — ps)],Vr, s € Z.
La funcion de autocovarianzas a retardo h se define como «y (h) = Cov [ Xy, Xiyp)-

Definicién 0.8 (Funcién de autocorrelaciones simples, Brockwell y Davis 2016, p. 13). Sea {X;} una
serie de tiempo. Se define la funcidn de autocorrelaciones simples (abreviadamente, fas) de {X;} como

_ ()
P = ot

donde o(t) = \/Var [X¢]. La fas a retardo h se define como px (h) = p (t,t + h).

Obser'vaczon 0.5 (Shumway y Stoffer 2017, p. 96). Sean X,Y y Z variables aleatorias. La correlacién
parcial entre X e Y dada Z se obtiene haciendo primero una regresion de X sobre Z, para obtener la
prediccion X y luego haciendo una regresién de Y sobre Z, para obtener Y para luego calcular

Vr,s € Z,

pxy|z = Corr [Xf)?,Y—?} el-1,1].
Asi, px y |z mide la correlacién entre X e Y una vez ha sido eliminado de ellas el efecto de Z.

Definicién 0.9 (Funcién de autocorrelaciones parciales, Aneiros 2023, p. 30). Sea {X;} una serie de
tiempo estacionaria. Se define la funcidn de autocorrelaciones parciales (abreviadamente, fap) de {X;}
como aquella funcién que otorga a los instantes de tiempo r y s el coeficiente de correlacién lineal
entre las observaciones X, y X cuando se elimina de ellas la dependencia lineal debida a los valores
intermedios, es decir,

Cow [XT _ X X, - )?é’“ﬂ

\/Var (X, = X var [x, - ]

a(r,s) =

donde X ](-T’S) denota al mejor predictor lineal de X; construido mediante las variables en los instantes
comprendidos estrictamente entre r y s. La fap a retardo h se define como « (h) = a(t,t + h).



XX PREFACIO

Definicién 0.10 (Ruido blanco, Brockwell y Davis 2016, p. 14). Se dice que un proceso estocéstico
{X:} es ruido blanco si para todo t se verifica que

we =0, Var[X,=o0? ~(tt+k)=0,VkeZ\{0}.

Ejemplo 0.1 (Filtro lineal de ruido blanco invariante respecto al tiempo). Sea {a;} un proceso de
ruido blanco. Se tiene que el proceso definido como

q
Xe = Orar g =ar+01a1+ -+ 00,2+ + 040,
k=0

donde 0y = 1, es un filtro lineal del ruido blanco {a;} invariante respecto al tiempo, ya que basta
considerar 6 = 0 para k < 0 y k > ¢. La serie {X;} que ha sido definida se denomina proceso de
medias méviles de orden ¢, abreviadamente MA(q), y serd tratada con detalle en el Capitulo 1.

0.4.1. Estacionariedad de una serie de tiempo

Definicién 0.11 (Distribuciones marginales, Politis y McElroy 2020, p. 33). Sea {X;} un proceso
estocastico. Para cualquier m > 1, la distribucién conjunta de cualquier m-tupla de variables aleatorias
de dicho de proceso {X4,, ..., Xt } se conoce como distribucidn marginal m-dimensional.

Definicién 0.12 (Estacionariedad estricta o fuerte, Politis y McElroy 2020, p. 35). Una serie de tiempo
{X:} se dice que es estrictamente o fuertemente estacionaria si la distribucién de cada m-tupla de
variables es la misma cuando los indices de todas ellas se desplazan en el tiempo, es decir, la distribucién
de cualquier vector aleatorio (Xy41, X¢42, ..., Xt4m) €s la misma que la de (X1, X, ..., X,,) para todo
tiempo t y para cualquier m > 1.

Proposicién 0.1 (Politis y McElroy 2020, p. 36). Sea {X:} una serie de tiempo estrictamente es-
tacionaria con momento de orden 2 finito, i.e., E [Xﬂ < 00 para todo t € Z. Entonces se tiene que
E [X:] no depende de t y v (t,t + k) = Cov [Xt, Xiyk] es una funcidn de k que no depende de t.

Definicién 0.13 (Estacionariedad débil, Brockwell y Davis 2016, p. 13). Sea {X;} una serie de tiempo.
Se dice que la serie es débilmente estacionaria si para todo t se cumple que

1) py es finita e independiente de ¢, y
2) v (t,t + h) es finita e independiente de ¢ para cada h.

Observacion 0.6. Existen numerosas obras en la literatura relativa a las series de tiempo que al
caracter débilmente estacionario lo denominan estacionariedad covariante o estacionariedad de segundo
orden. Esta segunda denominacién tiene su origen en considerar m = 2 en la estacionariedad estricta.

Ejemplo 0.2 (El ruido blanco es débilmente estacionario). A partir de la Definicién 0.10 resulta
inmediato ver que los procesos de ruido blanco son débilmente estacionarios.

Observacion 0.7. La definicién de estacionariedad débil implica una estabilidad en la funcién de
medias y en la estructura de covarianzas a lo largo del tiempo, ya que establece que la media es
constante y que la funcién de autocovarianzas entre dos instantes toma un valor que solamente depende
de la separacién que hay entre ellos. Ademéds, como Var [X;] =« (¢,t), esta condicién estd imponiendo
también que la varianza de las observaciones debe ser constante.

Tal y como estan definidas la estacionariedad débil y la estricta, la Proposicion 0.1 establece que
toda serie de tiempo estrictamente estacionaria, con momento de orden 2 finito, es también débilmente
estacionaria. No obstante, el reciproco no es cierto, como se vera en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 0.3. Sea la serie de tiempo {X;},., dada por

Zy si t es par
X _ ) p b
t= % (Z2.,—1), sitesimpar,

donde las variables aleatorias Z; son independientes y estdn idénticamente distribuidas como una
N (0,1). En cuanto al cardcter débilmente estacionario, en lo relativo a la funcién de medias es sencillo
ver que E [X;] = 0 para todo t € Z. Por otro lado, se tiene que la funcién de varianzas viene dada por

Var [Z;] =

1, si t es par,
%Var [Zf_l] =1, sitesimpar,

7(0) = Var [Xi] = {

donde en el caso impar se ha hecho uso de que una variable aleatoria gaussiana estandar al cuadrado
se distribuye como una X? (1), cuya varianza es igual a 27. Por otro lado, en el caso general de 7 (h),
para h # 0, la independencia de las variables aleatorias Z; implica que v (h) = Cov [ X}, Xt45] = 0. En
consecuencia, por todo lo visto se tiene que el proceso {X;},., es débilmente estacionario (de hecho,
es ruido blanco). En cuanto a la estacionariedad estricta, considerando m = 1 y para un x; € R fijo:

D (x¢), si t es par,

< =
P{X; <} { 2P (m) — 1, sitesimpar,

donde @ (-) representa a la funcién de distribucién de una Normal estdndar. Asi pues, las distribuciones
marginales 1-dimensionales cuando t es par son diferentes que cuando ¢ es impar y, en consecuencia,
el proceso {X;},., no es estrictamente estacionario.

Definicién 0.14 (Serie de tiempo gaussiana, Politis y McElroy 2020, p. 34). Una serie de tiempo es
gaussiana si para todo m > 1 la distribucién marginal m-dimensional es una gaussiana multivariante®.

Observacion 0.8 (Bajo gaussianidad, la estacionariedad débil equivale a la fuerte). Sea {X:},.,
una serie de tiempo gaussiana débilmente estacionaria y para un m > 1 considérese la m-tupla dada
por Xg = (X1, X, ..., X,)’, cuya distribucién conjunta es una N, (g, Xo). Debido al carcter
débilmente estacionario se tiene que p; = E[X,] = pu < oo, por lo que pg = (p, pi, ..., ). Por
otro lado, sea Xy = (Xyq1, Xtyo, - .- ,XHm)/, que debido al caricter gaussiano sigue una distribucién
Ny (pe, 2t). La estacionariedad débil de la serie implica que

!
B = (s fty - 5 1) = Mo,

(Zt)ij = Cov [Xt+iaXt+j] = Cov [Xl,X]} = (20) VZ,] S {1, 2, ... ,m} .

i
En consecuencia, como la distribucién normal multivariante queda totalmente especificada a partir del
vector de medias y la matriz de covarianzas se tiene que la distribuciéon de X es la misma que la de
X4, llegando asf a que la serie {X;},., es estrictamente estacionaria.

0.4.2. Descomposicién de Wold

Para finalizar este prefacio se va a dar una caracterizacién de la estacionariedad débil, para lo cual
se comenzard primero introduciendo los llamados procesos deterministicos o predecibles a través de un
sencillo ejemplo. A continuacién de este, se comentara algunas definiciones relativas a la geometria del
espacio de Hilbert {Lo, (-,-)}, cuya definicién y algunas de sus caracteristicas pueden ser consultadas
en la Seccién B.1, y que permitiran definir la predictibilidad de un proceso formalmente.

7 Para conocer algunas de las principales caracteristicas de estas distribuciones puede consultarse el Apéndice D.
8 En la Seccién D.2 pueden encontrarse algunas propiedades relativas a esta distribucién.
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Ejemplo 0.4 (Proceso deterministico). Considérese el proceso estocdstico dado por
Xt =Ycos(wt)+ Zsin (wt),

donde w € (0,7) es una constante e Y y Z son variables aleatorias de media 0 que estdn incorreladas
y de varianza comun igual a 2. En primer lugar, unos sencillos cdlculos permiten ver que el proceso
{X}:} es débilmente estacionario. Por otro lado, empleando algunas férmulas trigonométricas bésicas
puede verse que X; = 2cos (w) X;—1 — X;—2. Esta propiedad de poder predecir de manera lineal y
con error 0 el valor del proceso en un instante a partir de los valores pasados del proceso hasta dicho
instante? es lo que se conoce como predictibilidad del proceso.

En el ejemplo anterior ha quedado reflejada la idea de lo que es un proceso predecible. No obstante,
es preciso definir este concepto de manera formal, lo cual requiere de algunos conceptos previos.

Definicién 0.15 (Sistema lineal generado por un conjunto finito en (Lg, (-, -))). Sean X1, X3, ..., X,
variables aleatorias en el espacio de Hilbert (ILs, (-, -}). El sistema lineal generado por esas variables es
el conjunto de todas sus posibles combinaciones lineales y se denota como sp {X1, Xa, ..., X, }.

Proposicién 0.2 (Politis y McElroy (2020), p. 104). Sean X, Xs, ..., X,, variables aleatorias en el
espacio de Hilbert (La, (-, -)). Se tiene que sp{X1, ... ,X,} es un subespacio lineal cerrado de Ls.

La nocién de sistema lineal generado por un conjunto finito de variables aleatorias en (Lo, (-, -))
puede ser extendida al caso en que la coleccién de varias aleatorias sea infinita. No obstante, en ese
caso no esta garantizado que tal subespacio lineal sea cerrado, por lo que la definicién en dicho caso
se va a realizar de manera diferente.

Definicién 0.16 (Sistema lineal cerrado generado por un conjunto infinito en (Lo, (-,-))). Sea {X;},cp
un conjunto de variables aleatorias en (Lo, (-, )). El sistema lineal cerrado generado por esas variable
aleatorias se define como la clausura de sp{X;,t € T} y se denota como 3p{X,,t € T}. Dicho de otro
modo, consiste en todas las combinaciones lineales de las variables aleatorias, junto con los limites de
las sucesiones de dicho subespacio lineal.

Notacion. En lo que resta de Prefacio, el mejor predictor lineal de X;, en el sentido de tener un
menor PMSE'?, basado en la muestra X1, Xo, ... , X, se denotard como Popix, Xo, .. X0y [Xit]. El

motivo por el cual se emplea esta notacion en lugar de la habitual, )A(t, es que existe un resultado que
establece que el mejor predictor lineal de X; basado en la muestra X1, Xs, ... , X, es su proyeccion
ortogonal sobre el espacio sp{X1,Xs, ... ,X,}. Para ver este resultado y profundizar acerca de la
proyeccion de variables aleatorias puede consultarse la Seccion B.4.3.

Definicién 0.17 (Innovacién, Politis y McElroy 2020, p. 226). Sea M; = 5p{X;, s < t}. Se define el
error de prediccion dados todos los valores pasados en el instante ¢ como

e = X, — Pa,, [X4].

Andélogamente, se define la innovacion en el instante t o error de prediccion a horizonte 1 dadas las

pasadas n observaciones como 5§n) = Xt — Popix, t—n<s<t} [Xi]-

Definicién 0.18 (Serie de tiempo predecible, Politis y McElroy 2020, p. 229). Sea {X;} una serie de
tiempo débilmente estacionaria. Se dice que {X;} es predecible o deterministica si se cumple que

Var [eﬁm)} =0.

9 Aunque en este caso basta conocer el de los 2 instantes anteriores.

10 Siglas de prediction mean squared error o error cuadratico medio de prediccién, que para un estimador X; de X se
define como

PMSE %] =E [()?t - Xt>2] .
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Finalmente, se estd ya en condiciones de enunciar la conocida como descomposicién de Wold, la
cual descompone las series de tiempo no deterministicas en un parte predecible y otra que, con la
notacién comentada en el Ejemplo 0.1, es un proceso MA(o0).

Teorema 0.3 (Descomposicién de Wold'!, Politis y McElroy 2020, p. 230). Sea {X;},o, una serie de
tiempo débilmente estacionaria de media 0 que no es predecible. Se tiene que la serie {X;},o, puede
descomponerse en la suma de dos series de tiempo {Yi},cy y {Ui},cq, s decir,

X =Y+ U;, VtelZ,
tales que

1) {Yi},eq v {Ut},ep estdn mutuamente incorreladas,

(o]

2) {Yi},cy admite una representacion MA(oco), esto es, Y; = g Yia—j, con Py = 1, para alguna
=0

serie de tiempo {at},c, que sea un proceso de ruido blanco de varianza o2,

3) a; representa el error de prediccidn dados todos los valores pasados de Y; (y por tanto la de X;)
en el instante t, es decir,

ay =Y — P@{Ys,sq} [Yt] =Xy — P@{Xs,s@t} [Xt] 5
por lo que o? es la varianza del error de prediccion, y

4) {Ui},cq es predecible.

Asi pues, la descomposicién de Wold establece que cualquier serie de tiempo débilmente estacionaria
es la suma de un proceso de medias méviles de orden potencialmente infinito y una tendencia deter-
ministica. Mds atin, en el caso de que dicha serie no tenga componentes deterministicas podra buscarse
el mejor predictor lineal en el marco de los procesos MA(00), los cuales pueden ser aproximados por
los modelos ARMA, que seran estudiados con detalle en el Capitulo 1.

NOTA. Se haré referencia al caracter débilmente estacionario simplemente como estacionario.

0.4.3. Prediccién en series de tiempo

En esta seccién se comenzard definiendo el concepto de intervalo de prediccién para, a continuacién,
presentar un algoritmo recursivo, aplicable a cualquier serie de tiempo con momentos de orden 2 finitos,
para realizar predicciones. La principal referencia que se ha consultado ha sido la Seccién 2.5.4 de
Brockwell y Davis (2016).

Definicién 0.19 (Intervalo de prediccién). Se entenderd por intervalo de prediccion y se denotard
por I(X) a un intervalo aleatorio que depende de las observaciones X € R™ y que contiene a un valor
futuro Xy € R con probabilidad fijada y conocida como cobertura nominal. Si se denota a esta por
l1—ael(X)=(L(X),U (X)) entonces se tendrd que

P{X; eI(X)}=P{L(X)<X; <UX)}=1—-a.

Sea {X;} una serie de tiempo con funcién p; = 0 y E [X?] < oo para todo t € Z. Ademés, se

define M,, = sp{X1,Xs, ..., X} v se denota el mejor predictor lineal de X,, a horizonte 1 basado
en X1, Xo, ..., X, yasuPMSE como
El(x 2 2 e 0, sin=1,
n = ( mtl = ”“) C ORI T Py X, sin=2.3, ...

11 Para estudiar con mayor detalle la descomposicién general propuesta en Wold (1954) puede consultarse la Seccién 7.6
de Politis y McElroy (2020).
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Por otro lado, las innovaciones se denotaran como U,, esto es, U, = X,, — X,,. Con notacién

vectorial, definiendo U,, = (Uy, ... ,Un)/ vy X, = (Xy, ... ,Xn)' se tiene que la ecuacién anterior
puede reescribirse como U,, = A, X, donde A,, tiene la forma
1 0 0 - 0 1 0 0 o 0
aia 1 0 - 0 91,1 1 0 - 0
A, = a2 a1 1 - 0 Al =, = 02,2 02,1 1 - 0
a'n,fll,'n,fl a'n,fl.,n72 a’nfl.,n,fl?u e 1 enfli’nfl enfl.,n—Q enfl.,nfii e 1

obteniéndose los coeficientes de A,, a partir de las representaciones lineales'? de los X,, y donde, en
vista de la forma de las matrices A,,, son invertibles, con inversa de la forma C,,. Asi, el vector de

predictores lineales a horizonte 1 dado por X, = (X1, Pm, [X2], .., Pm,_, [X,]) puede ser expresado
como . —~
Xn = Xn - Un = OnUn - Un = ®nUn = ®n (Xn - Xn) ) (1)
donde ©,, = C,, — I,. Reescribiendo la ecuacién (1) sin notacién vectorial se tiene que
0, sin =0,
Xn+1 - Z Qn’j (anq,j — XnJrl,j) s sin= 1, 2,
j=1

En definitiva, toda vez que los coeficientes 6,, ; han sido determinados, los predictores a horizonte
1 pueden ser obtenidos de manera recursiva. Este procedimiento se recoge en el Algoritmo 1, en el cual
se generan esos coeficientes junto con sus PMSE, v,, a partir de las covarianzas v (¢, ). Asi, mediante
este algoritmo se calcularia sucesivamente vy; 61 1,11;02,2,602.1,v2;033,032,031,v3; ...

Observacion 0.9. En el Algoritmo 1 se entiende que cuando el limite superior del sumatorio, j — 1,
es negativo, entonces dicho sumatorio es vacio.

Algoritmo 1 Algoritmo de innovaciones, Brockwell y Davis 2016

1. Calcular: vp =7 (1,1).
2: Repetir para k=1, ..., n:
3:  Repetir para j =0, ...,k — 1:

j—1
4: Calcular: 6 ,_; = I/j_l y(k+1,7+1)— g:o 0;j—iOk k—ivi|-

k=1
5. Calcular: vy, =y (k+1,k+1)— > Gi,k_il/i.
i=0

Observacion 0.10 (Prediccidn lineal a horizonte k). En la Seccién 2.5.5 de Brockwell y Davis (2016)
puede verse como el mejor predictor lineal de X,, a horizonte h basado en X1, Xo, ..., X, es

n+h—1
Put, [Xnenl = Y Oninony (Xn+h—j - Xn+h—j) )
j=h

donde los coeficientes 6,, ; se obtienen de nuevo a partir del Algoritmo 1. Ademads, se tiene que el PMSE
de este estimador viene dado por

n+h—1
PMSE [Ppm, [Xugall =v(n4+hon+h) = > 07y ininj1.
i=h

12 Ep general, se tendrd que )?n =a1X1 +a2X2+ -+ anXn. Por ejemplo, )?2 = —a1,1X1.



Capitulo 1

Modelos paramétricos de series de
tiempo

1.1. Introduccién a la metodologia Box-Jenkins

Habiendo introducido en el Prefacio algunos conceptos basicos del ambito de las series de tiempo,
se presentan a continuacién los modelos ARMA (AR, autorregresive; MA, moving average), los cuales
constituirdn la base de los denominados modelos ARTM A (Autoregressive Integrated Moving Average),
que seran presentados mas adelante. Para ello, se comenzard introduciendo los modelos autorregresivos
y los modelos de medias moviles.

Definicién 1.1 (Proceso Autoregresivo, Shumway y Stoffer 2017, p. 76). Un proceso estacionario
{X:} que admite una representacién de la forma

Xe=ct+grXe1+daXea+ -+ GpXep +ar, (L.1)
donde ¢, ¢1, ..., ¢p (¢, # 0) son constantes y {a;} es un proceso de ruido blanco tal que a; es indepen-
diente de X; 1, X;_o,..., se conoce con el nombre de proceso autorregresivo de orden p y se denota
como AR(p).

Observacion 1.1. Sila media del proceso estacionario {X,} es y se tiene quec = p (1 — ¢1 — -+ — Pp).

Definicién 1.2 (Proceso de Medias Méviles, Shumway y Stoffer 2017, p. 81). Un proceso {X;} que
admite una representacion de la forma

Xi=c+a;+61ai_1 + 02040+ ---+ ant—q, (1.2)

donde ¢, 61, ..., 8, (6, # 0) son constantes y {a;} es un proceso de ruido blanco se conoce con el nombre
de proceso de medias mdviles de orden q (MA(q)).

Definicién 1.3 (Proceso ARMA, Shumway y Stoffer 2017, p. 83). Un proceso {X;} se dice que es un
modelo ARMA(p, q) si es estacionario y admite una representacién de la forma

Xi=c+ o1 Xp 1+ 02Xy o+ +dpXip
+a +b0ra—1 + 020,92 + - - - + 040,

donde ¢, ¢1, ..., ¢p, 01, ..., 04 (¢p # 0 # 6,) son constantes y {a,;} es un proceso de ruido blanco. Los
parametros p y q se conocen como ordenes autorregresiva y de medias médviles, respectivamente.

1
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NOTA. La ecuacién de un proceso {X;} que sigue un modelo ARMA(p, q) se suele escribir de forma
abreviada como
p(B) X =0B)ay, VteZ, (1.3)

donde
¢(B)=(1-¢1B—¢B?—---—¢,BF),
0(B) = (1+6:B+0,B*+---+6,B7).

Observaciéon 1.2. En un modelo ARMA(p, q), cuando ¢ = 0 se obtiene un proceso autorregresivo de
orden p y, andlogamente, cuando p = 0 se obtiene un proceso de medias moéviles de orden gq.

1.2. Estacionariedad, causalidad e invertibilidad de un proceso

ARMA

1.2.1. Estacionariedad

Sea {X;} un proceso que sigue un modelo MA(q), esto es, que admite una representacién de la
forma
Xi=cH+ar+0ia1—1 + 0202+ -+ 040,

donde ¢, 01, ...,0, (6, # 0) son constantes y {a;} es un proceso de ruido blanco de media 0 y varianza
o2. Uno sencillos calculos permiten ver que su funcién de medias es nula para todo t € Z. En cuanto
a su funcién de covarianzas, sea h € Z, con h > 0. Se tiene que

Y (h) = Cov [XnXt-s-h] =E [Xt Xt+h] —-E [Xt] E [Xt+h]
q q
=E Zejat—j <Z9kat+h—k>
=0 k=0

q
=Y 0;6k0”1{k = h + j}
4,k=0
q—h
= 0229j9h+j < 00,
j=0

donde se ha considerado 8y = 1 y se ha asumido que ¢ — h > 0, ya que en caso contrario se tendria un
sumando vacio y la funcién de autocovarianzas serfa nula?. De este modo, se ha visto que la funcién
de autocovarianzas es finita e independiente de t para cada h, lo cual, junto con lo indicado sobre la
funcién de medias, tiene como consecuencia que los procesos MA(q) son estacionarios.

Observacion 1.3. Indirectamente, en el anglisis anterior se ha visto que en un proceso MA(q) la
funcién de autocorrelaciones simples se anula para todo retardo mayor que ¢, lo cual puede ser una
herramienta muy util a la hora de de identificar el orden del proceso de forma gréfica.

Sea ahora {X;} un proceso que verifica la ecuacién autorregresiva dada por (1.1). A diferencia de
lo que ocurria en el caso de los procesos MA(q), en este tipo de modelos no se tendrad que, en general,
el proceso {X;} sea estacionario.

1 Dado que la funcién de autocorrelaciones simples es simétrica, es decir, -y (=h) = v (h), no se ha perdido generalidad

con esta suposicion.

Esto se puede ver directamente a partir de la ecuacién (1.2), ya que en la ecuacién de X solo estan involucrados los ¢
valores pasados a partir de t y, en consecuencia, si h > g se tendria que en las expresiones de X¢ y de X;4 5 no habria
ningin término comdun.

2
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Ejemplo 1.1. Sea {X;} un proceso que verifica la ecuacién dada por X; = X;_1 + a;, donde {a;} es
un proceso de ruido blanco de media 0 y varianza o2 e independiente del pasado de X;. Supéngase
que X; es un proceso estacionario. En particular, se tendra que

0% =~(0) = Var [X;] = Var [Xo], VteZ. (1.4)

No obstante, se cumple que
0% =Var [X;] = Var [X;_1 + a;] = Var [X;_s] + 20% = - -- = Var [X,] + to?,
lo cual es una contradiccién con (1.4). En consecuencia, {X;} no es un proceso estacionario.

Observacion 1.4. Aunque no se pueden establecer un resultado andlogo al comentado en la Observa-
cién 1.3, en la pagina 98 de Shumway y Stoffer (2017) se puede ver que en un proceso AR(p) se cumple
que la funcién de autocorrelaciones parciales se anula para todo retardo mayor que p pero no en el
retardo p, lo cual también serd muy 1til a la hora de identificar el orden del proceso autorregresivo de
manera grafica.

En definitiva, en términos de estacionariedad, se ha visto que los procesos de medias méviles
siempre tienen esta propiedad, mientras que en el caso de los modelos autorregresivos esto no es cierto
en general. Ademds, asi como en el caso del modelo AR(1) resulta sencillo ver que que el proceso es
estacionario si |¢| < 1, existe un resultado que generaliza esto a los modelos ARMA(p, q).

Teorema 1.1 (Existencia y unicidad de solucién estacionaria, Brockwell y Davis 2016, pp. 74-75).
Sea la ecuacion dada por

Xi— 01 Xy 1 — = pXip=ay +O1ag_1 + -+ 0qa4_g.

Se tiene que existe una solucion estacionaria, {X:}, y es la inica estacionaria, si, y solo si, se cumple
que

p(2)=1—1z— - —¢pzP #0, VzeC tal que |2z| =1.

1.2.2. Causalidad

Definicién 1.4 (Causalidad, Politis y McElroy 2020, p.140). Un proceso {X;} que sigue un modelo
ARMA(p, q) se dice que es causal con respecto a sus entradas {a;} si existe una sucesién {1;} para
j >0 tal que

Xy = via, (1.5)
i=0

en cuyo caso la expresién anterior se denomina representacién causal M A (co) del proceso {X;}.

Observacion 1.5. Es inmediato ver que los procesos causales se trata de procesos aleatorios cuyos
valores presentes no dependen de valores futuros. Ademads, nétese que aunque no se ha destacado de
manera explicita, la igualdad de la definicién involucra la convergencia de la serie que esta a la derecha.

Observacion 1.6 (Convergencia cuadréitica vs. Convergencia absoluta, Politis y McElroy 2020, pp.
140-141). En primer lugar conviene destacar que

oo o0

_ 2 2

Var g Yia—j| =0 g (8
=0 =0

’ . . . o (e ] 2
Asf pues, si la serie de los coeficientes 1, no converge de forma cuadrética, esto es, =0 Y5 < oo,
entonces la varianza es infinita y, en consecuencia, Z;io Yjai—; ¢ La. De este modo, no podria darse
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la igualdad (1.5), ya que X; debe ser estacionario. Una condicién necesaria mds fuerte que se le podria

exigir a la serie de los coeficientes es la convergencia absoluta, la cual implica la convergencia cuadratica.
. . : o 1

No obstante, el reciproco no es cierto, tal y como puede comprobarse con la serie D~ 7.

Ejemplo 1.2 (Causalidad de los procesos MA(q)). Sea {X;} un proceso de MA(q), esto es,
Xi=c+as+01as_1+0as_o+ -+ 040,

donde ¢, 01, ...,04 (04 # 0) son constantes y {a;} es un proceso de ruido blanco. Resulta inmediato ver
que el proceso {X.} es causal, ya que basta tomar la sucesién {1; }j>0 dada por

w():]-a wj:9j7j:1a27"'aq, wj:07j>Q'
Ejemplo 1.3 (Causalidad de los procesos AR (1), Politis y McElroy 2020, pp. 137.139). Sea {X;}
un proceso autorregresivo de orden 1 y de media 0, esto es, es un proceso estacionario que verifica la

ecuacién dada por
Xt = 1 Xe—1 + ae, (1.6)

donde ¢; es constante y {a;} es un proceso de ruido blanco de varianza o2. Se distinguen varios casos:

1) ¢1] <1

. . . k=1 ,j

Empleando recursivamente la ecuacién (1.6) se tiene que X; = ¢¥ X,  + > j=0 ¢1a¢—j.Ahora

bien, como el proceso { X;} es estacionario, se tiene que su funcién de autocovarianzas es constante
. , . . . 2

y finita. Ademads, como se ha supuesto que es un proceso de media cero esto implica que || X¢||” =

E [Xf] es constante y finita®. En consecuencia, dado que en este caso |¢;| < 1 se cumple que

Jim ([l¢7Xe—x]]) = dm (|o5[1X;—) = 0

Ademas, se cumple que
> var o] = Yoot = 1T <
=0 =0 L-di

En consecuencia, por el Teorema B.3 se tiene que Z‘;‘;O @) a;—; converge en L. Por lo tanto se

O .
tiene que X; = ) ¢las—j, es decir, el proceso {X;} es causal.
Jj=0

2) || =1
Considérese el caso en que ¢ = 1 (el caso ¢ = —1 serfa tratado de manera andloga). La
ecuacién (1.6) en este caso se transforma en X; = X;_1 + a;. Supdngase que existe un proceso

{X.} estacionario que satisface tal ecuacién. En ese caso, tomando como condicién inicial Xg se
cumple que para h € N

Var [ X, — Xo] = Var [Xp—1 +ap — Xo] =+ = Var

h
Zak] = ho?.

k=1

Por otro lado, también se tiene que*

Var [ X, — Xo] = Var [Xp] + Var [Xo] — 2 Cov [ X, Xo] = 27 (0) — 2y (h).

3 La norma que se estd considerando es en el espacio de variables aleatorias con momento de orden 2 finito y puede
consultarse su definicién en el Apéndice B.1.
4 Véase la notacién establecida en la Seccién 0.4.
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Asi pues, se ha llegado a que

ho? ho?

27(0) — 2y (h) = ho* = 2(1—p(h)) = o= p(h)=1- 0

Ahora bien, como v (0) < oo se tiene que la funcién p (h) serd menor que —1 siempre que h sea

mayor que 4220)7 lo cual entra en contradiccién con que |p (k)| < 1 para todo h.

3) [¢1] > 1

Dado que se busca una solucién para todo t € Z esto permite transformar la ecuacién «hacia
adelante» (1.6) en la ecuacién equivalente dada por

—1 —1
Xt =¢1 Xey1 — &1 a1

Ahora bien, como |¢1_1| < 1 se estd en un caso como el primero. Asi pues, empleando argumentos
similares se tiene que una solucion estacionaria serd la dada por

oo
_ E —Jj
Xt - - ¢1 At4j,
Jj=1

la cual depende tnicamente de valores futuros del proceso de ruido blanco. Por ello, este proceso
se acostumbra a llamar anti-causal.

Teorema 1.2 (Causalidad de un proceso ARMA, Politis y McElroy 2020, p. 141). Sea {X;} un
proceso ARMA(p,q) que satisface la ecuacion (1.3) tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen raices
comunes. Entonces se tiene que {X;} es causal con respecto al proceso de ruido blanco {a:} si, y solo
si, ¢ (2) # 0 para todo z € C tal que |z| < 1. En tal caso, la solucion estacionaria de la ecuacion del
proceso es la dada por

oo
Xy = E Viasj,
j=0

0(2)

oo .
donde los coeficientes 1; son tales que 9 (z) = > ;27 = ——=, para todo z € C tal que |z| < 1.
j=0

¢(2)’

Observacion 1.7. La ecuacién que satisfacen los 1, es equivalente a que ¢ (z)9 (z) = 6(z). En
consecuencia, igualando los coeficientes de z7 a ambos lados se tiene la férmula recursiva dada por
Vi — > ¥ _ drtbj—k =0, conj=0,1,..., donde 6y =1,0; =0 para j > qy 1; =0 para j < 0.

Corolario 1.3 (Politis y McElroy 2020, p. 143). Sea {X:} un proceso ARMA(p,q) que satisface la
ecuacidn (1.3) tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen raices comunes. Si ¢ (z) # 0 para todo z € C tal
que |z| =1, la tdnica solucion estacionaria de la ecuacidon del proceso es la dada por

X = Z viasj,

j=—c0

. 0
donde los b; son tales que ¢ (2) = 3272 ;27 = (b((Z;, para todo z € C tal que 1/r < |z| <r para
2

algin r > 1.
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1.2.3. Invertibilidad

El Teorema 1.2 establece unas condiciones bajo las cuales un proceso que sigue un modelo ARMA
puede ser expresado en términos del proceso de ruido blanco como un proceso MA(co). De manera
similar, podria pensarse si existe alguna manera de «invertir» el razonamiento y poder expresar cada
elemento del proceso de ruido blanco como una serie infinita en funcién de los elementos del proceso
original. Este nuevo enfoque da lugar a la propiedad conocida como invertibilidad.

Definicién 1.5 (Invertibilidad, Politis y McElroy 2020, p. 144). Un proceso {X;} que sigue un modelo
ARMA(p, q¢) que satisface la ecuacién (1.3) se dice que es invertible con respecto a sus entradas {a;}
si existe una sucesién {m;} . tal que

oo
ay = E Wth_j,
Jj=0

en cuyo caso la expresién anterior se denomina representacién AR (co) del proceso {X;}.

Observacion 1.8. Se emplea el término invertible debido a que a partir de la ecuacién del proceso
ARMA es inmediato ver que la serie de tiempo {X;} es la salida de un filtro lineal que tiene a la serie
{a+} como entrada y, si es posible invertir ese filtro, entonces se puede recuperar la serie {a;} a partir
de {X:}, tal y como se ilustra en la Figura 1.1. La utilidad de disponer de un proceso invertible se
puede ver en la practica cuando es posible observar una muestra finita de la serie de tiempo {X;} pero
el proceso de ruido blanco no es observable. En esa situacion, si dicha serie es invertible es posible
capturar el comportamiento de a; inicamente a partir de los valores presentes y pasados de X;.

Filtro Filtro inverso
:

Figura 1.1: El concepto de invertibilidad.
Inspirado en Politis y McElroy 2020, p. 145.

Observacion 1.9. En el Teorema 1.2 lo que se hace, en esencia, es despejar X; en la ecuacién (1.3)
multiplicando por la inversa de ¢ (B) en el caso en que esté bien definida y obteniendo como solucién

0(B)
¢(B) "

No obstante, la ecuacién (1.3) es formalmente simétrica, en el sentido de que a ambos lados de la
igualdad aparece una serie de tiempo multiplicada cada una de ellas por un polinomio diferente. En
consecuencia, uno podria pensar en aplicar un razonamiento andlogo al realizado en el caso de la
causalidad y multiplicar dicha ecuacién por la inversa de 6 (B), supuesto que esta esté bien definida,
es decir, a; = 0 (B)f1 ¢ (B) X;. Este resultado se recoge en el siguiente teorema, a continuacién del
cual aparece la Figura 1.2, en la cual se muestra de manera explicitan el filtro y la inversa a los que se
hacia referencia en la Figura 1.1.

X, =

Teorema 1.4 (Invertibilidad de un proceso ARMA, Politis y McElroy 2020, p. 144). Sea {X:} un
proceso ARMA(p,q) que satisface la ecuacion (1.3) tal que los polinomios ¢ y 6 no tienen raices
comunes. Entonces se tiene que {X;} es invertible con respecto al proceso de ruido blanco {a;} si, y
solo si, 0 (z) # 0 para todo z € C tal que |z| < 1. En tal caso, se tiene que

oo
ay = E Wth_j,
=0

¢ (2)

S .
donde los coeficientes m; son tales que w(z) = > mjz? = ———, para todo z € C tal que |z| < 1.
§=0

0(2)
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0(B)/¢(B) #(B)/0(B)

Figura 1.2: Filtro lineal de un proceso ARMA y su inversa.
Inspirado en Politis y McElroy 2020, p. 146.

Corolario 1.5 (Politis y McElroy 2020, p. 145). Sea {X;} un proceso ARMA(p,q) que satisface la
ecuacidn (1.3) tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen raices comunes. Si 0 (z) # 0 para todo z € C tal
que |z| = 1, entonces puede expresarse

oo
ay = E Wth,j,

j=—o0

0(2)

donde los 1b; son tales que v (2) = Z;‘;ioo Y2l = () para todo z € C tal que 1/r < |z| < r para

algin r > 1.

Por dltimo, cabe mencionar que a partir de los resultados que han sido presentados es posible
establecer conjuntamente condiciones que garanticen tanto el cardcter causal como el invertible.

Corolario 1.6 (Causalidad e invertibilidad de un proceso ARMA, Politis y McElroy 2020, p. 146).
Sea {X;} un proceso ARMA(p, q) que satisface la ecuacion (1.3) tal que los polinomios ¢ y 0 no tienen
raices comunes. Se tiene que {X;} es un proceso causal e invertible con respecto a {ai} si, y solo si,

se cumple que
0(2)p(z)#0, VzeC tal que |z] <1.

En tal caso se tiene que
o0 o0
Xp =Y ey, ar=Yy mXej,
Jj=0 j=0

donde los coeficientes v; y m; satisfacen las ecuaciones

= e = 40)
Y(z) =) ¢z = , m(z)=) mz) = , VzeC tal que |2| <1.
2 o (2) E 0(2) !

1.3. Extendiendo los modelos ARMA

Los modelos ARMA que se han presentado tienen como peculiaridad que se trata de modelos esta-
cionarios. Sin embargo, en la realidad no suele ser habitual encontrarse con procesos de esa naturaleza
(presencia de tendencias, patrones repetitivos...) y por ese motivo es necesario disponer de modelos
apropiados para modelar dichas situaciones.

En muchos de esos ejemplos en los cuales no se tiene estacionariedad esta puede obtenerse sin mas
que diferenciar la serie reqularmente®, que es un proceso que consiste en restarle a la serie el valor en
el instante anterior, es decir, si se denota por V a tal operacién se tiene que para todo ¢

VX, = X; — X;1.

2 En algunas ocasiones bastard con realizar esta operacién una vez y en otras serd necesario realizarla varias veces.
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Observacion 1.10. Empleando el operador retardo definido anteriormente puede reescribirse la ope-
racién de diferenciar regularmente d veces un proceso como V4X; = (1 — B)d Xi.

Observacion 1.11. Esta operacién diferencia tiene como utilidades que permite eliminar, por un lado,
raices unitarias y, por otro, tendencias deterministicas polinémicas (en general, diferenciar regularmente
d veces ayuda a eliminar tendencias de grado d).

Asi pues, habiendo introducido todos los conceptos bésicos necesarios y aclarando, donde era nece-
sario, algunos aspectos de los mismos, se estd ya en condiciones de definir los conocidos como modelos
ARIMA.

Definicién 1.6 (Procesos ARIMA, Shumway y Stoffer 2017, p. 132). Un proceso {X;} se dice que es un
proceso ARIMA(p, d, q) si tras aplicarle d diferencias regulares se convierte en un proceso ARMA(p, q),

es decir, si se tiene que V94X, = (1 — B)d X, es un proceso ARMA (p, q).

Ahora que ya se han introducido los modelos ARIMA, el siguiente paso es disponer de herramientas
adecuadas para poder ajustarlos a diferentes conjuntos de datos. Para finalizar esta seccién, se recogen
a continuacién las etapas que se distinguen en este proceso de ajuste y en las cuales, por una cuestién
de extension del trabajo no se profundizard demasiado

1) Representacién secuencial de los datos.

2) Posible transformacién del conjunto de datos.

Si hay problemas con la homocedasticidad, puede pensarse en aplicar una transformacion lo-
garitmica o de tipo Box-Cox para estabilizar la varianza.

3) Identificacién de los érdenes del modelo.

En primer lugar, conviene recordar lo que se ha comentado acerca de la fas de los modelos
MA(q) y de la fap de los modelos AR(p). Dado un conjunto de datos, se pueden representar
las correspondientes funciones de autocorrelaciones muestrales y analizar su comportamiento, en
el sentido de ver en qué retardo se tiene que la correspondiente funcién es significativamente
distinta de cero®. Si tal retardo es el r, nos indicard que se trata de un modelo AR(k) o MA(k)
segun se haya considerado la funcién de autocorrelaciones muestral simple o parcial.

Ademas, cabe mencionar que para poder identificar modelos ARIMA méds complejos de érdenes p
¥y ¢ que no sean necesariamente uno de ellos nulo existen diferentes métodos basados en diferentes
criterios (criterio de informacién de Akaike, criterio de informacién de Bayes...). Para profundizar
mas acerca de estos procedimientos puede consultarse la Seccién 5.5 de Brockwell y Davis (2016).
4) Estimacién de los pardmetros del modelo propuesto en 3).
Suele hacerse por maxima verosimilitud. Para conocer los detalles véase la Seccién 5.2 de Brock-
well y Davis (2016).
5) Diagnosis del modelo propuesto en 3).
En la Seccién 5.3 de Brockwell y Davis (2016) pueden consultarse los detalles del proceso de

diagnosis.

6) Seleccién del modelo tras finalizar las diagnosis de los modelos propuestos.

Nétese que aqui de manera indirecta se ha hecho referencia a un contraste de hipétesis acerca de las variables aleatorias
que representan la fas y la fap muestrales. En la Seccién 3.5.2 de Pena (2005) puede verse que, si se denota por T
al mayor instante temporal en el que ha sido observada la serie, bajo condiciones bastante generales se tiene que

sus distribuciones, bajo el modelo correspondiente, son una N (O, 1/\/T> Esto permite construir en los graficos

secuenciales de ambas funciones de autocorrelaciones las bandas de confianza con un nivel aproximado del 5 % dadas

por (4,96/\/?, 1,96/\/T).
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1.4. Prediccion en modelos autorregresivos

En primer lugar, conviene destacar que en la Seccién 3.3 de Brockwell y Davis (2016) puede verse
cémo en modelos ARMA(p, q) causales, la aplicacién del Algoritmo 1 es mds sencilla, ya que, por
ejemplo, en los procesos MA(q) se tiene que v (h) = 0 para h > ¢, por lo que algunos de los coeficientes
0,,; se anulan. No obstante, en lugar de optar por la aplicacién del algoritmo de innovaciones, en esta
seccién se llevard a cabo un enfoque diferente basado directamente en la esperanza condicionada.

Para obtener las ecuaciones de las predicciones en los modelos autorregresivos supéngase, en primer
lugar, que se esta ante un modelo AR(1), donde el pardmetro ¢; se supone conocido. Fijando primera-
mente un horizonte temporal de predicciéon h = 1, el objetivo que se persigue es obtener un predictor
lineal 6ptimo” para Xyy1 dados X, Xy—q, ..., X;. Para ello, el criterio de optimalidad a considerar es
minimizar el error cuadratico medio de prediccion.

En consecuencia, en base a los resultados de la Seccién B.4.3, el predictor lineal 6ptimo se podra
obtener mediante el célculo de la esperanza condicionada dada por E [X¢q | X¢, X¢—1, ..., X1]. Asi
pues, en virtud de la ecuacién autorregresiva que sigue el proceso se cumple que

]E[Xt+1 |XtaXt717 cee 7X1] = ¢1Xt7

Asi pues, el predictor lineal 6ptimo serd el dado por )?Hl (X1, ..., Xt) = 1 X4, cuyo error cuadritico
medio de prediccién es

~ —~ 2
PMSE | X1 (X4, ... ,Xt)] ) [(Xt+1 — X1 (Xa, .. ,Xt)> ] — o2,

Considérese ahora un horizonte temporal h. En primer lugar, recuérdese que empleando recursi-
. . h=1 ,j .
vamente la ecuacién del modelo se tiene que Xy, = ¢FX; + ijo @) ar+n—j.En consecuencia, cal-
culando la esperanza condicionada se tiene que el predictor lineal que se considerara en este caso es
e — 4h
Xt+h (X17 s ;Xt) - d)lXt'

Las ideas que se han ilustrado en el caso del modelo autorregresivo de orden 1 pueden generalizarse
de manera inmediata al caso de los modelos AR(p), con p > 2. Asi, para h = 1 en este caso se tiene
que

P
Xip1 (X1, o, X)) =E[Xp | X, X, L, Xa] = Z¢kXt+1—k-
=1

Sin embargo, la mayor complejidad de la estructura autorregresiva lleva a un cambio en la expresién
del predictor ya en el caso en que h = 2. Para verificar este hecho obsérvese primero la expresion de
X9 siguiente:

p
Xivo =1 Xir1+ Y Ok Xiyok + g
k=2

P P
= ¢ <Z¢kXt+lk + at+1> + D OkXipoi + aryo

k=1 k=2

D p—1
= ¢ <Z¢kXt+1—k> + Z¢j+1Xt+1—j + Prai41 + a2

k=1 =1

p
= ($1¢% + bh1) Xep1-k + Graryr + arpa,
k=1

7 En este caso se ha restringido la bisqueda de predictores éptimos a la clase de predictores lineales pero podria haberse
realizado otra restriccién sobre los mismos.
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donde, en adelante, se tendré que ¢, = 0 para k = 1,2, .. 8 Calculando la esperanza condicionada
de la dltima de las igualdades se llega a que en este caso el predictor lineal éptimo es el dado por

p
Xipo (Xq, ..., Xy) = Z (P10k + Drg1) X1k
=1

p p
= ¢1Z¢kXt+1—k + Z¢k+1Xt+1—k
=1

k=1

p
=1 Xe1 (X1, o X))+ ) _onXipo s
k=2

En definitiva, a partir de esto ultimo puede probarse que el mejor predictor lineal de Xy en el
caso general de un modelo AR(p), con p > 2, es el dado por

h—1 p

Yo Xipnot (X, X) + Y oeXepnok, sih=2.3,....p,
~ k=1 k=h
Xt+h(X17 7Xt): »
Z¢k)?t+h7k:(X1a"'7Xt)7 Slh:p+17p+2a
k=1

1.5. Aplicacién a los datos medioambientales

En los primeros anos de desarrollo de mecanismos de prediccién para la central térmica de As Pontes
la concentraciéon media de SOy observada durante un lapso de tiempo de 2 horas y cuya frecuencia
de transmisiéon de datos era cada 5 minutos no podia superar ciertos umbrales establecidos por la
legislacién vigente en aquel entonces. Asi pues, para mantener el control sobre las concentraciones
medias bihorarias de esta sustancia la central eléctrica debia tomar decisiones con antelacién suficiente
y con los recursos de los que disponian se requerian alrededor de 30 minutos desde la toma de la
decisién hasta que esta se hacia efectiva.

Con este planteamiento, los primeros modelos predictivos que se consideraron para este agente
contaminante trabajaban con series de medias bihorarias, esto es, denotando como SO; (t) a la con-
centracién de SO; en tiempo t (pentaminutal) medida en pg/m3, con

1 23
Xt:ﬂZ;SOg(t—i).

Asi, en cada instante ¢ se recibe una nueva observacién de la serie X; y se debe predecir X;1¢
conociendo X;, X;_1, ... Dicho de otro modo, el problema que se pretende abordar consiste en realizar
para cada serie de SO5 una prediccién cada 5 minutos de la concentracién media bihoraria que se tendra
6 unidades de tiempo (30 minutos) més tarde.

Para llevar a cabo esa prediccion empleando un modelo paramétrico de tipo Box-Jenkins los inves-
tigadores decidieron que era suficiente con emplear 72 medias bihorarias sucesivas (6 horas) y, ademds,
también se tomé la decisiéon de que los pardmetros del modelo ARIMA (p, d y q) se actualizasen cada
5 minutos. Ademas, definieron en cada instante de tiempo lo que se conoce como «serie activa» y que
no es mas que la serie de tiempo muestral formada por las 72 observaciones de las ltimas 6 horas.

8 Este convenio se ha tomado con el fin de compactar la escritura de las férmulas de los predictores lineales.
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No obstante, tal y como fue comentado en el Prefacio, la serie X; poseee ciertas caracteristicas que
provocan que las predicciones obtenidas mediante los modelos Box-Jenkins no se comporten adecuada-
mente. De entre ellas cabria destacar que esta serie toma valores cercanos a 0 durante largos periodos
de tiempo (dfas o semanas) y luego estos periodos de «comportamiento estacionario» se ven interrums-
pidos de repente por los llamados incidentes, que se corresponden con un valor de la serie superior a
los 300 pug/m3?, y cuya duracién acostumbra a ser de entre 3 y 4 horas. Ademés, estos episodios son
muy diferentes entre si en cuanto a duracién, maximos y, en general, la forma que presentan a la hora
de representarlos en un grafico temporal.

Teniendo en cuenta el objetivo que se ha fijado, lo deseable seria disponer de una muestra lo
suficientemente grande como para contener informacién de una cantidad representativa de incidentes.
Analizando lo ocurrido en el pasado con los tiempos entre incidentes hasta entonces, en Prada-Sanchez
y Febrero-Bande (1997) vieron que para esto serfa necesario considerar una muestra de al menos 1
ano, lo cual se corresponde con un tamano de muestra de algo mas de 105 000. Esto conduciria no solo
a trabajar con muestras computacionalmente muy costosas sino que, ademds, la mayor parte de sus
valores estarian cercanos a 0, por lo que se estaria realizando un gran esfuerzo por informacién que no
aporta nada a la prediccién de los incidentes.

Para solventar esto, fue desarrollada una metodologia diferente a la hora de almacenar los datos de
la concentracién de SOy y crearon la llamada matriz historica, la cual consiste en un registro de 500
vectores'® de la forma (X;_1, Xy, X 16) y que serd tratada con mayor detalle en el siguiente apartado.

1.5.1. La matriz historica

En este apartado se va a especificar tanto la construccién inicial de la matriz histérica como el
proceso mediante el cual se va actualizando. La principal referencia que ha sido consultada para la
elaboracién de esta seccién ha sido Prada-Sanchez y Febrero-Bande (1997).

Matriz semilla y mecanismo de actualizacion

Por todo lo comentado en el apartado anterior se tomé la decision de no considerar muestras al
estilo usual, sino emplear un mecanismo conocido como matriz histérica, el cual consiste en condensar
la informacién de un largo periodo de tiempo en una muestra de tamano razonablemente menor
empleando informacién incompleta aunque representativa. Asi, a grandes rasgos lo que se pretendia
hacer era, ya que se tenia la intencién de emplear 2 variables predictoras, emplear como apoyo para la
prediccion el conjunto de 1000 ternas dado por

{(hnd) o) o (1, 2) 230},

donde cada x% es un «resumen» o «valor representativo» del rango de medias bihorarias no cercanas a
0 observadas durante un largo periodo y es incluido en la terna junto con el «par predictivo» (xﬁ, xé)

Mas concretamente, el primero de los pasos consiste en determinar el rango de valores de medias
bihorarias no cercanas a 0 durante los 2 afios anteriores. A continuacion, este rango es dividido en
10 estratos, de manera que cada uno de ellos contenga aproximadamente el mismo ntimero de datos.
Luego, se seleccionan de manera aleatoria 100 valores z% de cada uno de los estratos y con ellos se
forman las ternas ((:U’l, xé) ,xg), donde x% y x} son, respectivamente, las medias bihorarias observadas
35 y 30 minutos antes del instante asociado a z5.

9 Se pueden alcanzar méximos de 1200 jzg/m3 o incluso 2400 en los casos mas extremos. No obstante, es muy poco
frecuente que se den en 2 estaciones de medicién o mas a la vez, lo cual se traduce en que no sea necesario trabajar
de manera conjunta con todas ellas.

10 Aunque al comienzo esta era la dimensién, en versiones posteriores llega a tener 2000 entradas.
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Asi pues, con el procedimiento que ha sido descrito se construye la semilla M, de la matriz histérica
M;. Una vez definida dicha semilla, la actualizaciéon de la matriz histérica cuando sucede una media
bihoraria x; distinta de 0 se lleva a cabo como sigue:

1) Se determina a cudl de los 10 estratos pertenece x.

2) Se elimina la terna mds antigua del estrato determinado en el paso anterior en la matriz histérica
M.

3) Se anade la terna ((zi—7,2:—¢),xt) al estrato de M;_; determinado en el primer paso para
obtener la nueva matriz histérica M.



Capitulo 2

El método Bootstrap

2.1. Breve introduccién al método bootstrap

En esta seccién, que es un breve resumen del Capitulo 1 de Cao y Ferndndez (2023), se llevard a
cabo una introduccion a la metodologia bootstrap, poniendo de manifiesto la analogia existente entre
esta y el paradigma inferencial clasico.

Una primera aproximacion hacia lo que es el método bootstrap es que se trata de un procedimiento
estadistico en el cual se lleva a cabo un proceso de remuestreo, esto es, se obtienen nuevas muestras
empleando algin mecanismo aleatorio que emplee la verdadera muestra original, con el fin de aproximar
la distribuciéon de algtin estadistico. Dos de los principales motivos por los cuales este método ha
alcanzado una gran expansién en cuanto a sus aplicaciones en diferentes contextos estadisticos (datos
funcionales, series de tiempo, contrastes de hipétesis...) son, por un lado, el hecho de que no requiere
ninguna hipétesis sobre el mecanismo generador de los datos! y, por otro, que su implementacién en
ordenador suele resultar sencilla en comparacion con otros métodos. No obstante, relacionado con esta
segunda ventaja, se encuentra también su principal inconveniente y es que, tal y como se vera mas
adelante, este método necesita en muchas ocasiones del uso de técnicas de Monte Carlo, lo cual debido
a la naturaleza de este método redunda en la necesidad de mayor computacién intensiva. Es por ello
que durante algunos anos la aplicacién de este método, si bien se encontraba en auge, estaba limitada
por la capacidad de cédlculo de los ordenadores de la época. Hecho que, por el contrario, no suele ser
un problema con los equipos que existen hoy en dia.

Descrito someramente el método bootstrap, a continuacién se llevara a cabo una comparativa entre
el paradigma inferencial clasico y su andlogo bootstrap, con el fin de clarificar la utilidad del mismo.

Paradigma inferencial clasico

Supéngase que X = (X7, ..., X,,) es una muestra aleatoria simple de una poblacién que sigue una
distribucién F'y que se tiene interés en realizar inferencia sobre cierto pardmetro poblacional 8 = 6 (F).
Para ello, se considera un estadistico que es funcién de la muestra y de la propia distribucién poblacional
como, por ejemplo

R(X,F)=0(F,) —0(F)=0—0,

donde F;, representa a la funcién de distribucién empirica. Para poder realizar inferencia sobre 6 (F)
serfa interesante conocer la distribucién en el muestreo del estadistico R (X, F'), que en algunas ocasio-

1 Aunque si que son necesarias algunas, que acostumbran a ser més relajadas, para obtener propiedades asintéticas del
procedimiento bootstrap.

13
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nes concretas es posible calcular directamente y en otras puede ser aproximada de manera asintdtica.
Escenario bootstrap

En el contexto que ha sido descrito en el apartado anterior, la metodologia bootstrap comienza
reemplazando la desconocida distribucion poblacional, F', por una estimacién de la misma, que se
denotard por F (e.g. F= F,,, en el caso del bootstrap naive o uniforme o F= F5, en el caso del bootstrap
paramétrico). A partir de esta distribucién aproximada es posible generar, de manera condicionada a
la muestra observada, lo que se denominaran remuestras bootstrap:

X* = (X7, ..., XD,

n

donde toda X},7 = 1, ..., n, tiene distribucién F. As pues, se puede hablar de la distribucion en el
remuestreo o distribucion bootstrap de R* = R (X*, ﬁ)

La idea orlglnal de la metodologia bootstrap (véase Efron 1979) consiste en que la distribucién
de 6* en torno a 6 aproxima la distribucién de f en torno a 0. De este modo, se busca aproximar la
distribucién en el muestreo de R mediante la distribucién en el remuestreo de R*. No obstante, la
distribucién bootstrap de R* es poco frecuente que se pueda calcular de manera directa, por lo que
casi siempre suele aproximarse mediante técnicas de Monte Carlo.

2.1.1. Consideraciones sobre los métodos bootstrap

Tal y como se afirma en Cao (1999), a la hora de llevar a cabo la implementacién prictica de un
procedimiento bootstrap es necesario considerar dos cuestiones:

1) ;Cuédn buena es la aproximacién bootstrap? ;Es asintéticamente correcta?

2) ;Cémo puede ser calculada (o, al menos aproximada) la distribucién bootstrap del estadistico?

La primera de las preguntas es lo que se conoce como validez del bootstrap y establece la consistencia
del método. Tipicamente, se considera alguna distancia entre la distribucién bootstrap de R* y la
distribucién en el muestreo de R y se comprueba si dicha distancia tiende a 0 a medida que el tamano
de muestra tiende a infinito. Ademds, otro punto importante en este contexto es analizar la velocidad
de convergencia del método, ya que en muchas ocasiones existen metodologias alternativas con las que
resulta muy interesante comparar sus rendimientos.

Con el fin de proporcionar al lector algunas herramientas para cubrir los aspectos mencionados en el
parrafo anterior, se presentan a continuacién dos resultados que emplean los denominados desarrollos
de Edgeworth de un estadistico. No obstante, antes de introducir el primero de ellos, conviene recordar
el conocido como Teorema Central del Limite.

Teorema 2.1 (Teorema de Lévy-Lindeberg, Petrov y Mordecki (2008), p. 157). Sean X1, ... , X, ...

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con E[X;] = p y Var [X1] = 02 < c0.
Entonces se tiene que

X —

o

vn

B4 N, 1).

Asi pues, denotando

R=RXF)=vat L

2 Signifique lo que signifique segtin el contexto de aplicacién.
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lo que establece el Teorema 2.1 es que la distribucién asintética de R es una gaussiana estdndar. Ahora
bien, jcémo de buena es esta aproximacién? o, dicho de otro modo, jcémo de rapida es la convergencia
a la Normal? La respuesta a estas preguntas fue dada por el matematico sueco Harald Cramér en el
ano 1928 mediante un resultado que permite descomponer la distribucién del estadistico en una suma
de términos que facilitan el anélisis de su comportamiento asintético?.

Teorema 2.2 (Cramér 1928a). Sean X1, Xs, ..., Xy, ... variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas con distribucion comin F, con media p y desviacion tipica o. Supdngase que
itX}

existe cierto 7 € N tal que E [|X|j+2] < 00 y que, denotando como px (t) = E [e la funcion

caracteristica poblacional, se cumple que lim o |px (t)| < 1. Bajo tales condiciones se tiene que

P{R<u) :]P’{\/EX;'“ <u}
= o (u) + n—1/2p1 (u) ¢ (u) + -+ n—(j—l)/ijf1 (u) é (u) + O (n_j/Q) 7

donde ® (u) es la funcidn de distribucidn de una distribucion Normal estdndar, ¢ (u) es su densidad
asociada y los p; (u) representan a polinomios de grado 3i — 1 con paridad alternada, esto es, p; es
simétrico, pa es antisimétrico, p3 es simétrico... Ademds, sus coeficientes dependen de los momentos
de X de orden menor o igual que i + 2. En particular,

1k
pr(w) =~ =5 (= 1),
1k 1 (k3>
P2 (0) = —u %;1@2—3)—1—72(;;) (ut —10u? +15) |,

., L, . . it)7
donde k; representa el j-ésimo cumulante, esto es, el término que acompana a (lj,) en el desarrollo

en serie del logaritmo de la funcion caracteristica:

(i)

J j‘

log (px (1)) = 3k

J=1

oo

Ejemplo 2.1 (Grado de aproximacién de la distribucién de R a la Normal). A partir del Teorema 2.2
resulta inmediato ver que

P{R<u}=2(u)+0 (n*m) .
Asi pues, el grado de aproximacién de la distribucién de R a la Normal estdndar es de O (n‘l/ 2).

Ejemplo 2.2 (Grado de aproximacién de la distribucién de R a la de R*). En primer lugar, un
desarrollo de Edgeworth para la distribucién, ahora en el remuestreo, de R* conduce a que

P {R* <u} = (u)+n"p (u)d(u) 4+ - +n Y25, (u) ¢ (u) + Op (nﬂﬂ) (2.1)

donde los polinomios p; (u) son de la misma forma que los p; (u) solo que sustituyendo los cumulantes
tedricos por los empiricos y la desviacién tipica tedrica por la empirica. De este modo se tiene que

pi () = pi (w) = Op (n™1/2). (2:2)
De este modo, a partir de (2.1), (2.2) y el Teorema 2.2 se tiene que

P{R<u}— B {R* < u} =n 2 [p, (u) - 1 (w)] 6 (u) + Op (n"")
=0Op (n_1> .

3 En Cramér (1928b) pueden verse algunas de las primeras aplicaciones estadisticas de este resultado propuestas por el
propio Cramér.
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En consecuencia, ha quedado demostrado que el orden de aproximacién de la distribucién en el
muestreo de R a la distribucién en el remuestreo de R* es mejor que el orden de aproximacién a la
Normal estandar limite.

Observacion 2.1. Nétese que los 6rdenes de aproximacién que han sido calculados en el Ejemplo
2.1 y en el Ejemplo 2.2 han sido obtenidos en el caso general en que se desconoce detalle alguno de la
naturaleza de F'. Si, por ejemplo, se tuviese conocimiento de que F' es simétrica habria que analizar
de nuevo la situacién e incluso podrian considerarse mecanismos bootstrap diferentes al naive*. En
general, la idea que hay detras del bootstrap sugiere que hay que buscar imitar de la mejor manera
posible la distribucién poblacional con todas las caracteristicas de la misma que sean conocidas.

El Teorema 2.2 tiene como limitacién el hecho de que estd enfocado uinicamente al caso en el
cual el estadistico es la media muestral. Sin embargo, 50 anos después de que Cramér demostrase
ese primer resultado los matemaéticos indios Rabindra Nath Bhattacharya y Jayanta Kumar Ghosh
llevaron a cabo una generalizacién de los desarrollos de Edgeworth a otros estadisticos, estandarizados
o estudentizados, obtenidos para otros estimadores arbitrarios, #, no necesariamente la media muestral.

Teorema 2.3 (Bhattacharya y Ghosh 1978, pp. 436-437). Sean X1, Xo, ... , X, ... variables aleato-
rias independientes e idénticamente distribuidas con distribucion comin F. Sean, ademds, 0 = 0 (F)

un pardmetro de dicha distribucion y é\, un estimador de dicho pardmetro. Supongase, ademds, que
Vi (6-6) <5 N (0,03).

Entonces, bajo ciertas condiciones de regularidad, se tiene que

]P’{\/ﬁe_ f < u} =@ (u) +n "2y (w) d(u) + -+ 2 (w) §(u) + O (n‘j/Q) ,

P {\/ﬁ P < u} =& (u) + 0 g (u) ¢ (w) + -+ 02 (u) ¢ (u) + O (n_j/2> :

donde los p; (u) y q; (u) representan a polinomios de grado 3i — 1 con paridad alternada, esto es, p1 y
q1 SOM SIMELTICOS, Pa Y Q2 SON anNtisiMELricos, ps y q3 SON SIMELTICOSs. ..

Ejemplo 2.3 (Error de cobertura de un intervalo de confianza). Una de las aplicaciones que tiene
el Teorema 2.3 es en el ambito de los intervalos de confianza. Por ejemplo, si se desea construir un
intervalo de confianza de nivel 1 — « para la media, u, en el caso de que la desviacién tipica, o, es
desconocida este puede obtenerse empleando la aproximacién por la Normal asintética y una técnica
plug-in®, llegando a que el intervalo de confianza resulta ser

T ~ Sn ~ Sn
I= (X ~n Z1-ay2, X + 7n Zla/2> ) (2.3)

donde z;_q /5 es el cuantil 1 — /2 de la Normal estdndar y S, es la desviacién tipica muestral®. Asi
pues, el estadistico en el que esta basado el procedimiento inferencial consiste en

X —p
S,
En este contexto se puede emplear una metodologia conocida como bootstrap simetrizado, que no sera tratada en

este trabajo pero puede consultarse en las paginas 121 y 122 de Davison y Hinkley (1997). En cuanto a los grados
de aproximacion, se tiene que en este caso la Normal es una O (n*l)7 el bootstrap uniforme es una Op (nil) y el

Ri=+n

bootstrap simetrizado es una Op (n’B/z).
En esencia, consiste en obtener el intervalo utilizando el Teorema 2.1 en el caso de que o es conocida y luego sustituir
o por un estimador de la misma.

s s2=13 (x-X)".

Ni=1
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Aplicando un desarrollo de Edgeworth como el obtenido en el Teorema 2.3 puede obtenerse una aco-
tacién del error de cobertura del intervalo de confianza (2.3):

T ~ Sn ~ Sn
P{uel}—(l—a) =]P’{Xf%z1,a/2</L<X+%zl,a/2}7(17a)

R e e - T Rty

=P{-21_ap <R} -P{zi_ap<Ri}—-(1-0)

=P{Ri <zap}-P{Ri<-2_ a/z} (® (21-a/2) = ® (=21-a/2))

=120 (2120s2) @ (510/2) + O (07) = (77201 (<212072) 6 (~21-072) + O (n7))

=0 (nfl) ,
donde la dltima igualdad se debe al cardcter par del polinomio ¢; (u) y de la densidad de la Normal.

NOTA. Para analizar en mayor profundidad el concepto de los desarrollos de Edgeworth se recomienda
al lector la consulta, en primer lugar, del Capitulo 3 de Kolassa (2006). En él pueden encontrarse, por
ejemplo, algunas motivaciones de naturaleza heuristica para estos desarrollos e incluso se introducen
otro tipo de desarrollos en serie relacionados con los de Edgeworth, como es el caso de los de Cornish-
Fisher. Por otro lado, se recomienda también al lector consultar el libro Hall (2013), en el cual, ademds
de estudiar con detalle los desarrollos de Edgeworth, se hace especial hincapié en su utilidad a la hora
de demostrar diferentes propiedades de la metodologia bootstrap.

En cuanto a la segunda de las preguntas que fueron formuladas al comienzo de este apartado, rela-
tiva a cdmo puede ser calculada la distribucién en el remuestreo del estadistico bootstrap, considérese,
por ejemplo, el caso del bootstrap uniforme, el cual fue propuesto en Efron (1979) y se emplea en el
caso de disponer de datos independientes. En esencia, esta metodologia consiste en generar réplicas
bootstrap en las que evaluar el estadistico a partir de la funcién de distribucién empirica, esto es,
arrojar un X; tal que P{X; = X,;} = n~!, para j = 1, ... ,n, donde n es el tamafio de la muestra
original. La clave estd en que las remuestras estan siendo obtenidas mediante un sorteo equiprobable
en una poblacién finita y este procedimiento da lugar a cantidad total de remuestras de n"™, que es
una cantidad finita que, a priori, permitiria conocer exactamente la distribucién en el remuestreo del
estadistico bootstrap. El problema que se desprende de esta situacién puede verse muy claramente en
la Tabla 1. En ella se observa que el nimero de posibles remuestras es extremadamente grande incluso
en el caso de tamanos de muestra originales razonablemente pequenos.

Asi pues, si bien la distribucién en el remuestreo seria, en principio, calculable directamente al
tratarse de una distribucién discreta, la realidad es que el computo de todos los posibles valores
del estadistico bootstrap junto con sus probabilidades asociadas resulta imposible en la préactica. En
consecuencia, lo que se acostumbra a hacer es emplear una aproximaciéon de Monte Carlo, cuya idea
principal subyacente en este caso consiste en tomar una gran cantidad, B, de remuestras bootstrap
X*L X*2 . X*B y emplear las evaluaciones del estadistico bootstrap en todas ellas para aproximar
su distribucion en el remuestreo. La ventaja ahora reside en que se dispone del mecanismo generador de
remuestras y se podran obtener tantas como se desee aumentando el tamano de B, lo cual se traducira
también en un mayor coste computacional.

n 5 10 15 20 25 30
n" 3,125 x 102 1 x 100 4,379 x 1017 1,049 x 10*6 8,882 x 103* 2,059 x 10**

Tabla 1: Cantidad de posibles remuestras para diferentes tamanos muestrales.
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2.1.2. Implementacion del bootstrap uniforme

Para finalizar esta primera parte de introduccién a la metodologia bootstrap se va a ilustrar la
implementacién de un método bootstrap. En concreto, se va a introducir un procedimiento algoritmico
para el bootstrap uniforme y, ademas, dado que, por lo general, la distribucién en el remuestreo del
estadistico bootstrap no serd calculable, se incluye también la aproximaciéon por Monte Carlo.

Algoritmo 2 Bootstrap uniforme o naive, Efron 1979

1: Obtener la funcién de distribucién empirica, F},, asociada a la muestra Xq, ..., X,:
1 n
F, (z) = ﬁzﬂ{xi <z}.
i

2: Repetir parab=1, ..., B:

3:  Arrojar una remuestra bootstrap a partir de F,,, X*? = (be, ,X,;‘;b), donde
*b 1 .
IP’{XZ» :Xj}zﬁ’ j7=1 ... n.

4. Calcular la versién bootstrap del estadistico:
R =R(X* F,).

5. Aproximar la distribucién en el muestreo de R mediante las réplicas R*!, ... , R*B.

Observacion 2.2. Notese que, asi como en el Paso 1 del Algoritmo 2 se considera la funcién de
distribucién empirica, en el caso en que se dispusiese de cierta informacién sobre F', esta podria
incluirse adecuadamente en el mecanismo que se emplea para generar las remuestras bootstrap, dando
lugar asf a otros métodos conocidos como bootstrap paramétrico (F € {Fp}ycq), bootstrap simetrizado
(F es simétrica), bootstrap suavizado (F es continua’)... No obstante, como los datos que subyacen a
este trabajo se encuentran en el contexto de series de tiempo, no se comentaran estos mecanismos de
remuestreo sino que se comentaran aquellos que son empleados en el contexto de datos dependientes.

2.2. Bootstrap en la estimacién con datos dependientes

En la seccién anterior se presento la idea general de la metodologia bootstrap y se ilustré su imple-
mentacion en el caso de datos independientes e idénticamente distribuidos con el bootstrap uniforme.
En la presente seccién, basada en el articulo Cao (1999), el paradigma serd diferente, ya que los datos se
supondran dependientes. No obstante, en este contexto puede estarse ante dos casos bien diferenciados
en funcién de si se supone algin modelo de dependencia especificado sobre los datos o no.

En el primer caso, se asumira un modelo sobre la estructura de dependencia de los datos, tipicamente
alguno de los modelos del Capitulo 1. Por otro lado, el segundo escenario consiste en no asumir ninguna
especificacion acerca de la estructura de dependencia, més alla de condiciones como la estacionariedad
y el caracter mizring, un concepto relacionado con la dependencia que sera definido luego. En concreto,
se tratard el caracter fuertemente mixing®, que indica cémo la dependencia entre las variables aleatorias
se va atenuando a medida que aumenta la distancia temporal entre ellas.

7

En consecuencia, por ser una funcién de distribucién continua, existird una funcién de densidad asociada, f(z), cuya
relacién viene dada por F’ (z) = f(z).

Si el lector quiere profundizar més acerca de la estadistica con datos dependientes puede consultar Bertail et al. (2006),
en donde se detallan algunos desarrollos recientes en dicho campo junto con algunas aplicaciones.

8
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NOTA. Aunque en este trabajo solamente se trata la propiedad fuertemente mixing, existen muchas
otras maneras de medir la dependencia, en general, entre dos o-algebras. Por ejemplo, en Bradley
(2005) se consideran en total 5 medidas diferentes y se incluyen, ademds, algunas de sus propiedades
bésicas y algunos resultados teéricos relacionados con ellas.

Definicién 2.1 (Fuertemente mixing o a-mixing?, Rio 2017, p. XV). Sea {Xt},cz una serie de tiempo
y sea F! la o-dlgebra generada por Xj, ..., X;. Se dice que la serie {Xi},ez €8 fuertemente mizing o
a-mixing si cumple que

sup P{ANB} —P{A} -P{B} <ag, lim a;=0.
AC}T%BCF?L‘;;C k— o0

Asi pues, establecidos los marcos tedricos en cada uno de los dos escenarios, en los siguientes
apartados de esta seccién se irdan introduciendo algunos de los diferentes procedimientos bootstrap
en el contexto de la estimacién con datos dependientes, comenzando primero por aquellos que son
utilizados cuando se dispone de una estructura explicita de dependencia.

2.2.1. Meétodo bootstrap propuesto por Stute en 1995

En este apartado se introduciré la metodologia bootstrap propuesta en Stute (1995) en el contexto
de los modelos de regresién lineal con errores que siguen un modelo AR(1). Mds concretamente, las
técnicas de remuestreo son empleadas para aproximar la distribucién de los estimadores de los coefi-
cientes de la regresiéon obtenidos mediante un criterio de minimos cuadrados generalizados en 2 etapas.
Asi, comiéncese considerando el modelo lineal dado por

Y =XB+e, (2.4)
donde , , ,
Y:(Y17}/27"'5Yn>a ﬂ:(ﬂ15527"'75p) ) 5:(€1a€27"'a5n)7
i1 L1z o Tip
ro1 X222 o T2p
X =
Tl Tpz ot Ty

Si los errores son homocedésticos y estan incorrelacionados el método de minimos cuadrados or-
dinario (OLS, ordinary least squares) conduce al estimador del vector de coeficientes de la regresién

dado por B0 = (X'X)" ' X'Y.

Por otro lado, si la matriz de covarianzas de ¢ es igual a 0>W y la matriz W no es la identidad pero
es conocida, aplicando el método de minimos cuadrados generalizados (GLS, generalized least squares)
se llega al estimador dado por

Bl = (X'W'X) ' X'WY

No obstante, lo habitual es desconocer W, por lo que es necesario aplicar un procedimiento de
minimos cuadrados generalizado en 2 etapas, dando lugar al estimador

B2 = (X’W’lX)_l X'W-ly.

9 El caricter a-mixing fue introducido en Rosenblatt (1956).
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Considérese ahora un modelo lineal como (2.4) donde los errores siguen un modelo AR(1) de media
0, es decir,
£t =161+ 0, VEELL, (2.5)

donde |¢1| < 1y es desconocido y los d; son independientes y tienen distribucién comun F', con vector
de medias 0 y matriz de covarianzas o?W. Se tiene que, bajo condiciones bastante generales,

Vi (B2-8) <5 N(0,3). (2.6)

El procedimiento que Stute propone para aproximar la distribucién del estadistico que figura en
(2.6) es el que se recoge en el Algoritmo 3, donde ademds se incluye un procedimiento de tipo Monte
Carlo que ayudara a aproximar la distribucién en el remuestreo del estadistico bootstrap.

Observacion 2.3. Nétese que en el modelo (2.5) es sencillo comprobar que

1 —¢1 0 0
—p1 14+67 —¢1 - 0
' R : (2.7)

wl=1 o0

: - —¢1 1+¢7 —¢1
0 0 A 1

Ademés, W' es una matriz simétrica y definida positiva, por lo que por el teorema de factorizacién
de Cholesky!'? existe una matriz P triangular inferior tal que P’P = W~!. En este caso, se tiene que

/1_(;5% 0 8 8

—¢1 1
P = 0 oo 0] - (2.8)
A

Por dltimo, antes de introducir el algoritmo propuesto por Stute, se recoge el resultado tedrico en
el cual descansa la validez o consistencia del método bootstrap empleado.

Teorema 2.4 (Stute 1995, p. 399). Considérese el modelo lineal dado porY = XfB+¢, dondeY € R",
X eR™P, B RP ye € R™ y tiene una matriz de covarianzas iqual a o>W. Supdngase, ademds, que
la matriz de diseno, X, verifica las siguientes condiciones:

1) Para algunas matrices definidas positivas Vo, Vi € RP*P se cumple que
nTIX'X — V, n XWX — V.

2) Para algin o € (0,1/2 ]| se cumple que | X| = 1I£1§1<X 235 = O (n'/?=2).

1<j<p

FEntonces se tiene que, con probabilidad 1,

~

(Vi (3 -9) <o} - [ (52 ) <)| o

sup
xERP

10 Para profundizar en esta factorizacién véase la pagina 147 de Ciarlet et al. (1989).
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Algoritmo 3 Estimacién bootstrap de la distribucién de 6 2 Stute 1995.

10:
11:

12:

13:

14:

15:

16:

. Aproximar la distribucién de ,6’" — [ mediante la de su andlogo bootstrap: A,f* —

Calcular el estimador de 8 por OLS: B,?.
Construir los residuos: £ = (1,23, ... ,&,) =Y — X302
Calcular el estimador de ¢; mediante OLS a partir de &:

Construir la matriz W, obtenida al sustituir ¢; por ¢; en (2.7).
Calcular el estimador de 5 aplicando el método GLS en 2 ctapas: Bf .
Construir los nuevos residuos: € = (£1,29, ... en) =Y — Xﬁ
Construir la matriz P obtenida al sustituir ¢; por gzbl en (2.8).

Calcular 5, con
I
5 Pre (\/1 R, .. ,sn) |

Definir la distribucién empirica de los § centrados:

n

Rl ==Y ufs<a}, 5=5-3 3= -3

i=2 =2

Repetir parab=1, ..., B:
Obtener una sucesién''de elementos independientes e idénticamente distribuidos a partir
de F 5, 5*b 5xb | o i

n—1»

Construir los andlogos bootstrap de los errores ¢;: Z ok (5z e 1 <i<n.

Construir las réplicas bootstrap de la respuesta medlante la ecuaciéon del modelo:
y*b = XB\,? + et e*b = (Efb,sgb, 75*[))/

Calcular (;AS*{b, la versién bootstrap de (51. Para ello, repetir los pasos del 1 al 4 consi-
derando Y** en lugar de Y.
Construir la matriz W**, obtenida al sustituir ¢1 por qbl en (2.7).

1
Definir el analogo bootstrap de 62 2*b (X W*bX) X'WHbyb,

~
2
n:

2.2.2.

Método bootstrap propuesto por Franke, Kreiss y Mammen en 2002

En este apartado se van a presentar diferentes mecanismos de remuestreo propuestos en Franke
et al. (2002) en el contexto de la estimacién de la distribucién de los estimadores de tipo niicleo en
modelos autorregresivos no paramétricos donde, motivados por las posibles aplicaciones en el ambito

11 En la préctica la sucesién, y por extensién la serie asociada, quedara reemplazada por una muestra y una suma finita
de un tamano adecuado.
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economeétrico, los errores puede ser heterocedasticos. Considérese una muestra Xy, ... , X7 del modelo
Xt = m(thl, 7Xt7p) +0'(th17 ,Xt,q)Et, t= 071, ey

donde los {e;} son independientes e idénticamente distribuidos con media 0 y varianza 1 y donde las
funciones de suavizado m (-) y o () son desconocidas. Por simplicidad en la notacién, se considerard
unicamente el caso p = ¢ = 1, aunque la generalizacién a modelos de mayor orden es inmediata.

En cuanto a la estimacién de las funciones m (-) y o (-), va a realizarse empleando estimadores tipo
niicleo de Nadaraya-Watson'? 1. M4s concretamente, se considerardn los siguientes estimadores:

T-1
~ K, (CU—Xt) Xt+1
mp, (z) = 7 L

' ot tz::l fny ()

« K, (2 = X)) X2y — 7, (2)

5%,@ (z) = %1 Z

)

: (2.9)

t=1 fhz (J})

T-1 ¢
~92 ( ) _ 1 Kh2 (I - Xt) Tt2+1
05 p, (T — —

t=1 fna (2)

donde se tiene que Kj, (-) = h™1K (-/h) para alguna funcién nicleo K, 7y11 = Xip1 — M, (X3) ¥
fr (2) es una estimacién tipo niicleo de la densidad univariante de la serie {X;}, es decir,

T-1
i (z) = %ZKh (z—X;). (2.10)

Si bien es cierto que, bajo ciertas condiciones sobre {X;}, los tres estimadores considerados son
asintticamente gaussianos!?, en Franke et al. (2002) se demuestra la consistencia de varios procedi-
mientos bootstrap para aproximar sus distribuciones y se ven ejemplos donde para tamanos de muestra
pequenos se mejora la aproximacion que ofrece la normal asintética.

Bootstrap autorregresivo

Este primer método de remuestreo, construido en base a las propuestas realizadas en Franke y
Wendel (1992) y Kreutzberger (1993), tiene un planteamiento muy similar al procedimiento bootstrap
basado en los residuos en modelos ARMA (p, ¢) que fue analizado en la Seccién 2.3.4. De este modo, el
primer paso consiste en generar un proceso bootstrap

X =m(X; ) +o (X7 )e, t=12, ... (2.11)

donde m (-) y & (-) son estimadores piloto de m (-) y o (-), respectivamente, y donde €3, ... ,&¥ es
una remuestra de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con distribucién
condicional P.. El siguiente paso, obtenida la remuestra X, ..., X} a partir de (2.11), es obtener
los andlogos bootstrap de (2.9) y (2.10), es decir, mj, (z) ,&\ffhz (x) 7357*,” () y fi (x). Finalmente, se
aproximaria, respectivamente, la distribucion de los estadisticos

VTh i, (r0) —m (x0)], VTh[62, (x0) —0?(x0)], j=1,2,

s

12 Una definicién formal de este tipo de estimadores puede encontrarse en la pagina 71 de Wasserman (2006).

13 Constltese la Seccién 2.6 de Franke et al. (2002) para ver cémo adaptar el bootstrap de este apartado al caso en que
los estimadores son de tipo polinémico local.

14 Esto puede verse en Robinson (1983) y en Masry (1996).



2.2. BOOTSTRAP EN LA ESTIMACION CON DATOS DEPENDIENTES 23

para algin zg € R, mediante la distribucién condicional de los estadistico bootstrap dados por

VT [, (w0) — i (wo)], VTR [675 (20) — 3 (20)] , j = 1,2

En cuanto a la eleccién de los estimadores piloto, se consideran estimadores de tipo ntcleo de
Nadaraya-Watson mg, (-) y 8?’92 (z), donde j =1 0 j =2y donde g1 y g2 son pardmetros ventana,

generalmente distintos de hy y h2'®. En lo relativo a ]35, se va a tomar la funcién de distribucién
empirica de los residuos centrados. En el Algoritmo 4 ha sido resumido el esquema de remuestreo

tomando 53 ,, (-) como estimador de o2 (-). Por simplicidad en la notacién se denota como oz, (-).

Algoritmo 4 Bootstrap autorregresivo, Franke et al. 2002

1: Construir los estimadores de m (-) y o2 () a partir de la muestra: i, (-),07, ()
2: Construir los estimadores piloto de m (-) y o () a partir de la muestra : iy, (-), 7, (-) .
X —my (X;- .
3: Construir los residuos: £; = —Z_ Mg, (X 1), j=1...,T.
J 2 (X
ng ( J—l)

4: Definir la distribucién empirica de los residuos centrados:

T T
~z 1 ~ ~ 1 ~
F;(x):fg I{e; <z}, dondec;=¢;—F, ngg b

i=1

5. Repetir para b =1, ..., B:
6: Obtener a partir de F una remuestra de los residuos: £;°, ... b
7:  Construir la remuestra bootstrap: fijando X{{b = X se define

X;P =y, (X)) +062

J,gz< t*—1)5I, t=1,...,T.

8: Construir las versiones bootstrap de los estimadores a partir de la remuestra

X5, X5t (x) o7t (2).
9: Aproximar la distribucién de /Thy [my, (zo)—m (z0)] ¥ VT he [3,212 (z0)—0? (x0)] me-
diante

B B

{\/rhl [T?LZ? (wo) — My, (xO)] }b:1 ’ {\/772 [3}2}:1; (o) — aﬁib (330)] }bzl ’

Bootstrap regresivo

En este procedimiento bootstrap se genera el modelo de regresién con diseno fijo condicionado a
Xo, ..., Xp_1 dado por

Xy =m(Xim1) +0 (Xe1)ep, t=1,2, ...

donde de nuevo m (+) y o (-) son estimaciones de las funciones m (-) y o (+), respectivamente, y donde
€1, ... ,€p es una remuestra de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

distribucién condicional P..

A diferencia de lo que ocurria en la ecuacién (2.11), ahora en el lado derecho de la ecuacién se
emplea el proceso original en lugar de la réplica bootstrap. Dicho de otro modo, ahora se remuestrea
un modelo de regresién no paramétrica, lo cual motiva el nombre dado a esta metodologia.

15 En la Seccién 2.5 de Franke et al. (2002) pueden verse algunas condiciones para la eleccién de estas ventas piloto.
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Observacion 2.4. Existe alguna variacion del método bootstrap regresivo como, por ejemplo, el
bootstrap local presentado en Paparoditis y Politis (2000) y Bithlmann et al. (2002). En él, se remuestrea
sobre un modelo donde la distribucién de o (X;_1)e; condicionada a los valores pasados se supone
que depende de manera suave del valor X;_ 1, lo cual dota de mayor complejidad a la estructura de
remuestreo con respecto al bootstrap regresivo, donde solo se ha supuesto dependiente de X;_; la
varianza condicional de o (X;_1) €.

Para la presentacién de este método y el wild bootstrap, que serd introducido después, se van
a considerar ambos en una clase més general de modelos. Asi, supongase que se tiene un proceso
estocdstico estacionario {(Xt,Y:)} y que se desea estimar la media y la varianza condicionales, esto es,

m(z) =E[Y|X=2]yo?(x) =E [(Y - m(x))2 | X = x} Los estimadores iy, () ,’U\ih )y ’0\37,1 )

se definen ahora como

T-1
~ 1 Ky (rx— XY,
mh(z):T_l h(A ) Yi
t=1 fn ()
T-1 ~
. 1 Ky (z — Xp) Y2 —m2 (x)
2 _ t h
o1 (2) = 7 2 7 ) : (2.12)
T-1 A~
a5 (x) = : Ko (x: X0) T
TS h@

donde, al igual que antes, 7,1 = Y; — My, (X¢)'¢ y, ademds, e,41 = 0 (Xt)f1 Yy —m (Xy)).

Volviendo a la metodologia de remuestreo, en el bootstrap regresivo el procedimiento consiste en
generar una remuestra bootstrap €7, ... ,e} y construir, empleando la muestra original como disefio
fijo del modelo, la remuestra dada por

Y =m(Xi-1) + 0 (Xio1) ey,

donde m (-) y & (-) son estimadores piloto. Luego, a partir de esta remuestra se llevarfan a cabo los
mismos pasos que los realizados en el caso del bootstrap autorregresivo. En definitiva, el esquema
de remuestreo seria muy similar al presentado en el Algoritmo 4 pero cambiando la definicién de los
residuos y la ecuacion del proceso que genera las remuestras acorde a lo que se ha comentado.

Observacion 2.5. La configuracion considerada en el bootstrap autorregresivo también puede en-
marcarse dentro de esta clase de modelos méas general sin méas que considerar Y; = X, ;.

Wild bootstrap

En este tercer procedimiento se genera de nuevo un modelo de regresién con diseno fijo condicionado
a Xg, ..., X7 y que en este caso viene dado por

X;=m(Xe1) 400, t=1,2 ...

donde m (-) es una estimacién de la funcién m (-) y donde 7j, ... ,n5 es una remuestra de variables
aleatorias donde la media de 1} es 0 y su varianza es rZ, con r, = Xy — iy (X¢—1).

El primer paso a realizar en esta metodologia consiste en obtener una muestra 7, ... ,7p de

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E[77,] = 0y E [77] = E [77] = 1.

16 Se emplea el subindice t 4 1 para mantener una consistencia en la notacién con respecto al bootstrap autorregresivo.
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Luego, el siguiente paso es definir n; = r7,, ¢t=1,...,T. Finalmente, la remuestra generada con el
método wild bootstrap se define como

Xf=m(Xey) +np, t=1,....T,

donde m () es un estimador piloto de m (:). En cuanto al resto del mecanismo de remuestreo, se
procederia de manera andloga a los 2 casos anteriores.

Por 1ltimo, cabe destacar que dado que este procedimiento bootstrap va a ser empleado mas
adelante en otros apartados del presente trabajo, el esquema de remuestreo ha sido recogido en el
Algoritmo 5 en el contexto del modelo general propuesto en el apartado dedicado al bootstrap regresivo,
esto es, aquel donde dado un proceso estocéstico estacionario {(X;, Y;)} se considera el modelo

thzm(XQ—f—Et, ]E[Et|Xt]:O7 t:1,2,

Observacion 2.6. En el modelo general considerado la unica hipdtesis sobre los errores es que la
media condicional sea 0, permitiendo por tanto que estos puedan no ser independientes. En este tipo
de modelos, o en aquellos en los que la funcién o (-) sea una funcién irregular que actie como un
pardmetro de ruido y en los que el principal objetivo sea la estimacién de m(-), el wild bootstrap
es un método apropiado, ya que no busca que los errores bootstrap generados sean independientes e
idénticamente distribuidos.

Observacion 2.7. Este mecanismo de remuestreo fue originalmente propuesto en Wu (1986), aunque
el «bautizo» con el nombre de wild bootstrap fue realizado posteriormente en los articulos Mammen
(1992) y Hardle y Mammen (1993). El motivo de este nombre es que para estimar la distribucién del
error ¢; = Y; —m (X;) condicionada a X; se emplea tan solo el residuo r; = Y; — my, (X;).

Observacion 2.8. Tal y como ha sido comentado anteriormente, el paso 2 del Algoritmo 5 puede
llevarse a cabo encontrando una variable aleatoria V* que cumpla que E* [V*] = 0, E* [V*Z] =1yque
E* [V*ﬂ = 1 y luego definiendo & = r;V;*. Por ejemplo, tomando como V* una variable aleatoria
discreta con masa de probabilidad en dos puntos, al imponer las condiciones se tiene que tales puntos
son a=0,5(1—-+5) yb=0,5(1-+5) y, ademds, se tiene que p =P*{V* =a} = 5%/5.

Algoritmo 5 Wild bootstrap, Franke et al. 2002

1. Construir el estimador de m (-) a partir de la muestra {(X;, Y:)}1_,: @ ().

2: Construir los residuos r, =Y; — my, (X)), t=0,1,...,T.

3: Repetir parab=1, ..., B:

4.  Generar errores bootstrap £:°,t = 0,1, ... , T, condicionalmente a la muestra observada

a partir de una distribucién que cumpla que E* [£7] = 0,.E* [6;%] = r? y E* [}%] = r}.
5.  Generar andlogos bootstrap de la variable respuesta empleando un estimador piloto

Vi =, (X)) +E0 t=0,1,...,T.

6: Construir el anilogo bootstrap de my, () a partir de {(Xt,Yt*)}Z;O:

l) *
sz 1Khfo>Yib'

7. Aproximar la distribucién en el muestreo de vnh [mip () —m (2)] por la distribucién
en el remuestreo de vVnh [m; (x) — Mgy (x)].




26 CAPITULO 2. EL METODO BOOTSTRAP

2.2.3. El bootstrap por bloques

En este apartado se va a presentar una de las primeras propuestas de procedimientos de remuestreo
realizadas en el contexto de disponer de datos dependientes sobre los cuales no se asume ninguna
estructura explicita de dependencia. Esta metodologia recibe el nombre de moving blocks bootstrap
(MBB) o bootstrap por bloques y fue propuesta de manera independiente en Kunsch (1989) y en Liu y
Singh (1992).

Algoritmo 6 El bootstrap por bloques. Esquema de remuestreo extraido de Cao 1999

Fijar el tamano del bloque, b, con b € N.

Calcular el ntimero de bloques k = [n/b]'".

Definir los bloques: B;;, = (X;, X;41, ... , Xiqp—1),coni=1,2, ... ,q(g=n—->b+1).
Arrojar k bloques &1, ... , &g con distribucién equiprobable sobre {Bi, By, ... , B;}, donde

g’i = (gi,h e agi,b)

5: Definir el vector de remuestras bootstrap X* como el formado por las n primeras
componentes de

(51717 7€1,b7€2717 a€2,ba 7£k,17 7£k,b)-

El esquema de remuestreo de este método ha sido recogido en el Algoritmo 6. A partir de él resulta
sencillo ver que si se considera un tamano de bloque b = 1 se tiene que k = n, dando lugar bootstrap
uniforme ordinario. Por el contrario, si b = n se tiene que k = 1 y entonces el procedimiento bootstrap
serfa un proceso de remuestreo degenerado, en el sentido de que todas las posibles remuestras coinciden
con la muestra original.

En base al comentario realizado en el parrafo anterior, parece claro que una cuestion de relevancia
en este método es la eleccion del tamano del bloque, b. En ese sentido, existen articulos como Hall
et al. (1995), donde se obtiene una expresién asinética para el error cuadratico medio en el contexto
concreto de la estimacién mediante técnicas bootstrap del sesgo y de la varianza que permite afirmar
que el tamaiio 6ptimo del bloque en ese caso es del orden nl/3.

Para finalizar esta seccién se va a analizar un ejemplo de aplicacién de este método que ilustrara
un hecho a tener en cuenta a la hora de aplicarlo: la serie bootstrap generada no es estacionaria.

Ejemplo 2.4 (Cao 1999, p. 105). Considérese una muestra X1, Xs, ..., X,, de una serie de tiempo,
con n = 100. Con el fin de generar remuestras se va a aplicar el bootstrap por bloques con un tamaino de
bloque b = 10. A partir de este esquema de remuestreo pueden analizarse las distribuciones bootstrap
conjuntas de (X§, X1) ¥ (X7, Xi1). Se tiene que

1
P {(Xg, X{o) = (Xi, Xj)} = — para i=9,10, ...,99,

1
91 j=1+1
P {(X{o, X11) = (X4, X;)} = oz bara i=10,11, ... ,100,
i=1,2, ... 91

De este modo, como ambas distribuciones bootstrap son diferentes el proceso generado mediante el
bootstrap por bloques no es estrictamente estacionario, aunque la serie original lo hubiera sido.

Observacion 2.9. Cometiendo un abuso de lenguaje podria decirse que el método de remuestreo por
bloques no es estacionario.

17 La funcién [z] devuelve el menor entero mayor o igual que x.
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2.2.4. El bootstrap estacionario

En esta seccién, motivados por la falta de estacionariedad del bootstrap por bloques, se va a presen-
tar un método de remuestreo de naturaleza similar pero donde ahora se va a remuestrear sobre bloques
de tamano aleatorio, donde esa longitud de bloque se va a distribuir de acuerdo a una distribucién
geométrica. Esta técnica bootstrap se conoce con el nombre de bootstrap estacionario y fue propuesta
en Politis y Romano (1994b).

Supéngase que se tiene una serie de tiempo {X;} estrictamente estacionaria y débilmente depen-
diente'® y que @ es un pardmetro desconocido de la distribucién conjunta (infinito dimensional) de la
serie. Considerando una muestra Xy, ..., X, de tal serie, el objetivo consiste en realizar inferencia
sobre 6 a partir de algtin estimador T,, = T,, (X1, ..., X,). Mds concretamente, se desea construir
una regién de confianza para el pardmetro 6, para lo cual serd necesario conocer la distribucién en el
muestreo de T,.

En estos casos suele ser habitual que para la construccién de la regién de confianza se emplee un
pivote R, = R, (X1, ... ,Xn;0), que podria ser, por ejemplo, de la forma R, = T, — 6 o una ver-
sién studentizada del mismo. Asi, a partir de este pivote la idea es que, de ser conocida la verdadera
distribucién en el muestreo de R,,, las afirmaciones sobre la funcién de distribucién de R,, podrian
invertirse para dar lugar a afirmaciones sobre regiones de confianza sobre 6. No obstante, dado que
habitualmente la distribucién en el muestreo de R, no serd conocida, lo que se hard es aproximarla
empleando el bootstrap estacionario del siguiente modo. Fijado un nimero de remuestras B, se em-
pleard este método para generar dichas remuestras y obtener el andlogo bootstrap del pivote en cada

una de ellas R’ con b = 1, ..., B. Finalmente, se aproximard la distribucién en el muestreo de R,

. S - /o B
mediante la distribucién empirica de { R’} P

En cuanto a la consistencia de este método de remuestreo, en Politis y Romano (1994b) se considera
el casoen que § = = E[Xy] y R, = v/n (X, — ), donde X,, =n~' 31" | X;. Sea v la funcién de
autocovarianzas de la serie de tiempo y sean ay, los coeficientes mixing. Supéngase que se cumple que
d+2
]

v (0) 4+ Y02, |ry (r)] < oo, que para algin d > 0 se tiene que E [\Xt < 00y que los coeficientes
d

mixing verifican la siguiente condicién: Y p- ; a7 < co. En tal caso se demuestra que cuando p — 0

y np — 00 se tiene que

sup [P* { v/ (X, = X)) <2} = P{VA (X0 =) <} 250

zeR

Observacion 2.10. En Politis y Romano (1994b) se va un paso més alld e incluso se da la idea de
la generalizacién del resultado anterior al caso de estadfsticos funcionales'® T (F},), donde T es un
funcional Fréchet diferenciable.

El esquema de remuestreo de este procedimiento puede ser consultado en el Algoritmo 7, donde
se han definido los bloques circulares de b observaciones comenzando en X;, con ¢ = 1, ... ,n, como
Bip = (X, Xig1, .-, Xigp—1), ©=1,2,..., dondesi j >n se toma X; = X(;j_1) méd n)+1-

Observacion 2.11. Nétese que los bloques circulares son significativamente diferentes a los definidos
en el bootstrap por bloques, siendo la principal diferencia que, dado que en la muestra no hay datos en
instantes posteriores al n, en el bootstrap por bloques no se define ningin bloque de longitud b (b > 1)
que comience en X,,, mientras que en el bootstrap estacionario se «envuelven los datos circularmente»
de forma que el dato Xy vaya a continuacién de X,,. Este es uno de los motivos por los cuales con este
procedimiento si que se consigue preservar la estacionariedad de la remuestra.

18 Se dice que una serie de tiempo es débilmente estacionaria si se tiene que hh'm (Corr [X¢, Xeqn]) =0.
— 00

19 Un estadistico se dice funcional si es funcién de la distribucién empirica, es decir, si su valor no depende del orden de
los datos sobre los que esta evaluado.
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Algoritmo 7 Bootstrap estacionario, Politis y Romano 1994b

1: Fijar un nimero p € [0, 1].
2: Obtener las longitudes aleatorias de los bloques como realizaciones independientes e
idénticamente distribuidas Ly, Ls, ..., con distribucién geométrica de parametro p, es decir,

P{Li=m}=(1-p)"p, m=12 ..

3: Obtener los valores iniciales aleatorios de los bloques como realizaciones independien-
tes Iy, I, ..., con distribucién equiprobable sobre {1, ... ,n}.
4: Definir la remuestra bootstrap X7, ..., X, como los n primeros valores de

(BII7L17BIQ’L27 .. ) .

Observacion 2.12. A partir del Algoritmo 7 resulta inmediato ver que el minimo niimero de bloques,
k, necesario para que la longitud del conjunto de bloques que define a la remuestra sea de al menos n
es el primer k que cumple que Zle L; >n.

Observacion 2.13. Del Algoritmo 7 se desprende que el tamafio medio del bloque es 1/p. En conse-
cuencia, el papel del parametro p puede verse como el inverso del que jugaba b en el MBB. Asi, p=1
es comparable con el caso en que b=1en el MBB y p =0, con b — oc.

Una posible generalizacion de este método consiste en considerar una distribucién de los L; que no
sea geométrica y una distribucién de los I; que no sea necesariamente equiprobable. Ahora bien, en
tales casos seria necesario tener especial cuidado en preservar el caracter estacionario en las remuestras,
que no estad garantizado que se conserve, en general, para cualesquiera distribuciones sobre los L; y los
I;. De hecho, el MBB puede pensarse en un caso particular, sin mas que considerar g =n —b+1y

1, sim=b, , 1/q, sij=1.2....q,
PiLi=mb={ g SmZb  PL=3={" SIZilr,i% .

) Y

Por ultimo, para finalizar esta seccién se presenta en el Algoritmo 8 un esquema de remuestreo
equivalente al Algoritmo 7 pero maés simple.

Algoritmo 8 Bootstrap estacionario, Politis y Romano 1994b. Esquema alternativo

1: Fijar un niimero p € [0, 1].
2: Arrojar el primer valor de la remuestra como una realizaciéon de F),, la funcién de
distribucién empirica de la muestra original X1, ..., X,:

X{=X,, ie{l,...,n}.
3: Repetir para j =2, ..., n:

4:  Dado X7 ; = X, definir X7 como una realizacion de F}, con probabilidad p y como X,
con probabilidad 1 — p.

Observacion 2.14. A partir del Algoritmo 8 se tiene que si se toma p = 1 el procedimiento bootstrap
que se obtiene es el bootstrap uniforme. Por otro lado, si se toma p = 0 se obtiene una remuestra que
no es mas que una permutacion circular de la muestra original, lo cual da lugar a que si el pivote
considerado, R,,, es funcional su distribucién bootstrap sea degenerada.
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2.2.5. El método del submuestreo

En este apartado se va a presentar el procedimiento propuesto en Politis y Romano (1994a) conocido
con el nombre de método de submuestreo. Esta metodologia surge en el ambito de la construccién de
regiones de confianza para pardmetros, para lo cual es necesario conocer (o en este caso, aproximar) la
distribucién en el muestreo de algin estadistico. En concreto, el objetivo que se persigue en el citado
articulo consiste en construir regiones de confianza asintéticamente validas bajo condiciones minimales.
Sea X1, ..., X, una muestra de variables aleatorias consistente en?°

a) realizaciones independientes e idénticamente distribuidas con distribucién comun F, o

b) realizaciones de un proceso estocdstico fuertemente mixing.

Considérese un pardmetro 6 = 6 (F) y un estimador del mismo dado por T,, = T, (X1, ... , Xy).
Con el fin de realizar inferencia sobre el pardmetro 6 (F') se busca poder estimar la verdadera dis-
tribucién en el muestreo de T,,. Para ello, definase J,, (F) como la distribucién en el muestreo del
estadistico 7, (T, — 0 (F')), cuya funcién de distribucién asociada se denota como J,, (-, F'). Adem4s,
f{jese un ntimero b € N tal que b < n y, para los casos a) y b) antes considerados definase

a) Spi=1Tp(Y;),coni=1,2,... /N,donde Y, ..., Yy sontodaslas N = (2) posibles submuestras
de tamano b que pueden obtenerse sin reemplazamiento a partir de la muestra original.

b) Sni=Tp(Bip),coni=1,2,... ,N,donde N =n—>b+1 es el nimero total de posibles bloques
de tamafio b y donde B, = (X;, Xiq1, ..., Xitp—1)-

Asi, la propuesta del método, cuyo esquema en el caso b) se ha recogido en el Algoritmo 9, consiste en
emplear como aproximacién de J,, (-, F') la funcién de distribucién empirica de los valores 7, (Sy,,; — Tn):

1 N
Ly (z) = NZH{% (Spi—Ty) < x}.

La consistencia del método descansa sobre el siguiente resultado que, en esencia, establece que
el método de submuestreo es asintéticamente valido bajo condiciones minimales sobre el tamano del
bloque y supuesto que el estadistico de interés tenga una distribucién limite.

Teorema 2.5 (Politis y Romano 1994a, pp. 2033-2034). Con la notacion establecida supdngase que

To/Tn — 0, b — 00 y b/n — 0 cuando n tiende a co. Ademds, supdngase que J,, (F) N J(F).

Sea x un punto de continuidad de J (-, F). Se tiene que
1) Ly () 2 J (z, F).

2) 8i J (-, F) es continua, entonces sup |Ly, (x) — J,, (x, F)| == 0.
z€R

3) Seac,(1—a)= ;reluf{{L" (x) > 1 — a} y andlogamente sea c¢(1 —a, F) = ;relﬂ{J(Q:,F) >1-—a}.
Si J (-, F) es continua en c¢(1 — a, F'), entonces
P{r, (T, =0 (F)) <cn (1 -—a)} — 1—aq,
y la cobertura asintética del intervalo [T, — 7, tc, (1 —a), 00 ) es 1 —a.

4) Sipara cada d > 0 se tiene que Y oo e~ 4"/Y) < 00 y 7, (T}, — 0 (F)) — 0 de forma casi segura,
entonces la convergencia de los apartados 1) y 2) se da con probabilidad 1.

20 Aunque los métodos bootstrap de esta seccién son para datos dependientes, se va a incluir también la versién del
método en el caso de datos independientes e idénticamente distribuidos.
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Observacion 2.15. Para comprender intuitivamente por qué el método funciona bien bajo hipétesis
tan débiles, nétese que cada subconjunto de tamano b es de hecho una muestra de tamano b del
verdadero modelo. En consecuencia, bajo la hipdtesis de que existe una distribucién limite, parece
razonable pensar que las distribuciones en el muestreo basadas en muestras de tamano b y n deberian
estar proximas.

Por 1ltimo, cabe mencionar que en algiin caso podria ocurrir que al aplicar el método de sub-
muestreo en el caso de datos independientes e idénticamente distribuidos el ntimero total de posibles
submuestras fuese demasiado grande. En ese caso, podria realizarse la aproximacién estocdastica si-
guiente. Fijado un s < N, sean Iy, ..., I; escogidos aleatoriamente con o sin reemplazamiento del
conjunto {1,2, ..., N}. Se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.6 (Politis y Romano 1994a, p. 2037). Bajo las hipdtesis del Teorema 2.5 y suponiendo
que s — o0 cuando n tiende a 0o, las tesis del Teorema 2.5 se mantienen si se sustituye L, (x) por

~ 1<
Ly (z) = ;ZH{T(, (Spr, —Tp) <}
=1

Algoritmo 9 Método de submuestreo, Politis y Romano 1994a

Evaluar el estadistico sobre la muestra original: T, = T,, (X1, ... , X,,).

Fijar un tamano de bloque b € N.

Definir los bloques B;; = (X;, Xi41, ... , Xitp—1), =12, ... N(N=n—->b+1).
Evaluar el estadistico en cada bloque S, ; =1, (B;;), i=1,2,...,N.

Aproximar la distribucién en el muestreo de 7, (T, — 6 (F')) mediante la distribucién
empirica dada por

1 N
L, (z) = NZH{% (Sni —Tn) < x}.
i=1

2.3. Bootstrap en la predicciéon con datos dependientes

Considerando la misma situacién que la presentada en la Seccién 2.2, en la presente seccién se
introducirdn métodos de remuestreo para la prediccion con datos dependientes, tanto en el caso de
tener especificada una estructura de dependencia como en casos mas generales. La principal referencia
consultada ha sido el articulo Cao (1999)

2.3.1. Meétodo bootstrap propuesto por Stine en 1987

En este apartado se introducird el mecanismo de remuestreo presentado en Stine (1987) en el
contexto de la estimacién del PMSE del mejor predictor lineal estimado en modelos autorregresivos
donde la distribucién del proceso de ruido blanco no se supone gaussiana.

Sea X = (X1, X, ..., X,)  una muestra finita de un proceso AR(p), con p conocido, y de media
0, es decir, que el proceso es estacionario y se cumple que

Xi =01 Xio1 + P2 Xio+ -+ OpXy—p + ar, (2.13)

donde los errores {a;} son independientes con distribucién comin F', media 0 y varianza o2 y, debido
a la estacionariedad, se tiene que el polinomio ¢ (2) =1 — ¢12 — -+ — ¢p2P # 0 para todo z € C tal
que |z| = 1. Ademds, se supone que a; es independiente de X;, X;—1, X;—o, ...
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Si se denota Xy = (X¢, X¢—1, ..., Xt_p+1)/, puede escribirse de manera matricial la ecuacién (2.13)
de la manera siguiente:
X =AX; 1 +Ja,

donde se tiene que

0
0 0 )errr,  J=(1,0,...,0) €RP.
o 0 -~ 1 0

Sea ahora un valor futuro X,, ;5. A partir de los cdlculos realizados en la Seccién 1.4 es sencillo
ver que el predictor lineal éptimo es el dado por X;,, = A"X,, donde A" es la primera fila de A"
No obstante este estimador tiene el inconveniente de que es necesario conocer la especificacién de los
parametros del modelo autorregresivo.

Una posible estrategia para paliar esta desventaja podria ser aplicar un método plug-in, esto es,
obtener un estimador (por ejemplo, mediante el minimos cuadrados) del vector de coeficientes auto-
rregresivos y sustituir el mismo en la matriz A, de modo que el predictor estimado seria

Xt+h = ;&?Xt,

donde A denota a la matriz obtenida al sustituir la primera fila de A por el vector de coeficientes
estimados. No obstante, este procedimiento plug-in tiene como consecuencia un aumento en el error
cuadratico medio de prediccién. Mds concretamente, se tiene que®!

PMSE [}?Hh} — PMSE {)?Hh} +0(n).

En cuanto a la creacién de un intervalo de prediccién, en la pdgina 1073 de Stine (1987) se trata
primero el caso en el los errores a; se distribuyen como una distribucion gaussiana de media 0 y varianza
o?. Bajo esta suposicién, se propone un método basado en un desarrollo en serie de Taylor de orden 2
que evita que el estimador del PMSE sea sesgado y que, ademds, da lugar a un intervalo de prediccién
cuya cobertura media se aproxima a la cobertura nominal. Sin embargo, los intervalos de prediccién
construidos bajo la suposicién de gaussianidad no se comportan adecuadamente (i.e., no se obtiene
la cobertura nominal fijada) cuando la distribucién de los errores, a;, no es gaussiana. Por ello, se
propone una metodologia mas general cuya unica suposicion acerca de la distribuciéon de los errores es
que esta es simétrica y con momentos finitos.

La idea principal en la que se basa el mecanismo de remuestreo en ese caso mas general consiste en
generar réplicas X* = (X7, X35, ..., X) de los datos observados, X, y luego extender estas réplicas
hacia el «futuro», de manera que se puedan comparar las predicciones a_partir de X* con dichas
extensiones de la remuestra hacia el futuro. De este modo, se comparard X, con X, X;,5 con
X o,y asi sucesivamente. Asi pues, esos errores de prediccién observables serdn los que se emplearan
para estimar el PMSE y construir intervalos de prediccién. El procedimiento que ha sido descrito se
recoge en el Algoritmo 10, donde tinicamente se recoge cémo aproximar el PMSE. La extension de esta
metodologia para construir intervalos de prediccién sera comentada a continuacién.

En primer lugar, nétese que si uno conociese la distribucion H de los errores de prediccién dados
por X, +n — Xptn, un intervalo de prediccién de cobertura nominal 1 — a para X, podria ser

()?n+h + T(1_a)/2) Xnth + 33(1+a)/2) ; (2.14)

21 Este y otros detalles acerca del aumento del PMSE pueden consultarse en la pagina 1073 de Stine (1987).
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donde zg = inf {x € R| H (x) > B}. Asi pues, el intervalo de prediccién bootstrap obvio consitirfa en
sustituir en (2.14) la distribucién H por su estimacién empirica mediante el bootstrap, es decir, por

B
Z { 71+h n+h§x}'

b:

No obstante, esta estimacién de H ignora la estructura que tienen los errores de prediccion y, por
ello, en la pdgina 1074 de Stine (1987) se analiza esta estructura, obteniendo un nuevo estimador de
H que la respeta??. Denotando por x; al percentil B de dicha estimacién se tiene que el intervalo de
prediccién bootstrap serd el dado por

(Xn+h + T(1_qy 2 Xiwn + x?1+a>/2) :

Algoritmo 10 Estimacién bootstrap del PMSE en modelos AR(p), Stine 1987

: Estimar los coeficientes autorregresivos por minimos cuadrados: ¢1, @2, ..., @p.
Construir los residuos: a; = Xi _¢1Xi—1 _¢2Xi—2 — _¢pXi—p, = p+ 1,p+2, e, N
3: Definir la distribucién empirica de los residuos centrados:

E\‘D)—‘

~

= 1
n (z) = — ZH{&\QSJJ}’ a;:ai_a>

n
pi:p+1 —p+1
4: Repetir parab=1, ..., B:
5:  Obtener una remuestra de los residuos a]b, con j =1, ...,n, a partir de F,*.
6: Fijar los p valores iniciales de la remuestra iguales a 0%3:

*b *b *b
X"=X3=-=X"=0.
7. Calcular los n + h — p valores restantes mediante la ecuacién del modelo:
Xt =41 X} 1+¢2 +¢pXjﬁp+ajb, j=p+1,p+2, ....,n+h.

8:  Calcular la versién bootstrap de los estimadores de los coeficientes autorregre-
sivos a partir de la remuestra hasta el instante n: *b *b .. ¢*b
9:  Obtener X :Z_ h» la prediccién de X :;i 5, & partir de los coeﬁmentes bootstrap y las tltimas

observaciones de la remuestra.
10: Aproximar el PMSE mediante su andlogo bootstrap aproximado por Monte Carlo:

% 2
PMSE [Xn-i-h} = ( AR :;l—)&-h)

\Mm

Observacion 2.16. En el Algoritmo 10, el PMSE bootstrap aproximado por Monte Carlo busca
estimar el error cuadratico medio de prediccién de la estimacién del mejor predictor lineal de X,y
a partir de la muestra X1, Xs, ..., X,. Con la notacién introducida al comienzo de este apartado, se

tiene que PmE* [X;l-)«-h] es un estimador de PMSE {)?th]

22 En el universo bootstrap una de las premisas principales es imitar la estructura y propiedades que tiene el estadistico
«cldsico», de tal forma que el método de remuestreo empleado proporcione resultados consistentes con la realidad.

23 Una alternativa este paso es realizar un sorteo uniforme de los n —p+ 1 posibles bloques de observaciones consecutivas
de la muestra original de la serie.
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2.3.2. Meétodos bootstrap propuestos por Thombs y Schucany en 1990

En el presente apartado se introducirdn los dos métodos presentados en Thombs y Schucany (1990)
para generar remuestras de un modelo AR(p). Una vez presentados dichos procedimientos, se mostrarg
también una manera de proceder para obtener intervalos de prediccién bootstrap para este tipo de
modelos y se dard un resultado tedrico que garantizara la validez del método empleado.

Formulacién hacia adelante

Supéngase que la serie de tiempo {X;} sigue un modelo AR(p). En tal caso se tiene que
Xe=¢o+ 91 Xe1+ -+ opXep+ar, teEZ, (2.15)
donde {a;} es un proceso de ruido blanco independiente del pasado de X;.

Los dos mecanismos de generacién de remuestras que se van a presentar a lo largo de esta seccién
estan basados en los residuos de dos formulaciones del modelo autoregresivo de orden p, siendo la
presentada en (2.15) la llamada «formulacién hacia adelante». El motivo por el cual recibe este nombre
es que la ecuacién que rige el modelo necesita disponer de p valores fijados o conocidos de la serie para,
a continuacién, ir generando el valor del instante p+ 1, p+ 2... Dicho de otro modo, para poder aplicar
el modelo es necesario conocer la dindmica temporal de la serie al menos durante p instantes para
luego ir generando los valores en instantes sucesivos de manera recursiva de acuerdo con la ecuacién
dada por (2.15).

Observacion 2.17. Notese que serd muy importante que el mecanismo de remuestreo que se emplee
en el proceso preserve el cardcter iid de los errores a;.

Sea Xt—n+1, ..., X¢ una muestra de tamano n del modelo AR(p) y sean (;Aﬁo, al, . (Ep los parametros
del modelo estimados por minimos cuadrados. Se define el residuo i-ésimo hacia adelante como?*
Zl\,':Xif)?i:Xifggofgngi_l7"'7$pXi_p, Z:tfn+p+1,tfn+p+2, ...,t. (216)

Los residuos que acaban de definirse desempenaran el papel de los errores del modelo en las re-
muestras, por lo que serd importante que proporcionen una buena estimacién de la distribucién Fy,
que en ninglin momento se ha asumido que deba ser gaussiana.

Debido a lo ya comentado con anterioridad, para generar réplicas bootstrap serdn necesarios p
valores iniciales, los cuales pueden ser seleccionados tomando los primeros p valores de la serie (véase
Efron y Tibshirani 1986) o escogiendo de forma aleatoria un bloque de p valores observados adyacentes
(véase Stine 1982). Asi pues, dados esos p valores iniciales, los n—p elementos restantes de la remuestra
se obtendran a través de la ecuacién del modelo, de manera que

Xi=do+ X+ +GpXi,+a, j=t—n+p+tlt—n+p+2, ..t

donde a;f es una eleccién aleatoria a partir de ﬁa y los parametros ao, qAﬁl, sy QASP son los pardmetros
del modelo AR(p) estimados por minimos cuadrados.

Observacion 2.18 (Thombs y Schucany 1990, p. 487). Si en la estimacién de los pardmetros se
emplea otro criterio diferente al de minimos cuadrados entonces los residuos resultantes podrian no

. . e~ —_ 1 t ~
estar centrados y serfa necesario definir a; =@, —@, dondea = — %>, , . ;3.

24 Nétese que los indices para los que es posible calcular los residuos dependen tanto del tamafio de la muestra como del
nimero de pardmetros del modelo. En concreto, el menor instante observado en la muestra es t — n 4+ 1 y para que
i — p (el menor instante del que depende el residuo) tome ese valor se tiene que ¢ debe ser igual a t —n +p+ 1.
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Formulacion hacia atras

El método de generacién de remuestras del apartado anterior, si bien funciona razonablemente
bien para estimar los errores tipicos de los pardmetros ¢;, este no es coherente cuando se utiliza
para estimar la distribucién condicional de Xy ;2°. Para serlo deberia conseguir que las muestras
bootstrap generadas imitasen la estructura de correlaciones de la serie que se quiere predecir y que
fijase condicionalmente los tltimos p valores, i.e., para cada réplica

* * _ * _
Xy =X, X 1 =X, 0, X1 = XKyepa

Por ese motivo, se introduce otro procedimiento de remuestreo basado en otra formulacién de
los modelos AR(p). En las pdginas 222 y 223 de Box et al. (2008) puede verse que estos procesos
también admiten una expresién como combinacién lineal de valores futuros mas un término de error,
manteniendo incluso la estructura de correlaciones del proceso. La expresion del modelo en estos
términos, conocida como «formulacion hacia atras», es la siguiente:

X =@+ 01 X1+ 0pXigp + e

A diferencia de lo que ocurrfa con el modelo (2.15), esta reformulacién alternativa requiere que las
variables X; sean generadas «hacia atréds» en el tiempo. Por ello, una eleccién natural como valores
iniciales de las remuestras son las ltimas p observaciones de la serie?®. En el Algoritmo 11 puede verse
el nuevo esquema de remuestreo, cuya naturaleza es andloga al anterior.

Observacion 2.19 (Thombs y Schucany 1990, p. 487). Las verdaderas distribuciones de los errores
en las expresiones hacia atrds y hacia adelante del modelo AR(p), bajo normalidad, son iguales. Por el
contrario, si las series no son gaussianas no solo no son iguales sino que los residuos hacia atras €; solo
son incorrelados. Por ello, no parece que sea adecuado emplear técnicas de remuestreo basadas en la
distribucién empirica de los €;. Sin embargo, el uso de la distribucién empirica funciona razonablemente
bien en la préactica, por lo que se pasard por alto esta falta de coherencia.

Algoritmo 11 Remuestras bootstrap en modelo AR(p) hacia atrds, Thombs y Schucany 1990

1: Estimar los parametros por minimos cuadrados: ao, qgl, . qAbp.

2: Construir los residuos hacia atras ¢; y calcular su versién centrada. Sea ﬁe la distribucion
empirica de tales residuos.

3: Repetir parab=1, ..., B:

4:  Fijar los p valores finales de la remuestra iguales a los p ultimos valores de la serie:

*b __ *b *b _
Xt - XtaXt71 - thlv atherl - Xt7p+1o

5. Obtener los residuos hacia atras €;°

,coni =t—p, ..., t—n+1 a partir de su distribucién
empirica F,.
6: Obtener los n — p valores restantes de la remuestra boostrap mediante la ecuacién

hacia atras del modelo:
X =do+n X+ o+ Xt 4, i=t—p, . t-n+l.

7 Definir la remuestra como X;"fm_l, X;"EM_Q, ,Xt*fp,Xt,pH, ey Xt

25 Nétese que si X; sigue un modelo AR(p) la distribucién de X; condicionada a todos los valores del pasado es la
misma que la distribucién condicionada tinicamente a los p ultimos.

26 Asi pues, las remuestras bootstrap tendran como peculiaridad que todas tienen los mismos p tltimos valores de la
serie y la misma estructura de correlaciones que la serie que se pretende predecir.
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Intervalos de prediccion bootstrap

Sea X; 41, ..., X; una muestra de tamafio n de un modelo AR(p) y para b = 1,2, ..., B sean las
remuestras hacia atras dadas por

X i s Xi0 o Xu iy s X

El mecanismo que se va a emplear consiste en calcular el valor futuro Xt*fik en cada remuestra
aplicando la formulacién hacia adelante del modelo. Asi, para b= 1,2, ..., B se tendrd que

Xt+k = Sb + ¢TbX:-€k—1 +oeee ¢*bXt+k —pT ar-lf)—kv (2.17)

donde los pardmetros ¢g, ..., ¢, son estimados por minimos cuadrados en la remuestra bootstrap y

~xb

a;y, es una realizacién aleatoria de F,. Asi pues, habiendo obtenido el conjunto de B valores futuros
bootstrap Xﬁkv ,X;fk, los limites del intervalo de prediccién se definen como

*(a/2 *(1l—a/2
(Zti;/ ), 2o/ >>7

donde ztj_’z/ 2 tf,;a/ %) son los cuantiles o /2y 1—a/2, respectivamente, de la estimacién por Monte
Carlo de la dlstrlbucién bootstrap de X/ ;.

Observacion 2.20. Para un horizonte k > 1 las predicciones deben ser calculadas de manera recursi-
va, obteniendo primero X;?,, luego X;?, y asf sucesivamente hasta X;?,. Por lo tanto, cuanto mayor
sea k, mayor sera la cantidad de elementos que incrementan la varianza de la predlcmon27

Observacion 2.21. Notese que tal y como se han sido construidas las remuestras, dependiendo de
cudl sea el horizonte de predicciéon k los valores Xt Vr_; que aparecen en (2.17) pueden ser valores
futuros que han sido generados por bootstrap o bien algunos de los p tdltimos valores de la remuestra
(y, por lo tanto, de la muestra original). En este iltimo caso, debido a cémo ha sido construida la
remuestra, se tiene que ese tfk . serd el mismo para todos los b y, en consecuencia, la Variabilidad

de la prediccién vendré dada tinicamente por algunos Xt Ve J28 los pardmetros ¢*b y los @ at e

Algoritmo 12 Intervalo de prediccién bootstrap en modelo AR(p), Thombs y Schucany 1990

1: Calcular los residuos hacia adelante, @; y hacia atrds, e; y obtener sus versiones
centradas. Sean F, y F, las distribuciones empiricas de tales residuos.

2: Repetir parab=1, ..., B:
3:  Generar una réplica bootstrap a partir de la formulacién hacia atrés:
X*b X*b X*b X X
—n41) Xt—n42) ) Dp—py At—ptly ey At
4: Estimar los parametros (bgb, e (;S;‘;b a partir de la remuestra generada en el Paso 3.
5. Generar un valor futuro bootstrap a partir de la formulacién hacia adelante:

X2 =00 + ¢TbXt+k 1+t ¢*bXt+k oA

donde a; j’r . €s una realizacién aleatoria de Fa.
6: Obtener los limites del intervalo de prediccién a partir de los correspondientes cuantiles
empiricos de XtJrk, . Xt+k

27 Esto parece razonable, ya que lo que cabe esperar de una prediccién que se realiza con informacién hasta cierto
instante es que su varianza sea mayor a medida que aumenta el horizonte al que se quiere predecir o, dicho de otro
modo, que la prediccién sea menos precisa cuanto mayor sea ese horizonte.

28 .

Aquellos que no cumplan que Xf+k = Xetk—i-
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Por tltimo, se va a presentar el resultado tedrico en el que descansa la validez del procedimiento
bootstrap para el calculo de intervalos de predicciénque ha sido presentado.

Teorema 2.7 (Thombs y Schucany 1990, p. 489). Sea {X:} un proceso estacionario autorregresivo
con Ela;] =0 y E[|ag]] < oo para algin o > 2. Sea, ademds (Xi—n41, ..., Xt) una muestra de {X;}.
Cuando n tiende a co se tiene que a lo largo de casi todas las muestras se cumple que

(1) ((ES,QZT, ,$;> — (80,51, ...,(EI,), en probabilidad condicionada, y

(2) Xiow 5 Xeor.

2.3.3. El bootstrap condicional propuesto por Cao y otros en 1997

En esta seccién se van a presentar los mecanismos de remuestreo propuestos en Cao et al. (1997)
y conocidos ambos como métodos bootstrap condicionales. Estos procedimientos surgen en el mismo
contexto que en el que fue presentado en Thombs y Schucany (1990), es decir, en la construccién de
intervalos de prediccidon bootstrap en modelos autorregresivos. No obstante, los métodos bootstrap
condicionales que van a ser presentados tienen como principal ventaja con respecto al propuesto en
Thombs y Schucany (1990) que son computacionalmente més rapidos.

Sea X7, ..., X; una muestra de un modelo AR(p) estacionario dado por

XS = ¢0+¢1X871 + "'+¢stfp+a5; s € Z7 (218)
donde los errores a, son variables aleatorias independientes de media 0 y varianza o2 con distribucién
comun F, y las raices del polinomio ¢ (z) =1 — Y7 | ¢;2" caen fuera del circulo complejo unidad. El
objetivo que se va a perseguir es construir un intervalo de prediccion para el valor futuro de la serie
dado por X;,; para un cierto k > 0.

Una primera aproximacién podria ser emplear el Algoritmo 10 (los 9 primeros pasos), propuesto
en Stine (1987) y comentado en la Seccién 2.3.1. No obstante, esta estrategia de remuestreo no busca
replicar la distribucién condicional de X, ; dada la muestra observada® y por ello no es adecuada
para el objetivo que se persigue en este apartado.

Por otro lado, otra estrategia podria ser emplear el algoritmo propuesto en Thombs y Schucany
(1990), que si estd disenado para replicar la estructura de la distribucién condicional de X;y. No
obstante, este procedimiento es bastante costoso computacionalmente. El motivo de esto es que en
cada réplica bootstrap, X/, ,, es necesario construir una remuestra hacia atrds que tiene que ser
modelada acorde con una estructura AR(p) y luego es necesario volver a estimar los pardmetros de
nuevo en dicha remuestra. Si, aiin encima, el niimero de remuestras que se pretende calcular es elevado,

el tiempo de computo del intervalo de predicciéon puede ser muy elevado.

Para paliar este comportamiento, en Cao et al. (1997) se proponen dos métodos en los cuales
no se construyen remuestras hacia atras, lo cual ademas provoca que no se anada a la prediccién la
variabilidad procedente de la estimacién de los pardmetros. El esquema de remuestreo del primero de
ellos ha sido recogido en el Algoritmo 13, donde puede verse que el mecanismo de remuestreo solamente
busca generar valores futuros de la serie dada la muestra observada y para ello no se construye una
réplica bootstrap de la serie original. En cuanto al segundo de los métodos propuestos en el articulo,
este consiste en sustituir la aproximacién de Fj, mediante la distribucién empirica de los residuos
recentrados por un estimador tipo ntcleo, Fy, 5, en el caso de suponer que la distribucién de los errores

29 De hecho, al tratarse de una muestra de un modelo AR(p) esta distribucién condicional es la misma que la condicionada
a los p ultimos valores de la muestra.
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es continua. Mas atin, en caso de tener algin tipo de informacién acerca de dicha distribucién podria
incorporarse al mecanismo de remuestreo que ha sido propuesto.

La idea intuitiva que subyace al procedimiento bootstrap presentado es la siguiente. A partir de
la ecuacién (2.18) uno podria ver X; ; como una suma de términos que unicamente dependen de
la muestra observada y los verdaderos parametros y otros términos que son combinaciones de los
errores futuros a;i1, ..., a4k, cuyos coeficientes dependen también los parametros desconocidos. En
consecuencia, la distribucién condicional de X, es esencialmente una convolucién de k distribuciones
obtenidas a partir de reescalar la distribucién de los errores F,. Luego conociendo F y los pardmetros,
se conoceria también la distribucién condicional de X;;;. Por lo tanto, un estimador razonable de
esta distribucién condicional consistirfa en reemplazar los verdaderos pardmetros por sus estimaciones
mediante el método de minimos cuadrados y la distribucién de los errores por una estimacién, F,.

Algoritmo 13 Intervalo de prediccién bootstrap en modelo AR(p), Cao et al. 1997

1: Estimar los coeficientes autorregresivos por minimos cuadrados: ¢g, ¢1, ..., ¢p.
2: Construir los residuos hacia adelante:

aiZXi—Q/Z;o—(ElXi—l—$2Xi—2—"'_$pXi—pa i=p+lp+2 ...t

3: Definir la distribuciéon empirica de los residuos centrados:

t t

o 1 . N 1 ~
Fn“($)=n_p_zﬂ{aééx}, a; = a; — a, azm. Q-
1=p+1 1=p+1
4: Repetir parab=1, ..., B: R
5. Obtener una remuestra de los residuos a@*°, con s =t + 1, ..., t + k, a partir de F,2.
6: Fijar p valores iniciales iguales a la muestra original:

X:b:XS, s=t—p+1,...,t.
7. Calcular los k futuros valores mediante la ecuaciéon del modelo:
X =G0+ M X2 4+ X A, s=t+1,... t+k

8: Aproximar la distribucién de X;;; mediante la aproximaciéon por Monte Carlo de la
distribucién condicional de X7, dada la muestra original.

Observacion 2.22. En Cao et al. (1997) se demuestra que tanto el procedimiento bootstrap propuesto
por ellos como el de Thombs y Schucany (1990) asintéticamente se comportan igual.

Observacion 2.23. Si el horizonte de prediccién k es pequenio (k = 1, 2) los célculos de la distribucién
bootstrap exacta pueden ser menos costosos computacionalmente que la aproximacién por Monte Carlo.

Por 1ltimo, se presenta el resultado que garantiza la consistencia del método bootstrap que ha sido
presentado, ya que al demostrar la convergencia en distribuciéon condicional de la réplica bootstrap
X7\ a Xiqg, establece que la cobertura asintética del intervalo coincide con el valor nominal fijado.

Teorema 2.8 (Cao et al. 1997, p. 970). Sea {X,} una serie de tiempo siguiendo un proceso AR(p)
como el indicado en (2.18) donde ¢ (z) # 0 para todo z € 7 tal que |z| < 1. Ademds, supdngase que
E[as] = 0 y que E [|as|”] < oo para algin o > 2. Entonces, bajo el mecanismo de remuestreo presentado
en esta seccidn (la versidn empirica o la suavizada) se tiene que si h tiende a 0 se cumple que para
cast todas las muestras

*

d
trk — Xitk
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2.3.4. Método bootstrap propuesto por Franke y Kreiss en 1992

A lo largo de esta seccién se presentard la metodologia bootstrap propuesta en Kreiss y Franke
(1992) en el &mbito de la estimacién de la distribucién en el muestreo de M-estimadores de los pardme-
tros de un modelo ARMA(p, q). La idea principal del método de remuestreo es similar a la de Stine
(1987), en el sentido de generar réplicas de los residuos y luego aplicar la ecuacién del modelo para
obtener remuestras bootstrap sobre las que evaluar el estimador, solo que para ello ahora sera necesario
estimar también los coeficientes de la parte relativa al proceso de medias mdviles para poder obtener
dichos residuos.

Sea una serie de tiempo {X;} que sigue un modelo ARMA(p, q), es decir, que es estacionaria y
verifica la ecuaciéon dada por
6(B)X, =0(B)a, WLEZ

donde 6 = (¢1, ... ,¢p, 01, ...,0,) € O C RPTY con ¢, # 0y 6, # 0, es el vector de pardmetros
desconocido del modelo ARMA vy el proceso de ruido blanco {a;} lo constituyen variables aleatorias
independientes y de distribucién comiin F de media 0 y varianza finita 2.

Supéngase, ademads, que los polinomios ¢ (z) y 6 (z) no tienen raices en comin y que el espacio
de parametros © es tal que se cumplen las condiciones de causalidad e invertibilidad, es decir, por lo
visto en el Corolario 1.6, que se cumple que

0(z)p(z) #£0, VzeCtal que |z| <1.

La idea principal del procedimiento bootstrap presentado en Kreiss y Franke (1992) es la siguiente.
En primer lugar, considérese una muestra finita de la serie de tiempo {X;} y denétese esta como
X = (Xa_p, ... ,X,,)'. El primer paso consiste en obtener, a partir de estos datos observados, una
estimacién del vector de pardmetros

97;, = (¢1,na 7¢p,n791,n7 .. aaq,n> S 67

de manera que a partir de esta se pueda generar una estimacion de los residuos.

Denotando por ﬁn a la distribucién empirica de los residuos centrados, el siguiente paso consiste
en obtener una remuestra (con técnicas de Monte Carlo, se generarian B) de variables independientes
e idénticamente distribuidas como ﬁn para luego transformarlas en «datos bootstrap» empleando la
ecuacién del modelo, solo que tomando como vector de pardmetros 8,,. Esto permitiria poder volver a
evaluar el estimador 6, en la remuestra obtenida y asi, repitiendo este proceso un niumero razonable
de veces, podria aproximarse su distribucién.

Conviene destacar en relacion a la estimacién del vector de parametros 6, que en el articulo se cen-
tran en un tipo especial de estimadores llamados M-estimadores, los cuales se definen a continuacién.

Definicién 2.2 (M-estimador, Van der Vaart y Wellner 1996, p. 284). Se denomina M-estimador a
aquel que maximiza (o minimiza) un cierto criterio en forma de funcién.

Observacion 2.24. En el caso de observaciones independientes e idénticamente distribuidas X5, ... , X,
un criterio habitual es el de la forma

£0) = > mo (X0,
i=1

para ciertas funciones conocidas myg en el espacio muestral. Por ejemplo, el método de méaxima verosi-
militud se corresponde con la eleccién de mg = log (fy), donde fy es la densidad de las observaciones.
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M4s concretamente, en este contexto de los modelos ARMA(p, q) se definen los M-estimadores®’

del vector de pardametros @ como aplicaciones medibles é\ﬁ/f : RPT9 — ® que son soluciones de
~ 1 & ~ ~
MY\ _ (oM S 1.gMY _
v, (on ) - ﬁ;:lw (aj (en )) z (] 1,6 ) =0, (2.19)

donde v es una funcién de pesos que depende del método para construir el M-estimador. Adem4s, en
la ecuacién (2.19) se han empleado las siguientes abreviaturas para compactar la escritura:

j-1 »
0) = Zﬂk (0) <Xj—k - Z¢z’Xj—k—i> , j=1,...,n,
=1

(2.20)
Z(j-1;0) = Zﬂk X(j=1-k),AG-1-k6)),
donde
oo q -1
Zﬁk(ﬂ)zk: 1—|—29ij , VzeCtal que |2 <1,
k=0 j
X(G-1)= X1 X))

A~ 1:0) = (aj-1(0). ... .aj—4 ().

A continuacién se recogen dos resultados teéricos que establecen propiedades asintéticas acerca de
los estimadores \/n-consistentes®!. La utilidad de estos resultados radicard luego en poder aproximar

mediante técnicas bootstrap la distribucién de /n (éﬂ/[ — 0), con 524 un M-estimador /n-consistente,

sin necesidad de aplicar las técnicas de remuestreo a un método explicito para construir el M-estimador
(minimos cuadrados, méxima verosimilitud, etc.).

Teorema 2.9 (Kreiss y Franke 1992, pp. 301-302). Sea una funcion ¥ : R — R dos veces conti-

nuamente diferenciable con derivadas acotadas ' y ". Si {én} C O denota a una sucesion de
neN

estimadores \/n-consistentes del vector de pardmetros 6 € © y se cumple que E [aﬂ < 00 entonces se

tiene que
U, (0,) = T+ Tuv/n (0, —0) = Op (n772),

donde
1

@nzﬁz_gw(%)z (-1,

fZ Z,(j-1)Z,(j -1,

3>—~

Wn(G=1) = Zﬂk() (G-1-K)AG-1-k))",

/
A(] — 1) = ((lj,l, N 7aj,q) .
30 Para profundizar acerca de los M-estimadores en modelos ARMA (p, q) puede consultarse Kreiss (1985).
31 Un estimador 6,, de 0 se dice que es \/n consistente si, y solo si, se tiene que

\/ﬁ’(?n—o(:opu).
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Teorema 2.10 (Kreiss y Franke 1992, p. 303). Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 2.9
y siendo {éf\f} . C © una sucesion de M-estimadores \/n-consistentes del vector de pardmetros
ne

0 € O se tiene que
NG (@f‘f - 9) — 71T, + Op (n_1/2> .

Asi pues, en virtud del Teorema 2.10, bastara con aplicar la metodologia bootstrap al estadistico
I 'V, donde habri que conocer la funcién de pesos v asociada al método que construye el M-
estimador32. No obstante, antes de introducir el método de remuestreo se va a presentar un resultado
fundamental, ya que establece la validez de la estimaciéon de la distribucién de los residuos.

Teorema 2.11 (Kreiss y Franke 1992, pp. 305-306). Sea {9\“} g Una sucesion de estimadores \/n-
ne

consistentes de 0, con 0,, = (gbl,n, ey o O, - ,9,17”) y considérense los residuos dados por

Jj—1 P
Gjm = Brm <Xj_k - Z‘ﬁianj—k—i) L j=1,...,m, (2.21)
k=0 =1

donde
—-1

[e'e] q
Zﬁk’nzk =1+ ZHj,nzj , VzeC tal que |z| < 1.
k=0 j=1

Sea, ademds, ﬁn la funcion de distribucion empirica de los residuos definidos en (2.21) centrados.
Denotando por ds (-,-) a la distancia de Mallows®® se tiene que cuando n tiende a infinito ds (F, ﬁn)

converge en probabilidad a 0.

Ya que es posible aproximar razonablemente bien el comportamiento de los residuos mediante ﬁn
y solamente se dispone de un mecanismo de remuestreo para ellos, el siguiente paso consistira en
reescribir el estadistico I';'W,, de manera que dependa tinicamente de los residuos. Para ello, nétese
que la serie de tiempo {X;} es causal por hipdtesis, se tiene que

Xe=> pr(0)as, (2.22)
k=0

donde los coeficientes py (0) pueden ser obtenidos a partir de la férmula recursiva presentada en la
Observacién 1.7. Asi pues, dado un M-estimador 2 y denotando r = méx {p, q}, considérese una

remuestra aj_,, ... ,a, obtenida a partir de la distribucién empirica FM de los residuos a; (0,]1\4 )

centrados, donde dichos residuos se obtienen sustituyendo 6 y ¢; en (2.20) por 524 y d)%w respectiva-

mente. A partir de la ecuacién (2.22) la remuestra de la serie de tiempo puede definirse como

P q t+p—1
X; =Y M X+ > O v = Y w (0 ) e, t=1-pn (223)
k=1 k=1 =0

32 En el caso del método de minimos cuadrados ordinarios se tiene que 1 (x) = x para todo = € R.
33 Dadas dos distribuciones P y @ se define la distancia de Mallows entre ellas como

d2 (P,Q) = inf{ E[(X-v)? }

donde el infimo se toma sobre todos los pares de variables aleatorias (X,Y’) con X e Y distribuidos acorde a P y a
Q, respectivamente.
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donde, por conveniencia, se tiene que X7 =0y aj =0 para j < —r.

Se definen, ahora las versiones bootstrap de ¥,, y de T',,:

Zw NZ(Gi -2 (i -1),

/
§ : * * * *
J - ]. ﬁk ( ) jfl*k? cee ,inpik,ajililw “ee ,ajiqik) 3
n

w:=jﬁ;w<a;)zz<j—1>.

Teorema 2.12 (Kreiss y Franke 1992, pp. 307-308). Con la notacidn anterior, sea 1 una funcién
dos veces diferenciable con derivadas acotadas para todo v € R y sea {GM} . C O una sucesion de
ne
estimadores /n-consistentes de 0. Entonces se tiene que
d (T, 1) — 0, d3 (T, F,,) —0,

donde la convergencia es en probabilidad y donde, por abuso de notacion, se ha empleado ds (U, V)
para denotar la distancia de Mallows entre Fy y Fy, las distribuciones de U y V', respectivamente.
Observacion 2.25. En la pigina 307 de Kreiss y Franke (1992) se demuestra que los estadisticos

[0, v vn(0M —0) convergen en distribucién a la misma normal asintética. En consecuencia,

la validez del procedimiento bootstrap empleado queda demostrada a partir de ese resultado y del
Teorema (2.12).

Algoritmo 14 Estimacién bootstrap de la distribucion de M-estimadores en modelos
ARMA(p, q), Kreiss y Franke 1992

1: Construir 0 wun M-estimador +/n-consistente de 6 a partir de la muestra
Xiop oo Xo
2: Construir los residuos:

Qjn (00 Zﬁk@M)( i k—ZquXJ . Z), j=1,...,n,

3: Definir la distribuciéon empirica de los residuos centrados:

1 — 1 —
==Y I{a; < donde @; = @5 (0))—~Gjn (OXF), Gjm (O)7) = = G (6,))
n {aj <}, ondae a; = aj, ( n ) ajn (6} )s aj, M n 2

4: Repetir parab=1, ..., B:
Obtener a partir de /¢ una remuestra de los residuos: ai’ ., ... a®.
6: Construir la remuestra bootstrap: fijando X;b =0y a}‘b = 0 para j < —r se define

o

X*b Zdj X;bk+zak7batgk+a’:bv tzl_p77n
k=1

*

. —1—=xb .
Construir (') ' a partir de X7 ... Xt ydeai®,, ... a}

n

8: Aproximar la distribucién de /n (é\y — 9) mediante (I';!)~ gt , (FZB)AT*B.

n n

=
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2.3.5. Meétodos bootstrap en procesos estacionarios generales

En el caso de no disponer de una estructura de dependencia explicita, en el apartado de los métodos
bootstrap para la estimacién se vio que en ese contexto sigue siendo posible disponer de métodos de
remuestreo. No obstante, estos métodos no son validos en el contexto de la prediccién, ya que no son
consistentes a la hora de estimar la distribucién condicional de X, dada la muestra Xi, ..., X,.
De este modo, para estimar dicha distribucién es necesario realizar alguna suposicién acerca del tipo
de dependencia como, por ejemplo, que el proceso sea un proceso de Markov de orden p, es decir, que
la distribuciéon de X,,y; condicionada a la muestra X, ..., X, sea la misma que la condicionada a
Xn—ptis - Xn.

En caso de que la serie de tiempo {X;} sea un proceso de Markov (p = 1), en Cao (1999) se propone
el estimador tipo nicleo para Fy, (y| @) = P{ X1k <y | Xpn—pt1 =21, ... , X = 2} dado por

n—=k

~ K} Xr — X;
Fyn(ylz) = Z n;;{ Z)X
i=1 Zj:l n(z—Xj)

donde K, (u) = h™ 'K (u/h), con h > 0, y K (-) es una funcién de tipo niicleo. Ahora bien, em-
plear este estimador para calcular el intervalo de prediccién con cobertura nominal 1 — a dado por

H{Xix <y},

(ﬁk_,ll (a/2] ), ﬁk_flb (1—a/2| x)) es equivalente a llevar a cabo un procedimiento bootstrap tal que

Kh (ac — Xz)

P~ {X:H»k = Xi+k} = ]/9\74 = & )
Z;L:1 Ky (z — X;)

i=1,2,...,n—k

El esquema de dicho procedimiento puede verse en el Algoritmo 15, en el cual han sido incluidas
también técnicas de Monte Carlo para aproximar la distribucién bootstrap de X .

Algoritmo 15 Intervalos de predicciéon bootstrap en procesos de Markov, Cao 1999

1: Construir los bloques muestrales de tamano £+ 1: B; 41, coni =1, ... ,n—k.

2: Calcular las probabilidades p;, cont=1, ... ,n —k.

3: Repetir parab=1, ..., B:

4:  Obtener un bloque B;f}C 41 a partir de un sorteo con probabilidades p; sobre el conjunto
{Biks1, - s Bnppsr}

5:  Definir la réplica bootstrap X;‘Lik como la tltima observacién de B;”}C T

6: Construir el intervalo de prediccién bootstrap mediante los cuantiles empiricos de

*b B
{Xn+k b=1"

Observacién 2.26. La consistencia del mecanismo bootstrap propuesto se demuestra bajo ciertas
suposiciones como el cardcter a-mixing de la serie de tiempo {X;} o condiciones de regularidad acerca
de la funcién tipo nicleo. Estas condiciones, junto con la referencia al resultado tedrico que garantiza
la consistencia pueden consultarse en las pdginas 113 y 114 de Cao (1999).

2.4. Bootstrap en modelos temporales semiparamétricos

En este apartado se llevara a cabo una introduccién al procedimiento de remuestreo bajo un modelo
semiparamétrico para series de tiempo presentado en Garcia-Jurado et al. (1995), el cual puede verse
como una generalizaciéon de los modelos Box-Jenkins, ya que consiste en una parte no paramétrica
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que estima la tendencia, una prediccién bajo un modelo Box-Jenkins de la serie de residuos y algunas
técnicas bootstrap para construir intervalos de prediccién. En cuanto a la estructura de esta seccién,
primero se comentard la situacién general en la cual se enmarca el modelo propuesto. Después, se
veran los enfoques en este tipo de problemas, por un lado, de la metodologia Box-Jenkins y, por
otro, de un enfoque no paramétrico para, a continuacién, extender este ultimo enfoque a un contexto
semiparamétrico. Por dltimo, se desarrollard la metodologia bootstrap para construir intervalos de
prediccién en modelos semiparamétricos cuando el término de error sigue un modelo ARI(p, d).

2.4.1. Contexto clasico: enfoque paramétrico y no paramétrico

Sea {(Z1,Y})},cy, una serie de tiempo estrictamente estacionaria, donde Z; es una serie de tiempo
r-dimensional e Y] es una serie de tiempo unidimensional. Se pretende estimar mediante una serie de
tiempo muestral de longitud n la funcién dada por

m(z?):m(F(~|Zl:z?)),

donde F ( | Z, = zlo) es la distribucion condicional de Y; dado Z; = z?. Si se toma m como la media
funcional y, ademads, se considera Y; = Xj1x, con k > 1,y Z; = (X;, ..., X;—r11), donde {X;} es una
serie de tiempo estacionaria, lo que se estd buscando estimar es la funcién de autorregresion de orden
k, es decir,

m (29, .., 2?) = E [Xppn | (X, o, Ximrgr) = (2, v2fp1)] (2.24)

a partir de una muestra de tamano n dada por Xy, 41, ..., X;. Para abordar esta cuestién a lo largo
de los anos se han utilizado principalmente dos enfoques:

1) Metodologia Box-Jenkins.
Sea, por ejemplo, un modelo AR(p), i.e.,

Xi=po+ 1 X1+ + 0 Xi—p +ay, (2.25)

donde {a;} es un proceso de ruido blanco independiente del pasado de X;. Con la notacién que
ha sido introducida al comienzo de la seccién en este caso se tiene que r = p y que la funcién de
autorregresion de orden k viene dada por

k k
m(m?, ...,xg) = (() )+¢(1 )x(l)+-~-+¢g“)xg,

donde los coeficientes ¢Ek) se pueden obtener de manera recursiva a partir de (2.25). Nétese que
en el caso de un modelo ARMA(p, ¢) no existe la funcién de autorregresién lineal de orden k.

2) Enfoque no paramétrico.

En este caso la funcién m (2) = E [Y;| Z; = 2| se estima directamente sin imponer ninguna
hipétesis de tipo paramétrico sobre ella. En general, dada una muestra de tamano n un estimador
no paramétrico de m es el dado por

’r/ﬁn (zlo) = ZW’I’M (2107 (Z17 Yl) AR (Z’I’HY’IL)) }/:L'?
i=1

donde los W,,; son pesos que pueden venir dados por funciones de tipo nicleo (véase Yakowitz
1985), k,, vecinos més préximos, etc.
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2.4.2. Formulaciéon del modelo semiparamétrico

Lo que se pretende en esta seccidn es generalizar este segundo enfoque hacia un modelo semipa-
ramétrico, ya que en la experiencia personal de los autores del articulo con datos reales relacionados
con la concentracién de SO los residuos de la fase de prediccién no paramétrica habitualmente no
resultaban ser ruido blanco. En concreto, con la notacién anterior, se propone el modelo dado por

Yi=m(Z;) + e, (2.26)
donde {e;} sigue un modelo ARMA(p, q) y es independiente de {Z;}.

El objetivo que se perseguird a lo largo de la seccidén serd hacer predicciones sobre la serie {Y;}
en el instante ¢ tras haber observado dicha serie hasta el instante ¢t — k3! y la serie {Z;} hasta el
instante t. En concreto, la prediccién en el instante ¢ a través de la muestra de tamano n dada por
(Zi—p—n+1,Yik—n+1) 5 -, (Zi—p, Yi—i) bajo el modelo (2.26) vendra dada por

Y; = i (Z1) + €4,

donde m,, es la estimacién no paramétrica mencionada en el apartado anterior (por ejemplo, con pesos
de tipo nicleo) y é; es la prediccién a horizonte k realizada a partir del modelo ARMA estimado de la
serie de residuos e; = Y; — My, (Z3).

2.4.3. Comparacion de los intervalos de prediccién
Intervalos usando la metodologia Box-Jenkins

En primer lugar, cabe destacar que como los e; no son observables parece natural trabajar con la
prediccion é;, construida a partir de los residuos del modelo ARMA estimado, es decir,

€ (nik)+1 = Yie k)41 — Mo (Zi—(nik)+1) » - €t = Yt — T (Zy—p)

Cabe destacar que los pardmetros de este modelo ARMA se estiman de manera consistente bajo
ciertas condiciones (véanse las pdginas 308 y 309 de Garcia-Jurado et al. 1995). Ademsds, teniendo en
cuenta la metodologia clésica de los modelos Box-Jenkins, puede construirse un intervalo de prediccién
asintdtico de nivel o para Y;, obteniéndose

1/2 1/2
/ o1 /

k—1
i (Z1) + €1 — 2ay2 | 52D 77 i (Z0) + b1+ 2ap2 | 57) 7S , (2.27)
j=0 =0

donde z, 5 es el cuantil 1—a/2 de la normal estandar, 52 es la estimacién usual de la varianza asociada
al proceso de ruido blanco del modelo ARMA para e; y los 7; son los coeficientes estimados de los
polinomios 7; obtenidos de la relacién

0(B)
¢(B)(1-B)"
donde los coeficientes de ¢ y de 0 estan estimados de manera consistente a partir de la parte ARMA

{€1}. Ademds, se incluye el factor (1 — B)d para albergar el caso mds general en el cual el modelo que
se supone sobre {e;} es un ARIMA(p, d, q).

m(B) =

34 Por respeto a los autores se ha mantenido la notacién empleada por ellos para referirse al instante de prediccién.
Conviene recordar que anteriormente lo que se ha hecho es observar la serie hasta el instante ¢ y predecir a horizonte
k, es decir, en el instante t + k. Ahora se predecird al mismo horizonte pero al observar solamente hasta el instante
t — k, el instante de prediccién sera t.
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Intervalos usando la metodologia bootstrap

Conviene destacar que el intervalo de prediccion que se ha presentado en el apartado anterior esta
basado en asumir que los {a;} que aparecen en el modelo ARIMA son un proceso de ruido blanco. Sin
embargo, en diversas ocasiones esta hipdtesis no es cierta y en tales casos el comportamiento de dicho
intervalo es muy pobre. Por ese motivo, se propone una alternativa que emplea técnicas bootstrap.

En primer lugar, cabe mencionar que, en los términos del modelo general semiparamétrico propuesto
bajo forma (2.26), si se considera m = 0 (ausencia de componente no paramétrica) y se asume que
la serie {e;} sigue un modelo autorregresivo de orden p, la construccién de intervalos de prediccién
mediante técnicas bootstrap es la ya vista en el apartado anterior mediante el método de Thombs y
Schucany (1990)3°.

Asi pues, lo que se propone en el articulo Garcia-Jurado et al. (1995) es una adaptacién o genera-
lizacién del mecanismo propuesto en Thombs y Schucany (1990) que puede ser empleada en modelos
ARI(p,d). Supdéngase que la serie {e;} en el modelo (2.26) sigue un modelo ARI(p,d), esto es, un
modelo que tras aplicarle d diferencias regulares se convierte en un proceso AR(p). En consecuencia,
se tiene que

¢(B)(1-B)e =a,

siendo {a;} un proceso de ruido blanco. En otras palabras, la serie ¢; = V¢ sigue un modelo AR(p).
Aplicando el método bootstrap propuesto en Thombs y Schucany (1990) (véase el Algoritmo 11)

pueden obtenerse las remuestras bootstrap siguientes3S:

~s ~s% ~ ~
Ct—k—ntd+1> > Ct—k—ps Ct—k—p+15 «++ s Ct—k-

De este modo, con cada una de estas remuestras pueden construirse predicciones en los instantes
t—k+1,t—k+2,..,t. En el Algoritmo 12 puede verse tal procedimiento y, en definitiva, las series
bootstrap que se obtienen serian

3k

% % -~ -~ %
€t7k7n+d+1, ceey etikfw et7k7p+1, oo ,etfk, etkarl, ey 6t .

Sin embargo, no debe olvidarse que el objetivo que se persigue es obtener remuestras y predicciones
bootstrap de la serie {e;} y lo que se acaba de obtener es referente a {€;}. No obstante, puede utilizarse
la relacién que hay entre estas dos series para obtener las series buscadas.

En concreto, mediante el método de induccién en d puede probarse que el sistema lineal de k + d
ecuaciones con k + d incégnitas dado por®”

* — A
€k = €j—k; j=t—d+1, ...t
d % o s
Vel i =€ ppir =1,k
tiene una tnica solucién en las variables e} con j =¢—k —d+ 1, ..., . Como consecuencia de esto se
: * . . 7 : . ~% ~%
tiene que e; puede ser expresado en términos de €;—g—d41; -, €t—k;, €;_p 15 -5 Cf -

35 M4s concretamente, lo que se ha visto es un mecanismo bootstrap para aproximar la distribucién condicionada de e;
dados e;—g, €t—k—15 s €t (ntk)41-

36 Nétese que debido a las d diferencias regulares el primer indice de la remuestra debe ser t — k —n 4+ d + 1. Asi, por un
lado, los p valores finales de la remuestra se fijan toméndolos iguales a los de la serie €;, mientras que los n — p — d
valores restantes son generados a partir de la distribuciéon empirica de los residuos corregidos correspondientes. Con
las remuestras bootstrap asi obtenidas luego se construyen las predicciones en t —k + 1,t — k + 2, ..., t.

37 La serie {e;} se observa hasta el instante ¢t — k y en las primeras d ecuaciones se toman los valores correspondientes
de dicha serie como los d valores fijos que se necesitan debido a las diferenciaciones regulares. En cuanto a las otras
k, son las propias expresiones de las diferenciaciones desde el instante ¢ — k 4 1 hasta el dltimo instante en que se ha
obtenido la remuestra de {€;}, es decir, ¢.
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Empleando el procedimiento de remuestreo anterior varias veces puede obtenerse la siguiente apro-
ximacion del intervalo de prediccién a k retardos para e;

(qt*(a/z), qf(l_“/z)) , (2.28)

donde q:(a/z) y q:(lfa/z) son los cuantiles a/2 y 1 — «/2 de la distribucién bootstrap de e}. Asi, bajo

el modelo semiparamétrico dado por (2.26), un intervalo de prediccién para Y; empleando el intervalo
de predicciéon bootstrap puede ser dado por

(7n (Z0) + 3 100 (20) + 3,42, (2:20)

donde los cuantiles bootstrap ¢* se obtienen de la componente ARMA, es decir, {€;}.

Algoritmo 16 Intervalo de prediccién bootstrap en modelo ARI(p, d), Garcia-Jurado et al. 1995

1: Calcular la serie de diferencias de la parte paramétrica del modelo: ¢; = Ve;.

2: Repetir parab=1, ..., B:

3:  Aplicar el Algoritmo 12 a la serie e; para obtener la serie bootstrap:
~*b ~*b ~ ~ ~*b b
et_k_n+d+17 ceey et_k_p, et_k_p+1, oo s Gtk et_k_,’_l, eee ,et .

4:  Construir la prediccién bootstrap e;® a partir de la serie del Paso 3:

b .
6;,k:€j—k, j=t—d+1,..,t,
d#b _>xb L
Veer i =€ ki =1, k.
5: Obtener los limites del intervalo de prediccién a partir de los correspondientes cuantiles
empiricos de ef!, ..., e;B.

2.4.4. Validez del modelo

Asi como la validez del intervalo (2.28) se demostrard por medio de un teorema, que puede verse
como una extensién del Teorema 2.7, en el caso del intervalo (2.29), en el articulo Garcia-Jurado et al.
(1995) se ve que su comportamiento en el estudio de simulacién que alli se presenta es competitivo con
respecto a la alternativa dada por el intervalo (2.27) pero no hay resultados teéricos®® que garanticen
la consistencia del método. De este modo, no se han encontrado evidencias en contra de la consistencia
del método cuando m # 0 pero es importante mencionar que esto por si solo no constituye ningtn
tipo de demostracion, sino que puede verse como una especie de incentivo para tratar de demostrar la
consistencia de manera tedrica.

Teorema 2.13 (Garcia-Jurado et al. 1995, pp. 309-310). Considérese el modelo sobre la serie {e;}
dado por ¢ (B) (1 — B)*e; = a;, con Ela)] = 0 y E[|ay|*] < oo para algin « > 2. Entonces se tiene
que de forma casi sequra e} 4, et, es decir, de forma casi sequra se tiene que

lim (P*{e; < zl|et—py oo tpnt1} — P{er < z|et—ky oooytof—nt1}) = 0.

n— oo

38 Al menos que el autor del presente trabajo haya podido encontrar.
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2.5. Formulacion de modelos en el contexto medioambiental

En esta seccion se va a presentar la aplicacién de diferentes metodologias en el contexto del problema
medioambiental que fue introducido al comienzo del trabajo. Para ello se van a tener cuenta las
observaciones ya realizadas en la Seccién 1.5, en la cual se introdujo el concepto de matriz histérica y
se comentaron los malos resultados de la aplicacién de modelos paramétricos de tipo Box-Jenkins.

2.5.1. Modelo no paramétrico

En el contexto de los modelos de predicciéon no paramétricos la tinica hipdtesis que se asume sobre
la serie de tiempo {X;} es su cardcter estacionario. Ademds, tal y como se mencioné en la Seccién
2.4, en estos casos la estimacién de la funcién de regresién es una funcién no lineal de las variables
predictoras que en su forma mas general engloba los caso del estimador de tipo Nadaraya-Watson, el
estimador basado en splines o el basado en vecinos méas préximos.

En la Seccién 3 de Prada-Sdnchez y Febrero-Bande (1997) se ilustra el caso concreto del estimador
no paramétrico empleando la aproximacién tipo nicleo de tipo Nadaraya-Watson, la cual en el caso
general de la estimacién de la funciéon de regresion de una variable aleatoria Y sobre una variable

r-dimensional X dada una muestra de n observaciones independientes {(Xl, yl) s (X7 y")} es la
dada por
" Ky (x—x° ,
=3 2EEX) (2.30)
=Y K (x - %)
j=1

donde Ky (x) = \H|_1/2 K (H~'/2x), siendo el nicleo K (-) una funcién de densidad r-dimensional y
H una matriz r xr simétrica y definida positiva conocida como matriz de suavizado. M4as concretamente,
en el citado articulo emplean como funcién nicleo una densidad gaussiana y para la seleccion de la
matriz de suavizado emplean un criterio basado en validacién cruzada®’.

Adaptando la situacién al contexto de la estimacién de la funcién de autorregresion de orden k
definida en (2.24) se tiene que, en primer lugar, la muestra de tamafio n, cuya obtencién se hard a
través de la llamada matriz histérica, es la dada por

{((.13%7 ami)v'r71-+k)7--- a((zﬂlla 7x:'l)7x?+k)}'

Por otro lado, el estimador (2.30) ahora tendrd la expresién siguiente:

N " Ku(x—x° i
m(x) = Z nH(—)x,.Jrk.
=1y Kpg (x —x7)
j=1

Cabe mencionar, ademds, que en la Seccién 3.2 de Prada-Sanchez y Febrero-Bande (1997) se lleva
a cabo un estudio para la seleccién del minimo niimero de variables predictoras (i.e., determinar el
valor de r) que deberfan emplearse para una prediccién adecuada de la serie de SOq, llegando a la
conclusion de que con los resultados que obtienen parece razonable emplear solamente 2 variables.

Con todas las consideraciones que han sido comentadas los investigadores llevaron a cabo una se-
rie de predicciones a partir de valores pasados de la serie y compararon los resultados obtenidos con

39 En el articulo Hirdle y Vieu (1992) puede verse que esta eleccién de la matriz de suavizado en el contexto de series
de tiempo minimiza el error cuadratico medio de prediccién y, aiin mas, en el caso de observaciones independientes
es asintéticamente 6ptima.
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los verdaderos valores de la misma. No obstante, al igual que habia ocurrido en el caso del modelo
paramétrico que fue comentado en la Seccién 1.5, los resultados que se obtuvieron no fueron satisfac-
torios, en el sentido de que las predicciones no se ajustaban razonablemente bien a los valores reales
de la serie.

2.5.2. Modelo semiparamétrico

En Garcia-Jurado et al. (1995) se consideré un modelo semiparamétrico del estilo del indicado en
(2.26), donde con la notacién alli empleada y sustituyendo los indices I por ¢, ahora se tendrd que

Y — X6, 24— (Xt7Xt71) ) m(Zl) =E [Yl | Zl] — K [Xt+6 |Xt7Xt71] , €l — €,

donde {e;} sigue un modelo ARIMA(p,d,q) y es independiente de {(X¢, X;—1)}. Asi pues, se tendrd
que la ecuacién de este modelo semiparamétrico serd la dada por

Xt+6 =E [Xt+6 ‘ Xt, Xt—l] + €t+6- (231)

Para obtener una predicciéon a un horizonte de media hora, el primer paso que llevaron a cabo en
Garcia-Jurado et al. (1995) consistié en comenzar estimando la parte no paramétrica del modelo (2.31),
esto es, E[X;16| X¢, Xi—1], mediante un estimador de tipo Nadaraya-Watson empleando un ntcleo
gaussiano y un criterio de seleccion de ventana basado en validacién cruzada. Para tal estimacién, en
cada instante de tiempo se consideré como serie activa la serie de tiempo muestral formada por las
mediciones de las tltimas 6 horas (i.e., 72 observaciones).

Estimada E [X;y¢| X¢, Xt—1] no paramétricamente con la informacién provista por una matriz
histérica y denotando a tal aproximacion como m (Xy, X;—1), el siguiente paso consistié en construir
la serie de tiempo de los residuos relativos a las tltimas 6 horas, esto es, si para cada ¢ se define
e, = X; —E[X;| X;_6,Xi—7] , la serie dada por

~

€t—64,€t—63, -+, €t

A continuacién, empleando la metodologia Box-Jenkins descrita en la Seccién 1.1, se ajusta un
modelo ARIMA adecuado a la serie de residuos anterior y con dicho modelo se calcula la prediccién
é¢+6. Por tltimo, con la estimacién no paramétrica y la prediccién bajo el modelo ARIMA calculadas,
se obtiene la prediccién puntual bajo el modelo semiparamétrico (2.31), la cual viene dada por

)?t+6 =m(X¢, Xi—1) + éiqe.

Para finalizar esta seccién, cabe mencionar que, si bien en el presente trabajo no se incluye, en la
Secci6én 4 de Garcia-Jurado et al. (1995) se lleva a cabo un estudio comparativo pormenorizado entre
las predicciones puntuales empleando directamente la metodologia clasica de Box-Jenkins, un modelo
no paramétrico y el modelo semiparamétrico que se ha comentado anteriormente para el caso de datos
reales de concentracién de SOs en la central térmica de As Pontes. Ademaés, con esos mismos datos
también se detallan los resultados obtenidos al construir intervalos de predicciéon mediante un modelo
Box-Jenkins y mediante bootstrap, de la manera en que se ha especificado su construccion a lo largo
de las anteriores secciones.

Observacion 2.27. Para un estudio de simulacién comparativo mas detallado de las técnicas pa-
ramétricas, no paramétricas y semiparamétricas que han sido presentadas en el contexto de la predic-
cién puede consultarse Cao (1994).



Capitulo 3

Técnicas de remuestreo en otros
modelos empleados

En este capitulo se van a presentar otros modelos que fueron considerados a lo largo de los anos
para resolver el problema medioambiental que ha sido considerado durante este trabajo. No obstante,
a diferencia de lo ocurrido con los modelos Box-Jenkins y la metodologia bootstrap, no se entrara
en tanto detalle en los aspectos tedricos, si bien se proporcionaran al lector diversas referencias para
profundizar en ello.

La situacién general en la que se van a desarrollar todos los modelos es la misma que la presentada en
la Secci6n 2.4, es decir, dada una muestra de una serie de tiempo {(Z;,Y;)}!"_,, donde Z; es una serie de
tiempo r-dimensional e Y; es unidimensional, se busca predecir el valor de Y,, 45, con h > 0, en funcién
de Z, 4 a partir de dicha muestra. Por ejemplo, podria predecirse mediante ?n+h =m (Zn+n), donde
M es una estimacién, basada en la muestra, de la funcién de regresién dada por m (Z;) = E[Y; | Z],
conl € Z.

Una situacién muy comun, y en la cual se van a basar los modelos que van a ser presentados, es

aquellaenla que Z; = (X, ..., X;—r+1) e Y = X4y, siendo {X;} una serie de tiempo unidimensional,
en cuyo caso se buscaria estimar la media condicional E[X, 1y |X,, ..., Xm_rt1] a partic de una
muestra X141, ... , Xn-

3.1. Modelo parcialmente lineal

Hasta algunos meses antes de la publicacién de Prada-Sanchez et al. (2000) se habia empleado
el modelo semiparamétrico que ha sido tratado en la Seccién 2.4.2, obteniendo un rendimiento sa-
tisfactorio. No obstante, cambios operacionales en la central provocaron que fuese necesario extender
el horizonte de prediccién a 1 hora para que los operarios tuviesen tiempo suficiente para tomar las
acciones oportunas y reducir los niveles de SO5 en caso de producirse un episodio y, en consecuencia,
las predicciones comenzaron a dejar de comportarse de manera adecuada. El motivo era que se habia
aumentado considerablemente el horizonte de prediccién (h = 12) pero en el modelo semiparamétrico
solamente se consideraba informacion del pasado de la serie. Por este motivo, los investigadores deci-
dieron incluir en el modelo informacién adicional que viniese dada por variables meteorolégicas o de
emision, anadiendo asi una combinacion lineal de variables exdgenas explicativas, cuyos coeficientes
seria necesario estimar también en el proceso de prediccion.
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De este modo, en lugar de la serie {(Z;, Y])},c;, se pas6 a considerar la serie {(V}, Z,Y])},c;, donde
V, es una serie de tiempo ¢-dimensional de variables exdgenas explicativas, y fue disenado el modelo
parcialmente lineal dado por

Yi=V/B+m(Z)+e, l€Z (3.1)

donde B € R? es desconocido y los €; son términos de error de media 0. De esta manera, el modelo
consiste en un término «autoexplicativo» y una combinacién lineal de variables exdgenas.

Observacion 3.1. Las variables exdgenas se incluyen como un término lineal en el modelo (3.1) para
poder interpretar los términos del coeficiente 5 y también por su simplicidad computacional.

En cuanto a la seleccion de las variables exdgenas, en la seccion 3 del citado articulo se definen
hasta 13 variables aunque finalmente, por cuestiones de fiabilidad, estabilidad y redundancia, las que
se incluyeron fueron las siguientes: A$Y T}, la diferencia de temperatura entre 80 y 10 m sobre el nivel
del mar, en °C; T, la temperatura a 10 m sobre el nivel del mar, en °C; V,%, la velocidad del viento
a 80 m sobre el nivel del mar, en m/s; Ry, la radiacién solar, en langley; Hy, la humedad, en %; y Ex,
la emisién de SOy de la central térmica, en pug/m?. Ademés, con el fin de modelizar tanto el efecto
instantaneo como el retardado de estas variables, y dado que la prediccién se realiza a horizonte h = 12,
se tuvieron en cuenta sus valores en el instante [ y en el [ —12. Asi, los 2 siguientes vectores de variables
exégenas fueron considerados en los diferentes modelos:

Vit = (AN T2, ATy, T)L 1y, T)Y, ViByo, VIS, Riciz, Ry Hiovg, Hi, Eio12, E),
V2= (ART — AR Ti—1e, ) = Th 15, VI8 = Vi o, Ri— Ri—12, H — Hi_12, E; — Ei_13),

donde en V12 se estd considerando Unicamente su efecto en términos de sus incrementos horarios.

En lo relativo a las muestras, se emplearon 1000 filas de una matriz histérica creada como fue
indicado en la Seccién 1.5.1 y considerando datos de la forma (Vf,Zl,Yl), donde Vll es uno de
los vectores descritos anteriormente, Z; = (X;, X;_3) e Y} = X412, siendo {X;} la serie de medias
bihorarias de la concentracién de SOs.

Observacion 3.2. El vector Z; posee dos componentes para que el predictor pueda distinguir entre la
fase ascendente de un episodio de contaminacion (i.e., X;_3 < X)) y la fase descendente (X;_35 > X;).
No se consideran valores adyacentes de la serie, es decir, separados 5 minutos, debido a que h = 12 y la
experiencia de los investigadores les llevé a que el intervalo éptimo entre los valores era de 15 minutos.

En el articulo mencionado llevan a cabo un estudio comparativo de 4 predictores diferentes! en un
caso simulado y también con datos reales de un episodio de contaminacién ocurrido el 23 de agosto
de 1995, obteniendo, por un lado, que se obtienen mejores predicciones empleando V2 que V; y por
otro, que, aunque algunos obtuvieron buenos resultados durante el pico del episodio, predijeron el
inicio de este mds tarde de lo que habia sucedido en realidad. Esto, suponiendo que el modelo (3.1)
estaba bien especificado, sugeria que las variables exdgenas disponibles por aquel entonces estaban
poco correladas con Z; y la mayor parte de la informacién para la predicciéon venia dada por el pasado
de la serie. Ademads, las variables que cabia esperar que mejorasen la prediccién solamente podian ser
medidas esporadicamente con los recursos de los que se disponia. En consecuencia, tomaron la decisién
de emplear uno de los 2 predictores que se van a introducir para cerrar este apartado.

Los predictores propuestos surgian del modelo de regresién lineal multiple? que se obtiene al tomar
m (Z;) = Z}~, con v € R". Considerando una muestra de tamafno n este puede ser escrito como

Y=Vi+Zvy+e, ~eR", feR (3.2)

1 Son casos particulares de (3.1) empleando diferentes diferentes estimaciones de 8y m (-).
2 Este modelo también fue considerado pero no ofrecié buenos resultados en términos predictivos.
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donde Y,e € R* y V' y Z son matrices n x ¢ y n x r cuyas filas vienen dadas por V' y Z!, respecti-
vamente. Los estimadores por minimos cuadrados en 2 pasos de 5y 7 en el modelo (3.2) son

Bo=(V'(I-P,) Y)‘l V' (I-P,)Y,
Z5 = P. (Y- V&),

donde I es la matriz identidad y P, = Z (Z'Z )_1 Z' es la matriz de proyeccién en el espacio generado
por las columnas de Z. Asi, un predictor natural de Y, 1, en funcién de (V,,n, Z,+1r) a partir de la
muestra {(V;, Z;,Y;)};—, es el dado por 0 (Vishs Znan) = V) nBo+ Z;H_h%.

Una generalizacién inmediata consiste en reemplazar P, por la matriz de estimacién no paramétrica
Hn . .

Z, con (ZH)ij = wj "(Z;, (24, ..., Z,)), que son un conjunto de pesos generados por una funcién

nicleo y donde H € R" " es una matriz definida positiva conocida como matriz de suavizado. El

predictor asi obtenido seria®

Ph Vi Zusn) = Vi B+ X i (Zuns (Z, - Za)) (V5 = ViR )
j=1
=V I-Zg)V)'V'I-2Zy)Y.

El segundo predictor propuesto, surgié en Speckman (1988) de la idea de restar E [Y; | Z;] a ambos
lados en (3.1), obteniéndose asi el nuevo modelo de regresién lineal dado por

Yi-EYi|Zi]=(Vi-E[Vi| Z]) B +e.
Definiendo Y = (I — Zg)Y y V = (I — Zg) V se llega al predictor dado por

P Vs Zoin) = Vi X ™ (Zusns (21, - 20) (5 = ViBa)
=

~ =1
By = (V’V) VY.

Observacion 3.3. Cada predictor puede ser corregido anadiendo el predictor de tipo Box-Jenkins

del residuo asociado, al estilo de lo realizado en el modelo semiparamétrico de la Seccién 2.4.2.

3.2. Modelo de redes neuronales

Debido a la entrada en vigor de la directriz del Consejo Europeo 1999/30/CE publicada el 22 de
abril de 1999 relativa a la limitacion de cantidad de SOz, NO,, particulas y plomo en el ambiente,
fue necesario introducir algunas modificaciones para ajustar el sistema de prediccion desarrollado a
las necesidades de la nueva situacion. Asi, por ejemplo, se pasaba a requerir el control sobre la media
horaria de la concentracién de SO5 (en lugar de bihoraria) y los nuevos limites establecidos eran mucho
mas restrictivos que los marcados por la central con el beneplacito de la Xunta de Galicia. De este
modo, el nuevo objetivo pasaba a ser obtener predicciones precisas a horizonte h = 12 durante los
episodios de contaminacion de la serie de tiempo dada por

111

Xt:E;SOQ(t—Z),

donde SO (t) representa la concentracién en el instante ¢ (pentaminutal), medida en ug/m?. Sin em-
bargo, aunque en una primera aproximacién se adapto el sistema de prediccién basado en el modelo

3 Pueden consultarse Green et al. (1985) o Speckman (1988) para profundizar acerca de las propiedades de ,@1.
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semiparamétrico presentado en la Seccidon 2.4.2, debido a la inestabilidad de la serie los resultados
obtenidos fueron razonablemente peores que los obtenidos con la serie bihoraria aumentando sensible-
mente la variabilidad de las predicciones. Asi, motivados por mejorar la respuesta dada por el Sistema
de Prediccién Estadistica de Inmisién (SIPEI), y conscientes de que ya se habian empleado redes neu-
ronales en el ambito de la contaminacién del aire (véase Pérez et al. 2000) e incluso para predecir
niveles de SO2 (véase Boznar et al. 1993), en Ferndndez-de Castro et al. (2003) fue presentado un
modelo basado ellas para predecir Xy ¢.

3.2.1. Metodologia general

Una red neuronal consiste en un conjunto de nodos repartidos en capas interconectadas que buscan
«aprender de los datos» imitando el proceso de aprendizaje de un cerebro humano a partir de diversos
casos de ejemplo. En cuanto a su funcionamiento, cada nodo (neurona) tiene una funcién de activacién
asociada que le permite procesar la informacién que llega a él a través de otros nodos, teniendo cada
conexién con él un peso asociado. De este modo, este proceso se va trasladando de la primera capa
(capa de entrada) a la tltima (capa de salida), obteniéndose la salida de la red neuronal.

En lo relativo al tipo de red considerado, fue una Backpropagation Network, que recibe este nombre
debido al procedimiento que emplea para ajustar los pesos. Estd formada por una capa de entrada
de M nodos, una capa oculta de L, una capa de salida de N y, potencialmente, algin término de
tendencia en la capa oculta y en la de salida. Notacionalmente, se va a identificar h con los elementos
de la capa oculta y o, con los de la de salida; w;’i, con el peso asociado al arco que va del nodo j de
la capa h al nodo i de la capa anterior; Jh, con la funcién de activacién del nodo j de la capa h; 9?,
con la tendencia del nodo j de la capa h; y o;-l, con la salida del nodo j de la capa h. Andlogamente,

se definen wy, e, 07 ¥ or. De este modo, la salida de cada nodo de la capa de salida serd

L M
ok = I} 02+szjf;l<9;+zw;;xi> . k=1,...,N.

j=1 i=1

Observacion 3.4. Asi como los pesos son el resultado del entrenamiento de la red neuronal, su diseno
(funciones de activacién, nimero de capas...) debe ser adaptado al contexto al que se aplica.

El proceso de entrenamiento, consiste en introducir un vector de entradas X = (z1,za, ... ,& M)/
cuyo vector de respuestas asociado Y = (y1,ya, . .. ,yN)/ es conocido e ir comparando con este tltimo
la salida de la red para, en funcién del error observado, ir modificando los pesos hasta que este sea
menor que una tolerancia prefijada.

Observacion 3.5. El proceso de entrenamiento de una red neuronal puede durar mucho tiempo
debido al nimero de veces que deben ajustarse los pesos hasta no superar el umbral de error. Ademas,
es muy importante disponer de datos de entrenamiento adecuados a los intereses buscados, ya que la
red neuronal va a imitar los patrones incluidos en ellos (sean estos buenos para esos intereses o no).

3.2.2. Construccion en el problema medioambiental

El diseno de la red que ha sido considerado para la prediccién puntual de X; ¢ consiste en una
capa de entrada, una capa oculta con funcién de activacién logistica y una capa de salida con funcién
de activacion igual a la identidad y con un nimero de nodos igual a la dimensién de la respuesta que
se quiere obtener, i.e., N = 1. Ademas, debido a lo comentado en la Seccién 3.1 sobre la baja calidad
de las variable meteorolégicas, como entrada de la red se consideraron solamente valores pasados de la
serie. Mas concretamente, se tomé X = (X;—_s, Xt)/, es decir, M = 2, quedando por lo tanto un diseno
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como el indicado en la Figura 3.1. Por otro lado, los conjuntos de entrenamiento eran vectores de la
forma (X;_s5, X4, XHG)', escogidos de una matriz histérica construida segin lo descrito en la Seccién
1.5.1 a partir de datos reales de la central del ano 1999. Asi, el predictor construido mediante esta red
neuronal seria el dado por

L
Xevs =01 = Y _wi;f}' (0} + whXes +wpXe),  f1(2)
=1

1

T+e2"

1,...,L,

donde tanto los pesos como las tendencias son determinados durante el proceso de entrenamiento, el
cual estd detallado en el apéndice de Fernandez-de Castro et al. (2003). En relacién a esto, fueron
entrenadas diferentes redes neuronales considerando diferentes nodos en la capa oculta (valores de L
entre 40 y 60) y empleando 1169 vectores de entrenamiento para ajustar un total de 4L pardmetros®.
Una vez entrenada, para comprobar su buen funcionamiento se obtenia con ella una prediccién para
un episodio que no habia sido incluido en el conjunto de entrenamiento.

Observacion 3.6. Dado que habia 17 estaciones en las que realizar predicciones cada 5 minutos y no
era factible entrenar 17 redes neuronales en ese tiempo, se opté por incluir en el sistema de prediccion
una red ya entrenada, convirtiéndose en fundamental controlar el buen funcionamiento de esta.

Por ultimo, en el estudio comparativo del articulo puede verse que la red neuronal captura mejor la
tendencia en cada instante y, en consecuencia, las predicciones son més estables (menor variabilidad)
que las del modelo semiparamétrico.

Figura 3.1: Estructura de la red neuronal disenada para predecir los niveles de SOs.

3.3. Modelo con datos funcionales

En esta seccién se va a presentar el método que fue propuesto en Ferndndez-de Castro et al. (2005)
para abordar el problema medioambiental. En este articulo se cambia el enfoque con el que se afronta
el mismo, considerando como objeto de estudio estadistico datos que, en lugar de ntimeros o vectores,
ahora pasan a ser curvas. Para ello, la idea principal consiste en ver observaciones discretas en conjunto
y considerarlas como una realizacién de una curva aleatoria. De este modo, el nuevo marco tedrico
en el que se desarrolla el modelo cambia sustancialmente, estando ahora ligado al contexto de datos
funcionales. Algunas referencias que el lector podria consultar para profundizar en este d&mbito son
Ramsay y Silverman (2005), Horvath y Kokoszka (2012) o Ferraty (2006).

Dado que el horizonte de prediccién es de 30 minutos, cada dato funcional muestral serd una curva
constituida por 6 datos consecutivos y se verd como una realizacién del proceso estocastico en tiempo
continuo X’ que modela la concentracién de SO5. Para predecir valores futuros X (u), con u > T, se va

4 En general, estas redes neuronales tienen ML + L + N L pardmetros en total.
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a emplear la informacién contenida en el infinito nimero de variables del pasado, X (u),u < T°. En el
caso del problema medioambiental, para predecir este proceo se restringe el andlisis a la dependencia
a retardo 1 porque, como las curvas van a ser observadas en tan solo 6 puntos, parece suficiente
para cubrir la evolucién del proceso®. Ademds, dado que el objetivo es poder predecir incrementos y
descensos repentinos, no se va a suponer ninguna condicién de suavidad sobre las curvas. Asi pues, se
consideran variables aleatorias funcionales con valores en el espacio de Hilbert dado por H = Ly [0, 6]7
de la forma X, (u) = X (6n 4+ u), con u € [0,6] y conn=1,2, ...

3.3.1. Redefiniendo la matriz histérica

Debido al cambio de paradigma en los datos, se va a adaptar la idea propuesta en la Seccién 1.5.1
para la construccién de la matriz histérica. La semilla va a ser construida mediante los aproximada-
mente 1500 datos relativos al ano 2001 de la forma (X, X,,4+1), donde cada dato &, estd formado
por 6 medidas consecutivas de la media bihoraria de SOs. La determinacién de los rangos para la
clasificacién de los datos se realizé de 2 maneras diferentes.

El primer criterio consistié en llevar a cabo una clasificacién ordinaria, al estilo de lo realizado en
los otros modelos presentados. Asi, se divide la matriz histérica funcional en 10 estratos®, cada uno
asociado con un intervalo de los niveles de SO2 del 1ltimo valor de X,, ;1 y con una longitud méxima
de 200 vectores funcionales. Dado un nuevo vector funcional (X, X;,,11), se observa el tiltimo valor de
la respuesta X, 41 y se sitia el vector en el estrato correspondiente. La matriz historica asi construida
se denominé matriz historica de niveles.

En cuanto al segundo criterio, se dividié la matriz histérica en 5 estratos asociados con una forma de
curva diferente: «incrementos», «descensos», «mesetas», «cambios», y «todo lo demés». Para determinar
a qué clase pertenece &, = (X}L, . ,XS)9 se calculan las 5 diferencias X2 — X!, ... X¢— X2 y luego
se cambia cada valor por «+», cuando este es mayor o igual que 5; «—», cuando es menor o igual que
5; 0 0, cuando esta entre -5 y 5. Mediante estos simbolos se definen los estratos: cinco «+», para un
incremento; cinco «—», para un descenso; cinco «0» para una meseta; y al menos un «+» y un «—» y
ningin «0» para un «cambio». Dado un nuevo vector (X, X,,+1) se calcula la forma asociada a X;,41
y se situa en el estrato correspondiente, formando la denominada matriz historica de formas.

3.3.2. Procedimientos bootstrap

En este apartado final, se van a realizar algunos comentarios acerca de como adaptar algunos de
los procedimientos bootstrap que han sido incluidos en este trabajo para la construcciéon de intervalos
de predicciéon bootstrap al contexto de variables aleatorias funcionales dependientes evaluadas sobre
un espacio de Hilbert. Sean (X;, Xj41), coni =1, ..., N, los pares de curvas almacenados en la matriz
histérica y sean ); las curvas de las cuales se desea predecir V;11.

Debido a lo comentado en la Seccién 3.1, en relacién a la poca informaciéon que aportan las variables climatolégicas
disponibles, solamente se consideran valores pasados del proceso.

En el futuro se espera poder disponer de datos nuevos cada minuto, lo cual permitird describir las curvas con mayor
detalle y sacar mayor partido al enfoque funcional.

Esto hace referencia a variables aletorias X : (2, 4,P) — L2 [0, 6], donde X (w) : [0,6] — R es una funcién (fijado
el w, ya es deterministica) que cumple que f06 [X (w) (1)]% dt < oo

Cada estrato se define adecuadamente para garantizar el almacenamiento de informacién en todo el rango de la
variable.

Se tiene que X}l es la evaluacién de X, en el primero punto de discretizacién del intervalo.
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Bootstrap para predicciones sin estructura especifica de dependencia

Bajo el supuesto de que la serie de tiempo es un proceso de Markov, puede adaptarse el procedi-
miento presentado en la Seccién 2.3.5. Asi, para realizar predicciones a horizonte £ = 1 a partir de
Y, basta con aplicar el Algoritmo 15 tomando bloques muestrales de tamano 2, B; = (X, X;11), con
j=1,...,N, apartir de la matriz histérica y construyendo las probabilidades

5 — KU =Vl /B)
SN LK (X = Yl /R)

que pueden interpretarse como una medida de proximidad entre el dato ), y los datos de la matriz
histérica. Luego, como prediccion bootstrap YV, , 1, se tomaria el segundo elemento del bloque remues-
treado. No obstante, asi como en el caso de datos escalares era posible calcular mediante técnicas de
Monte Carlo una aproximacién empirica de la distribuciéon bootstrap de las predicciones y, en base a
ella, un intervalo de prediccién, en el caso de datos funcionales esta idea no es valida.

Una alternativa es emplear el concepto de profundidad que definen en Fraiman y Muniz (2001).
En un caso unidimensional, si F' es la funcién de distribucién de una variable aleatoria puede definirse
una profundidad!® como D (z) = min {F (z),1 — F (z7)}, la cual puede verse como una medida de
proximidad a la mediana, donde se alcanza el maximo de esta funcién. Sea, ahora, un conjunto de datos
funcionales X; (t), ..., X, (t), con ¢ € [a,b], independientes y siguiendo la misma distribucién. Para
cada punto ¢ € [a, b] considérese la profundidad empirica univariante del dato i-ésimo en ¢ con respecto a
{X; (t)}_,, es decir, Dy (z) = min {F}, ; (x),1 — F, 1 (¢7)}, donde Fp; (z) = p~' 320 T{&; (t) < z}.
La idea de Fraiman y Muniz (2001) consiste en definir la profundidad funcional del dato i-ésimo como
un promedio de la profundidad univariante a lo largo de [a, b], es decir,

b
FMD (X;) :/ D, 1 (X (t)) dt,

donde se estd midiendo la proximidad a la mediana empirica, la curva muestral que maximiza esa
profundidad funcional. Con este criterio se ordenan las predicciones bootstrap de manera descendente
y se toma la envolvente convexa de las [p (1 — «)] primeras como curvas limite para las predicciones.

Observacidon 3.7. Aunque no vayan a ser tratados con detalle, merece la pena mencionar los articulos
Febrero et al. (2007) y Febrero et al. (2008), ya que en ellos se ilustra la utilidad de técnicas de
datos funcionales basadas en la profundidad para la deteccién de outliers con datos relativos a la
concentracion de NO,, los cuales ayudan a percibir niveles relevantes de esta sustancia.

Bootstrap para predicciones en un modelo ARH(1)

En este caso se va a suponer una estructura especifica de dependencia sobre las variables aleatorias
funcionales. En concreto, se va a suponer un modelo autorregresivo hilbertiano de orden 1, ARH(1):

Xn - p(Xn—l) + 5117

donde p: H — H es un operador que es necesario estimar'! y donde {&,} es un proceso hilbertiano
de ruido blanco fuerte, es decir, una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas con valores en H y que satisfacen que E[£,] =0y 0 < E [H&,Hé] =02 <ooconn€Z.

10 La que se define se conoce como profundidad de Tukey pero existen muchas otras en la literatura. Para profundizar
acerca de este concepto puede consultarse Lépez-Pintado y Romo (2007) o Lépez-Pintado y Romo (2009).

11 Debido a la discretizacién de los puntos en los que se observan las variables funcionales, los estimadores de p van, en
realidad, de RS en RS.
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Observacion 3.8. En cuanto a la estimacién de p (+), se proponen dos métodos: uno basado en suponer
que es un operador lineal acotado sobre H'? y otro construido mediante una extensién del estimador
de Nadaraya-Watson en regresién al contexto de datos funcionales (véase Besse et al. (2000)).

En este contexto se buscard adaptar la metodologia bootstrap de Cao et al. (1997), que fue in-
troducida en la Seccién 2.3.3 para construir intervalos de prediccién bootstrap en modelos AR(p). La
adaptacion del esquema de remuestreo ha sido recogida en el Algoritmo 17, donde, una vez generadas
las predicciones, se siguen los mismos pasos antes para obtener las curvas limite de las predicciones.

Por tltimo, comentar que en los andlisis que fueron realizados en Ferndandez-de Castro et al. (2005)
se pudo ver que los picos de los episodios de contaminacién se predijeron con mayor precision empleando
la matriz histérica de formas. Ademads, se compararon las predicciones obtenidas mediante esta nueva
metodologia con las del modelo semiparamétrico de la Seccién 2.4.2 y las del modelo basado en redes
neuronales de la Seccion 3.2.2, resultando, por un lado que la aproximacion mediante datos funcionales
es competitiva y, por otro, que el bootstrap basado en el modelo ARH(1) parece conducir a mejores
resultados que el método sin estructura especifica de dependencia.

Algoritmo 17 Predicciones bootstrap en modelo ARH(1), Ferndndez-de Castro et al. 2005

1. Estimar el operador p(-): p(+).

2: Construir los residuos hacia adelante: g’z =X, —p(Xi—1),coni=2 ... , n+1.

3: Definir los residuos centrados: g’z’ = EA'Z —&, conE=n"t Z?:; g'z

4: Realizar un andlisis de componentes principales'3de los 5‘{ de la siguiente manera:

G — Vit b Vs il

n?

Obtener la distribucién empirica de cada coordenada ¢;: ﬁﬁl, conl=1,...,k,.
Repetir parab=1, ..., B: R
Obtener una remuestra de las coordenadas: cz‘b a partirde F7, conl =1, ... ,k,,.

Construir el residuo bootstrap: Exb — c’{bvl + .-+ C,’;Z Vi, -

Generar una réplica bootstrap mediante la ecuacién del modelo: y:;fH =0 (Vm) + &%,

3.4. Otras aproximaciones

En este apartado se enunciaran otros modelos desarrollados para atacar el problema medioambien-
tal. Para no extender demasiado el trabajo, iinicamente se destacaran las ideas principales.

3.4.1. Modelos aditivos generalizados

En Roca-Pardifias et al. (2004) se propone otro enfoque para abordar el problema medioambiental.
Dado que se dice que ocurre un episodio de contaminacién cuando la serie de la concentracién media
bihoraria es mayor que un determinado nivel , denotando por X; al valor de dicha serie en el instante ¢
y fijando un horizonte de prediccién h = 12, el objetivo ahora es predecir P { X112 > 7| X¢, X¢—1, .. }-

12 Al algoritmo para la construccién del mismo puede consultarse en la pagina 215 de Fernandez-de Castro et al. (2005).

13 Bl anélisis de componentes principales con datos funcionales es una herramienta fundamental que surge de la gene-
ralizacion de un procedimiento analogo en el &mbito multivariante que permite observar la estructura de covarianzas
de los datos de una manera «mas informativa» que una examinacién directa de la misma. Para profundizar sobre este
método puede consultarse el Capitulo 8 de Ramsay y Silverman (2005).
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No obstante, las predicciones de esto realizadas con el modelo semiparamétrico o con el parcialmente
lineal no estd garantizado que estén en el intervalo [0, 1], como corresponde a una probabilidad. Es por
ello que en el citado articulo consideran otros modelos: un modelo lineal generalizado (GLM, McCullagh
y Nelder 1989), un modelo aditivo generalizado (GAM, Hastie y Tibshirani 1990), un modelo single
index (SIM, Horowitz 1998) y un modelo GAM con funcién de link desconocida'® (Horowitz 2001).

Siguiendo el enfoque anterior, en Roca-Pardinas et al. (2005) se propone un GAM con términos
de interaccion de segundo orden y se desarrolla un contraste de significaciéon para los mismos que es
calibrado mediante técnicas bootstrap que permiten aproximar la distribucién del estadistico de test.

Por dltimo, comentar que més recientemente, en Sestelo et al. (2014) se busca considerar también la
influencia de algunas variables meteoroldgicas en la prediccién de la probabilidad condicionada y para
ello proponen un método basado en emplear un modelo aditivo y un algoritmo de seleccién de variables.
No obstante, las conclusiones a las que llegan son, por un lado, que basta considerar solamente dos
términos del pasado de la serie y, por otro, que la inclusién en el modelo de las variables meteorolégicas
consideradas no resulta significativa.

3.4.2. Modelos de regresion cuantil

En Conde-Amboage et al. (2017) el problema medioambiental fue abordado empleando técnicas de
regresién cuantil'® para construir intervalos de prediccién de NO,. Estos métodos son méas robustos en
comparacion con los modelos de regresion en media ante la presencia de datos atipicos y no requieren
de suposiciones tan estrictas como la homocedasticidad y la normalidad de los errores.

En cuanto a los resultados observados en el estudio que llevan a cabo, se observa que la heteroce-
dasticidad y la distribuciéon no gaussiana de los errores es bastante habitual, lo cual se desvia de las
suposiciones clasicas de los modelos de regresién en media y por ello explica el mejor desempeno de los
métodos de regresién cuantil, obteniéndose errores de prediccién mas pequenos que los obtenidos con
la regresién en media. Ademads, el método propuesto para construir intervalos de prediccién basado en
la estimacion cuantil y la aproximacién bootstrap de los errores de prediccién tuvo un comportamiento
significativamente mejor que los métodos clasicos en ese tipo de regresion.

Por tltimo, cabe mencionar también el articulo Martinez-Silva et al. (2016), donde se propone la
utilizacion de curvas cuantiles obtenidas mediante modelos aditivos, ya que de este modo se proporciona
informacién no solo sobre la media sino sobre la distribucién completa de los niveles de emisién.

3.4.3. Modelo semiparamétrico bivariante

En Gonzalez-Manteiga et al. (2009) se lleva a cabo una generalizacién del modelo semiparamétrico
que fue propuesto en la Seccién 2.4.2. En concreto, se generaliza al caso bivariante para realizar
predicciones conjuntas de los niveles de SOs y de NO,. Estos modelos surgen en el contexto de la
economia y es por ello que también se hace hincapié en el fenémeno de la cointegracién, concepto
desarrollado en Granger (1983) y Engle y Granger (1987) con diversas aplicaciones en el dmbito del
analisis de datos econométricos.

En el contexto de las series de tiempo, imaginese que se tienen dos series X; e Y; no estacionarias.
A pesar de que estas no lo son, podria tenerse una combinacién lineal de estas que si lo fuese, i.e.,
Zy = a1 X3 + aoY;. De existir, se dice que ambas series estdn cointegradas y se interpreta como que,
a pesar de que el comportamiento de ambas pueda resultar «erratico», en el sentido de que no sean

14 Contiene como casos particulares a los modelos anteriores.
15 Los primeros modelos de regresién cuantil fueron propuestos en Koenker y Bassett Jr (1978).
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estables en términos de media y varianza, su relacién a largo plazo si que es estable. Es por ello que
en Gonzalez-Manteiga et al. (2009) se lleva a cabo un contraste para analizar si los errores del modelo
propuesto estan cointegrados y, en caso afirmativo, se emplea un modelo de correccién sobre ellos.

Por tultimo, cabe mencionar que los resultados obtenidos con el modelo propuesto son similares al
modelo no paramétrico y semiparamétrico cuando las componentes de la variable respuesta no estan
relacionadas pero en el contexto medioambiental, donde si que hay dependencia entre ellas, este nuevo
modelo obtiene mejores resultados que los otros.

3.4.4. Modelo de datos funcionales bivariante

En Oviedo-de la Fuente et al. (2020) se presenta un modelo funcional de localizacién y escala
para predecir episodios de contaminacién en los que estdn involucrados tanto SOs como NO,. Mas
concretamente, se emplean modelos aditivos generalizados funcionales (FGAM, véase McLean et al.
2014) para estimar tanto las medias como la estructura de correlaciones entre ambas sustancias. La
metodologia que presentan incluye tanto predicciones puntuales conjuntas de las concentraciones de
ambas como regiones de incertidumbre, con un nivel prefijado, donde estas deberian estar localizadas,
alcanzandose buenos resultados en términos de cobertura y error de prediccion.

Otra aproximacion realizada en el caso de una respuesta bivariante es la llevada a cabo en Roca-
Pardinas et al. (2021), donde las medias y las desviaciones tipicas son aproximadas mediante funciones
de tipo ntcleo en modelos aditivos, mientras que la matriz de covarianzas se obtiene a partir de los
residuos de los modelos anteriores.

Observacion 3.9. También podian haber sido aplicados al problema medioambiental una generali-
zacion de los modelos Box-Jenkins del Capitulo 1 para vectores aleatorios. Estos modelos se conocen
como modelos autorregresivos (integrados) de medias mdéviles o, abreviadamente, VARMA ( VARIMA).
Algunos ejemplos de aplicacién en el contexto del control de emisiones pueden ser Hsu (1992), Kadiyala
y Kumar (2014) o Garcia-Nieto et al. (2018).

3.4.5. Boosting en los modelos de redes neuronales y de datos funcionales

Los métodos boosting surgen en el ambito del machine learning, donde la motivacién de los mismos
consiste en obtener una herramienta de clasificacién poderosa como combinacién de otras més débiles
(véase el Capitulo 10 de Hastie et al. 2009). No obstante, estas técnicas, disenadas para el contexto de
los problemas de clasificacién, se extendieron hacia otros ambitos como el aprendizaje de algoritmos y
la regresion. Es por ello que, conscientes de su potencial, en Ferndndez-de Castro y Gonzalez-Manteiga
(2008) se decidié aplicar estas técnicas al contexto de datos funcionales en los dos tipos de metodologias
que fueron presentadas en la Seccién 3.3 y también al contexto de datos escalares en el modelo de redes
neuronales propuesto en la Seccién 3.2.2.

Dada una variable respuesta y (escalar o funcional) y una variable explicativa x (vectorial o fun-
cional) el interés estd en la relacién y = f (z) + ¢, donde la estimacién del operador f vendrd dada por
una combinacién lineal de una base de funciones conocida. Asi, el proceso boosting busca ajustar un
modelo aditivo sobre un conjunto de funciones de una base mediante un proceso iterativo que busca
ir reduciendo un criterio de error en cada iteracién.

En cuanto a los resultados, el procedimiento boosting permitié mejorar tanto las predicciones
obtenidas con el modelo basado en redes neuronales como con los dos modelos basados en datos
funcionales.



Capitulo 4

Test bootstrap para estructuras
simples

En los modelos predictivos que han sido introducidos en los capitulos anteriores una de las premisas
mas importantes es la correcta especificacion de los mismos. Es por ello que a lo largo de los ultimos
anos se ha producido un auge en el desarrollo de contrastes de hipdtesis para la especificacion de
modelos. Para ilustrar la naturaleza de estos contrastes, en el presente capitulo se introducira el test
de especificacién bootstrap para estructuras simples en regresién no paramétrica de series de tiempo
que fue propuesto en Kreiss et al. (2008).

Sea una muestra {(X, Yt)}z;l de un proceso estocéstico en tiempo discreto estrictamente estacio-
nario {X;,Y;}, con X; € R? e Y; € R. El objetivo que se persigue es realizar un test de hipétesis sobre
si la funcién de regresién dada por m (x) = E[Y; | X; = x| sigue algtin tipo de «estructura simple»,
considerando como tal al modelo paramétrico, al modelo unidimensional y al modelo aditivo. Asi pues,
considérese el modelo de regresién en media general dado por!

Ytzm(Xt)—Fet, tZL

donde E[e¢ | Fy] = 0 para todo t y F; es la o-dlgebra generada por {(Xs,Y,-1),s=1¢tt—1,...}. Se
consideraran 3 tipos de hipdtesis nulas acerca de la estructura de la esperanza condicionada:

Hog:m(-) €{mo(-) | 0 €O},
Hypm :m(z1, ..., zq) = mo (21)
Hoqo:m(z1, ...,zq) =my (1) + - +ma (zq) .

Conviene mencionar que asi como en la hipétesis nula Hy ., se considera solamente un modelo
unidimensional serd posible testear también un modelo dy-dimensional para algin dy < d. En cuanto a
la hipétesis nula relativa al modelo paramétrico, cabe destacar que bajo esta se encuentra una amplia
variedad de modelos de regresién como por ejemplo:

= Modelo de regresion lineal:
d
my (x1, ..., 2q) = 291'331».
i=1

1 Nétese que no se establece ninguna condicién de independencia sobre los errores ¢, por lo que la heterocedasticidad
condicional también estaria incluida en este modelo general. Ademds, si se toman como X valores pasados de Y; se
estaria considerando el caso particular del modelo autorregresivo.

99
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= Modelo ARCH?:
Xi=09(Xi—1, ... Xi—a)er, Ele] =0, E [ef] =1,

donde o (z1, ...,xzq) = /60 + Z?:l Hzxf Para verlo como un caso particular de modelo de

regresion paramétrico basta con tomar Y; = X?.

Previamente a introducir el estadistico de test es necesario considerar primero un estimador de m (-)
adecuado la hipétesis nula que se esté considerando. Asi, denotando de manera comun a tal estimador
como m (x1, ..., x4) se tendra lo siguiente:

mg (21, .., Ta), si se considera Hy g,

m(x1, .., Tq) = mo (z1), si se considera Hy ,,

ma (x1) + -+ Mg (zq)  sise considera Hy,.

Considerando este estimador de la funcién de regresion se tiene que el estadistico de test presentado
en Kreiss et al. (2008) es el dado por

T 2
ST:/W ;;Kh(x—Xt)[Yt—ﬁz(Xt)] w (x) dx,

donde K}, (-) = h=?K (-/h), K (-) es una funcién nticleo en R?, h > 0 es un pardmetro ventana y w (-)
es una funcién de pesos.

Observacion 4.1. En w (-) se considera el cuadrado del estimador de la densidad estacionaria de X¢,
72 (+), lo cual se interpreta como que solo se considera la diferencia en el soporte de 7 (-) y se presta
menos atencién a las diferencias donde los datos son mas escasos.

Con cada hipdtesis nula lo tinico que varia en el estadistico de test St es el estimador de la funcién de
regresién. Asi pues, en el caso de querer testear una hipétesis paramétrica del tipo Hy ¢ se considerara
un estimador v/7T-consistente del verdadero pardametro 6y, denotado por 6, para el cual se tenga que

mg () — mg, (-) = (57 00)/ T, (-) + Op <||.|2 (x/flogT>_1) .

donde g () representa la derivada de myg, (-) con respecto de 6 y ||| denota a la norma euclidea.

En cuanto al test para la hipétesis no paramétrica de unidimensionalidad, Hy,,, se considerara
un estimador polinémico local de cierto orden p, con [p/2] > 5d/163. Luego, se estimara mg (z1) por
mg (1) = @, donde

[M]=

(a, b1, ... ,bp) =arg min

a,bl, ,bp

x1 — X
Y —a—by (21— Xe1) — - — by (21 — X1 W <1tl>

t=1 g

donde W es un ntcleo en R, g > 0 es un parametro ventana y X es la primera componente de X;.

2 Véase el Apéndice A.1.

3 [p/2] denota a la parte entera de p/2.

4 Se toma un estimador polinémico local con un orden suficientemente grande en lugar de un estimador tipo nicleo
convencional (local constante) para mantener el sesgo lo suficientemente pequetio. Nétese que tal y como se ha definido
St estd involucrada a mayores la suavizacién del estimador de mg (-), lo cual conduce a que aumente ain m4s su
sesgo bajo la hipdtesis nula.
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Por ultimo, en cuanto al test para la hipdtesis nula del modelo de regresién aditivo, Hy ,, se emplean
estimadores de integracién no paramétricos. En Fan et al. (1998) puede verse este tipo estimador basado
en integracién marginal, destacando el hecho de que se alcanza la tasa habitual de los estimadores
unidimensionales de curvas no paramétricas, es decir, cada componente puede estimarse con el mismo
sesgo vy la misma varianza que el suavizador unidimensional, como si las demas componentes fuesen
conocidas. Dicho de otro modo, el hecho de anadir mas componentes en el modelo aditivo, si bien
aumenta el nimero efectivo de pardmetros, no anade ninguna dificultad extra en la estimacién (al
menos asintticamente).

Observacion 4.2. En virtud del comentario realizado al final del parrafo anterior, los resultados obte-
nidos para testear una hipoétesis nula no paramétrica unidimensional se trasladan de manera inmediata
al caso no paramétrico aditivo.

4.1. Comparacion con el estadistico de Hardle y Mammen

En este apartado, con el fin de ilustrar mejor la naturaleza del estadistico St se va a introducir
muy brevemente el estadistico de test presentado en Hardle y Mammen (1993) en el contexto de la
bondad de ajuste en la regresiéon para luego comparar su estructura con la del estadistico de Kreiss
et al. (2008) y comprender mejor la idea fundamental subyacente. Asi pues, considérese el modelo de
regresion general dado por

Yi=m(X¢)+e, t>1, Elg|Xe]=0.

Para estimar la funcién regresora m () puede utilizarse un estimador de tipo Nadaraya-Watson:

= EKn(—X)
mp (1) = ,5:21 Zle K (— Xj)Y;, (4.1)

donde K, (-) = h=@K (-/h), K (-) es una funcién nicleo en R? y h > 0 es un pardmetro ventana.
Considérese, ademds, un operador de suavizado (aleatorio), denotado por Kp, 7, y cuya definicién es

T

Ky (- — Xy)
K:LT t) = T Xt~
00 = 2T

A partir de la definicién de este estimador resulta inmediato obtener que la esperanza condicionada
del estimador de Nadaraya-Watson considerado en (4.1) no es la verdadera funcién de regresién sino
una versién suavizada de la misma. Mas concretamente,

E [T/T\lh () |AXP17 ,XT] = ICh7Tm () .

Conscientes de esto, en Hardle y Mammen (1993), con el fin contrastar la hipétesis Hg g basada en
observaciones independientes, se considera la siguiente distancia cuadratica ponderada entre my, y mgy:

d(T, Ho ) = / (i () = Knomy (2)) 7 () da.

De este modo, lo que se hace a través de ese estadistico es comparar my con la «estimacién»
paramétrica de la esperanza condicionada de My, esto es, Kp 7mg (z). Asi pues, la idea fundamental
que se desprende del citado articulo consiste en emplear una distancia cuadratica modificada entre un
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estimador paramétrico (Ho ), mp(-), y uno no paramétrico, my, (-), que es bastante similar a lo que
se hace en el estadistico propuesto en Kreiss et al. (2008):

Sy — (;ZK;L (x— X)) [V; _m(xt)]> w (x) dx,

i=1

4.2. Calibrado del test

Antes de presentar las técnicas bootstrap para el calibrado del test conviene comenzar descompo-
niendo el estadistico St en varios sumandos. Asi pues, se tiene que

21/ d d
Th¥?Sr = Th*/*Sy — [ZKh (x — Xy) gt] [ZKh (x — X,) {m (X,) —m (X))} w(x)| dx
hd/2 T 2
+ (Zm (x — X)) {m (Xy) —m (x,g}) w (x) dx,

donde
1 a ’
ST = ﬁ <ZKh (X — Xt) €t> w (X) dx,
t=1

lo cual es una forma cuadritica sobre las innovaciones {e;}. Ademds, este estadistico tiene como
particularidad que, al contrario de lo que ocurria con S, es invariante bajo las tres hipétesis nulas,
ya que no estd involucrado el estimador de la funcién de regresién.

El siguiente resultado sera de gran utilidad, ya que, ademéds de afirmar que la distribucién asintética
de Th%/2S7 es la misma que la de Th%/2Sp, establece que esta es gaussiana.

Teorema 4.1 (Kreiss et al. 2008, p. 375). Supdngase que se cumple una de las hipdtesis nulas Ho g,
Hym 0 Hoq y que el estadistico St antes introducido estd definido en términos de uno de los estima-
dores presentados segin la hipdtesis nula considerada. Bajo ciertas condiciones de reqularidad (véase
Kreiss et al. 2008, p. 374) se tiene que, cuando T — oo se cumple lo siguiente:

1) ST = ET +op (T_lh_d/Q).
2) (Th*?) (S —E [Sr]) % N (0,V), donde

1

E[Sr] = W/Rd g K? (u) w (x + hu) 7 (x) 0%(x) dx du,

VQ[/Rdaél(x)wQ(x)w(x)dx} { RMK(u)K(v)K(ufz)K(vfz)dudvdz .

Observacion 4.3. Aunque la distribucién de St depende de si la hipdtesis nula correspondiente
se cumple o no, esto no ocurre con la distribucién de Sp. Asi pues, la aproximacién bootstrap a la
distribucién de St bajo la hipétesis nula basada en St es siempre vélida, incluso cuando las observa-
ciones {(Y;,X})} provienen de una distribucién poblacional en la cual no es cierta dicha hipdtesis. La
validez de esta aproximacion es lo que garantiza una potencia razonable en el test bootstrap frente a
desviaciones con respecto a la hipdtesis nula considerada.
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De este modo, en base al Teorema 4.1 y a la Observacion 4.3, para imitar la distribucién de St basta
con realizar el bootstrap tinicamente sobre la forma cuadréitica S7. En cuanto al tipo de mecanismo
de remuestreo, en Hardle y Mammen (1993) se estudian tres mecanismos bootstrap diferentes (Naive,
residual y wild) y concluyen que el més adecuado para testear la estructura del modelo de regresion
es el wild bootstrap, el cual fue presentado en la Seccién 2.3.4.

Ahora que se conoce que la distribucién asintética Th*2Sp es la misma que la de Th%2Sp y que
el mecanismo de remuestreo a emplear sera el wild bootstrap, se va a definir el siguiente estadistico:

1 4 ’
%:W/<2m@_&m>w@&,

donde las innovaciones bootstrap {ef}thl son condicionalmente independientes dadas las observaciones
{(Yz, Xt)}thl y, ademds cumplen que € = &, 7, donde & = Y; —myp, (Xy) y {nt}?zl es una sucesién de
variables aleatorias independientes que cumplen que

E*[m] =0, E*[p}] =1, E*[pj]=1

Asi pues, el esquema del mecanismo bootstrap que se empleard para el calibrado del test sera el
que se recoge en el Algoritmo 18.

Algoritmo 18 Test Bootstrap sobre el modelo de regresién, Kreiss et al. (2008)

1: Construir los residuos a partir del estimador no paramétrico de m (z) tomando el pardme-
tro ventana de partida h:

é\t:Yv75_ffLil(>(t)7 i:132a ey T

2: Generar errores bootstrap ¢, = &;m,t = 1,2, ..., n, condicionalmente a la muestra obser-
T . . . .
vada, donde {n;},_; es una sucesién de variables aleatorias independientes que cumplen que

E*[n] =0, E*[nf]=1, E*[n}]=1.

3: Generar el anilogo bootstrap del estadistico Sy:

T 2
%:é/(Zm@—xw>wmw

4: Obtener el cuantil ¢ esto es, el punto tal que

11—

P{S; <tj ,}=1-«

5: Rechazar la hipétesis nula si St > t]_,.

Observacion 4.4. En el paso 4 del Algoritmo 18 para obtener el cuantil es necesario conocer la
distribucién en el remuestreo de S7.. No obstante, esta puede aproximarse mediante técnicas de Monte
Carlo. Ademés, en ese caso puede obtenerse también un p-valor bootstrap de la manera siguiente:

* 1 *
p :E#{STZST}-
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4.3. Validez del bootstrap y ejemplo de aplicacion

En este apartado final se comienza presentando un resultado tedérico en el cual descansa la validez
del test bootstrap para luego finalizar con la implementacién del método en R y la aplicacién del
mismo a uno de los ejemplos de Kreiss et al. (2008).

Teorema 4.2 (Kreiss et al. 2008, p. 375). Bajo las mismas condiciones que en el Teorema 4.1 el
estadistico bootstrap Sk, cuando T — oo y condicionalmente a la muestra {(X, Yiﬁ)}tT:1 verifica que

Th*/? (S7 — E* [S7]) <= N (0, V),
donde V' es la misma que la del Teorema 4.1 y, ademds, se tiene que

Th'? (E[Sr] — E* [S7]) - 0.

Una consecuencia directa del Teorema 4.1 es que, en efecto, el nivel de significacién del test boots-
trap converge al valor nominal fijado a medida que aumenta el tamafno de la muestra. Dicho de otro
modo, el test de Kreiss esta bien calibrado con la metodologia bootstrap presentada.

Corolario 4.3 (Kreiss et al. 2008, p. 375). En las condiciones del Teorema 4.1 y siendo ti_,, el

cuantil 1 — « de la distribucion condicional de S dada la muestra {(Xq, Yt)}th1 se tiene que, bajo la
correspondiente hipdtesis nula, cuando T — oo se cumple que

P{Sr<ti_,} —1-a

Antes de finalizar los comentarios relacionados con el aspecto metodolégico es conveniente destacar
antes que las diferentes versiones del test de Kreiss que han sido presentadas son test omnibus donde
la alternativa es la regresion d-dimensional general dada por

Yi=m((Xy)+e, t>1,

donde E [g; | F¢] = 0. Ahora bien, como cabria esperar, la potencia de los test que han sido introducidos
acostumbra a ser menor que la de aquellos otros que tienen una hipétesis alternativa més especifica®.

Cabe mencionar que en el Apéndice C.1 se encuentra una implementacién en R (R Core Team
2024) del test bootstrap que se ha presentado. Ademds, a titulo ilustrativo se ha incluido también la
aplicacién del mismo, considerando como hipétesis nula la de tipo paramétrico (linealidad), a uno de
los modelos estacionarios simulados en Kreiss et al. (2008). Mas concretamente, al modelo dado por

X = —-09X;_1 +¢&,

donde {e;} es una muestra aleatoria simple de una normal estdndar. Fijando una cobertura nominal
del 95 % se realizan 500 simulaciones de dicho modelo con un tamafio de muestra de 100 y 200 réplicas
bootstrap. Se toma como funcién de pesos w (-) = 1 y la funcién tipo niicleo de Epanechnikov. Ademds,
para la seleccién del pardmetro ventana en la estimacién no paramétrica se emplea un criterio de
validacién cruzada. En cuanto al resultado obtenido, se tiene una proporcién de rechazos del 6.4 %,
razonablemente proxima al 5% fijado.

Al final de Kreiss et al. (2008) puede verse la aplicacién de este test a otros modelos, resultando
que incluso cuando la distribucién de las innovaciones es fuertemente asimétrica el test tiende a tomar
la decisién en el sentido correcto®. Este hecho resulta muy llamativo, ya que algunos test clasicos
rechazarian la hipétesis de linealidad ante la presencia de un modelo que, a pesar de ser lineal, posea
unas innovaciones fuertemente asimétricas, es decir, en estos casos les resulta dificultoso distinguir la
no normalidad de la no linealidad.

5 Véase Fan y Jiang (2007).

6 Aunque el comportamiento del mismo en esos casos es mas bien conservador, es decir, rechaza la hipétesis nula una
proporcién de veces razonablemente menor que el valor nominal.




Capitulo 5

Ilustracion con datos reales

En el presente capitulo se va a ilustrar someramente la implementacién de algunos de los modelos
presentados a lo largo del trabajo, empleando para ello datos reales de NO,, del ciclo combinado de la
Unidad de Produccién Térmica de As Pontes y buscando predecir un episodio no incluido en la matriz
histérica.

Debido a que la empresa no ha sido consultada para la publicacién de detalles relativos los datos,
no se incluye el c6digo relativo a la creacién de matrices histéricas, ya que contiene informacién acerca
de la configuracién interna de los archivos de datos, asi como la fecha y localizacién de los episodios
de contaminacion.

No obstante, lo que si cabe decir acerca de la matriz es que en este caso la conforman ternas de la
forma (X;_5, X;, X¢1+30) v que los estratos estan construidos en base a X;130. En cuanto a la naturaleza
de los datos, se trata de medias horarias de inmisiéon de NO,, de frecuencia minutal de un determinado
ano. El cédigo con el ajuste de los modelos puede verse en el Apéndice C.2.

5.1. Modelo paramétrico

En esta seccién se va a emplear la metodologia Box-Jenkins en el dia del episodio que se quiere
predecir. Para ello, se dividen los datos en una muestra de entrenamiento (hasta las 13:00h) y en una
muestra de test (de 13:01 a 13:30). El objetivo consiste en ajustar un modelo ARIMA(p, d, ¢) sobre la
muestra de entrenamiento y luego realizar una prediccién a un horizonte de 30 minutos, que es cuando
se produce el pico del episodio.

En cuanto al ajuste del modelo, se ha empleado un procedimiento automatico de seleccién de
modelos basado en el criterio de informacion de Akaike corregido, obteniéndose como modelo sugerido
un ARIMA(1,2,2). En la Figura 5.1 puede verse que los residuos no parecen homoceddsticos, ya que
en la gréafica superior de la Figura 5.1 se observan instantes de mayor variabilidad que otros. Por otro
lado, tanto en esa figura como en la Figura 5.2 se observa que los residuos, si bien parecen tener una
distribucién simétrica, la densidad estimada en el 0 es razonablemente mayor que lo esperado bajo un
modelo gaussiano, hecho que se refrenda graficamente en el gg-plot y de manera analitica mediante el
Test de Normalidad de Shapiro-Wilk, donde se obtiene un p-valor menor que 2,2e — 16. Asi pues, los
intervalos de prediccién que se podrian construir en este caso no podrian realizarse empleando que las
innovaciones son gaussianas, pudiendo ser aproximada su distribuciéon mediante alguno de los métodos
bootstrap comentados en el trabajo.
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Residuals from ARIMA(1,2,2)
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Figura 5.1: Anélisis de los residuos del modelo  Figura 5.2: gg-plot de normalidad de los resi-
ARIMA(1,2,2) ajustado. duos del modelo ARIMA(1,2,2) ajustado.

No obstante, como el objetivo consiste en realizar predicciones puntuales, la ausencia de normalidad
que ha sido comentada no supone un gran problema. Estas predicciones, realizadas sobre la muestra de
test pueden verse en la Figura 5.3, donde se observa el bajo rendimiento de las predicciones obtenidas.

Figura 5.3: Predicciones (rojo) en la muestra de test (negro) bajo el modelo ARIMA(1,2,2) ajustado.

Observacién 5.1. Se han realizado predicciones habiendo fijado los pardmetros del modelo ARIMA
en la muestra de entrenamiento. Otra posibilidad consistiria en actualizar los érdenes del modelo cada
cierto tiempo, no necesariamente cada minuto, aunque esto anadiria mayor complejidad computacional
al proceso predictivo, reduciendo asi la capacidad de anticipacién ante un episodio.

5.2. Modelo no paramétrico

En este apartado se va a ajustar un modelo no paramétrico de tipo Nadaraya-Watson, al estilo del
presentado en la Seccion 2.5.1. Mdas concretamente se va a estimar no paramétricamente la funcién de
regresion dada por E [X;y30 | X, Xi—5] a partir de los datos recogidos en la matriz histérica. Luego, se
realizan predicciones puntuales con dicho modelo sobre los datos relativos al episodio de contaminacién.

Los resultados obtenidos tomando un nicleo gaussiano con un criterio de seleccién de ventana
basado en validacién cruzada pueden verse en la Figura 5.4. En primer lugar, antes de analizarlo
conviene mencionar que en los calculos de las predicciones ha habido que realizar una modificacién
(habitual en este tipo de modelos) al haber datos del episodio que caen fuera del soporte de las
covariables con las que fue ajustada el modelo (matriz histérica). Esto puede verse de manera clara
entre las 14:00h y las 15:30h, ya que en la matriz histérica no hay valores tan elevados, y por tanto
es necesario aplicar la correccién mencionada, la cual se ha tomado como la prediccién del valor mas
cercano (segin una distancia euclidea) que si esté en la matriz. Asi pues, ha quedado reflejada la
importancia de disponer de una matriz histérica con un ntimero de datos razonable en cada uno de los
estratos

En cuanto al rendimiento del modelo, cabe mencionar que en las zonas donde hay datos la apro-
ximacion es razonablemente buena, si bien se producen una serie de oscilaciones en la estimaciéon que
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aventuran, quizas, la necesidad de redefinir los estratos de la matriz historica, de manera que el criterio

de seleccién de ventana permita obtener predicciones mas suaves'.
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Figura 5.4: En rojo, las predicciones bajo el modelo no paramétrico ajustado; en negro, los datos reales.

Por ultimo, cabe destacar el retraso en las predicciones del modelo, lo cual es debido a que se estan
tomando como variables explicativas los valores pasados de la serie hace 30 y 35 minutos, por lo que
un dato recibido en un instante ¢ no sera empleado para predecir hasta el instante t 4+ 35.

5.3. Modelo semiparamétrico

En este apartado se va a ajustar un modelo semiparamétrico, al estilo del propuesto en la Sec-
cién 2.5.2, solo que ahora el ajuste no paramétrico subyacente serd el que ha sido comentado en la
Seccién 5.2. A partir de dicho ajuste se construye la serie de residuos asociados sobre la muestra de
entrenamiento construida en la Seccién 5.1 para luego definir como predicciones las predicciones no
paramétricas en el conjunto de test mas las obtenidas para los residuos bajo el modelo Box-Jenkins.
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Figura 5.5: En rojo, las predicciones bajo el modelo semiparamétrico ajustado; en azul, las predicciones
bajo el modelo Box-Jenkins de la Seccién 5.1; en verde, las predicciones bajo el modelo no paramétrico
de la Secciéon 5.2; en negro, los datos reales.

Los resultados obtenidos pueden verse en la Figura 5.5, donde se observa cierta mejora con respecto
a los modelos de los dos apartados anteriores. No obstante, debido al problema que presentaba el modelo

1 Nétese que se observa un mayor nimero de oscilaciones en valores elevados de la concentracién de NOg, lo cual es
debido a que estos son mucho menos frecuentes que los valores bajos pero la ventana es comtn para todos los valores.
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semiparamétrico con respecto a predecir sobre valores que estan fuera del soporte de la matriz histérica,
las predicciones todavia no se ajustan razonablemente bien a los datos reales.

5.4. Modelo de redes neuronales

Por ultimo, en este apartado se va a ajustar el modelo basado en redes neuronales comentado en
la Secciéon 3.2.2; con la salvedad de que los vectores de la matriz histérica que se va a emplear para
el entrenamiento de la red son de la forma (X;_35, X;—30, X;). Las predicciones obtenidas con la red
neuronal entrenada son los que se pueden ver en la Figura 5.6. Alli se observa que, en comparacién
con lo obtenido bajo el modelo no paramétrico, las predicciones son suaves y el problema que habia
entonces entre las 14:00 y las 15:30h no se observa, si bien debido a la falta de datos suficientes, no es
capaz de predecir adecuadamente el mayor pico del episodio. A pesar de lo comentado, cabe decir que
las predicciones imitan razonablemente bien la forma de los verdaderos valores, destacando también el
retardo de 30 minutos en la imitacién de esta forma.
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Figura 5.6: En rojo, las predicciones bajo el modelo basado en redes neuronales ajustado; en negro,
los datos reales.

5.5. Conclusiones finales y future work

En cuanto a las predicciones sobre la muestra de test, estas pueden verse conjuntamente en la
Figura 5.7, donde claramente el mejor ajuste viene dado por el modelo basado en redes neuronales,
seguido por el modelo Box-Jenkins. No obstante, a la hora de realizar estas comparaciones es preciso
tener en cuenta que el modelo paramétrico no ha sido entrenado mediante la matriz histérica y, en
consecuencia, no es «justa» su comparacion con los deméas modelos.

En definitiva, a lo largo del trabajo se ha visto que la matriz histérica es una manera de construir
muestras muy tutil pero el diseno que se considera a la hora de construirla puede provocar que no se
disponga de datos suficientes en algunos estratos, repercutiendo en el rendimiento de algunos modelos
como el modelo no paramétrico y, por extensién, también el modelo semiparamétrico. Por lo tanto,
quedaria pendiente realizar un estudio en profundidad del episodio que se ha considerado en este
capitulo y analizar con qué configuraciones de la matriz histérica se obtienen mejores resultados.
Quizas de esta manera podria vislumbrarse un procedimiento generalizable que ayudase a disenar de
antemano los estratos sin necesidad de llevar a cabo un estudio previo.
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Figura 5.7: En amarillo discontinuo, las predicciones bajo el modelo basado en redes neuronales; en
rojo, las predicciones bajo el modelo semiparamétrico; en azul, las predicciones bajo el modelo Box-
Jenkins; en verde, las predicciones bajo el modelo no paramétrico ; en negro, los datos reales.
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Apéndice A

Series de tiempo

A.1. Modelos de heterocedasticidad condicional

Notacion. Para no estar introduciendo la notacion en cada definicion se establece la siguiente:

w {r;} denotard una serie de rendimientos.

= Estructura principal de un modelo de volatilidad:
(A e
At = OtEy¢,

donde se tiene que

oy =E[r | Fi—1], con Fi—1 la o-dlgebra generada por {rs,s = 1,2, ...,t — 1};
2 _ .
e 07 =Var[ry| Fi_1];
e a;, son los llamados shocks o innovaciones y
e ¢4, son las innovaciones estandarizadas, variables aleatorias i.i.d. de media 0 y varianza 1.

Observaciéon A.l. Para la media condicionada, pu;, pueden proponerse modelos autorregresivos. En
cuanto a la volatilidad, o2, los modelos son del estilo de los que se expondran a continuacién.

Definicién A.1 (Modelo ARCH!, Galeano (2023)). Con la Notacién A.1, el modelo ARCH de orden
m se define como aquel que admite una expresion de la forma

Jf =w+ ala?_l + ...+ ama%_m,
donde, como la volatilidad debe ser positiva, se debe satisfacer que w > 0y o; > 0 parai = 1,2, ..., m.

Definicién A.2 (Modelo GARCH?, Galeano (2023)). Con la Notacién A.1, el modelo GARCH de
6rdenes m y s, denotado por GARCH(m, s), es aquel que admite una expresién de la forma

m S
ol =w+ Zaiaf_i + Z,Bjof_j, (A1)
i=1 j=1

donde {e;} es una sucesién de variables aleatorias i.i.d. que tienen media 0 y varianza 1 y donde,
ademds, los pardmetros satisfacen que w >0, 0; >0 parai=1,..,my ; > 0paraj=1,2, ... s.

Observacion A.2. Un modelo ARCH(m) no es més que un modelo GARCH(m,0).

1 Este modelo fue propuesto en Engle (1982).
2 Este modelo fue introducido en Bollerslev (1986).
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Apéndice B

Algunos conceptos de Teoria de la
Probabilidad

En este apéndice se van a introducir una serie de conceptos de Teoria de la Probabilidad que
resultan fundamentales en el desarrollo metodoldgico de los modelos para series de tiempo. Adema4s,
se enunciaran algunos de los resultados auxiliares que se han empleado en el trabajo.

B.1. El espacio de las variables aleatorias con momento de
orden 2 finito

Definicién B.1 (Politis y McElroy 2020, p. 97). Dado un espacio de probabilidad (£2,.4,P), visto
como un espacio vectorial de dimensién infinita formado por variables aleatorias se define el espacio
de las variables aleatorias con momento de orden 2 finito como

Ly (Q,A4,P) = {X : (Q,4) — (R, B) medible |E[X?] <oo}.
Abreviadamente se acostumbra a escribir inicamente como L.

Definicién B.2 (Producto interior en Lo, Politis y McElroy 2020, p. 97). El producto interior en el
espacio Ly (2, A, P) se define como

(X,Y)=E[XY], X,Y €L,

Asi, la norma de una variable aleatoria se define como

IXII = V(X,X) = VE[X?], X €L

Definicién B.3 (Convergencia en (ILg, (-,-))). Se dice que una sucesién de variables aleatorias { X, },, oy

contenida en el espacio (Lg, (-, -)) converge a X, y se escribe X, Lo, X, si se cumple que
| X, — Xool| — 0.
Definicién B.4 (Sucesién de Cauchy y completitud). Una sucesién {z,, }, o\ se dice que es de Cauchy

si cumple que ||z, — Z;»|| — 0 cuando n y m tienden a infinito. Un espacio vectorial se dice que es
completo si, y solo si, toda sucesién de Cauchy converge a un elemento del espacio.
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Definicién B.5 (Espacio de Hilbert). Un espacio dotado de producto interior que es completo recibe
el nombre de espacio de Hilbert.

Teorema B.1 (Teorema de Riesz-Fischer sobre la completitud de (Lg, (-, )), Shumway y Stoffer 2017,
p. 474). Sea {Xy,},cn una sucesion de variables aleatorias en (LLa,(-,-)). Se tiene que existe una
variable aleatoria X € (Lo, (-,-)) tal que || X, — X|| — 0 si, y solo si se cumple que

lim (Sup | X, — Xm”) =0.
m—r oo n>m

Dicho de otro modo, el espacio (La, (-,-)) es un espacio de Hilbert.

Proposicién B.2. Sea X una variable aleatoria tal que X € Lo (2, A,P). En ese caso se tiene que
E[|X]] < cc.

Observacion B.1. La Proposicién B.2 puede generalizarse al caso en que X sea una variable aleatoria
tal que E [| X |*] < co. En tal caso, para r € [1,p] se tendria que E[|X]|"] < oco.

B.2. Convergencia de series de variables aleatorias

Teorema B.3 (Billingsley 1995, p. 289). Sea {X,,}, .y una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con E[X,] =0 para todo n € N. Si se cumple que

Z Var [X,] < oo
n=0

entonces la serie ZZOZO X, converge con probabilidad 1.

B.3. Desigualdades

Proposicién B.4 (Desigualdad de Jensen). Sea X una variable aleatoria y sea ¢ una funcidn conveza
tal que E [p (X)] < co. Entonces se tiene que

e (E[X]) <Ep(X)].

Proposicién B.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean X e Y dos variables aleatorias con mo-
mento de orden 2 finito. Se tiene que

|E[XY]| < VE[X2]VE[Y?2].

Proposicién B.6. Sean X e Y dos variables aleatorias. Se tiene que Cov[X,Y]* < Var [X]Var[Y].

B.4. El concepto de esperanza condicionada

B.4.1. Definicién, existencia y unicidad de la esperanza condicionada

Definicién B.6 (Esperanza condicionada a una variable aleatoria, Sanchez Sellero 2023). Sean X
e Y dos variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2,.4,P). Se define la
esperanza condicionada E[Y | X = z] como una funcién medible de x tal que

/ YdIP’:/E[Y|X:a?]d,uX(x), VB € B.
{XeB} B
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Definicién B.7 (Esperanza condicionada a una o-algebra, Sédnchez Sellero 2023). Sea (22, 4,P) un
espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria medible respecto de la o- algebra Ay F C A una
o-dlgebra. Se define la esperanza condicionada de Y a F, E[Y | F] como la tnica variable aleatoria tal
que

» E[Y | F] es una funcién Borel medible respecto de F, y
. /YdIP’:/]E[YU-"]d]P’, VF € F.
F F
Observacion B.2. Se tiene que E[Y | X] =E[Y |0(X)]. Ademds, si Y =14 entonces se tiene que
Els|F]=P{A|F}.

Observacion B.3. Como F es una o-édlgebra contenida en A la variable aleatoria Y no es, en general,
una funciéon F-medible.

Observacion B.4. El Teorema B.16 garantiza la existencia y unicidad de la esperanza condicionada.
Para ello, considérese un espacio de medida (€2, F) y la medida sobre ¢l (bien definida si Y > 0') dada
por

v(F) = /YdJP’, VF € F.
F
En ese caso la medida v es absolutamente continua® con respecto a la medida P restringida a F.
Aplicando el Teorema B.16 se deduce la existencia y unicidad (de forma casi segura) de una funcién
F-medible, que se denota por E [Y | F] y que verifica que

V(F):/FE[Ym P, VF e F.

Definicién B.8 (Esperanza condicionada a una familia de variables aleatorias). Sea X;,t € I, una
familia de variables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, donde I puede ser
un intervalo de la recta real o I = {1,2,...}. Se define o (X,t € I) = o (Uso (X¢)) como la menor
o-algebra que hace medibles todas las variables aleatorias de la familia. Los sucesos de tal o-algebra
se definen en términos de lo que ha ocurrido con las variables X;.

Para finalizar la introduccion del concepto de esperanza condicionada, cabe mencionar que, tal y
como se afirma en la pdgina 223 de Durrett (2019), de manera intuitiva se acostumbra a pensar en
la o-dlgebra F como una manera de describir la informacién que se tiene a disposicién®. Asi pues, la
esperanza condicionada E [Y | F] se puede ver como la «mejor suposicién o conjetura» del valor de la
variable Y, dada la informacién de la que se dispone mediante F. En la seccién siguiente se incluirdn
algunas de las principales propiedades de esta variable aleatoria para ayudar a reforzar esta idea.

B.4.2. Propiedades de la esperanza condicionada

A lo largo de toda esta seccién se considerard un espacio de probabilidad (€,.4,P), una variable
aleatoria Y medible respecto de la o- dlgebra A y F C A una o-dlgebra.

Proposicién B.7. SiY es F-medible entonces E[Y | F] =Y.

1 Luego se probaria el caso general descomponiendo la variable aleatoria en su parte positiva y negativa.
2 Véase la definicién B.10.
3 Para cada F € F, se tiene conocimiento de si ha ocurrido F o no.
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Observaciéon B.5. La proposicién anterior puede interpretarse como que, en el caso de tener la
«informacion perfecta» y saber lo que le ha ocurrido a la variable Y, entonces la mejor suposicién que
se puede hacer sobre Y es ella misma.

Proposicién B.8. 5i F = {(),Q} entonces E[Y | F] = E[Y].
Proposicion B.9. Si F; C Fy entonces se tiene que
EEY|FR] |A]|=EY|A]=E[E[]Y|F]|F)]

Proposicién B.10 (Shao 2006, pp. 27-28). Si X es F-medible y se cumple que E[|XY|] < 0o y que
E[|Y]] < oo entonces
E[XY|F] = XE[Y|F].

Proposicién B.11. Si Y es independiente de F* entonces E[Y | F] = E[Y].

Observacion B.6. La proposicién anterior puede verse de manera opuesta a lo comentado en la
Observacién B.5, esto es, que en el caso de no tener informacién alguna acerca de la variable Y la
mejor suposicién que se puede hacer sobre ella es su media.

Por dltimo, se van a enumerar algunas otras propiedades de la esperanza condicionada que seran
ey . ’ 5
de utilidad en apartados posteriores de este capitulo®.

Proposicién B.12 (Durrett 2019, pp. 226-228). Sean X e Y dos variables aleatorias medibles en el
espacio (2, A,P) y sea F C A una o-dlgebra.

1) (Monotonia) SiY < X entonces E[Y | F] <E[X | F].
2) (Linealidad) Se tiene que

ElaY +bX | F] = aE[Y | F] +bE[X | F], Va,beR.

3) (Desigualdad de Jensen) Supéngase que E[|X]] < 0o y que E[|p (X)]] < 0o y sea ¢ una funcion
convexa. Entonces se tiene que

e (E[X|F]) <Elp(X) | F].

4) SiE[|Y]] < co entonces se tiene que

EE[Y|F]]=E[Y].

B.4.3. Proyecciones de variables aleatorias

Definicién B.9 (Proyeccién en L, Van der Vaart 2000, p. 153). Sean Ty {S | S € S} variables
aleatorias en Ly (€2, A, P). Se dice que una variable aleatoria S es una proyeccién de T en S si cumple
que S € Sy que

S = o [ T 2} .

S = arg min ( S)

4 Se dice que Y es independiente de F si lo son las o-4lgebras o (Y) y F.

5 Para profundizar en otras propiedades de la esperanza condicionada (e.g., el Lema de Fatou o el Teorema de la
Convergencia dominada) pueden consultarse las pdginas 39 y 40 de Shao (2003). Cabe destacar que la demostracién
de las mismas, si bien en dicha referencia se dejan al lector, pueden ser encontradas en su mayoria en los ejercicios
del 35 al 39 que figuran en Shao (2006).



B.4. EL CONCEPTO DE ESPERANZA CONDICIONADA 79

Teorema B.13 (Caracterizacién de las proyecciones en Lo sobre espacios lineales, Van der Vaart
2000, p. 153). Sean T y {S | S € S} variables aleatorias en Ly (Q, A,P) y sea S un espacio lineal de
variables_aleatorias con momento de orden 2 finito. Se tiene que S es una proyeccion de T en S si, y
solo si, S €Sy

E[(T—§) S} =0, VSeS. (B.1)

Ademds, dos proyecciones de T sobre S son iguales, salvo un conjunto de probabilidad 0. Si, ademds,
el espacio lineal S contiene a las variables constantes entonces se tiene que

E[T] :Em, Cov [T—§,S} -0, VvSes.

N

\
N
1
1
1
1
\
Wy |
(V)

Figura B.1: Una variable aleatoria 1"y su
proyeccién S sobre un espacio lineal S.
Basado en Van der Vaart (2000), p. 154.

Observaciéon B.7. El Teorema B.13 no garantiza que la proyeccion exista, aunque una condicién
suficiente para la existencia es que S sea cerrado con la norma de L. No obstante, hay muchas
ocasiones en las que la existencia se establece mas facilmente comprobando que una variable S verifica
la condicién de ortogonalidad.

El siguiente resultado es el que otorga una mayor interpretacién a E [X | Y], ya que, tal y como se
comentaba de manera intuitiva al final de la Seccién B.4.1, serd la mejor prediccion de X a partir de
la informacion que da Y.

Teorema B.14 (Shao 2003, p. 40). Sea X una variable aleatoria en el espacio Lo (2, A,P) y sea Y
una funcion medible de (Q, A,P) en (Q',G). Sea, ademds, g (Y) un predictor de la variable aleatoria
X, con

geN= {g funcién Borel-medible | E [g (Y)Q} < oo} .

Se tiene que la variable aleatoria E[X | Y] es el mejor predictor de X en el sentido de que

EX|Y]= arggnel’gPMSE [¢g(Y)] = arggrggE {(X —g(Y))z] .

B.4.4. Resultados auxiliares generales

NOTA (Sobre la definicién de densidad de una medida, Billingsley 1995, p. 213). Sea ¢ una funcién
medible no negativa y sea v una medida definida como

U(A):/(Sd,u, VA e A
A

Nétese que no se ha asumido que & sea integrable con respecto de p. La medida v que asi ha sido
definida se dice que tiene densidad § con respecto de pu.
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Teorema B.15 (Billingsley 1995, p. 214). Sean dos medidas p y v. Si v tiene densidad § con respecto
de 11 entonces se tiene que para cualquier f no negativa

/fdz/:/fédu.

Mds ain, f (no necesariamente no negativa) es integrable con respecto de v si, y solo si, f§ es integrable
con respecto de u, en cuyo caso se tiene que, ademdas de la igualdad anterior, se cumple

/fduz/f&du, VA e A
A A

Definicién B.10 (Continuidad Absoluta, Sénchez Sellero 2023). Una medida v se dice que es abso-
lutamente continua con respecto de otra medida p si para todo conjunto medible A tal que p (A) =0
se tiene que v(A) = 0.

Observacién B.8. Toda funcién de densidad induce una medida absolutamente continua con res-
pecto a la medida de Lebesgue en R. El Teorema de Radon-Nikodym garantiza que toda medida
absolutamente continua tiene asociada una funcién de densidad respecto a la otra medida.

Teorema B.16 (Radon-Nikodym, Sdnchez Sellero 2023). Sean dos medidas v y p tales que v es
absolutamente continua con respecto a . Entonces existe una funcion medible no negativa f, tal que

V(A):/Afd,u7 VA € A.

Luego v tiene densidad f con respecto de . Ademds, en el caso de que ezistiesen dos funciones f y g
cumpliendo tal condicion se tendria que u(f # g) = 0.

Breve comentario de la demostracion. Por el Teorema B.15 las integrales con respecto a v de funciones
medibles h pueden ser obtenidas mediante la férmula

/Ahdl/:/Ahfdp. (B.2)

La densidad cuya existencia se pretende probar recibe el nombre de derivada de Radon-Nikodym de v
con respecto de p 'y con frecuencia se denota por dv/du. Nétese que la ecuacion (B.2) puede reescribirse

Ccomo d
/hdz/:/h—ydu
A A dp

Observacion B.9. Luego si se consideran dos variables aleatorias se puede hablar de la continuidad
absoluta de las medidas que inducen sus distribuciones y es posible calcular también la densidad de
una respecto a la distribucion de la otra, que se obtiene haciendo el cociente de sus densidades.



Apéndice C

Cdédigo de R empleado

C.1. Test de estructuras simples en regresiéon

RAHRARRAR AR ERBARBHRRARRA R AR RARRARARRAR AR RRBARB AR RARRA R AR RAR AR RALARRRRARBARB AR RARAHRT
# LIBRERTAS NECESARIAS
HHRARRHARRRAARRRARR R ARRRRRRRBARRRHRBRRBARRRARRRBARRRAARRRARRRARRRRRARBAARBRARRBAARRHH
library(PLRModels) # Para calcular ventana por validacidn cruzada
library(tseries)
library(forecast)
library(parallel) # Para la paralelizacion
library(cubature) # Integracidén en wvarias variables
e
# KERNEL DE EPANECHNIKOV
b
kernel.ep <- function(u){prod(ifelse(abs(u)<=1,
(8/4)*(1-u~2),
on}
B et
# ESTADISTICO DE TEST
RARRARRARRRERBARB AR RARRA R AR RAR AU R AR RRR AR GRBARB AR RARRA R AR RAR AR B AR ARLRRARBARB AR RARAART
integrando <- function(x, h, Xt, errores, kernel){
d <- ncol(Xt)
n <- nrow(Xt)
integ <- sum(sapply(l:n,
function(i){
(b~ (-d) ) *kernel ((x-Xt[i, ])/h)*errores[i]
)2
return(integ) }

S.T <- function(h, covar, errores, kernel){
n <- nrow(covar)
integrando.fun <- function(x){integrando(x, h = h,
Xt = covar,
errores = errores,
kernel = kernel)}

81
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res <- (1/n"2)*cubintegrate(Vectorize(integrando.fun),
lower = rep(-Inf, ncol(covar)),
upper = rep(Inf, ncol(covar)),
fDim = ncol(covar),

method = "pcubature",
relTol = 1e-02,
absTol = 1e-02)$integral

return(res)}

B e L L e e R e e e e A e e
# TEST BOOTSTRAP DE KREISS
B B B Bl B L B I I B I R I S B a2 S
kreiss.test <- function(muestra, res.parametric, B = 500, alpha = 0.05, kernel){

muestra <- as.matrix(muestra)

p <- ncol(muestra)

n <- nrow(muestra)

# Ajuste tipo Nadaraya-Watson (No paramétrico) de la funcidn de
# regresion
bwO <- np::npregbw(xdat = muestral, 2:p],

ydat muestral,1],

regtype = "lc",

ckertype = "epanechnikov")
residuos <- np::npreg(bws = bwO,

residual = TRUE)$resid

# Estadistico S_T sobre la muestra

S.sample <- S.T(h = bwO$bw,
covar = as.matrix(muestral,2:p]l),
errores = res.parametric,
kernel = kernel.ep)

# Errores bootstrap - Cada fila es una Téplica
rwild <- matrix(sample(c((1 - sqrt(5))/2, (1 + sqrt(5))/2),
n*B,
replace = TRUE,
prob = c((5+sqrt(5))/10, 1-(5+sqrt(5))/10)),
ncol = n)

# Réplicas bootstrap del estadistico S_T
S.T.boot <- as.numeric(sapply(1:B,
function(b){
S.T(h = bwO$bw,
covar = as.matrix(muestral,2:pl),
errores = residuos*rwild[b,],
kernel = kernel.ep)

19,

cuantil <- quantile(S.T.boot, 1-alpha)
p.valor <- mean(S.T.boot>S.sample)
decision <- ifelse(S.sample>cuantil, "Rechazar HO", "No rechazar HO")
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resultados <- 1list(S.T = S.sample,
Valor_critico = cuantil,
p.valor = p.valor,
Decision = decision)

return(resultados)}

B e e e A R e e e

# EJEMPLO DE SIMULACION CON UN MODELO PARAMETRICO (HO CIERTA)

e e b e o

# Generacion de las N muestras artificiales del modelo mediante paralelizacion
modelol <- function(n){

x1 <- numeric(n)

x1[1] <- 0

for (t in 2:n) {x1[t] <- -0.9 * x1[t - 1] + rnorm(1)}

datosl <- as.matrix(cbind(xl, c(0, x1[-n])))

return(datosl)}

alpha <- 0.05
n <- 100
B <- 200

ncores <- detectCores()
cl <- makeCluster(ncores, type = "PSOCK") # Creamos un cluster
parallel::clusterSetRNGStream(cl)

# Cargar funciones y wvariables en todos los nodos del cluster
clusterExport(cl, c("kernel.ep", "S.T", "kreiss.test", "modelol",
ngn s "alpha" s unu))

clusterEvalQ(cl, {

library (PLRModels)

library(cubature)

library(tseries)

library(forecast)

9,

N <- 500
system.time(res <- parLapply(cl, 1:N,
function(isim){
sample.i <- modelol(n)
ajustel.i <- Arima(sample.il, 1],
order=c(1,0,0),
lambda=NULL,
include.constant=FALSE)
res.ajustel.i <- ajustel.i$residuals
kreiss.test(muestra = sample.i,
res.parametric = res.ajustel.i,
B = B,
alpha = alpha,
kernel = kernel.ep)
19
stopCluster(cl)
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H*

Tiempo de ejecucion con un equipo con 3 cores

H*

user system elapsed
# 1.69 1.11 6105.91

H*

Guardado de los resultados
save(res, file = "Modelol_boot_test.RData")

*H*

# Decisiones de los test y proporcidén de rechazos
decisiones <- do.call(rbind, lapply(res, function(x) x$Decision))

(rechazos <- apply(decisiones=="Rechazar HO", 2, mean))

# 95Y
# 0.064

C.2. Modelos ajustados con datos reales

# MH de NOz de un afio (salvo dia episodio a predecir)
fichero <- paste("MH.dat", sep="")
abrir=open_file(fichero) # Lectura archivos con control errores (autoria mo propia)
if (labrir$error){
aux=matrix(scan(abrir$con, skip=1, nlines=4000, quiet=T),
4000, 8, byrow=TRUE)
aux=matrix(aux[!is.na(aux)], ncol=8, byrow=F)
colnames(aux) <- c("NOx_MH(t-5)", "NOx_MH(t)", "NOx_MH(t+30)",
"Afio", "Mes", "Dia", "Hora", "Min")

aux <- aux[aux[,1]!=-1&aux[,2]!=-1&aux[,3]!=-1,] # Elimina datos missing
aux <- aux[aux[,5]!'="10"& aux[,6]!="25", ] # Elimina episodio a predecir
close(abrir$con) }

# Muestra basada en la matriz historica
orig_sample <- as.data.frame(aux[,1:3])
colnames (orig_sample) <- c("x1", "x2", "y")

# Datos del episodio a predecir
episodio <- leer_matriz(fecha = fecha_episodio, directorio=dir, skip = 2,
dim1=1440, dim2=5+17%15)
datos_episodio <- episodio$datos[,11,7] # Se toman los datos de NOz (11) de la
# estacion que ocupa la columna 7

datos_episodio <- data.frame("Hora"=as.POSIXct(paste(fecha_episodio,

rownames (episodio$datos(,,7]),

sep=" "),

format="%Y-Ym-%d %H:%M"),
"Valor"=as.numeric(datos_episodio))

# Se definen X(t-5), X(t) en el episodio a predecir
load("datosano.RData") # Una lista: elemento 1 para datos durante un afio de SO2,
# elemento 2, andlogo para NOz.
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saltos=matrix(c(5,30) ,nrow=2, ncol=length(c("S02_MH","NOx_MH")),
dimnames=1ist (NULL,c("S02_MH","NOx_MH")))
fecha=as.P0SIX1t(dimnames (datosano[[1]]) [[1]1])
fecha=matrix(c(format(fecha,"%Y"),
format (fecha,"%m"),
format (fecha,"%d"),
format (fecha, "%H"),
format (fecha,"%M")),
ncol=5,
dimnames=1ist (NULL,c("Ano","Mes","Dia","Hora","Min")))

ini_episodio <- which(rownames(datosano[[2]])== datos_episodio$Horal[1])
durac_episodio <- dim(datos_episodio) [1]

raw.data<-matrix(as.numeric(
c(datosano[[2]] [ini_ep: (ini_ep+durac_ep-1-sum(saltos[,2])), 7],
datosano[[2]] [(ini_ep+saltos[1,2]): (ini_ep+durac_ep-1-saltos([2,2]), 7],
datosano[[2]] [(ini_ep+sum(saltos[,2])): (ini_ep+durac_ep-1), 7],
fecha[(ini_ep+sum(saltos[,2])): (ini_ep+durac_ep-1),1)),
c(durac_ep-sum(saltos[,2]), dim(saltos) [1]+6))

# Se corrigen los wvalores missing
raw.data <- raw.data[raw.datal,1]!=-1&raw.datal,2]!=-1&raw.datal[,3]!=-1,]

newdata <- data.frame("x1"=raw.datal,1], "x2"=raw.datal[,2])

datos_episodio <- datos_episodio[datos_episodio$Valor!=-1,]

85

e e e o e e e e e A e e i e

# MODELO PARAMETRICO DE TIPO BOX - JENKINS

et

library(fpp2)
train <- datos_episodio[1:(13*60+1),]
test <- datos_episodio[(13*60+2):(13%60+30+1),]

# ETAPA 1 - SELECCION DE MODELOS

auto.arima(train$Valor, trace = T, stepwise=F, approximation = FALSE, seasonal

# modelo sugerido: ARIMA(1,2,2), AICc=-817.9

# ETAPA 2 - AJUSTE DEL MODELO
ajuste <- Arima(train$Valor, order=c(1,2,2), lambda=0, include.constant=F)

# Significacion de pardmetros del modelo ajustado

abs(ajuste$coef) < 1.96%sqrt(diag(ajuste$var.coef)) # Todos significativos

# arl mal maz2
# FALSE FALSE FALSE

# ETAPA 3 - DIAGNOSIS DEL MODELO
checkresiduals(ajuste)

qgqnorm(ajuste$residuals)
gqqline(ajuste$residuals)
shapiro.test(ajuste$residuals)

F)
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# Shapiro-Wilk normality test
# data: ajustefresiduals
# W = 0.9006, p-value < 2.2e-16

# ETAPA 4 - PREDICCIONES Y REPRESENTACION GRAFICA
pred_BJ <- data.frame("Valor"=forecast(ajuste, h = 30, bootstrap=T)$mean,
"Hora"=test$Hora)

ggplot() +

geom_line(data = test, aes(x=Hora, y=Valor), size=1) +

geom_line(data = pred_BJ, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "red") +
scale_x_datetime(date_labels = "}H:%M", date_breaks = "5 min") +
labs(title="", x="Hora", y="Valor") +

theme_minimal() +

theme (axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1))
i
# MODELO NO PARAMETRICO

B e e e
library(np)

library(sm)

# Criterio de ventana por validacion cruzada
bw <- np::npregbw(y~x1+x2, data=orig_sample, regtype="1lc", ckertype="gaussian")
np_model <- np::npreg(bws = bw, residuals = T)

# PREDICCIONES Y REPRESENTACION GRAFICA
# Se evita el problema de que mo haya datos para valores de X1 y X2 de mewdata
# en orig_sample
pred_NP <- numeric(length = dim(newdata) [1])
for(i in 1:dim(newdata) [1]1){
vec <- as.numeric(newdatali,1:2])
mat <- as.matrix(orig_sample)[,1:2]
distancias <- apply(mat, 1, function(row) {sqrt(sum((row - vec)~2))} )
pred_NP[i] <- np_model2$mean[which.min(distancias)]}

pred_NP <- data.frame("Valor"=pred_NP,
"Hora"=as.P0SIXct(paste(paste(raw.datal,4],
raw.datal,5],
raw.datal,6],

sep =n_n) ,
paste(raw.datal,7],
raw.datal[,8], sep = ":"),
sep = " "),format="%Y-%m-%d %H:%M"))

ggplot () +
geom_line(data = datos_episodio[datos_episodio$Hora %in% pred_NP$Hora,],
aes(x=Hora, y=Valor), size=1) +

geom_line(data = pred_NP, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "red") +
scale_x_datetime(date_labels = "}H:%M", date_breaks = "1 hour") +
labs(title="", x="Hora", y="Valor") +

theme_minimal() +
theme (axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1))
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B

# MODELO SEMIPARAMETRICO

S e

# Restiduos de la estimacion no paramétrica en la muestra de entrenamiento

res_np <- datos_episodio[1l:length(train$Valor),"Valor"]-
pred_NP2$Valor[1:length(train$Valor)]

# ETAPA 1 - SELECCION DE MODELOS
auto.arima(res_np, trace = T, stepwise=F, approximation = FALSE, seasonal = F)
# modelo sugerido: ARIMA(3, 1, 1), AICc=5/85.8

# ETAPA 2 - AJUSTE DEL MODELO
ajuste <- Arima(res_np, order=c(3,1,1), lambda=0, include.constant=F)

# Significacion de pardmetros del modelo ajustado
abs(ajuste$coef) < 1.96*sqrt(diag(ajuste$var.coef))
# arl ar2 ar3 mal

# FALSE TRUE TRUE FALSE

abs(ajuste$coef)/(1.96*sqrt(diag(ajuste$var.coef))) # Se fija a O el de menor valor

parametros.fijos <- rep(NA, 4)

parametros.fijos[3] <-0

ajuste <- Arima(res_np, order=c(3,1,1), lambda=0, include.constant=F,
fixed = parametros.fijos)

abs (ajuste$coef [ajuste$coef != 0])<(1.96xsqrt(diag(ajuste$var.coef)))

# arl ar2 mal

# FALSE TRUE FALSE

parametros.fijos[2] <- 0

ajuste <- Arima(res_np, order=c(3,1,1), lambda=0, include.constant=F,
fixed = parametros.fijos)

abs(ajuste$coef [ajuste$coef != 0])<(1.96*sqrt(diag(ajuste$var.coef))) #

# arl ma1

# FALSE FALSE

# ETAPA 3 - DIAGNOSIS DEL MODELO
checkresiduals(ajuste)
t.test(ajuste$residuals, mu=0)

# UOne Sample t-test #

# data: ajustefresiduals

#t = -0.26497, df = 238, p-value = 0.7913
#(...)

gqnorm(ajuste$residuals)
qqline(ajuste$residuals) # se ve la simetria
shapiro.test(ajuste$residuals)

# Shapiro-Wilk normality test #

# data: ajustefresiduals

# W = 0.77858, p-value < 2.2e-16
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# ETAPA 4 - PREDICCIONES

pred_res_BJ <- data.frame("Valor"=forecast(ajuste, h = 30)$mean,
"Hora"=test$Hora)

t <- which(pred_NP2$Hora==head(test$Hora) [1])

pred_semipar <- data.frame("Valor"=pred_res_BJ$Valor+pred_NP2$Valor[t: (t+29)],
"Hora"=test$Hora)

ggplot () +
geom_line(data = test, aes(x=Hora, y=Valor), size=1) +
geom_line(data = pred_semipar, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "red") +
geom_line(data = pred_BJ, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "blue") +
geom_line(data = pred_NP2, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = '"green") +
scale_x_datetime(date_labels = "%H:%M", date_breaks = "5 min",

limits = c(min(test$Hora), max(test$Hora))) +
labs(title="", x="Hora", y="Valor") +

y1im(125,250) +

theme_minimal() +

theme (axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1))
e
# MODELO BASADO EN REDES NEURONALES
B
library(nnet)

# Definticion y entrenamiento de la red (linout=TRUE para una funcién de activacion

# igual a la identidad en la capa oculta)

set.seed(12345)

red <- nnet(y~x1+x2, data = orig_sample, size = 40, linout = TRUE, maxit = 1000,
abstol = 1.0e-6)

# Predicciones basadas en la red meuronal
nnet_pred <- data.frame("Valor"=predict(red, newdata = newdata),
"Hora"=as.POSIXct(paste(paste(raw.datal,4],
raw.datal[,5],
raw.datal[,6], sep ="-"),
paste(raw.datal,7],
raw.datal[,8],
sep = ":"),
sep =" "),
format="%Y-%m-%d %H:%M"))

geplot() +
geom_line(data = datos_episodio[datos_episodio$Hora %in’ nnet_pred$Hora,],
aes(x=Hora, y=Valor), size=1) +

geom_line(data = nnet_pred, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "red") +
scale_x_datetime(date_labels = "%H:%M", date_breaks = "1 hour") +
labs(title="", x="Hora", y="Valor") +

theme_minimal() +
theme (axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1))

e e e e e e e e A e e e
# REPRESENTACION CONJUNTA
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B e e

gegplot () +

geom_line(data = test, aes(x=Hora, y=Valor), size=1) +

geom_line(data = datos_episodio[datos_episodio$Hora %inj nnet_pred$Hora,],
aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "yellow", linetype="dashed") +

geom_line(data = pred_semipar, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "red") +
geom_line(data = pred_BJ, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = "blue") +
geom_line(data = pred_NP2, aes(x=Hora, y=Valor), size=1, col = '"green") +

scale_x_datetime(date_labels = "%H:%M",date_breaks = "5 min",
limits = c(min(test$Hora), max(test$Hora))) +

y1lim(125,250) +

labs(title="", x="Hora", y="Valor") +

theme_minimal () +

theme (axis.text.x = element_text(angle = 45, hjust = 1))
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Apéndice D

Distribuciones notables

En este apéndice se recogen algunas de las caracteristicas mas notables de las distribuciones que se
han mencionado a lo largo de todo el trabajo.

D.1. Distribuciéon Normal univariante

X € N(p,0?)
Normal(0, 1)
3 =
i 1 0
Parametros WER, 02>0
Ly . 1 _1 (u)z
Funcién de densidad flx) = e 2\"%
oV2m
< s C hy 1 T (ﬂ)Q
Funcién de distribucién F(z) = e 2\ ) dx
oV21 ) —
Media I
Varianza o?

Tabla 2: La distribuciéon normal univariante.
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D.2. Distribucion Normal multivariante

Definicién D.1 (Normal multivariante no singular, Tong 1990, p. 26). Un vector aleatorio X d-
dimensional con vector de medias g y matriz de covarianzas ¥ se dice que sigue una distribucion
Normal multivariante no singular, simbdlicamente expresado como X ~ Ny (p, X), 3 > 0, si

1) X es definida positiva, y
2) la funcién de densidad de X es de la forma

) = 2m) 2 exp { g (x - B  x- p x e R

donde |X| representa al determinante de dicha matriz.

Definicién D.2 (Normal multivariante singular, Tong 1990, p. 28). Un vector aleatorio X d-dimensional
con vector de medias p y matriz de covarianzas X se dice que sigue una distribucion Normal multiva-
riante singular, simbdlicamente expresado como X ~ Ny (u, %), |X| =0, si

1) X es semidefinida positiva, y

2) para algiin r < d existe una matriz C € R?*" tal que X y CZ, + u tienen la misma distribucién,
donde Z, ~ N,. (0, I,.).

Definicién D.3 (Normal multivariante, Tong 1990, p. 28). Un vector aleatorio X d-dimensional con
vector de medias p y matriz de covarianzas 3 se dice que sigue una distribucion Normal multivariante,
simbdlicamente expresado como X ~ Ny (p, ) si X sigue una distribucién Normal univariante singular
0 una no singular.

Teorema D.1 (Caracterizacién de la normalidad multivariante, Tong 1990, pp. 29-30). Un wvector
aleatorio X d-dimensional con vector de medias p y matriz de covarianzas X sigue una distribucion
Normal multivariante si, y solo si

X ~ N, (dp,c'Ec), VeeRe

Ejemplo D.1 (Normal multivariante no singular estdandar). Considérese el vector Z = (Z1, Zo, ... , Zy)'
con vector de medias 0 y matriz de covarianzas ¥ = I;. En este caso, se puede escribir Z ~ Ny (0, 1)
con la funcién de densidad dada por

d
_ 1
f(z) = (2n) 42 exp —§Zz]2 , zcRY
=1

A partir de la funcién de densidad anterior es inmediato ver que

f@ =0 o {32 on Pee{-Ja) =10 G 0D

donde f es la funcién de densidad de una N (0,1). Dicho de otro modo, la incorrelacién de las variables
Zi,i=1,2,...,d, implica su independencia, lo cual se enunciara de manera més general a continua-
cién, en el Teorema D.4. Por otro lado, a partir de (D.1) puede verse que las distribuciones marginales
1-dimensionales son N (0, 1), tal y como cabia esperar a partir del Teorema D.1 tomando como vector
c aquel que tiene un 1 en una posicién y el resto son 0.
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Teorema D.2 (Normalidad bajo transformaciones afines, Tong 1990, p. 32). Sea X un vector aleatorio
d-dimensional tal que X ~ Ny (p, X) y sea otro vector aleatorio Y tal que Y = AX + b, donde A es
una matrizm x d y b € R™. Entonces se tiene que Y ~ Np, (py, Xy ), Xy > 0, donde

ny = Aup+ b, Sy = AXA’.

Teorema D.3 (Distribuciones marginales, Tong 1990, p. 30). Sea X un vector aleatorio d-dimensional
tal que X ~ Ng(p,X) y para k < d considérense las particiones de X, p y 3 siguientes:

X=(Xi,Xa),  p=(up),  T=(F1 F2), (D.2)
donde

Xy = (X1, X0, o, Xi)', Xo = (Xpg1, Xiyas -, Xa)

pr = (s pioy o) s B2 = (s g2 oo s i)
Y12 = (045), con o5 = Cov[X;,X;], para 1 < i < j < d, y Xy; es la matriz de covarianzas de

X;, i = 1,2. En tal caso se tiene que para cada k las distribuciones marginales de X1 y Xo son,
respectivamente, Ny (p1,%11) ¥ Na—k (p2, Bo2).

Teorema D.4 (Tong 1990, p. 31). Sea X un vector aleatorio d-dimensional tal que X ~ Ng(pu,X) y
considérense las particiones definidas en (D.2). Se tiene que X1 y Xo son independientes si, y solo si,

315 =0.

X € Ny(u, X)

Pardmetros
Funcion de densidad

Vector de medias

Matriz de covarianzas

p € RY 2 € RY* semidefinida positiva
o) = 2B P exp {3 (x - B (x— )}, B>0

u
b

Tabla 3: La distribuciéon normal multivariante.

En la figura, u =0y ¥ = ((4,2),(2,3)").
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D.3. Distribucién X2

X € X2(k)

Ji-cuadrado(7)

0.10

0.05

Funcién de densidad

0.00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

x

Pardmetros ke N\ {0}
1
Funcién de densidad flx) = FETED k2= /2
1
Funcién de distribucién F(z) = SET() ), tk/2—1 e~t/2q¢
Media k
Varianza 2k

Tabla 4: La distribucién X2.
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