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Prefacio

El estudio del andlisis de datos funcionales trata los datos de pardmetros continuos, como curvas o su-
peficies, ademds extiende los métodos estadisticos multivariantes clésicos a escenarios donde se dispone
de un gran ntmero de dimensiones, por lo cual, en anos recientes y junto al avance tecnolégico ha ido
creciendo el interés sobre el estudio de estos tipos de datos. En ese sentido, un tema de interés particu-
lar es el clustering a datos funcionales que consiste en agrupar los datos segiin patrones preexistentes
en ellos, pero no conocidos. En (Jain et al., 1988) se recogen multiples métodos de clustering aplicados
a datos multivariantes, mientras que en (Ramsay et al., 2005) y (Ferraty et al., 2006) abordan algunos
métodos de clustering en datos funcionales, en tanto que el objetivo de la presente memoria es revisar
cinco de los métodos més extendidos de clustering a datos funcionales: método jerarquico de enlace
minimo, método jerarquico de enlace maximo, k-medias, cambio medio y DBSCAN. En el Capitulo 2,
para llevar a cabo el clustering a datos funcionales se extenderan las herramientas multivariantes a
configuraciones de dimensiones continuas en los métodos que permitan tales extensiones y se definiran
las herramientas funcionales para los métodos que los requieran, como es el caso del clustering de cam-
bio medio. Sin embargo, antes de realizar el agrupamiento de los datos funcionales, en el Capitulo 1 se
introducira cada método desde un punto de vista génerico. Los datos funcionales a agrupar consisten
por un lado en tres simulaciones de datos funcionales, Capitulo 3, con varias subpoblaciones (o sub-
conjuntos) de patrones diferenciados, y por otro lado, un conjunto de datos reales sobre la generacién
eléctrica fotovoltaica de Espana en 2022, Capitulo 4. Por ltimo, en el Capitulo 5 se comentan los
aspectos mas relevantes de los resultados obtenidos.
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Capitulo 1

Métodos de Clustering

1.1. Introduccién a los Métodos de Clustering

El anélisis de grupos o clustering es un conjunto de herramientas exploratorias de datos que ayuda a
identificar patrones o estructuras dentro de una poblacién o conjunto de elementos. Este consiste en la
construccién de grupos de elementos homogéneos en funcién de las similitudes entre ellos, procurando
al mismo tiempo que los grupos formados sean lo méas heterogéneos posibles entre si. Ademés de tener
como objetivo el andlisis de datos, otros propdsitos de agrupar los datos son: detectar observaciones
atipicas, reconocer patrones y formular hipdtesis acerca de la composicién de la poblacién de origen.

La utilidad del clustering reside en ser una herramienta interdisciplinaria por lo cual hay numerosos
ejemplos de su aplicacién en diversos campos, p. ej.: resulta provechoso agrupar las zonas con grados
de criminalidad similares al disenar politicas de seguridad (Arango Gonzélez et al., 2016). En campos
de la medicina es valioso para clasificar enfermedades segiin el cuadro clinico de los pacientes (Webster
et al., 2021). Un ejemplo cldsico de su uso es la segmentacién de mercado de consumidores de un
bien o servicio econémico, en este sentido su uso es pertinente en el mercado eléctrico para identificar
patrones de consumo. En este capitulo se describen algunas de los métodos de clustering mas utilizados
y se resenaran las ventajas y desventajas de cada uno de ellos.

1.1.1. Conceptos Generales

Antes de introducir los distintos métodos de clustering primero se deben definir los componentes que
son necesarios en el clustering. Estos componentes abarcan los objetos sobre los cuales se realiza el
clustering y la nocién de distancia entre ellos.

Empezamos con las definiciones de los n objetos o elementos sobre el cual se realiza el clustering:
Sn = {X;},, donde X; es el i-ésimo elemento. A su vez, en la estadistica cldsica el clustering se
realiza en funcién de una selecciéon de las p variables o caracteristicas del espacio de S,,, por tanto,
la observacién X;; hace referencia al i-ésimo elemento en la j-ésima caracteristicas como muestra el
Cuadro 1.2. Asimismo, existen otros espacios sobre los cuales se puede llevar a cabo el clustering como
los espacio continuos que se vera en el Capitulo 2. Por simplicidad, nos referiremos a X de forma
genérica como la variable a agrupar, salvo cuando queramos especificar el espacio en el cual se esta
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trabajando.

Cuadro 1.1: Conjunto de datos S,, en p-dimensiones.

Dimensiones
Elementos
1 2 .. j .. p
X X oo Xy oo X
2 Xo1 Xoo - Xoj - Xop
i Xin X oo Xy - X
n X1 Xnz oo Xpj o0 Xnp

En segundo lugar definimos una particion de S,, como una divisién de S,, en k subconjuntos C =
{C'j}?:l, tal que satisface las siguientes condiciones:

CiNnCi=0 V1<j#1<k (1.1)
y
k
chzgn (1.2)
j=1

es decir, los grupos que componen C son mutuamente excluyentes y forman un conjunto exhaustivo,
por lo que cada elemento X; pertenece a un, y sélo un, grupo Cj.

Ademas, los criterios que deben tenerse en cuenta al emplear algin método de clustering varian segin
la estrategia que estos implementen al formar grupos. Sin embargo, es comun a todos los métodos la
eleccién de una medida de distancia (métrica) d entre los objetos de S,,, donde d cumpla las siguientes
propiedades:

1. No negatividad: d(X;, X;) > 0;
Indiscernibilidad’: d(X;, X;) =0 < X, = X;;
Simetria: d(X“ X]) = d(Xj, Xz)7

L

Desigualdad triangular: d(X;, X;) = d(X;, X;) + d(X;, Xi).

De igual forma, se pide que la distancia entre los objetos tenga una estructura de espacio vectorial
para poder realizar operaciones algebraicas sobre ellos.

Por 1ltimo, un objeto matemdatico muy 1til con base en la distancia, pero que no es genérico en el
clustering, es la matriz de distancias D entre los objetos de S,, tomados en pares:

D= {dij = d(X“ XJ)} V1 S i, ] S n, (13)

por tanto, D es una matriz de dimensién n x n, las entradas de la diagonal principal son iguales a cero
y d;j = dj; para cualquier par (i, j). En el Cuadro 1.2 se ilustra la forma genérica de D.

Estos conceptos sirven de base para los métodos de clustering que se mostraran en el presente estudio,
por tanto, se ampliard mas sobre ellos en las siguientes secciones.

1En los espacios pseudométricos no se cumple la propiedad de indiscernibilidad.
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Cuadro 1.2: Matriz de distancias D genérica.

X1 X2 o X5 o X,
X1 | din diz - dyy o din
X2 | dar do2 - da; - don
X»L dzl diQ dz] dzn
Xn dnl an dn] dnn

1.2. Meétodos de Clustering

El clustering se puede llevar a cabo a través de una amplia variedad de métodos que se diferencian
tanto en sus objetivos como en los procedimientos que emplean. El objetivo comun a todos ellos es
el propdsito de formar grupos que a priori no estan definidos. La clasificacion méas habitual de los
métodos de clustering consiste en tres categorias: métodos jerarquicos, métodos de particionamiento
y métodos basados en densidad. Como veremos mas adelante, en los primeros los grupos se crean a
partir del anidamiento de subgrupos, los segundos buscan optimizar algin criterio de distancia y en
los terceros los elementos se clasifican de acuerdo con la densidad de la zona en la cual se encuentran.
Los métodos de clustering que se utilizan en el presente trabajo son: métodos jerarquicos de enlace
minimo y de enlace maximo, el k-medias, el cambio medio y el DBSCAN. En la siguiente seccién se
detallard cada método y se ofrece un algoritmo para obtener los grupos.

1.2.1. Meétodos Jerarquicos

De acuerdo a (Hastie, Tibshirani et al., 2001), los métodos jerdarquicos consisten en construir un drbol
de varios niveles a partir de una matriz de distancias D de los elementos de S,,. En los niveles mas
bajos se encuentran los grupos de elementos muy proximos o semejantes, mientras que en los niveles
superiores se crean grupos como resultado de la agregacion de los grupos en niveles inferiores. El arbol
formado se denomina dendrograma, el cual es una representacién grafica o diagrama de datos en forma
de arbol invertido en el cual los elementos se organizan en subcategorias que se van dividiendo en otros
hasta llegar al nivel de detalle deseado. En la Figura 1.1 se muestran dos ejemplos de dendrogramas
con datos de distancia de 21 ciudades europeas obtenidas del paquete dataset de (R Core Team,
2022).

El dendrograma se interpreta segun la distancia en el eje de las ordenadas, y en consecuencia, a medida
que se va descendiendo en el arbol, més cercanos son los elementos de S,,. En ese sentido, los grupos se
crean al fijar un valor para la distancia (eje de las ordenadas) y trazando una recta horizontal que corte
el dendrograma en tal punto, p. ej.: en la Figura 1.1 se fijan los valores de altura en 239 km y 2615 km
para los dendrogramas de enlace minimo (izquierda) y de enlace méximo (derecha), respectivamente,
y se traza una linea (azul) de corte en ambos dendrogramas, en el primero se crean 17 grupos y en el
segundo se crean 4 grupos. Mas adelante, se exponen algunas guias sobre la eleccién del ntimero de
grupos k.

En cuanto a la clasificacién de los métodos jerarquicos, estos se subdividen en algoritmos aglomerativos
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y algoritmos divisivos, segin el enfoque que se tome para crear los grupos. Los primeros parten desde
los elementos para ir construyendo grupos, con los cuales a su vez se van formando otros grupos. En
cambio, los algoritmos divisivos parten del grupo formado por todos los elementos del conjunto para ir
formando grupos mediante la divisiéon sucesiva de los subgrupos que se van formando. En la practica
los algoritmos aglomerativos se emplean con mayor frecuencia que los algoritmos divisivos y por tanto

seran los implementados.
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Figura 1.1: Ilustraciéon de dendrogramas con la distancia de 21 ciudades europeas. Izquierda: den-
drograma de enlace minimo. Derecha: dendrograma de enlace maximo.

Para completar la definiciéon de los métodos jerarquicos hace falta definir el método de enlace en-
tre los subgrupos del dendrograma. Existen multiples métodos de enlace que en su mayoria pueden
implementarse con la férmula de disimilitud de (Lance et al., 1967):

Definicién 1.1 Método de enlace. Dados tres grupos Cj, C; y C; definimos el enlace entre la unién
de C; y C; con Cj como la férmula de disimilitud de Lance-Williams:

d(C; U Cj, C1) = a;d(Cy, Cr) + a;d(Cy, Cy) + Bd(Ci, Cj) +~4[d(Ci, Cr) — d(Cy, C1)| (1.4)

donde los coeficientes «, 5 y v son nimeros reales.
Los coeficientes de la Ecuacién 1.4 para distintos métodos de enlace se muestran en el Cuadro 1.3.

La eleccién del método de enlace tiene una incidencia notable en la forma en que se agrupan los
datos, p. ej.: auxilidndonos de la Figura 1.1 podemos observar que el enlace minimo tiende a crear
dendrogramas con grupos encadenados o de racimos alargados, mientras que el enlace maximo tiende
crear dendrogramas mas uniformes con forma de pirdmide. En el presente trabajo nos centraremos en
los enlaces mas comunes: minimo y maximo, por ser los métodos de clustering jerarquico mas utilizados
y extendidos de la literatura.
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Cuadro 1.3: Coeficientes de los métodos de enlace de la la formula de disimilitud de Lance-Williams.

Meétodo de enlace o a; B ¥

Minimo 1/2 1/2 0 -1/2

Méximo 1/2 1/2 0 1/2

: |Cil |Cs]

Promedio — —_— 0 0
|Csl +1C5] |Cs] + 151

Promedio ponderado 1/2 1/2 0 0

. |Cil (& |Ci]IC5]

Centroide —_— —l —_——— 0
|Cil + 151 |Cil + 1G5 (1G] +1C51)?

Centroide ponderado 1/2 1/2 -1/4 0
|Cs] +1Chl 1G5+ 1] (@]

Varianza minima

[Cil+1Ci +1Ci] [Cil+1Ci +1C] |Gl +1Cy[ +]CI]

El algoritmo propuesto para crear grupos jerarquicos aglomerativos basado en el método SAHN (Dubes,
1993) es el siguiente:

Algoritmo jerarquico aglomerativo

1. Se inicia tomando cada X© de S,, como un grupo C©), por tanto se inicia con k = n grupos
cO = {C;O)}le, y luego se calcula la matriz de distancias D) entre todos los grupos.

2. Se encuentra el par de grupos més cercano en la matriz de distancias D®):

Al ) = min{d])), Vi<itj<k 15)

3. Se unen los grupos c® y C](t) del paso 2 formando un nuevo grupo Ci(;):

(2

o = (e ue). (16)

4. Se actualiza D) eliminando las filas y columnas correspondientes a los grupos C’Z-(t) y C](-t) y se
agrega una fila y una columna con los valores del nuevo grupo C’i(]t»), y en consecuencia el nimero
t+1) _ .(t) _ ; ; (t) (t)
de grupos se reduce en k(*t1) = k(1) — 1. La distancia entre un grupo Cj y el grupo C’ij se
calcula mediante la Ecuacién 1.4 para algiin método de enlace en el Cuadro 1.3.

5. Si el nimero de grupos es uno k(*t1) = 1. el algoritmo finaliza. En caso contrario, se vuelve al
paso 2.

Eleccion de & Los métodos jerarquicos no requieren determinar la cantidad de grupos k de manera
previa a su realizacién, por el contrario, se debe determinar k una vez realizado el clustering. En este
sentido, para determinar k se suele cortar el dendrograma en los grupos donde se produce la mayor
separacién en distancia (altura), es asi que en la Figura 1.1 se crean 17 y 4 grupos para los métodos de
enlace minimo y méaximo, respectivamente. Sin embargo, elegir k segin el mayor salto puede producir
resultados impracticos como se ve en el método de enlace minimo al conjunto de datos eurodist ya
que produce 17 grupos de los cuales 15 son grupos de un unico elemento. Otro enfoque para elegir k
consiste en seleccionar el valor de k donde se produzca la mayor caida relativa de la suma total de
cuadrados intragrupo, este tema se desarrollara en detalle en la siguiente Subseccién 1.2.2. Por ltimo,
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se puede elegir k de manera arbitraria o en base a informacién previa sobre la cantidad de grupos en
el conjunto de datos observados.

Ejemplos en R? Con el fin de facilitar la compresién de las ventajas y las desventajas de los métodos
jerdrquicos aglomerativos vistos nos auxiliaremos de cuatro conjuntos de datos en R2? debido a que
se hace mas intuitivo la deteccién de patrones al ojo humano en dos dimensiones que en dimensiones
mayores. Los cuatro conjuntos de datos se muestran en la Figura 1.2 y se describen a continuacién:

1. Mixtura de tres normales bivariadas con matrices de covarianzas homogéneas, pero con distintos
centroides.

2. Mixtura de tres normales bivariadas con matrices de covarianzas heterogéneas y con distintos
centroides.

3. Dos anillos circulares concéntricos, donde el radio del anillo interno es la mitad del radio del
anillo externo.

4. Dos anillos circulares secantes con el mismo radio.

Mixtura de normales: Mixtura de normales: Circunferencias Circunferencias
Varianzas homogéneas Varianzas heterogéneas concéntricas secantes
k .n""Hg.'
T

Figura 1.2: Conjuntos de datos en R2.

Cada color en la Figura 1.2 representa un grupo C' o etiqueta de X, con esto se pretende evaluar que
“tan bien” el clustering jerarquico clasifica los elementos de S,,.

Empezamos con la Figura 1.3 que muestra los resultados del clustering jerarquico de enlace minimo. En
la primera fila se muestran los dendrogramas, todos con forma de racimos: algo distintivo de este método
de enlace. Mientras que en la segunda fila se muestra la clasificacion a los distintos conjuntos, se observa
que este método enlace trabaja bien tanto con patrones de datos convexos (mixturas de normales)
como con patrones de datos no convexos (anillos concéntricos). En los tres primeros conjuntos se logra
clasificar los elementos de cada conjunto en el grupo esperado, esto se aprecia en los dendrogramas.
Sin embargo, los patrones tienen que estar delimitados y separados para poder asignarlos a grupos
distintos lo cual no es el caso de los anillos secantes, donde el enlace minimo no logra distinguir dos
grupos.

Por otro lado, en la Figura 1.4 se muestra el clustering jerarquico de enlace maximo a los cuatro
conjuntos de datos en R2. Se observa que este método trabaja bien con patrones de datos convexos
homogéneos que es el caso de las mixturas de tres normales de igual dispersién, donde el método
clasificé los elementos en los grupos correspondientes. Por el contrario, si los patrones son convexos
y heterogéneos, el método de enlace tendrd un comportamiento inesperado, lo cual es el caso de las
mixturas de normales heterogéneas. Asimismo, cuando los patrones de datos son no convexos el enlace
maximo no tendra los resultados esperados, lo cual es el caso de los conjuntos de datos de los anillos
circulares. A pesar de las aparentes limitaciones del enlace méximo frente al enlace minimo, el primero
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by s,
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Figura 1.3: Ilustracién del clustering jerdrquico aglomerativo de enlace minimo en R2.

tiende a crear dendrogramas maés uniformes y entendibles y es un método menos sensible al ruido, es
decir, no se ve igualmente afectado que el enlace minimo por la proximidad entre los patrones.

T! rr,.f'f

Figura 1.4: Ilustracién del clustering jerdrquico aglomerativo de enlace méximo en R2.

Por 1ltimo, los valores de k donde se producen las mayores separaciones en los dendrogramas de enlace
minimo de los cuatro conjuntos son 2, 3, 3 y 193, respectivamente. Asimismo, los valores de k donde
se producen las mayores separaciones en los dendrogramas de enlace méaximo de los cuatro conjuntos
son 3, 6, 8 y 7, respectivamente. Cabe resaltar que estos resultados de k van acorden con el desempeno
de los métodos.

1.2.2. k-Medias

Cuando se va a realizar el particionamiento de un conjunto &, es intuitivo agrupar los elementos
en subconjuntos de elementos que estén préximos entre si o que graviten alrededor de un centroide
(valor medio). En este sentido, el k-medias es un clustering de particionamiento que consiste en formar
grupos minimizando la suma de las distancias cuadraticas entre cada punto X; al centroide del grupo
C; mas cercanos, también llamada suma de cuadrados intragrupo. El k-medias fue propuesto por
(MacQueen, 1967) y desde entonces ha sido uno de los métodos de clustering més usados por su
eficiencia computacional y sencillez.

Especificamente, el objetivo del k-medias es formar una particién de S,, que conste k grupos C =
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{Cj}?:l alrededor de k centroides {mj};?:l mediante la solucién del problema de optimizacién si-
guiente:

k
min Y Y d(X, my)? (1.7)
{mi}j— j=1X;€C;
sujeto a
ICj| >4, Vji=1,...,k (1.8)

donde la Restriccién 1.8 es opcional e indica la cantidad minima § de elementos X; que debe tener
cada grupo Cj.

Aunque el planteamiento del problema es sencillo, encontrar la combinacién de C que haga minima
la Ecuacién 1.7 es computacionalmente costoso por la cantidad de combinaciones posibles, p. ej.: una
particion de k = 5 grupos de una muestra de tamano n = 20 obtenemos 749,206,090,500 combinaciones
posibles?. Entonces, evaluar todas las posibles combinaciones no es computacionalmente viable.

Para evitar evaluar cifras inabordables de combinaciones se estable un criterio de parada al fijar una
cota e que finalice el proceso una vez alcanzada o superada. Sin embargo, se debe tener en cuenta
que al fijar un criterio de parada no se asegura encontrar el minimo global de la Ecuacién 1.7, y en
su defecto converja a un minimo local. Sin embargo, (Selim et al., 1984) probaron la convergencia del
k-medias y de acuerdo a (Jain et al., 1988) el k-medias converge rdpidamente con pocas iteraciones.

El algoritmo k-medias se basa en dos pasos fundamentales: asignacién de los elementos y actualizacién
de los centroides. A modo de resumen, los elementos X; se asignan a los centroides mas cercanos en
una distancia d y luego se recalculan los valores de los centroides mediante un promedio. El algoritmo
itera recursivamente estos dos pasos hasta que los centroides no cambian de posiciéon o la diferencia
de cada centroide consigo mismo en la iteraciéon previa no es mayor a €. Ademas, se puede fijar una
cantidad maxima de iteraciones, T', para evitar oscilaciones. Entonces, el proceso del algoritmo genérico
del k-medias se detalla a continuacién:

Algoritmo k-medias

1. Se eligen k elementos en el espacio de S, de forma aleatoria como los centroides iniciales
0)\ k . ~
{mg )}j=1 y se establece un valor para e. De manera opcional, se puede establecer un tamano

minimo de grupo ¢ o un nimero maximo de iteraciones, T'.

2. Se asigna cada elemento al grupo con el centroide mas cercano:
t _ . (1))2 (t))2 ;
Cj = {Xi . d(Xi, m]- ) < d(XZ, m, ) s V1 < l 7&] < k‘} (19)

donde X; es asignado a exactamente un grupo. En caso de que X; se encuentre a la misma
distancia de dos o méas centroides, se puede adoptar un criterio arbitrario de asignacién.

3. Se actualiza la posicién de los centroides mediante el promedio:

1
m{EtY = S X Vi=1l....k (1.10)

e

1 -k
28e utilizé la férmula de los niimeros de Stirling de segunda especie: il Z(—l)k_J ( )j”.

=0 J
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4. (Opcional) Si el tamano de al menos uno de los grupos es menor al minimo establecido |C’j| <
6, dj=1,..., k, se reinicia el algoritmo, pero se eligen centroides iniciales distintos a los usados.

5. Si la diferencia entre cada centroide con respecto a él mismo en la iteracién previa es menor a
. t+1 t . . . . (o

la cota fijada d(m§ + ), mg )) <e€ Vj=1,..., k, uopcionalmente si se alcanzé el maximo de
iteraciones t = T, entonces se finaliza el algoritmo. En caso contrario, se regresa al paso 2.

Numero 6ptimo de k£ Luego de ver el algoritmo del k-medias queda por determinar el niimero 6pti-
mo de grupos, lo cual es muy dificil de saber en muchos casos donde no se dispone de informacién sobre
la poblacién. Para solventar este inconveniente lo més usual es realizar un gréafico de sedimentacién que
consiste en mostrar el progreso de la suma total de cuadrados intragrupo segin se va incrementando
el nimero de grupos k. El criterio de selecciéon de k es muy sencillo: se selecciona el valor de k& donde
se produzca la mayor caida relativa de la suma total de cuadrados intragrupo. El criterio se basa en
la ganancia marginal de aumentar k£ en 1, y a medida que vayamos aumentando k£ hasta hacerlo igual
al tamano del conjunto n, la suma del error ird disminuyendo, pero cada vez a una taza menor. Este
criterio es conocido como el criterio del codo. El procedimiento se ilustra con los datos de distancia de
21 ciudades europeas del paquete dataset de (R Core Team, 2022) usados en la Subseccién 1.2.1 y se
muestra en la Figura 1.5 donde la mayor caida de la suma total de cuadrados intragrupo se produce en
k = 3. La clasificacién de las ciudades en cuanto a la distancia a las demds son: lejanas (magentas),
intermedias (verdes) y cercanas (azules).
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Figura 1.5: Ilustracion de la sedimentacién de k. Derecha: Grupos de ciudades europeas. Izquierda:
Sedimentacién de la suma total de cuadrados intragrupo segun el tamano de k.

Ejemplos en R? Para matizar algunas particularidades del k-medias nos auxiliamos de los cuatro
conjuntos de datos en R? mostrados en la Subseccién 1.2.1. Los resultados del clustering de k-medias
a los conjuntos de datos bivariados se muestran en la Figura 1.6 donde cada fila de graficos es un
escenario distinto a los demds. En la primera fila se fij6 k£ en cada conjunto de datos segin el nimero
esperado de grupos, se observa que el método trabaja bien con patrones de datos convexos (mixturas
de normales), en cambio, el método no realiza las asignaciones esperadas en los conjuntos de datos no
convexos, sin embargo, crea dos grupos regulares al dividir los datos en dos medialunas. Luego, en la
segunda fila se fij6 k en cada conjunto de datos segin el nimero esperado de grupos, pero se varié
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el conjunto de centroides iniciales con la intencién de mostrar el impacto de la seleccién inicial de los
centroides sobre los resultados que distan de los obtenidos en la fila 1. Por otro lado, en la tercera
fila se muestran los resultados del clustering fijando k en cada conjunto de datos una unidad mayor al
namero esperado de grupos, donde la variacién de k tiene un impacto notable en los resultados. Por
ultimo, se resalta que el k-medias crea fronteras lineales entre los grupos, como se observa en todas las
clasificaciones de la Figura 1.6 y por tal razén el método no crea grupos de forma no convexas.

Fi

Fa

F3

K &
hby s, i
i 7

Figura 1.6: Ilustracién del clustering k-medias en R2.

En cuanto a la seleccion del k éptimo se estimaron los siguientes valores donde la suma total de
cuadrados intragrupo tuvo la mayor caida relativa para los cuatro conjuntos de datos son 3, 2, 3 y 3,
respectivamente. Si bien los resultados son distintos a los esperados para los conjuntos 2, 3 y 4, las
estimaciones de k£ no distan mucho de la esperadas.

1.2.3. Cambio Medio

El clustering de cambio medio (mean-shift) es un método de agrupamiento no paramétrico basado en
la densidad kernel (ntcleo) de los datos propuesto por (Fukunaga et al., 1975). Este método consiste
en asignar cada elemento a los grupos mediante la escala de su gradiente hasta llegar a un maximo
local de densidad. Especificamente, para asignar un elemento X; a un grupo C; se debe calcular su
cambio medio m(X;), el cual consiste en estimar la densidad de X; en su vecindario a partir de una
funcién K’, derivada de una funcién kernel K.

El parametro fundamental del clustering de cambio medio es h, conocido como parametro de suavizado
o ventana. Este determina el vecindario de un elemento X; como todos los elementos X; que se

encuentran a una distancia menor o igual a h:

La ventana h regula la curtosis del vecindario por lo que valores altos de h homogenizan los datos
ocultando modas y valores pequenos de h crean patrones espurios por la informacién altamente lo-
calizada, por tanto, se debe buscar un tamano de ventana que compense ambos escenarios. Mientras
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que el kernel K es una funciéon de pesos que determina la forma alrededor de un elemento X;, por
tanto, se debe elegir una funcién kernel K(X;) que sea positiva, simétrica e integre uno para que el
estimador de la densidad herede buenas propiedades analiticas, p. ej.: un kernel ampliamente usado
que cumple estas condiciones es el gaussiano, mostrado en el Cuadro 1.4 junto a otros kernels tipicos.
Asimismo, en la parte izquiera de la Figura 1.7 se muestran los cuatro kernels del Cuadro 1.4 y en
la parte derecha se muestran tres escenario del tamano de ventana h: pequeno, moderado y grande,
sobre una distribuciéon normal bimodal de distinto centro y dispersién.

Cuadro 1.4: Ejemplos de algunas funciones kernels.

Kernel K(X) K'(X)
Gaussiano ! ex (— d(Xi, X)2> —d(Xi’ X) ex (—7d(Xi7 X)2)
h\/2m P 2h2 h3\V/2m P 2h?
Epanechnikov Zd(h, X?) 1(]X| < h) %X 1(|X| < h)
Triangular d(h, |X]) 1(1X] < h) _I% 1(X] < h)
Uniforme g 1(|X| < h) 01(]X|<h)

1 representa una funcién indicadora, donde 1 es verdadero y 0 en otro caso.

o o
— . =
Funciones kernel i
. -t
—— Gaussiano =
= Epanechnikoy ]
- Trigngular =
= Uniforme 1
2 |
o

/N

0.2

0.0
1

Figura 1.7: Tlustraciones de algunos kernels (lado izquierdo) y del efecto del tamafios de la ventana
(lado derecho).

Una vez establecidos K y h, ademés de una medida de distancia d, se calcula el gradiente de cambio
medio con:

Y KXY, X)) /)X
oy ke (d(x D, X)) /h)

(1.12)

El algoritmo de cambio medio converge a maximos locales, (Cheng, 1995), al actualizar Xi(t) en cada
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iteracion, donde X i(tH) = m(Xi(t)). Entonces, se procede recursivamente hasta alcanzar un maximo
de iteraciones, t = T, o hasta que se alcance un criterio de parada al fijar una cota € que finalice el
proceso ‘m(Xi(Hl)) — m(XZ-(t))’ < e. En este ultimo paso el proceso tiende a converger a un maximo
local.

Con lo anterior expuesto se propone el siguiente algoritmo para el clustering de cambio medio:

Algoritmo de cambio medio

1. Se selecciona la funcién kernel K, el tamano de la ventana h y un valor para e. De manera

opcional, se puede establecer niimero maximo de iteraciones, T'.

2. Se selecciona un elemento Xi(o) del conjunto S,,.
(®)

3. Se calcula el cambio medio de X"’ mediante la Ecuacién 1.12.

4. Se actualiza la posicién de Xl_(t) — m(Xi(tﬂ)).

5. Los pasos del 2 al 4 se repiten para todo S, hasta que cada Xi(t)

converja a una moda lo-

cal o la diferencia con respecto a él mismo en la iteracién previa sea menor a la cota fijada
t t—1 . . (. .

d(Xi( ), Xi( ))| <e Vi=1,..., n, uopcionalmente hasta que se alcance el maximo de itera-

cionest =1T.

6. Los elementos del conjunto original S,, se asignan a las modas locales a las que convergieron,
donde las modas son los grupos C = {C}};=1

Un aspecto importante de clustering de cambio medio es que el nimero de grupos no se puede de-
terminar, sin embargo, existe una relacién inversa entre el tamano de la ventana h y la cantidad de
grupos creados: a menor tamano de h, mas grupos, y a mayor tamano de h, menos grupos.

Eleccion de K La eleccion del kernel K tiene una importancia secundaria en la estimacién de la
densidad porque sus resultados tenderan a ser similares siempre y cuando K cumpla con propiedades
deseables: continuidad y simetria.

Tamano 6ptimo de h  Como se vio en la Figura 1.7 la eleccién de h tiene el mayor impacto en
la estimaciéon de la densidad y, en consecuencia, en el clustering de cambio medio. La estimacién
del tamano 6ptimo de la ventana h no es trivial por lo que se le ha dedicado mucha atencién en la
literatura. Existen varios métodos para estimar h: selector por la regla del pulgar (Silverman, 1986),
selector plug-in de (Sheather et al., 1991) o selector por validacién cruzada del error global de estimar
el pardmetro. Sin embargo, y como se explicard més adelante en la Seccién 1.3, se opta por evaluar el
clustering de cambio medio para una malla de valores de h mediante alguna medida de calidad y se
selecciona el valor de h que arroje mejores resultados.

Ejemplos en R? Para ilustrar el comportamiento del cambio medio sobre distintos tipos de datos
y el impacto del tamano de la ventana utilizaremos la Figura 1.8. El clustering de cambio medio tiene
un buen desempeno en grupos convexos, siempre que se elija un tamafio de ventana adecuado, como
se observa en las mixturas de normales de la primera fila, en cambio, tiene un desempeno deficiente
en grupos no convexos sin importar la ventana: anillos circulares concentricos y secantes. Por otro

lado, se observa en la segunda fila que para un tamano de h muy pequefio se crean muchos pequenos
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grupos, mientras que en la tercera fila se observa que un tamano alto de A conduce a pocos grupos,
es decir, existe una relacion inversa entre el tamafno de la ventana y la cantidad grupos formados. Por
ltimo, las estimaciones de h por la regla del dedo® produjo més grupos de los esperados en los cuatro
conjuntos de datos bivariados: 10, 446, 374 y 316, respectivamente.

b,
T,

it

Figura 1.8: Ilustracién del clustering de cambio medio en R2.

1.2.4. DBSCAN

El DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) es un clustering de par-
ticionamiento no paramétrico basado en la densidad de los datos, sus siglas en castellano significan
agrupamiento espacial basado en densidad de aplicaciones con ruido. Este fue propuesto por (Ester
et al., 1996) y se ha vuelto muy popular desde entonces por su flexibilidad al formar grupos en patro-
nes de datos no convexos, ademads de identificar valores atipicos. El objetivo del algoritmo es formar
grupos a partir de zonas densas, elementos centrales o nticleos, separadas por zonas de baja densidad,
elementos fronterizos o bordes, pero excluyendo de los grupos a los elementos que se encuentran fuera
del alcance de los centrales: elementos atipicos o ruido. En este sentido el concepto fundamental es el
vecindario de un elemento:

N(X;) ={X;: d(X;, Xj) <€, V1<id,j<n} (1.13)

donde € define la vecindad alrededor de un elemento, es decir, si la distancia entre dos elementos es
menor o igual a €, entonces se consideran vecinos. Por otro lado, se encuentra el pardmetro ¢ que acota

la cantidad minima de elementos en un vecindario para que sea considerado un elemento central.

Dada la naturaleza de los pardmetros € y ¢ cada elemento X; pertenece a uno, y sélo uno, de los
subconjuntos de S,,: central, frontera o ruido (atipicos).

2
4 m N
3h = diag(H), donde H — (7> g,
n(p + 2)
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Definiciéon 1.2 Subconjunto central o nuicleo. Es el conjunto compuesto por los elementos que
tienen al menos § vecinos

N ={X;: [N(X;)| > o). (1.14)

Definicién 1.3 Subconjunto frontera o borde. Es el conjunto compuesto por los elementos que

tienen menos de § vecinos y al menos uno de ellos es un elemento central

Definicién 1.4 Subconjunto ruido. Es el conjunto compuesto por los elementos que tienen menos
de § vecinos y ninguno de ellos es elemento central

R={X;: X; ¢{N, B}. (1.16)

Los elementos centrales y fronterizos siempre pertenecen a algtin grupo C;, mientras que los elementos
atipicos no pertenecen a ninguno. Ademas, los elementos centrales siempre pertenecen a zonas densas
y los elementos fronterizos siempre pertenecen a zonas de baja densidad. Antes de continuar a los
pasos del algoritmo, se requieren dos conceptos adicionales para completar la definiciéon de grupo:
accesibilidad y conectividad. La accesibilidad indica si se puede acceder a un elemento desde otro
elemento directa o indirectamente, mientras que la conectividad establece si dos elementos pertenecen
al mismo grupo o no. Entonces, en términos de accesibilidad y conectividad, se puede hacer referencia
a dos elementos en el DBSCAN como:

Definicién 1.5 Directamente alcanzable por densidad (dad). Se considera que un elemento X;
estd directamente alcanzable por densidad desde un elemento central X; cuando son vecinos

X; R X, = d(X;, X;)<enX;€P. (1.17)

Definicién 1.6 Alcanzable por densidad (ad). Se considera que un elemento X; esté alcanzable
por densidad desde un elemento central X; cuando no son vecinos, pero existe una cadena de elementos
centrales {X; € N'} que los une

X8 X, = dX;, Xj)>e A X; X; XX, e N (1.18)

Definicién 1.7 Conectado por densidad (cd). Se considera que dos elementos fronterizos X;, X;
estan conectados por densidad cuando ambos son alcanzables por densidad desde un elemento central
X

cd ad

XiNXj — Xi, Xj e B A Xi,XjNXl. (119)

Se debe tener en cuenta que el reciproco no es verdadero en la Definicién 1.5, mientras que en las
Definiciones 1.6 y 1.7 si. Con estos conceptos se busca que los elementos de un patrén pertenezcan
al mismo grupo cuando exista una cadena de elementos entre ellos. Entonces, se propone el siguiente
algoritmo:
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Algoritmo DBSCAN

1. Todos los elementos X; se identifican como no visitados y se calcula la matriz de distancias D
de S,.

2. Se selecciona aleatoriamente un elemento X; y, recursivamente, se identifican como elementos
centrales pertenecientes al mismo grupo, aquellos vecinos o elementos alcanzables que tengan
un vecindario mayor o igual que d. Los elementos alcanzables con vecindario menor que J se
clasifican como fronterizos.

3. El paso 2 se repite para todos los elementos que no hayan sido visitados.

4. Se finaliza el algoritmo si no hay elementos por visitar. Aquellos elementos que no pertenezcan
a ningun grupo son clasificados como ruido: X; € R.

Elecciéon de ¢ La eleccién del radio € tiene una importacia primaria en el DBSCAN por lo cual se
debe estimar adecuadamente. Un primer acercamiento para resolver el problema puede ser un grafico
de sedimentacion porque se puede esperar que en una agrupacién de § elementos la distancia de los
elementos centrales y fronterizos estén dentro de cierto rango, mientras que los elementos atipicos
pueden tener una distancia mucho mayor, sin embargo, pueden existir varios puntos de inflexién, lo
que dificulta la eleccién del parametro. La solucién al inconveniente de varios puntos de inflexién es
promediar las distancias de cada elemento a sus k vecinos mas cercanos, donde k es fijado de antemano.
Este método consiste en determinar el € éptimo mediante la estimacién del punto de inflexién donde
se produce el mayor cambio a lo largo de la curva de distancia de los k-vecinos.

Eleccion de § La eleccion del pardmetro § tiene una importancia secundaria en el DBSCAN y no
existe una regla universal para su eleccion. De todos modos, en espacios multivariantes se suele elegir
¢ igual al nimero de dimensiones del conjunto de datos.

P,

F1

W

it

Fa

F3

Figura 1.9: Ilustracién del DBSCAN en R2.
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Ejemplos en R? Para ejemplificar algunas particularidades del DBSCAN nos auxiliamos de los
cuatro conjuntos de datos en R? mostrados en la Subseccién 1.2.1. Los resultados del DBSCAN se
muestran en la Figura 1.9. En la primera fila se observa la versatilidad del DBSCAN logrando descifrar
tanto patrones convexos como no convexos (mixtura de normales y anillos circulares concéntricos), pero
no logra separar los separar los patrones conectados como los anillos secantes. Ademds, para producir
resultados aceptables es necesario fijar un tamafno de € adecuado. En la segunda fila se muestra el
resultado de un valor € pequeno, lo que produce que muchos elementos sean clasificados como ruido.
Mientras, la tercera fila muestra el resultado de un valor € grande, lo que causa que los elementos sean
clasificados en pocos grupos. Si bien no se ofrece una ilustraciéon del parametro J, se puede decir que
tiene mayor incidencia en el aumento de los elementos clasificados como ruido: un valor § pequeno
tiende a producir poco ruido y un valor § grande tiende a producir mucho ruido.

Los valores éptimos de ¢ estimados por los k vecinos més cercanos para los cuatro conjuntos de datos
en R? son: 0.50, 0.30, 0.9 y 0.9, respectivamente. En la Figura 1.10 se muestran los graficos de los
k vecinos més cercanos para los conjuntos bivariados, donde las lineas discontinuas marcan el valor
optimo de e: estos se tomaron para realizar el clustering de la fila 1. Mientras que el valor seleccionado
de § corresponde a la cantidad de dimensiones de los conjuntos: 2.
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Figura 1.10: 2 vecinos més cercano a los conjuntos de datos en R2.

1.3. Evaluacion del Clustering

Como se ha visto, el principal objetivo del clustering es la asignacién de elementos a grupos que no
estan previamente definidos y de los cuales no se dispone informacién, por lo cual el clustering enmarca
dentro del aprendizaje no supervisado. A esto se anade que pocas veces se dispone de informacién sobre
los parametros de los métodos de clustering, los cuales determinan la formacién de los grupos. Si bien
existen técnicas para estimar los parametros de los métodos de clustering, la estrategia que se adopta
en el presente trabajo es determinar los parametros “dptimos” de los métodos de clustering a través de
la evaluacién de una rejilla de valores de estos y seleccionar aquellos que obtengan mejores resultados
de calidad de los grupos formados.
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Existen diversas medidas de calidad para evaluar los grupos formados mediante clustering, pero se
utilizardn cuatro: indice de silueta, indice de Dunn, indice de Davies-Bouldin e indice de Calinski-
Harabasz. En las siguientes subsecciones se expone en qué consiste cada indice.

1.3.1. Indice de Silueta

El indice de silueta es una medida que evalta la calidad de un método en funcién de la coherencia
de los elementos dentro de los grupos y la separacion entre los grupos. Se calcula para cada punto
y varia entre —1 y 1, donde un valor cercano a 1 indica que el elemento estd bien clasificado en su
grupo, mientras que un valor cercano a —1 indica que el punto podria haber sido asignado a un grupo
diferente.

Definicién 1.8 Indice de Silueta. Dados un conjunto de datos S,, agrupados en k clisteres C y una
funcién de distancia d se define el indice de silueta como:

B ~a(X)
Zmax{a o) (1.20)

b

donde a(X;) es la distancia promedio entre el elemento X; y los demds elementos dentro del mismo
grupo
a(X;) = > d(Xi, X)) (1.21)
X;eC,
iﬁﬁj

\Cl—l

mientras que $(X;) es la distancia promedio entre el elemento X; y los elementos del grupo més cercano
diferente al que pertenece

B(Xi) =min — Y d(X;, X;). (1.22)
r#s ‘C ‘ X.eC
X;eC,

La primera cualidad de este indice es que se encuentra acotado y en segundo lugar su desempeno es
bueno en grupos densos y bien separados. Por el contrario, una desventaja del indice de silueta es su
bajo desempeno en grupos no convexos como los basados en densidad.

1.3.2. Indice de Dunn

El indice de Dunn es la ratio de la distancia minima entre los centroides de los grupos y la distancia
méxima dentro de los puntos dentro de los grupos: maximo didmetro. Un valor alto del indice indica

una mejor separacién entre los grupos.

Definicién 1.9 Indice de Dunn. Dados un conjunto de datos S,, agrupados en k clisteres C con
centroides {my, ..., my} y una funcién de distancia d se define el indice de Dunn como:

ming, 2c, d(m,, ms)

ID; =
"7 maxe,—c, d(X;, X;)

(1.23)

donde los centroides m,. y ms pertenecen a los grupos C). y (s, respectivamente.

Las ventajas del indice de Dunn son su computo simple y su buen desempeno en grupos bien separados.
Por otro lado, su computacién es costosa en conjuntos de datos extensos y tiene un bajo desempeno
en grupos Nno CONvexos.
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1.3.3. Indice de Davies-Bouldin

El indice de Davies-Bouldin busca medir la calidad de un clustering en funcién de la coherencia dentro
de los grupos y la separacién entre los grupos. Se basa en la relacién entre la dispersion dentro de los
grupos y la distancia entre los centroides de los grupos. Un valor més bajo del indice de Davies-Bouldin

indica una mejor separacion y coherencia entre los grupos.

Definicién 1.10 Indice de Davies-Bouldin. Dados un conjunto de datos S,, agrupados en k cliste-
res C con centroides {my, ..., my} y una funcién de distancia d se define el indice de Davies-Bouldin

como:

Or +0s } (1.24)

k
1
IDBy = — max ¢ ————~
F k Z r#s {d(m,«, ms)
r=1
donde 0; y 0; son las desviaciones tipicas de los grupos C). y Cs, respectivamente.

La ventaja del indice de Davies-Bouldin es que se basa unicamente en caracteristicas inherentes al
conjunto de datos, ya que su calculo sélo utiliza distancias puntuales, ademas, su computo es rapido.
Mientras que sus desventajas son su bajo desempeno en grupos no convexos como los basados en
densidad y estd limitado al espacio euclidiano por el uso de distancia entre centroides.

1.3.4. Indice de Calinski-Harabasz

El indice de Indice de Calinski-Harabasz consiste en maximizar la relaciéon entre la varianza entre
grupos y la varianza intragrupo, por lo cual, un valor alto del indice indica una mejor separacién entre
los grupos y un valor bajo indica que los grupos son muy cercanos.

Definicién 1.11 Indice de Calinski-Harabasz. Dados un conjunto de datos S,, agrupados en k

clisteres C con centroides {mq, ..., my} y una funcién de distancia d se define el indice de Davies-
Bouldin como: S5 k)
n—
ICH, = 22N """ %) 1.25

donde el numerador es la suma de las distancias cuadraticas entre los centroides de los grupos y el

centroide del conjunto
k

SSy =Y _|Cy|d(m,, m)?, (1.26)

r=1

mientras que el denominador es la suma de las distancias cuadréticas dentro de los grupos

SSp =01 Yx.co, d(Xi, my)?. (1.27)

Este indice tiene un buen desempeno en grupos densos y bien separados, ademas, su computo es rapido.
Por el contrario, el indice de Calinski-Harabasz tiene bajo desempeno para grupos no convexos como
los basados en densidad.

1.3.5. Tasa de Aciertos

Cuando se dispone de la afiliacion de los elementos X; a los grupos C es tentativo evaluar en qué
medida los métodos de clustering clasifican correctamente los elementos en sus respectivos grupos, p.
ej.: datos simulados con grupos de elementos conocidos. Se debe resaltar que este tipo de medidas no
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aplica a datos reales, ademds, cuantificar la asignacion correcta de los elementos no es el objetivo del
clustering. En cambio, en los métodos de clasificacién supervisados, donde se conocen las afiliaciones de
los elementos, se estudia la eficiencia mediante una tabla de contingencia llamada matriz de confusién
donde las filas representan las clasificaciones esperadas y las columnas las clasificaciones predichas. En

el Cuadro 1.5 se muestra la matriz de confusién

Cuadro 1.5: Matriz de confusion.

Predicho
Esperado

Positivo Negativo

Positivo  Verdaderos Positivos (V P) Falsos Negativos (FN)
Negativo Falsos Positivos (F'P) Verdaderos Negativos (VN)

A partir de la matriz de confusion se obtiene la precisién global o tasa de aciertos (T'A) de un modelo
de clasificaciéon. Esta medida cuantifica lo bueno que es un método asignando los elementos de un
conjunto al grupo que pertenece. Ademds, esta tasa se encuentra acotada en el intervalo [0, 1], donde
el valor 0 indica que todos los elementos fueron asignados en grupos distintos a los esperados (mal
clasificados) y 1 indica que todos los elementos fueron asignados en los grupos esperados.

Definicion 1.12 Tasa de aciertos. Dada una matriz de confusién se define la tasa de aciertos como
el cociente de los elementos bien clasificados entre el total de elementos:

VP+VN
A= Py FPY VNS EN (1.28)




20

CAPITULO 1. METODOS DE CLUSTERING



Capitulo 2

Extension del Clustering a Datos

Funcionales

Como se vio en el Capitulo 1 existen diversos métodos para construir grupos en un conjunto de datos.
En principio, estos métodos pueden ser extendidos a datos funcionales con algunas consideraciones
adicionales relativas a la nocién de distancia entre elementos del conjunto de datos. Para extender los
métodos de clustering a datos funcionales, primero se ofreceran los conceptos relativos a las variables y
los espacios funcionales. Asimismo, se mostraran las herramientas estadisticas en estas configuraciones

que son necesarias en los procedimientos de clustering.

2.1. Introduccion al Analisis de Datos Funcionales

El anélisis de datos funcionales extiende los métodos estadisticos multivariantes clasicos a escenarios
donde se dispone de un gran numero de dimensiones y a los datos que son intrinsecamente curvas
(funciones). De acuerdo a (Wang et al., 2015) el Andlisis de Datos Funcionales (ADF) se ocupa del
andlisis y la teoria de los datos que se encuentran en la forma de funciones, imdgenes y formas u
objetos mas generales. E1 ADF ha ido ganando notoriedad en las ltimas décadas con los avances
tecnolégicos en almacenamiento y poder de procesamiento de los ordenadores haciendo posible llevar
a cabo procesos intensos en calculo.

El ADF comparte los principales objetivos con los métodos estadisticos cldsicos tales como describir
un conjunto de datos a través de sus estadisticos de tendencia central y dispersion, contrastar hipdtesis
acerca de la poblacion y realizar inferencia sobre la poblacién a partir de una muestra. Sin embargo, la
ventaja del ADF es la informacién adicional que se puede obtener a partir de la configuracion funcional
de los datos, p. ej.: las derivadas. Cabe resaltar que la configuraciéon funcional de los datos requiere
implementar técnicas especializadas para obtener informacion.

2.1.1. Datos Funcionales

De acuerdo a (Ferraty et al., 2006), una variable aleatoria funcional X’ es una variable aleatoria que
toma valores en un espacio funcional (métrico o pseudométrico) F, por lo cual, un dato funcional es
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una realizacién de un proceso estocastico en un espacio continuo, asimismo una muestra de datos fun-
cionales S,, = {X;}?_, es una coleccién de realizaciones del proceso estocdstico que son independientes
e idénticamente distribuidos (i.i.d.). Dos ejemplos de datos funcionales son mostrados en la Figura 2.1,
en la parte A se muestra el periodograma logaritmico de cinco fonemas del idioma francés'. Mientras
que en la parte B del grafico se muestran 115 curvas de niveles de NOx? medidos por hora en el barrio
de Poblenou, Barcelona, Espana.
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Figura 2.1: Ejemplos de datos funcionales: Phoneme y Poblenou.

En un espacio funcional se pueden definir operaciones internas entre los datos funcionales tales como
suma, resta o multiplicacién.

Definicién 2.1 Espacio funcional. Se dice que una funcién d : F x F — R es un espacio funcional
si cumple que es:

1. No negativa: d(X, V) >0

2. Indiscernible: d(X,)) <— X =Y

3. Simétrica: d(X, V) = d(Y, X)

4. Desigualmente triangular: d(X, Z) = d(X, V) + d(Y, 2)

Un espacio funcional ampliamente utilizado en datos funcionales es el espacio de Hilbert, el cual es una
generalizacion del espacio euclidiano. Este espacio métrico sera utilizado en la mayoria de los métodos
de clustering debido a su propiedades y sencillez.

Definicién 2.2 Espacio de Hilbert. Dada una funcién f definida en el intervalo & = [a, b] se define
el espacio de Hilbert como:

Lo[S, d]:{f: S — R tal que /S |f(7')|2d7'<00}. (2.1)

1Estos datos fueron usados originalmente por (Hastie, Buja et al., 1995) para ilustrar el anélisis discriminante lineal
a datos funcionales.

2El NOx es una combinacién de 6xido nitrico (NO) y diéxido de nitrégeno (NO2). Esta sustancia contaminante tiene
efectos negativos en el medio ambiente y en la salud humana. Los datos de NOx son tomados del paquete fda.usc de
(Febrero-Bande y Oviedo de la Fuente, 2012).
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2.2. Estadisticos Funcionales

2.2.1. Media Funcional

Las medidas de localizacién y dispersién requeridas en los métodos de clustering y en los indices de
calidad requiere una formulacién especial en las configuraciones de datos funcionales. Empezamos con
la medida maés simple de localizacién la media muestral funcional, la cual se define como la observacién
que hace minima la suma de las distancias al cuadrado con respecto a las deméas observaciones del
conjunto.

Definicién 2.3 Media muestral funcional. Sea S, = {X;}_; un conjunto de datos funcionales
con X; ~ i.i.d. se define la media muestral funcional como:

n

m = ;Ielgi o d(XZ, CL)2. (22)

La configuracion de datos funcionales puede tratarse como datos multivariantes mediante la utilizacién
del espacio de Hilbert. La media muestral funcional en L5 es més simple que la media muestral funcional
general, y es usada en el k-medias y los indices de calidad.

Definicién 2.4 Media muestral funcional en £;. Sea S,, = {X;}_, un conjunto de datos funcio-
nales con X; ~ i.i.d. se define la media muestral funcional en Lo como:

m = EZXZ». (2.3)

2.2.2. Profundidad

En configuraciones de datos funcionales no existe un consenso sobre la definicién de la densidad por
lo que se utilizan las medidas de profundidad como sucedaneas para tratar problemas que requieran
calcular la densidad de datos funcionales. Una definicién de profundidad dada por (Febrero-Bande,
2021) es la siguiente:

Definicién 2.5 Profundidad. Se dice que una medida de profundidad es un estadistico que ordena
de manera decreciente todos los elementos de un conjunto asignando una medida desde el elemento
mds central X}, hasta el elemento mas periférico Xy): los elementos de menor rango son candidatos a

ser valores atipicos, mientras que los elementos més rodeados no.

Existen diversas medidas de profundidad para datos funcionales, pero interesa en particular la pro-
fundidad modal (Cuevas et al., 2007) que mide la cantidad de elementos en la vecindad y que es
utilizada en el clustering de cambio medio en datos funcionales para calcular el vector de cambio entre
iteraciones es:

Definicién 2.6 Profundidad modal. Dado un conjunto de datos funcionales S, = {X;}?; con
X; ~ i.i.d. y una medida de distancia d, se define la profundidad modal como:

MD(X) = ii:/c (M) (2.4)

donde K es una funcién kernel de pesos y h es el pardmetro de suavizado o tamafio de ventana.
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Cabe resaltar que la profundidad modal es una medida de cuantos vecinos hay en una h-vecindad, es
decir, cuantos elementos estan a una distancia h de &;. Esta medida es muy parecida al estimador no

3

paramétrico de la densidad Rosemblatt-Parzen” con la diferencia de que el objetivo de la profundidad

modal es proporcionar rangos a los datos.

2.2.3. Dispersion Funcional

Las dltimas medidas tratadas corresponden al volumen o tamano de las curvas medidas a través de
la dispersién que estas presenten. Para obtener la dispersién de un conjunto de datos funcionales se

utilizan la varianza muestral funcional y la desviacién tipica funcional.

Definicién 2.7 Varianza muestral funcional. Sea S,, = {X;}; un conjunto de datos funcionales
con X; ~ i.i.d. se define la varianza muestral funcional como:

171
2= d(x;, m)2. 2.
o n;( ,m) (2.5)

Al igual que en la estadistica clasica, la desviacién tipica muestral funcional se obtiene extrayendo la
raiz cuadra positiva de la varianza muestral funcional:

Definiciéon 2.8 Desviacion tipica muestral funcional. Dada la varianza muestral funcional ¢ de
un conjunto de datos funcional se define la desviacion tipica muestral funcional como:

o =Vo?. (2.6)

2.3. Extension del Clustering

Luego de introducir el anélisis de datos funcionales y presentar los estadisticos funcionales requeri-
dos podemos extender los métodos de clustering del Capitulo 1 a los datos funcionales. Extender los
métodos de clustering jerarquicos aglomerativos a datos funcionales, en principio, no supone mayor
dificultad que utilizar alguna distancia, p. ej.: Lo, en el paso 1 del algoritmo que consiste en calcular la
matriz de distancias entre los puntos del conjunto de datos. Asimismo, se puede extender el k-medias
a datos funcionales usando alguna distancia seleccionada para actualizar los centroides, Ecuacién 1.10,
en el paso 3 del algoritmo mediante la media muestral funcional u otro estadistico funcional de locali-
zacién, Ecuacién 2.3. En el caso del DBSCAN; se puede usar la distancia Lo para obtener el vecindario
de cada punto, Ecuacién 1.13. En cambio, el clustering de cambio medio en datos funcionales requiere
sustituir la funcién de densidad en la Ecuacién 1.12 del vector de cambio medio por alguna funcién
sucedanea que pueda calcularse en espacios funcionales como las medidas de profundidad, especifica-
mente la profundidad modal, Ecuacién 2.4. Asimismo, en el clustering a datos funcionales se espera
un comportamiento similar a los resultados del clustering a datos bivariados vistos en el Capitulo 1.

De igual manera, los indices de silueta, Dunn, Davies-Bouldin y Calinski-Harabasz se pueden calcular
usando el espacio de Hilbert L. Se sustituyen las medias por la Ecuacién 2.3: media muestral funcional,
y las medidas de dispersién de varianza y desviacion tipica por la Ecuacion 2.5 y Ecuacion 2.6, respec-
tivamente. Con estas sustituciones los métodos de clustering visto queda expandidos a configuraciones
de datos funcionales.

5 1 & - X;
3El estimador de la densidad Rosenblatt-Parzen en dimensién univariante es fn= —h E K (z 5 ‘ )
n
i=1
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2.3.1. Implementaciéon en R

Los métodos de clustering son implementados en el lenguaje de andlisis estadistico R (R Core Team,
2022). Especificamente, los métodos jerarquicos son implementados mediante la funcién hclust () del
paquete stats y para llevar a cabo el k-medias a datos funcionales se utiliza la funcién kmeans.£d () del
paquete fda.usc (Febrero-Bande y Oviedo de la Fuente, 2012). Mientras que se utilizaron las funciones
meanshift.fd() y dbscan.fd() de (Febrero-Bande y Oviedo De La Fuente, 2023) para realizar los
clustering de cambio medio y DBSCAN, respectivamente. Asimismo, para calcular el indice de silueta
se utilizé la funcién silhouette() del paquete cluster (Maechler et al., 2022), la funcién dunn()
del paquete c1Valid (Brock et al., 2008) para calcular el indice de Dunn, la funcién index.DB() del
paquete clusterSim (Walesiak et al., 2020) para calcular el indice de Davies-Bouldin y la funcién
calinhara() del paquete fpc (Hennig, 2023) para calcular el indice de Calinski-Harabasz.
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Capitulo 3

Datos Simulados

3.1. Modelos

Inspirado en (Cuesta-Albertos et al., 2017) tres modelos fueron simulados con el objetivo de comprobar
el rendimiento en datos funcionales de los métodos de clustering. Todos los modelos fueron obtenidos

de un proceso vexponencial:
X =m;(7) +€;(7) (3.1)

donde m; es la media funcional del grupo j =1, 2, 3 (segin el modelo) y e; es un proceso gaussiano
con media cero y matriz de convarianzas:

Cov(e;(), e;(7)) = 6, exp (— |”0f37> . (3.2)

Las funciones fueron generadas en el intervalo 7 € [0, 1] usando una rejilla de 100 puntos de discreti-
zacién equidistante y en todos los modelos cada poblacién se basa en 50 corridas independientes. A
continuacion, se describe cada modelo:

Modelo 1 Esta simulacién contiene dos poblaciones donde la media y la escala de la poblacion 1
son Pj; = 20(1 — 7)7%! y o9 = 0.20, mientras que para la poblacién 2 son Py = —10(1 — 7)17 y
o012 = 0.25. Al tratarse de dos poblaciones de curvaturas opuestas se forma un ojo, el cual se espera
que los métodos clustering puedan separar con facilidad (ver parte izquierda de la Figura 3.1).

Modelo 2 Esta simulaciéon contiene tres poblaciones donde la media y la escala de la poblacién 1
son Py; = 20(1 — 7)7!1 y 091 = 0.20; para la poblacién 2 son Pyy = —10(1 — 7)1 y 090 = 0.25; y
para la poblacién 3 son Ppz = 30(1 — 7)7!! v 93 = 0.20. Este modelo contiene las poblaciones del
modelo 1 y una poblacién adicional (ver parte central de la Figura 3.1).

Modelo 3 Esta simulacién contiene cuatro poblaciones donde la media y la escala de la poblacién
1 son P3; = 20(1 — 7)7%! y 031 = 0.20; para la poblacién 2 son P3y = —10(1 — 7)1 y 035 = 0.25;
poblacién 3 son P33 = 30(1 — 7)71! y 033 = 0.20; y para la poblacién 4 son P3; = —20(1 — 7)1y
o34 = 0.25. Este modelo contiene dos poblaciones internas, P31 y Pss, v dos poblaciones externas, Pss3

y P34 (ver parte derecha de la Figura 3.1).
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Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3

Fitct b

00 02 04 06 08 1000 02 04 06 08 1000 02 04 06 08 10
T[0. 1] T[0.1] [0 1]

Figura 3.1: Modelos simulados de datos funcionales. Modelo 1: P;; curvas azules y Pjs curvas ma-
gentas. Modelo 2: P51 curvas azules, Pss curvas magentas y Pa3 curvas verdes. Modelo 3: Ps; curvas
azules, P3o curvas magentas, P33 curvas verdes y P34 curvas naranjas.

3.2. Resultados

Las simulaciones consisten en poblaciones de curvas de curvaturas opuestas y de distintas escalas
de dispersién, con lo cual se pretende evaluar si los métodos de clustering pueden segmentar tales
poblaciones de acuerdo con lo esperado. En el Cuadro 3.1 se muestra la selecciéon de parametros con
la que se llevé a cabo el clustering a los datos funcionales simulados, donde se seleccioné un conjunto
de parametros que produjeran tantos grupos como poblaciones tenga cada modelo debido a que los
graficos de sedimentacién de los clustering jerdrquicos y k-medias estiman como éptimo k& = 2, en
cuanto a los valores 6ptimos de h y € de los métodos de cambio medio y DBSCAN, respectivamente, se
crean dos grupos en todos los modelos. En el Apéndice B.1 se muestran los grificos de sedimentacion
de los métodos de clustering.

Cuadro 3.1: Seleccién de parametros por método de clustering a las simulaciones de datos funcionales
segiin modelo.

, Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN
Indice de calidad

k k k 6 h € 6
1 2 2 2 1 0.216 0.55 5
3 3 3 1 0.229 0.55 5
3 4 4 4 1 0.231 0.55 5

Por otro lado, la Figura 3.2 muestra las asignaciones de cada clustering, donde cada fila es un modelo
ordenados de manera ascendente. A primera vista la mayoria de los métodos clasificaron correctamente
las curvas segun la poblacion a la que pertenecen. En cambio, se observa que el k-medias tuvo un
desempetio deficiente al dividir las poblaciones con la misma curvatura en los modelos 2 y 3. En el
Apéndice C se muestran las matrices de confusién.

Antes de continuar, es importante remarcar que la clasificacién no es el objetivo principal del clustering,
dado que se trata de un método de aprendizaje no supervisado. Sin embargo, se obtuvieron medidas
de eficiencia de la clasificaciéon de los métodos para comparar el desempeno que obtuvieron en estas
simulaciones. El Cuadro 3.2 muestra la tasa de aciertos por modelo segin método. Se resalta el hecho
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Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN
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Figura 3.2: Resultados de los métodos de clustering a la simulaciones de datos funcionales.

de que los métodos obtuvieron altas tasas de aciertos en su mayoria, a excepciéon del k-medias en los
modelos 2 y 3, lo que confirma los visto en la Figura 3.2.

Cuadro 3.2: Tasa de aciertos por método de clustering a las simulaciones de datos funcionales segin

modelo.
Métodos de clustering
Modelo
Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN
1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
1.000 1.000 0.447 1.000 0.987
3 1.000 0.990 0.830 1.000 0.990

Para completar el anélisis sobre el clustering a las simulaciones se obtuvieron las medidas de calidad
de los grupos creados. En el Cuadro 3.2 se muestran los resultados de los indices de calidad por modelo
y escenario segun el tipo de indice empleado y el método de clustering.

En el Cuadro 3.3 se muestran los resultados de los indices de calidad por modelo segin clustering. En
el caso del indice de silueta, en el modelo 1 todos los métodos obtuvieron el mismo resultado, el cual
es el mas alto entre todos los modelo puesto que para los métodos de clustering es mas facil segmentar
los puntos en dos grupos, mientras que en los modelos 2 y 3 se obtuvieron resultados mas bajos y
variados donde los métodos jerarquicos y el cambio medio presentan mejor desempeno, el k-medias y
el DBSCAN peores desempefio y, en general, a medida que el niimero de poblaciones aumenta el indice
disminuye. El indice de Dunn presenta mejores resultados en los clustering del modelo 1, mientras
que para los demdas modelos es mucho méas bajo donde los métodos jerdrquicos y el cambio medio
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Cuadro 3.3: Indices de calidad por método de clustering a las simulaciones de datos funcionales segin

modelo.
Modelo Métodos de clustering

Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN

Silueta
1 0.872 0.872 0.872 0.872 0.872
0.714 0.714 0.571 0.714 0.626
3 0.629 0.622 0.419 0.629 0.563

Dunn
1 2.148 2.148 2.148 2.148 2.148
0.389 0.389 0.066 0.389 0.344
3 0.337 0.243 0.084 0.337 0.344

Davies-Bouldin

1 0.115 0.115 0.115 0.115 0.115
0.307 0.307 1.842 0.307 0.293
3 0.381 0.390 0.614 0.381 0.372

Calinski-Harabasz

1 2726.155 2726.155 2726.155 2726.155 2726.155
2672.199 2672.199 822.680 2672.199 1853.358
3 3522.078 3436.969 1769.337 3522.078 2720.971

presentan mejores resultados, el k-medias y el DBSCAN peores desempefio y, en general, a medida
que el nimero de poblaciones aumenta el indice disminuye. Los resultados del indice Davies-Bouldin
muestran un mejor desempeno de los métodos de clustering en el modelo 1, mientras que en los modelos
2 y 3 los resultados fueron peores a medida que la cantidad de poblaciones aumentaba en los modelos
y en general todos los métodos obtuvieron valores similares a diferencia del k-medias con valores maés
deficientes. Por dltimo, el indice de Calinski-Harabasz muestra mejores resultados en los modelos 1
y 2, especificamente en el k-medias y el DBSCAN, mientras que los métodos jerarquicos y el cambio
medio obtuvieron peores resultados.



Capitulo 4

Datos Reales

4.1. Generacion Eléctrica Fotovoltaica

Los datos reales consisten en una serie temporal de generacién eléctrica fotovoltaica en Espana en el
afio 2021 (Red Eléctrica de Espaifia, 2022) donde la observacién X; es la generacién fotovoltaica en
MWHh! en el dfa i-ésimo por lo cual el conjunto de datos contiene 365 observaciones, Szg5 = {X;}3%5.
En cuanto a la discretizacién de las observaciones, se toman 24 puntos que corresponden al inicio
de cada hora del dia 7 € [0, 23]. En la Figura 4.1 se muestra el conjunto de datos donde se aprecia
la concavidad positiva de la generacion fotovoltaica: este comportamiento describe la intensidad de

energia solar capturada durante el dia que se hace maxima posterior al mediodia.

50000
1

MWh
10000 20000 30000 40000

0
1

01 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
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Figura 4.1: Generacién eléctrica fotovoltaica en Espana, 2021.

La distribucién de maximos de generacion eléctrica fotovoltaica por hora se muestra en el Cuadro 4.1
donde se observa que el rango de la distribucién estd entre las 11 y las 16 horas, sin embargo, en el
intervalo de las 12 a las 15 horas se encuentran més del 95 % de los dfas. En este punto cabe resaltar que
la produccién eléctrica mediante esta tecnologia esta condicionada por el estado del tiempo, especifica-
mente la nubosidad. De todos modos, esta distribucién nos brinda una idea sobre el comportamiento
de la luminosidad y al mismo tiempo nos sugiere que pueden existir varios grupos de luminosidad

1Megavatio hora.
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durante el afno.

Cuadro 4.1: Distribucién de méximos de la generacién fotovoltaica por hora.

Hora

11 12 13 14 15 16

Frecuencia

Absoluta 12 51 152 131 18 1
Relativa 0.033 0.140 0.416 0.359 0.049 0.003

4.1.1. Modelado

La primera dificultad de trabajar con datos funcionales se debe a que estos tienen lugar en un espacio
infinito-dimensional, mientras que s6lo podemos observar su trayectoria en un conjunto finito de puntos,
solo disponemos de observaciones discretas X;; de cada generacion de energfa fotovoltaica X;(7;;) en
un conjunto finito de cortes {r;; : j =0, ...23}. El enfoque mds comin para abordar este problema
es reconstruir la forma funcional de los datos mediante un conjunto de bases?. El objetivo de modelar
los datos es suavizar la trayectoria de cada realizacion para mejorar la su visualizacion, ayudando a
extraer informacién.

Definicién 4.1 Representacién en base. Dado un dato funcional {X(7) : 7 € [15,7j41], ] =
1,2,..., P—1} que admite una expansién en base ® = {¢;}}_; en L, se representa por:

X(r) =Y mei(r) (4.1)
=1

donde pe Ny a; € R.

Cada sistema de bases posee caracteristicas particulares con ventajas y desventajas por lo que su
eleccién depende de las atribuciones que se hagan a los datos funcionales. Usualmente, se elige una
base suave de al menos una derivada, ademés, por razones computacionales se prefiere elegir el menor
nimero p de funciones base como sea posible. Los sistemas de bases més comunes son los fijos: BSplines,
Fourier, Polinomiales y Wavelets, aunque existen muchos otros. De todos estos sistemas destacamos
las BSplines y las bases de Fourier con los cuales suavizaremos los datos de generacién fotovoltaica.

Definicién 4.2 BSplines. Dado un conjunto de polinomios de orden p definido en el intervalo T =
[T1, Tm] de tal manera que los bordes de los subintervalos coincidan hasta la derivada p — 2, se define

el sistema de BSplines como:
p+L—1

X(r)= Z cipi(T, ) (4.2)

i=1
donde L — 1 es el niimero de puntos interiores 7.

Las BSplines son bases muy flexibles adaptando los cambios en la trayectoria de las curvas, sin embargo,
presentan problemas en las fronteras al tratar de interpolar los valores en esas zonas con informacién
poco variable creando un comportamiento espurio. En la Figura 4.2 se muestra la representacién de los
datos de generacién eléctrica fotovoltaica en 10 bases de BSplines, donde se observa el comportamiento
antes descrito en horario nocturno y una ampliacién del intervalo de mayor captacion de energia a

medida que el nimero de horas de luz solar aumenta.

2Para una consulta més detallada véase (Ramsay et al., 2005).
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MWh

10000 20000 30000 40000 50000
1

1)
1

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Hora

Figura 4.2: Representacion en bsplines de la generacion eléctrica fotovoltaica en Espana, 2021.

Definicién 4.3 Bases de Fourier. Dado un intervalo 7 = [11, T4,], se define el sistema de bases de

Fourier como:
1 sen(rwt)

¢o = F, ¢>2r—1(7) = W

donde w = 27/T (la constante w describe la amplitud del intervalo).

cos(rwr)

’ ¢2r(7—) = ,7-/2

(4.3)
reN

Las bases de Fourier son idéneas para trabajar con datos periédicos que no presenten picos ni valles muy
pronunciados, lo que es ideal para el rango del dia donde hay luz solar, pero el sistema de bases introduce
valores negativos en el horario nocturno debido a la poca o nula captacién de energia que hace que los
valores sean constantes o muy similares, escenario que contrasta con el comportamiento sinusoidal de
las bases de Fourier. En la Figura 4.2 se muestra la representacién de los datos de generacion eléctrica
fotovoltaica en 5 bases de Fourier, donde se observa un desplazamiento del méximo de generacién
fotovoltaica a medida que la amplitud de la onda se expande, es decir, los dias con pocas horas de luz
tiene un maximo mas temprano que los dias de mayor luz solar.
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Figura 4.3: Representacién en bases de Fourier de la generacion eléctrica fotovoltaica en Espana,
2021.

Como dato adicional, para ambos sistemas de bases se calculé el nimero éptimo de bases mediante la
validacién cruzada generalizada (Febrero-Bande y Oviedo de la Fuente, 2012). El ntimero 6ptimo de
bases estimado fue 23 y 12 para los sistemas BSplines y Fourier, respectivamente. Dado el alto nimero
de bases estimados como 6ptimo se fijé en alrededor del 40 % de estos el niimero de bases.
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4.1.2. Derivadas

Las derivadas son funciones que aportan mucha informacién analitica sobre el comportamiento de una
funcién, p. €j. la primera derivada indica la velocidad de cambio de una funcién en un punto, ademas
nos ayuda a obtener los minimos y maximos de una funcién. Estas herramientas son muy utiles en
la etapa exploratoria previa al clustering. Para estimar la derivada de un dato funcional se dispone
de varias opciones, entre las mas simple: derivar las bases, Ecuacién 4.1, en la cual se representen los
datos, o calcular los cocientes de cambios consecutivos. Sin embargo, se descarta la diferenciacién de la
representacién de generacién eléctrica fotovoltaica en bases debido al comportamiento que presentan
en el horario nocturno, por ende, se obtiene la derivada de la generacion eléctrica fotovoltaica por

diferenciacién directa.

Definiciéon 4.4 Diferenciacién directa. Dada una variable funcional X definida en un intervalo
T = [11, Tm], se define la diferenciacién directa como:
X (1) — X(1i_

X/(T]): (Tj) (TJ 1)7 vj:2,'."m. (4.4)

T —Tj—1

En la Figura 4.4 se muestra la derivada mediante la Ecuacién 4.4 de la generacion eléctrica fotovoltaica
donde se observa que las horas en las que se hace méaxima la generaciéon de energia fotovoltaica no
queda clara debido al aglutinamiento de los datos, sin embargo, se observan al menos tres grupos
de datos con distintas horas de amanecida y al menos cuatro grupos de datos con distintos horas de
anochecida.
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Figura 4.4: Derivada de la generacion eléctrica fotovoltaica en Espana, 2021.

4.2. Resultados

Para realizar el clustering a la generacién eléctrica fotovoltaica se evalué el conjunto de datos en una
rejilla de valores de sus parametros, luego se seleccionaron los valores de los parametros que mejor
desempenio obtuvieron en los indices de calidad. De manera especifica, en los métodos que se requiere
fijar la cantidad de grupos se evaluaron en k = 2, 3y 4, entendido estos grupos de generacién eléctrica
fotovoltaica como: {baja y alta}; {baja, media y alta}; y {baja, intermedia baja, intermedia
alta y alta}, respectivamente. En cuanto al tamafio minimo de los grupos en los métodos que se
requiera, se evalué § = 7, 14, 21y 28 que representan las semanas que duré cada grupo o periodo?.

3Se limit6 a 28 dias con el objetivo de flexibilizar la creacién de grupos.
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En cambio, el pardametro h del clustering de cambio medio se evalué en una amplia rejilla de valores
debido a que no es evidente la relacién de las estimaciones del tamano de la ventana por la regla del
dedo, mientras que se evalué el DBSCAN en una rejilla de valores para € entre el éptimo estimado por
los 2 vecinos més cercanos (minimo) y el 6ptimo estimado entre los 7 vecinos més cercanos (maximo).
Para los dos tltimos parametros se procedié de la manera siguiente:

» h se evalud para 10 valores de MWh equidistantes en el intervalo [7325.5, 8815.3].
= ¢ se evalué en 80 valores de MWh equidistantes en el intervalo [5000, 12900].

En el Cuadro 4.2 se muestra la seleccién de pardmetros por clustering, mientras que la cantidad de
grupos creados por los parametros que mejoran los indices de Silueta, Dunn, Davies-Bouldin y Calinski-
Harabasz en el clustering de cambio medio fueron 2, 3, 2 y 2, respectivamente, mientras que en ese
mismo orden la cantidad de grupos creados por el DBSCAN fueron 2, 2, 2, y 1.

Cuadro 4.2: Seleccién de pardmetros por método de clustering a los datos de generacion eléctrica
fotovoltaica.

, Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN
Indice de calidad

k k k é h € é

Silueta 2 2 2 7 8653.804 11500 14
Dunn 2 4 4 21 7652.835 5200 7
Davies-Bouldin 2 3 4 21 8653.804 5600 7
Calinski-Harabasz 3 2 3 28 8653.804 5600 7

Los valores de k donde se produce la mayor separacién en los clustering jerarquicos de enlace minimo
y enlace maximo a los datos de generacién fotovoltaica son 47 y 3, respectivamente. En ese mismo
orden, los valores de k donde se producen las mayores caidas relativas de la suma total de cuadrados
intragrupo son 12 y 2, respectivamente. Un resultado similar se obtuvo para el clustering k-medias,
donde la mayor caida relativa de la suma total de cuadrados intragrupo se produjo en k = 2.

En cuanto a los resultados de los indices de calidad, el Cuadro 4.3 muestra los mejores resultados de
las cuatro medidas.

Cuadro 4.3: Indices de calidad por método de clustering a los datos de generaciéon eléctrica fotovo-
latica.

Indice de calidad Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN

Silueta -0.087 0.509 0.462 0.526 0.381
Dunn 0.091 0.078 0.058 0.056 0.272
Davies-Bouldin 1.254 0.700 0.711 0.726 0.111
Calinski-Harabasz 0.627 605.576 586.022 642.055 00

En la Figura 4.3 se muestra la clasificaciéon de las curvas de generacion fotovoltaica a partir de la
seleccién de los pardmetros. De los clustering jerarquico, el enlace maximo obtuvo mejores resultados
en todos los indices en comparacion al método de enlace minimo, esto se debido a que el enlace méximo

creo grupos mas balanceados, mientras que el método de enlace minimo cred grupos desbalanceados:
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en el Apéndice A se muestran los dendrogramas de ambos métodos de enlace para cada valor de k. Por
otro lado, el clustering de k-medias arrojé buenos resultados en la mayoria de los indices de calidad
debido a que separ6 las curvas por la longitud de su periodo, es decir, clasificé la generacién fotovoltaica
en grupos de dias de luminosidad solar corta, media y larga, sin embargo el resultado del indice de
silueta indica una mala asignacién de los elementos debido a que la distancia promedio dentro de los
grupos es mayor a la distancia de los elementos al grupo maés cercano. El clustering de cambio medio
obtuvo resultados intermedios en la mayoria de los indices en comparacién con los resultados de los
otros clustering con la diferencia de crear grupos de generacion fotovoltaica por la amplitud de las
curvas, es decir, clasificd la generacién en grupos de dias de luminosidad corta y larga. Por ultimo se
muestran los resultados del DBSCAN, el cual mostré un bajo desempeno comparativo a excepcién del
indice de Calinski-Harabasz, sin embargo, los resultados de este método quedan en entredicho dado el
elevado porcentaje de puntos clasificados como ruido: 27.4 %, 86.8 %, 83.0 %, 90.7 % para los indices
del Cuadro 4.3 de arriba a abajo, respectivamente, este problema ocurre como consecuencia de evitar
que las curvas se clasifiquen en el mismo grupo debido a la cercania entre ellas, es decir, los datos son
muy sensibles al tamano de € y cuando este es pequeno la mayoria de dias se clasifica como ruido: sélo
para los parametros seleccionados por el indice de silueta se obtuvieron dos grupos bien diferenciados
segin la intensidad luminica: corta y larga.

Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN

T
5 20

5 20 0 5 20 0 5 20 5 20 0

10 1 10 1
Hora Hora

10 1
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10 1
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10 1
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Figura 4.5: Clasificacién de los métodos de clustering a la generacion de eléctrica fotovoltaica segin

los pardmetros que mejoran los resultados de los indices de calidad. En la primera fila (arriba) segin
el indice de silueta; en la segunda fila segun el indice de Dunn; en la tercera fila segin el indice de
Davies-Bouldin; y en la cuarta fila (abajo) segin el indice de Calinski-Harabasz.



Capitulo 5

Discusion

Como se ha visto a lo largo del presente trabajo, para llevar a cabo los métodos de clustering sobre datos
funcionales se utilizaron en gran medida la extension de las herramientas multivariantes, por tanto,
en los escenarios tratados se interpretan los resultados como en la estadistica clasica. Lo primero a
destacar es la naturaleza de los métodos de clustering, que para formar grupos toman en cuenta distintos
enfoques que determinan su rendimiento y sus resultados, ademds el desempeno de cada método en
términos de la calidad de los grupos creados estuvo relacionado con los patrones en los cuales se
disponen los datos, siendo algunos més ventajosos que otros en determinados escenarios y viceversa,
p. ej.: se vio que los métodos de clustering jerarquico de enlace maximo, k-medias y cambio medio
trabajan bien sobre patrones de datos convexos, mientras que los métodos de clustering jerarquico de
enlace minimo y el DBSCAN trabajan bien tanto con datos de patrones convexos como con datos de
patrones no convexos siempre que los patrones estén bien delimitados.

Los puntos destacados de cada método se listan a continuacién:

= El clustering jerdrquico de enlace minimo arrojé buenos resultados en los tres conjuntos de datos
funcionales simulados. Sin embargo, obtuvo resultados precarios aplicado al conjunto de datos
de generacién eléctrica fotovoltaica debido a la proximidad entre los datos. Este enlace maneja
bien los patrones no convexos, pero no asi los conjuntos de datos poco delimitados.

= El clustering jerarquico de enlace méximo logré buenos resultados en los tres conjuntos de datos
funcionales simulados. Asimismo, el método obtuvo buenos resultados para los datos de genera-
cion eléctrica fotovoltaica. Aunque este enlace no maneja bien los patrones no convexos, no es

sensible al ruido como el enlace minimo.

= El clustering de k-medias obtuvo un desempeno aceptable en los modelos de datos funcionales
simulados con excepcion del modelo 2, lo que muestra que el método no funciona adecuadamente
con datos no convexos. En cambio, si bien el método obtuvo resultados de calidad regulares en
los datos de generacion eléctrica fotovoltaica, la agrupacién que hizo fue consistente en delimitar
los grupos por longitud del periodo.

= Kl clustering de cambio medio se desempené bien en los escenarios simulados logrando agrupar los
datos en las poblaciones correspondientes. Mientras que en el escenario real tuvo un desempeno
aceptable formando dos grupos segin la profundidad de los datos. Caber resaltar el rol que jugd

37
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una seleccién del pardmetro de ventana adecuado en el diseno de los grupos: no muy pequena
para evitar la formacion de muchos grupos locales, ni muy grande para evitar el agrupamiento
de todos los datos en un tnico grupo.

= El DBSCAN obtuvo buenos resultados para los datos funcionales simulados debido a que las
poblaciones en cada modelo se encontraban delimitadas. En cambio, no ofrecié los resultados
esperados en el escenario real debido a que los datos de generacién fotovoltaica se encontraban
muy agrupados, derivando en la clasificaciéon de una proporcién importante de los datos como
ruido. De todos modos, en un escenario pudo separa la luminicidad por dia en dos: corta y larga.

Por ultimo, se recomienda para investigaciones futuras determinar los pardmetros de los métodos de
clustering mediante la combinacién de la evaluacion de la calidad de los grupos con multiples técnicas
de estimacion de los pardametros de los clustering.



Apéndice A

Dendrogramas

Dendrogramas de los clustering jerarquicos a datos funcionales simulados y datos de generacién eléctri-
ca fotovoltaica.

A.1. Datos Simulados

Enlace minimo

00 05 10 15 20 25 30 34
L L L L L |
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Figura A.1: Dendrogramas de los métodos de clustering jerarquicos a los datos funcionales simulados.

Enlace maximo
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A.2. Generacion Eléctrica Fotovoltaica

Enlace minimo
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Figura A.2: Dendrogramas de los métodos de clustering jerarquicos a datos de generacién eléctrica

fotovoltaica.



Apéndice B

Graficos de Sedimentacion

Graficos de sedimentacion de los clustering jerarquicos y k-medias y graficos de los k vecinos maés
cercanos a datos funcionales simulados y datos de generacion eléctrica fotovoltaica.

B.1. Datos Simulados
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Figura B.1: Grafico de sedimentacion del clustering jerarquico de enlace minimo a los datos funcio-
nales simulados.
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Figura B.2: Grafico de sedimentacién del clustering jerarquico de enlace maximo a los datos funcio-
nales simulados.
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Figura B.3: Grafico de sedimentacién del clustering k-medias a los datos funcionales simulados.
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Figura B.4: Grafico de k vecinos mas cercanos del DBSCAN a los datos funcionales simulados.
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B.2. GENERACION ELECTRICA FOTOVOLTAICA

B.2. Generacion Eléctrica Fotovoltaica
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Figura B.5: Grafico de sedimentacion del clustering jerdrquico de enlace minimo a la generacién

eléctrica fotovoltaica.
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Figura B.6: Gréfico de sedimentacion del clustering jerarquico de enlace maximo a la generacién

eléctrica fotovoltaica.
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Figura B.7: Grafico de sedimentacién del clustering k-medias a la generacién eléctrica fotovoltaica.
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Figura B.8: Gréfico de k vecinos mas cercanos del DBSCAN a la generacion eléctrica fotovoltaica.



Apéndice C

Matrices de Confusion

Matrices de confusiéon de los resultados de los métodos de clustering a datos funcionales simulados por

modelos.

Cuadro C.1: Matrices de confusién de los resultados del clustering a la simulaciéon 1 por método.

Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN
1 2 1 2 1 2 1 2 o 1 2
50 0 50 0 50 0 50 0 0 50 O
2|0 50 0 50 0 50 0 50 0 0 50

Cuadro C.2: Matrices de confusion de los resultados del clustering a la simulacién 2 por método.

Enlace minimo Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 0 1 2 3
1|50 O 0 50 0 0 50 0 0[50 O 0 0 50 O 0

0 50 0 0 50 0 0 17 33| 0 50 0 0 0 50 O
310 0 50 0 O 50 50 0 0 0 O 50 2 0 0 48

Cuadro C.3: Matrices de confusién de los resultados del clustering a la simulaciéon 3 por método.

Enlace minimo  Enlace maximo k-Medias Cambio medio DBSCAN

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 |0 1 2 3 4
1150 O 0 0 1]50 O 0 0[50 O 0 0 ]50 O 0 0[]0 50 0 0 0
210 5 0 O 0 50 0 O 0 50 0 O 0 50 0 0|0 O 50 0 O
3|0 0 50 0 0 0 50 0|23 0 27 0 0 0 5 0|2 0 0 48 O
4| 0 0 0 50| O 2 0 48] 0 11 0 39| 0 0 0 5070 O 0 0 50
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