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Resumo

Resumo en galego

Esta tese é una revision dos modelos de fraxilidade compartida en analise de supervivencia, que é un
modelo de efectos aleatorios que asume que os membros dun claster comparten certa susceptibilidade
de experimentar o evento de interese, centrandose na sda integraciéon co modelo de riscos proporcionais
de Cox. Analizanse os modelos de fraxilidade dende o punto de vista teorico, os métodos de estimacion
existentes e as stias implementaciones en R, asi como os métodos de diagnostico.

Esta revision identifica unha falta de investigacion respecto dos métodos de diagnoéstico para os modelos
de fraxilidade, & que responde coa proposiciéon de dous tests baseados nun método de diagnostico
recentemente publicado para regresion con datos censurados. O primeiro dos tests analiza a presenza de
fraxilidade, mentres que o segundo avalia a bondade de axuste dun modelo de regresion con fraxilidade,
con duas versions cada unha das cales é mais axeitada para un tamano de clister.

Por ultimo, esta memoria presenta un estudo numérico para avaliar a validez empirica destes métodos,
xunto cunha aplicacién a datos reais. Os resultados indican que o primeiro test funciona correctamente,
demostrando a stia eficacia, mentres que o outro amosa boa potencia malia algins problemas baixo a
hipotese nula. A luz de todo o visto anteriormente, o traballo remata cunha discusion sobre a utilidade
dos modelos de fraxilidade e en concreto dos métodos de diagnostico propostos e proponense lifias de
investigacion futuras.

English abstract

This paper is a revision of shared frailty models in survival analysis, which is a random effects model
that assumes that cluster members share a certain susceptibility to experience the event of interest,
focusing on its integration with the Cox proportional hazards model. Frailty models are analysed from
a theoretical point of view, as well as the existing estimation methods and their implementations in
R, and the diagnostic methods.

This revision identifies a shortage of research on diagnostic methods for frailty models, which is ad-
dressed by proposing two tests based on a recently published diagnostic method for regression with
censored data. The first two tests analyse the presence of frailty, while the second assesses the goodness
of fit of a regression model with frailty, with two versions each of which is more accurate for a cluster
size.

Finally, this thesis presents a numerical study to assess the empirical validity of these methods, along
an application to real data. The results indicate that the first test works correctly, demonstrating its
effectiveness, while the other has good power despite some issues under the null hypothesis. In light of
everything seen until then, this piece of research ends with a discussion on the usefulness of the frailty
models and in particular the proposed diagnostic methods, and future lines of research are proposed.
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Prefacio

Os modelos mixtos en analise de supervivencia son un campo da estatistica cunha literatura exten-
sa e unha variedade de implementaciéns nos softwares estatisticos maéis utilizados cunha interesante
variedade de aplicacions préacticas. Asi e todo, é unha rama da estatistica cun uso limitado, mesmo
en contextos en que poderia aportar ferramentas ttiles e frecuentemente non se inclie nos cursos de
analise de supervivencia clésica.

O obxectivo deste traballo é estudar os modelos de fraxilidade, un modelo para a inclusién de efectos
aleatorios en andlise de supervivencia que foi introducido orixinalmente por D. G. Clayton en 1978
e nomeado en 1979 por J. W. Vaupel et al., utilizando terminoloxia derivada da xerontoloxia, onde
fraxilidade indica a maior probabilidade de certos individuos de enfermar e sufrir certas lesions (Wienke,
2003). En concreto, estudanse estes modelos no contexto dos modelos de riscos proporcionais. Dende
a sta orixe, como se amosara ao longo deste traballo, existiu un gran desenvolvemento tedrico destes
métodos, acompanado por unha variedade de implementacions practicas. O foco deste traballo esta nos
modelos de fraxilidade compartida, onde se asume que os individuos dunha poboacién se distribtien
en clusters que comparten a susceptibilidade de experimentar un evento de interese. Estes modelos
tratanse no contexto dos riscos porporcionais de Cox, onde se asume que as covariabeis tenen un efecto
multiplicativo na funcién de risco.

A estrutura deste traballo é a seguinte. En primeiro lugar, no capitulo 1 introdicense conceptos
basicos da andlise de supervivencia que son relevantes para a comprension e estudo dos modelos de
fraxilidade, principalmente a regresion en analise de supervivencia, e introdtucese tamén a transformada
de Laplace que, como se vera, ten un lugar central no estudo dos modelos de fraxilidade

No capitulo 2 introducese a teoria dos modelos de fraxilidade e as distribuciéns mais comunmen-
te utilizadas para a modelizacion das fraxilidades, estudando brevemente a relacion entre algunhas
distribuciéns e mencionando propiedades interesantes dos modelos de fraxilidade.

A continuacién, no capitulo 3 vense os modelos de fraxilidade dende un enfoque maéis practico, xa
que se estudan os distintos métodos de estimacion, presentando en cada caso as implementacions exis-
tentes en R, incltiese unha comparaciéon destas implementacions e disciitese o efecto dunha incorrecta
especificacién da distribucion de fraxilidade.

No capitulo 4 pasase ao estudo dos métodos de diagnostico existentes para detectar a incorrecta
especificacion do axuste do modelo de regresion ou da distribucion das fraxilidades, e para comprobar a
presencia de fraxilidade na poboacion. Neste capitulo vese que os métodos de diagnoéstico da bondade de
axuste do modelo de regresion en modelos con fraxilidade é unha area que precisa de méis investigacion

No capitulo 5 achégase investigacion neste campo, proponendo unha serie de tests de diagnoéstico de
modelos de fraxilidade, facendo unha extensién dun método recentemente proposto para o estudo de
modelos de regresion para datos censurados, e facendo un estudo de simulacion para estudar a validez
empirica dos mesmos. O capitulo remata cunha aplicacién dos métodos propostos a datos reais.

Por ultimo, 4 luz de todo o presentado, no capitulo 6 discutese a utilidade dos modelos de fraxilidade,
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e a aplicacions dos mesmos, posibeis rumbos para a investigacion asi como os puntos fortes e limitacions
da memoria.



Capitulo 1

Analise de supervivencia

Neste capitulo introdtcense as nociéns basicas da analise de supervivencia, certa notacion relevante,
algiins modelos paramétricos para modelizar datos de supervivencia, os métodos de estimaciéon mais
populares e os modelos de regresiéon en analise de supervivencia, xunto cos seus métodos de diagndstico.
Ademais, introducese a transformada de Laplace no contexto deste traballo que, como se vera mais
adiante, ten moita importancia na estimacion dos modelos de supervivencia con fraxilidade. Este
capitulo segue principalmente o libro de Wienke (2010) e engadense referencias cando se inclie contido
doutras fontes.

A anélise de supervivencia define unha coleccion de procedementos de analise estatistica onde a variabel
de interese é o tempo ata a ocorrencia dun evento ben definido, a mitiido chamado tempo de evento ou
de fallo. Este evento é frecuentemente a morte dun individuo, dai o nome da disciplina.

Dacordo con Clark et al. (2003), a motivacion destes métodos é a distribucion asimétrica dos datos,
que non poden ser negativos, asi como o evento da censura, que limita a informacion disponibel sobre
o valor dalgins datos. Se a distribucién dos tempos de fallo fose normal e estes fosen totalmente
observados, poderian utilizarse os métodos da estatistica clésica.

A censura é un fenémeno polo que o tempo do evento non se observa, senén que so se observa que non
ocorreu durante certo periodo ou, en casos que non se consideran neste traballo, periodos. Isto pode
ocorrer porque un individuo abandone o estudo, porque non experimente o evento durante o tempo de
seguimento ou porque experimente outro suceso que impida a ocorrencia do evento de interese. O caso
mais comun é a censura pola dereita, onde se sabe que o evento non ocorreu ata certo tempo, pero non
se sabe cando ocorreu. Na maioria dos casos adoita suporse que a censura non ten relaciéon co evento
de interese, como por exemplo cando un individuo non morreu ao final do tempo de seguimento dun
estudo, ou morreu por unha causa distinta & de interese. Esta é conecida como censura non informativa.
Neste traballo o foco estarda unicamente nesta clase de censura.

En analise de supervivencia polo xeral para un individuo observamos o par de datos (7', 0)

T =min(T*, C)

0=1(T" < (O),
onde T* & o tempo ata o evento de interese e C' o tempo de censura. E dicir, para un individuo sabemos
o minimo entre o tempo ata o evento e o tempo de censura e sabemos con cal das dias opciéns se

corresponde ese tempo. A varidbel § indica se un individuo experimentou o evento de interese, § = 1,
ou se o dato dese individuo foi censurado, § = 0.

Como ¢ habitual no campo da estatistica, neste traballo isanse letras maitsculas, por exemplo 7', para
falar dunha variabel aleatoria e mintsculas, como ¢, para falar dunha realizacion da variabel. Faise



2 CAPITULO 1. ANALISE DE SUPERVIVENCIA

unha excepciéon con A e § para as que se usa ¢ indistintamente, xa que A é unha notacién pouco
utilizada neste d&mbito.

A distribucién dunha variabel aleatoria, neste caso os tempos de evento, estd completa e unicamente
definida pola stia funciéon de distribucion, que se denota con F'(-), neste caso, F'(t), que d4 a probabi-
lidade de que un valor aleatorio T sexa menor ou igual a ¢,

F(t) = P(T* < 1).

F(t) é non decrecente en ¢, continua pola dereita e tal que F(—oo) =0 e F(o0) = 1.

Outra funcion de interese é a funcion de densidade f(t), que é a derivada de F(t). Neste traballo
astimese que T é unha variabel aleatoria continua positiva, con funcion de densidade f(t) = dF(t)/dt.

Na anélise de supervivencia adoitan estudarse, ademais, outras 3 funcions. A primeira destas é a funcién
de supervivencia S(t), que indica a probabilidade de que o suceso ainda non ocorrese en tempo ¢

S(t) = P(T* > 1) = 1— F(t) = /t ~ fw)du.

A segunda é a funcién de risco, A(t), que indica a probabilidade de que un individuo que esta sendo
observado en tempo ¢ tena un evento nese exacto momento
P(T* <t+e€T*>1) f()

At) = limy c =50 (L.1)

Esta é a miudo a funcién mais utilizada pola facilidade de interpretacion. Esta funcion indica o niimero
de eventos esperados en tempo t.

A terceira é a funcién de risco acumulado, que é a integral entre 0 e ¢ da funcién de risco

Estas funcions estan claramente vinculadas xa que:
t t
f(u)
A(t) = Au)du = ————du=—log(l — F(t
0= [ swan = [ = —1os1 - P

e, polo tanto
S(t)=1—F(t) = e Jo Mwdu — o=A®), (1.2)

1.1. Estimacién da supervivencia

Polo xeral, en base aos datos observados dunha mostra de tamano n, i = 1, ..., n, trataremos de estimar
as funcions de risco e supervivencia desconecidas. Para iso usamos a funcién de verosimilitude dos datos,
que ¢é o produto da funcién de densidade de cada par de datos observados (T;,d;). A densidade dos
datos observados é:

F(Ti,6:) = [(T) (1= F(T;))' % % g(Ti)' =% (1 = G(T3))™

onde ¢g(T'), G(T') son respectivamente as funcions de densidade e distribucion dos tempos de censura
(Teorema 2.1 de Wienke (2010)). Polo tanto a funcion de verosimilitude, denotada L, para un conxunto
de datos observados {(T3,6;),i =1,...,n} é

L=]]r@6) =[] F(T)% (1 = F(T) " g(T)' =% (1 - G(T2))".

i=1 i=1
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Dado que consideramos exclusivamente censura non informativa, os tempos de censura non estan
relacionados cos tempos de evento e polo tanto a verosimilitude é proporcional ao produto das funciéns
de densidade dos tempos de evento

n n

L=]]#T:6) o [] (1) (1 = F(T3))' (1.3)

i=1 i=1

que contén todolos parametros ou valores que buscamos estimar. Co cal, podemos traballar unicamente
con esta expresion para estimar os parametros de interese.

Utilizando a expresion (1.2), a expresion (1.3) pode reescribirse como

n

L= 1@ 8 o« [T S(T) S (1)~

i=1

x ﬁA(Ti)‘s”S(Ti) (1.4)

1.1.1. Modelos paramétricos

Para estimar a funcion de distribucién dos tempos de supervivencia, no caso de dispér de informacién
sobre a forma desta, podense substituir as funciéns de supervivencia e risco na expresion (1.4) e
maximizala respecto dos parametros da distribucién para obter estimacions destes e construir a funcién
de distribucion estimada. Cando en efecto se dispon de informaciéon sobre a distribuciéon subxacente
aos tempos de evento, a utilizaciéon dunha expresion paramétrica para a funcion de distribucién, en
comparacion con métodos non paramétricos (descritos na seccion 1.1.2), é mais eficiente.

Algunhas distribucions popularmente utilizadas para estimar tempos de supervivencia son a exponen-
cial, a Weibull, a Gompertz, a log-normal e a log-loxistica.

Unha téboa coas funciéns mencionadas anteriormente, a stia esperanza e varianza, cando existe e é
sinxela, pode encontrarse no apéndice A.1. A continuacion introducense de xeito sintético. A notacion
segue principalmente o libro de Klein e Moeschberger (2003).

Distribucién exponencial

A distribucién exponencial é a distribucién méis sinxela de entre as utilizadas para modelizar tempos
de evento. A distribucién exponencial depende dun tnico pardmetro A\, que é a sia funcion de risco
constante,

A =X (A>0).

A simpleza desta distribucion leva a unha falta de flexibilidade que fai que en raras ocasiéns sexa
axeitada para describir os datos.

Distribucién de Weibull

Outra distribuciéon popular é a distribuciéon de Weibull, que é similar & exponencial pero maéis flexibel
)

grazas & introduciéon dun segundo parametro «, que permite describir un crecemento ou decrecemento

no risco. A funcién de risco Weibull é

At) =a*t (N a>0).

E doado ver que a distribucién exponencial é un caso especial desta distribucién con o = 1.
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Distribucion de Gompertz

A distribuciéon de Gompertz é outra opcion, caracterizada por unha funcién de risco crecente. A funcion
de risco vén dada por
A(t) = Xe?, (A >0).

A funcién exponencial é un caso limite desta distribuciéon cando ¢ — 0.

Distribucion log-normal

Cando se usa a distribucion log-normal suponse que o logaritmo dos tempos de distribuciéon segue unha
distribucion normal de parametros m e s, log(T) ~ N(m, s). Isto leva & funcion de risco

G (=)
BERICED)

(s >0,meR),

con ¢(-) e ®(-) as funcions de densidade e distribuciéon dunha distribucién normal estandar.

Distribucién log-loxistica
Por dltimo, a distribuciéon log-loxistica tamén é unha distribucion de dous parametros denotada
logL(v, k). A distribucion pode caracterizarse pola funcion de risco

vk(vt)rF1

M T

(v,k > 0).

1.1.2. Modelos non paramétricos

Unha opcion alternativa aos modelos paramétricos, cando non se dispén de informacion sobre a dis-
tribucién dos tempos de evento, é axustar as funcions de interese de xeito non paramétrico.

Dous estimadores non paramétricos son especialmente conecidos; o estimador da supervivencia de
Kaplan Meier e o estimador do risco acumulado de Nelson-Aalen.

Estimador de Kaplan-Meier

A curva de Kaplan-Meier é unha funcion discontinua, con discontinuidades de salto nos tempos nos
que se observou un evento, que se usa para estimar a funciéon de supervivencia. Pode probarse que € o
estimador non paramétrico que maximiza a verosimilitude dada en (1.4) e a stia expresion ¢ a seguinte:

S(t) = 1—— .
Q , H ( n—1+ 1)
l;t(i)gt
con (i) a posicion ordinal dos tempos observados, t;_1) < t(;) < t(i41), € () 0 indicador asociado ao
tempo £;).

Dado que o tempo é unha varidbel continua, dous eventos non deberian coincidir no tempo, pero na
practica pode suceder. Son os chamados empates. Para lidiar cos empates, usemos o indice [ para

denotar aos tempos de observacion distintos, [ =1,...,L, con L < ). 6; < n. Usando esta notacion o
estimador de Kaplan-Meier é
A d(t;)
SOENI| (1 — : (1.5)
IER(t) #h(t)

con d(t;) o namero de eventos en t;, R(t;) os individuos ainda baixo risco en ¢;, ¢ dicir todolos individuos
que non experimentaron o evento de interese ou foron censurados antes de ¢;, e #R(¢;) o namero destes.
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Na figura 1.1 poden verse graficamente dous exemplos de estimadores de Kaplan-Meier para datos
distribuidos segundo dias distribuciéns Weibull. Un problema do estimador de Kaplan-Meier é que non
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Figura 1.1: Duas curvas de supervivencia estimadas usando o estimador de Kaplan-Meier

esta definido mais ala do ultimo tempo de evento observado cando a tultima observacion é censurada.
Habitualmente a funcién non se define mais ala deste limite.
Estimador de Nelson-Aalen

O estimador de Nelson-Aalen da funcién de risco acumulado é, tamén, unha funcién con discontinui-
dades de salto nos tempos de evento. Usando a notacion da expresion (1.5) escribese

L dn)
AO= > Zri

IER(t)

Dous exemplos de curvas de risco basal estimadas usando o estimador de Nelson-Aalen poden verse
na figura 1.2.
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Figura 1.2: Duas funciéns de risco acumulado estimadas usando o estimador de Nelson-Aalen
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1.2. Modelos de regresion

Ata agora consideramos unicamente o caso mais sinxelo de varidbeis independentes e identicamente
distribuidas, baixo a suposicién de que a poboaciéon é homoxénea. Porén, en moitas ocasions tera
interese estudar o efecto de certas diferenzas entre os individuos no tempo de fallo. Por exemplo,
nun estudo sobre o tempo de supervivencia dos pacientes con certa enfermidade, os pacientes poden
diferenciarse na idade, no grao da doenza ou nas terapias recibidas. Algunhas destas covariabeis poden
ser de especial importancia, como o efecto dunha terapia, noutras situaciéons o interese pode estar
en engadilas para obter estimaciéns mais axustadas. En d&mbolos dous casos utilizaremos modelos de
regresion.

Suponemos que para cada individuo ¢, con i = 1,...,n, observamos unha serie de p covaridbeis X; =
(Xi1, .-, Xip). Supofiemos ademais que estas covariabeis tefien un efecto na supervivencia, que é comun
a todolos individuos. O interese estara en estimar este efecto; en que medida un valor distinto desta
covariabel aumenta ou diminde a probabilidade de supervivencia. Para estimalo, introducimos na
expresion da verosimilitude (1.4) unha dependencia aos valores observados de X .

n n

L=] 1T, 61%) o< [T MT:1X:)% S(Ti] Xa).
i=1 i=1
Notese que a negrina indica que se trata dun vector ou unha matriz en lugar de dun escalar.

De cara a utilizar esta verosimilitude, compre definir a forma que ten A(¢;|X;) e, por extension S(t;] X;).
O modelo méis popular é o modelo de riscos proporcionais de Cox.

1.2.1. Modelo de riscos proporcionais de Cox
O modelo de riscos proporcionais supén que as covaridbeis tefien un efecto multiplicativo sobre a
funcién de risco, de xeito que para un individuo, a funcién de risco e supervivencia son
At X) = Mo(t)eP X (1.6)
S(t|X) = e~ Mo (B X) (1.7)

A funcién de risco, A(t|X), estd formada polo risco basal A\o(t) e o resultado do produto matricial
B'X = (81 X1+ ... + Bp,X,) (Klein & Moeschberger, 2003; Bradburn et al., 2003).

Ao(t) & a integral de 0 a t de Ag(u), do mesmo xeito que en (1.2). E sinxelo ver que o risco basal se
corresponde coa funcion de risco medio no caso de estaren as variabeis centradas, e co risco para un
individuo que tivese valor 0 para toédalas covaridbeis se non estan centradas.

Este modelo recibe o nome de modelo de riscos proporcionais dado que se miramos ao ratio das funcions
de risco de dous individuos con covaridbeis X = x e X = x* temos:

Aitlz) _ Ao(t)eB'®
Atlz*)  No(t)eP'=

= exp [B'(x — 2)]

que é un valor constante no tempo. Polo tanto, describe funciéns de risco proporcionais entre os

individuos (Klein & Moeschberger, 2003).

De cara a estimacion dos parametros de regresion B no modelo de Cox, utilizase a verosimilitude
parcial. Na verosimilitude parcial cada elemento do produto é a probabilidade de que cada individuo
experimente o evento, dado o namero de individuos que estéan en risco nese momento. Asumindo que
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non hai empates para simplificar a presentacion, a funcién resultante é o produto destas probabilidades
para todolos individuos que experimentaron o evento

8;
- n Ao(Ti)eﬁtxi
L(ﬂ) - ljl Z Ao(n)egtxj
= \JeRr(m)
9;
n eﬁtXi
:g S (1.8)
JER(T:)

onde X; e X; son os vectores de covariabeis dos individuos i e j, e R(t;) os indices dos individuos en
risco en tempo t; (Klein & Moeschberger, 2003). Dado que o risco basal esta en tanto no divisor como
no dividendo podese eliminar de xeito que as estimacions das 8 non dependen da forma do risco basal.

Modelo de riscos proporcionais semiparamétrico
Logo de obter as estimacions dos parametros 3 podese obter unha estimacion do risco usando

d(t)
S et

heR(t;)

Mt) = (1.9)

No caso de B = 0 convértese no estimador de Nelson-Aalen. A funcién de supervivencia basal estimada
é polo tanto

So(t) = e—ott),
onde Ay(t) é o estimador de Breslow da funcion de risco acumulado

T

Ao(t) =" W (1.10)
=1 R

A estimacion da supervivencia dun individuo en concreto seria

S(t|X) = So(t)=® B X)),

Modelo de riscos proporcionais paramétrico

Unha alternativa ao modelo semiparamétrico en (1.9) é sup6r que os tempos de evento se distribien
seguindo algunha distribuciéon, como as descritas anteriormente e estimar os parametros da familia de
distribuciéns correspondente a partir da funcién de verosimilitude dada por:

L(,B, 9) _ H (/\O(Tz|0) eXp(,BtXi))éi e—AO(Tile) exp(ﬁ‘tXi)7
i=1
que no caso dunha distribucién exponencial con parametro lambda é

n

LN =]] (Aegtxi)ai o~ NTi exp(B'X.)

i=1
e para a Weibull é

LB\ )=

n
1=

04
(a/\T_a—lea‘Xi) oM exp(B'Xi)
1
1
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Este método pode presentar certas vantaxes en tanto que é mais eficiente cando se escolle unha familia
de distribuciéns axeitada aos datos, e que permite obter prediciéns das probabilidades de supervivencia
en tempos de evento non observados (Clark et al., 2003).

Métodos de diagnostico dun modelo de riscos proporcionais

No cofiecido libro Survival analysis; techniques for censored and truncated data (Klein & Moeschberger,
2003), recollense 2 métodos para analizar a bondade de axuste dun modelo de riscos proporcionais,
os residuos de Cox-Snell e os residuos de martingala. Ademais destes preséntanse métodos para o
contraste da suposicion de proporcionalidade e a deteccion de datos influintes e/ou atipicos, pero estes
van alén do foco desta monografia.

Residuos de Cox-Snell: Os residuos de Cox-Snell, r, definense como
~ p A
r; = No(T;) exp (Z ﬂ;’LXih> i=1,...,n, (1.11)
h=1

onde Ao(T;) e B son as estimacions do risco basal e dos parametros de regresion respectivamente.

Se o modelo é correcto e as ﬁ se achegan ao valor real das 3, os valores de r deberan ser unha
mostra censurada dunha distribucion exponencial. Para comprobrar se en efecto é asi pode computarse
o estimador de Nelson-Aalen do risco basal, e facer un grafico deste contra os r. Este deberia ser
aproximadamente unha lina recta con orixe en 0 e pendente 1.

Residuos martingala: Para datos con censura pola dereita e covariabeis constantes no tempo, que
é o enfoque desta monografia, os residuos martingala, M son

Mi :51‘—7“1' 1= 1,...,’/1
con r o residuo de Cox-Snell.

Para un tamano de mostra importante os M son unha mostra incorrelada dunha distribucion de media
0. No caso de conecer e usar 8 e Ay en lugar das estimacions, os residuos serian unha martingala. Se
se fai unha grafica destes residuos contra os valores de cada covariabel, deberia amosar ruido branco.
Se se observa unha tendencia pode indicar que é preciso aplicar unha transformaciéon a covariabel para
encontrar a forma do seu efecto.

1.2.2. Modelo de tempo de fallo acelerado

O modelo de tempo de fallo acelerado (AFT, polo seu acrénimo en inglés) é outro enfoque popular para
os modelos de regresion. Ainda que este traballo trata principalmente co modelo de Cox, o modelo de
fallo de tempo acelerado preséntase para dar completude ao traballo.

O modelo toma a forma

S(t) = So(exp(—B'X)t)
de xeito que exp(Bt X)) actiia como factor de aceleracion (Bradburn et al., 2003). Este modelo exprésase
a miudo na sta forma log-linear como

log(t) = Bo + Brx1 + Poxg + - + Bpxp + €

con € un termo de erro. Neste modelo un valor das 8 maior a 1 ralentiza a chegada do evento,
mentres que un valor menor ten un efecto acelerador. Usando este enfoque asimese que os tempos de
supervivencia seguen unha distribuciéon como a Weibull, log-normal ou log-loxistica.

Dado que é un modelo completamente paramétrico poden obterse as estimaciéons dos parametros de
xeito sinxelo usando a verosimilitude en (1.4).
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1.3. Transformada de Laplace

E importante, como veremos mais adiante, introducir un concepto relevante no estudo dos modelos de
fraxilidade; a transformada de Laplace ou laplaciana e as stuas derivadas.

Dada certa funcion dunha variabel aleatoria Z, f(Z), como por exemplo unha funciéon de densidade,
a transformacion de Laplace definese como

L(u) = /000 f(z)e *"dz, (1.12)

con £(u) unha funciéon que depende s6 de u. Nos modelos de fraxilidade a transformada de Laplace
ten interese porque permite obter a esperanza en Z de e~ %%, sendo Z a fraxilidade.

A transformada de Laplace existe sempre que a integral no lado dereito da igualdade converxa para
algtn valor de u (Spiegel, 1965).

Por exemplo, asumindo que Z segue unha distribucion gamma de parametros 6 e k, f(z) = Wzk_le_z/ 0

e comezando con u = \ — % como se fai a miudo para simplificar a derivacion da laplaciana, temos que

1 0 Zk7167Z)‘
¢(=3)- ] T
_ 1 > k—1_—z\
—711(@916/0 2" e *dz
I'(k)
T(k)F\F
= (6A)F,

dado que A = u + %, temos que a transformada laplaciana para u é
NN
= (1+0u)™". (1.13)

Igualmente importantes son as k derivadas da transformada de Laplace, que tenen a seguinte forma
explicita (Duchateau & Janssen, 2008)

LF) (u) = % /O h f(z)e *"dz

= (—1)* /000 f(z)zFe *udz (1.14)

No apéndice A.2, como referencia, poden encontrarse as transformadas de Laplace dalgunhas distri-
buciéns relevantes neste traballo.
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Capitulo 2

Modelos de fraxilidade

Neste capitulo motivanse e explicanse os modelos de fraxilidade e, a continuacion, introdicense al-
gunhas das distribucions mais populares para a modelizacion das fraxilidades. Tamén se comentan
algiins detalles sobre a natureza da dependencia axustada usando distintas distribuciéns para mode-
lizar as fraxilidades. Este capitulo segue principalmente os libros de Duchateau e Janssen (2008) e
de Wienke (2010), ainda que segue unha estrutura diferente. Mentres que ambos libros presentan en
primeiro lugar o modelo de fraxilidade gamma, e explican usando esta distribucién a modo de exemplo
os modelos de fraxilidade, este traballo opta por explicar en primeiro lugar certas caracteristicas dos
modelos de fraxilidade, como a funcién de verosimilitude e a estimacion dos valores individuais das
fraxilidades, independentemente da distribucion das fraxilidades.

A nocién de fraxilidade proporciona un concepto interesante para a introduciéon dos modelos de efec-
tos aleatorios na andlise de supervivencia. Na sta forma méis comin, a fraxilidade é unha variabel
aleatoria Z non observada que aumenta ou reduce o risco dun individuo ou dun grupo de individuos
de experimentar certo evento (Wienke, 2003). O termo provén do campo da xerontoloxia, onde se usa
para indicar que certas persoas tenen maior risco de morbilidade e/ou mortandade (Wienke, 2010).

A maioria da literatura existente na fraxilidade estéa baseada nas seguintes duas suposicions de conve-
niencia matemaética: (1) que a fraxilidade é constante no tempo e (2) que actia de xeito multiplicativo
no risco (Wienke, 2010). Asi, a funcion de risco é

A(t1Z) = Ao(t)Z,

o que indica que o perfil de risco dos individuos é o mesmo a excepciéon dun termo de fraxilidade
que aumenta o risco de xeito proporcional. A fraxilidade é por definicién unha variabel non negativa,
Z > 0. Ademais, por convencion, adoita fixarse a media das Z en 1, de xeito que a funcién de risco

basal reflicta o risco medio na poboacion.

Unha extension natural deste modelo € a inclusion de covaridbeis que tefien certo efecto sobre a funcién
de risco
At| X, Z) = \t| X)Z,

por exemplo usando variabeis coa forma do modelo de riscos proporcionais de Cox (1.9)

AtX, Z) = \o(t)eP X 2. (2.1)

Neste sentido o modelo de fraxilidade pode ser visto como unha extensién do popular modelo de Cox.
Os modelos de fraxilidade serian con esta idea en mente un modelo de Cox cunha serie de covariabeis

11
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X observadas, e toda unha serie de varidbeis Xs inobservabeis que levan ao modelo
At X1, Xo) = Ag(t)ePrXatPaXz,

Dado que non podemos axustar este modelo polo desconecemento das varidbeis Xs, astmese que
t
7 = eP2X2 ¢ axustamos o modelo en (2.1).

2.1. Descricidon dos modelos de fraxilidade

Os métodos de analise de supervivencia, por exemplo o modelo de Cox, suponen polo xeral que as
observacions son independentes e estan identicamente distribuidas, alén do efecto das covariabeis con-
sideradas. Existen casos en que estas suposiciéns non representan a realidade dos datos disponibeis.
Wienke (2007) menciona 3 exemplos:

= Nun famoso estudo sobre o tempo ata a cegueira de cada ollo dunha persoa con diabetes reti-
nopética é l6xico asumir que os dous ollos dunha persoa compartirdn certas caracteristicas que
modificaran o risco da perda de visién.

» Cando incluimos nun estudo sobre a incidencia dunha enfermidade a membros dunha mesma
familia podemos asumir que a familia pode compartir certos rasgos xenéticos, que modifican o
risco de contraela.

= Cando estudamos o tempo ata o desenvolvemento dunha doenza recurrente é razoabel supor que
os tempos para unha mesma persoa estan correlados.

Outro exemplo, por amosar que o tamano do claster pode ser moito maior que nos exemplos anterio-
res, é asumir que en cada centro médico que participa nun ensaio clinico habera patréns comuns no
tratamento que inflien na supervivencia dos individuos.

2.1.1. Fraxilidade univariante

A version mais sinxela dos modelos de fraxilidade é a fraxilidade univariante, que asigna un termo de
fraxilidade diferente Z a cada individuo. Estes modelos utilizanse en situacions nas que existe hete-
roxeneidade na poboaciéon. Nesta situacion, a diferenza nas fraxilidades Z leva a un menor tempo de
evento promedio para aqueles individuos mais fréxiles, de xeito que esta parte da poboaciéon abando-
na o estudo e a poboacién observada é progresivamente menos fraxil. Nas situaciéons nas que existe
heteroxeneidade, ignorala leva a un nesgo nas estimacions do risco (Wienke, 2010).

Na figura 2.1 pdédese ver un exemplo do nesgo que se introduce na funcién de risco estimada ao
estimala sen considerar as fraxilidades. Ainda que non se trata neste traballo, aqui se considera a
efectos ilustrativos unha distribucion das fraxilidades discreta que so6 toma valores 0.5, 1 e 2. Vemos
que a funcién de risco incondicional medra a medida que o risco da poboacion maéis fraxil aumenta, pero
comeza despois decrecer a medida que esta abandona a poboacion total. Asi, semella que a distribucién
do risco ten a forma dunha campé asimétrica, co risco decrecendo para aqueles que sobreviven ata certo
tempo. En realidade o risco crece constantemente e a forma vén explicada por diferentes perfis de risco
de distintos grupos da poboacién.

Estes modelos presentan unha dificultade en tanto que a distribucion das fraxilidades é extremadamente
dificil de estimar en base a datos univariantes, e a selecciéon da distribucién da fraxilidade pode influir
considerablemente nos resultados (Balan & Putter, 2020).

Estes modelos encontraron aplicacions practicas & hora de explicar resultados anémalos, como a maior
incidencia de cancro testicular en homes novos cun decrecemento a partir de certa idade, que pode-
ria ser o resultado dunha maior susceptibilidade de algiins homes de sufrir este cancro, que resulta
nunha doenza tempera nestes homes, e unha reduccién dos casos a medida que quedan excluidos do
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Figura 2.1: Risco condicional as fraxilidades e incondicional dunha poboacién ficticia con distribucion
de fraxilidade discreta

grupo (Wienke, 2010). Porén, estes modelos principalmente foron desenvoltos con obxectivos teoricos
(Govindarajulu & D’Agostino, 2020).

2.1.2. Fraxilidade compartida

O modelo mais comunmente utilizado na practica é o modelo de fraxilidade compartida, que sup6n que
os individuos forman grupos ou clusters que comparten caracteristicas non observadas que modifican
o seu risco. Polo tanto, en lugar de teren riscos individuais, tédolos membros dun grupo comparten
certo risco Z. Os modelos de fraxilidade univariante poden verse como un caso especial destes modelos
onde todolos clusters tefien tamano 1.

Formalmente, se consideramos unha poboaciéon formada por n clusters (i = 1,...,n), con n; individuos
en cada claster (j = 1,...,n;), de xeito que a poboacion total esta formada por Y ., n; individuos, o
modelo formilase como

tx. .
Ati| Xz, Zi) = Ao(tij)e? X 2, (2.2)

con Z; > 0 e ii.d., con funcion de densidade f(z;), e )\O(tij)eﬁtxif unha funcién de risco especifica a
cada individuo j do cluster ¢ coa forma da expresion (1.6).

Os tempos de fallo dos membros dun claster ¢ asimense independentes condicionalmente a Z;. Dada
esta independencia condicional tense que a funciéon de supervivencia conxunta condicional (a Z;) para

un claster 4 é igual ao produto das funcions de supervivencia dos seus membros j = 1,...,n;
TN, Uz
ty . ty .
S(til, atin73 ‘Xija Zz) = H exp <—A0(tij)€ﬁ Xij Zl> = exp _Zi Z Ao(tij)eﬁ Xij . (23)
=1 =1

No sucesivo usarei a Acaster (¢:]X;) para indicar o risco acumulado conxunto condicionado a Z;, que é

Uz

ZAo(tij)eﬁtX“ = Actaster (8| X5)- (2.4)

j=1

O risco acumulado nun claster ¢ alén da fraxilidade Z; é igual 4 suma dos riscos dada a independencia
condicional a Z;, como se explicita na expresion (2.3).
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Usando (2.2) e (2.3) e a expresion da verosimilitude en (1.3) temos que a contribucion dun claster ¢ &
funcién de verosimilitude condicional aos valores de Z; é

n;

L8120 = T | (o(i)e % 2)™ | xp (- At T3 1,120

Jj=1

ks ¢ dij
=11 |:()‘0(Tij)eg X”) ] 7 exp (—Maraster (Ti X3) Z:) (2.5)
j=1

onde D; é o niimero de eventos no cluster ¢, D; = Z;;l dij -

E evidente que sen observar as fraxilidades Z = (Z1, ..., Z,) non podemos usar a funciéon de verosi-
militude construida como o produto destas contribuciéns. No seu lugar teremos que maximizar a stua
esperanza en Z, que € o que se observa. Asi pasamos da funciéon de verosimilitude condicional 4 funcion
de verosimilitude incondicional ou marxinal

Li(B,6) = H (A(J(tij)eﬁtx”)% E [sz exp (—ZiMcraster (T3] X)) |0

j=1

o ¢ dij [°
=TT (e )™ [ 11602 exp (~sihaimen(TX0)) dav,
j=1 0

onde f(2;]0) é o valor da funcién densidade das fraxilidades de parametro (ou parametros) 0 en z; e
os limites da integral venen dados polo dominio de Z;.

Podemos ver que a contribucion do cluster ¢ sen eventos & verosimilitude incondicional L;(-) é
o0
Li (,37 O‘DZ = 0) = / f(zZ\O) exp (_ZiAclﬁster(ti|Xi)) dZZ
0

Esta igualdade é a transformada de Laplace vista en (1.12) con v = Acjaster (£:|X), co que temos que
a contribuciéon dun cluster sen eventos na anterior ecuacion pédese escribir

Ll(ﬁv 0|D7 = O) = ﬁ(Aclllster(t7|Xl)) (26)

onde @ é o parametro ou vector de parametros da densidade f(z;) que dan forma & transformada de
Laplace.

Visto doutro xeito, temos que a funciéon de supervivencia incondicional dun claster é

S(t:| X, Dy = 0) = L(Acraster (8] X5))- (2.7)

Se agora consideramos o caso con D; > 0, temos

Lz

¢ bij o
LZ(,B,B) = H |:</\O(Tz‘j)€ﬁ X'ij) :| /0 lel exp (_ZiAclﬁster(n‘Xi)) f(zZ\B)dzl

j=1
= H [(Ao(ﬂj)eﬁf«xﬁ)%} (*1)Di(*1)Di/0 2P exp (=2 Aataster (T3] X)) £(2:]0)dzi
j=1

e agora ao final do lado dereito temos a derivada da transformada de Laplace en (1.14) coa mesma u
que antes e con k = D;. Polo tanto

Uz

L(8.0) =] [(%(Tij)eﬁ‘*"w)é"’} (=)7L Nagaten (T, X0). (2.8)

Jj=1
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Notese que a expresion (2.8) se reduce a (2.6) cando D; = 0.

O produto das contribuciéons de cada claster & funcion de verosimilitude resulta na funcion de ve-
rosimilitude incondicional. A maximizacion da funcion de verosimilitude respecto dos pardmetros de
regresion 3 e do parametro ou parametros da funcion de distribucion das fraxilidades 8 permite obter
estimacions dos mesmos, (,5’, é) e, en base a estas, estimar a funcion de risco e de supervivencia S(¢|X)
e da funcion de densidade f(¢|X) incondicionais. Como se veré no capitulo 3 esta maximizacion é méis
complexa do habitual cando o modelo de regresioén é semiparamétrico.

Logo de obter estas estimaciéns, usando a regra de Bayes, como se explica na paxina 66 de Duchateau
e Janssen (2008), e na 62 de Wienke (2010) podese estimar a densidade posterior de Z; usando

T;,8:18,\, X, ;) f(2:]0)
f(CFZa 61'/@5 éa Xa Xi)

e predicir a fraxilidade de cada claster como o valor medio de Z; dada a densidade estimada. Notese
que A é a funcién de risco estimada, que pode ser paramétrica ou non paramétrica.

2.2. Distribuciéns da fraxilidade

Unha caracteristica importante & hora de axustar un modelo de fraxilidade é escoller a distribucion
que se supon xeneradora das fraxilidades. En vista da importancia da transformada de Laplace, nos
inicios do desenvolvemento destes modelos optouse principalmente por distribucions para as que esta
existise, de xeito que a variabel de fraxilidade se puidese extraer da funcién de supervivencia a través
da integracion e asi obter unha funcién de supervivencia non condicional que dependa s6 dos valores
observados, como se trata mais adiante, o que facilita as rutinas de estimaciéon (Wienke, 2010). Algtns
exemplos de distribucions non negativas con transformada laplaciana sinxela son a gamma, gaussiana
inversa, positiva estabel, e potencia-varianza (Duchateau & Janssen, 2008).

Nos ultimos anos ganou popularidade a distribuciéon da fraxilidade log-normal que ofrece maior flexi-
bilidade e cuxa maior desvantaxe, a falta de transformada de Laplace que leva a rutinas de estimaciéon
mais complexas, non sup6n xa un grande obstaculo grazas ao incremento na capacidade computacional
nos ultimos anos (Wienke, 2010).

A hora de optar por certa distribucién é importante considerar que as distintas distribuciéns xeran
distintos tipos de dependencia entre os membros dun grupo ou claster (Duchateau & Janssen, 2008).

2.2.1. Fraxilidade gamma

O modelo de fraxilidade compartida gamma segue o modelo explicado anteriormente con fraxilidades Z
que se distribten segundo unha distribucion gamma. A distribucion gamma, T'(k, #), é unha distribucion
flexibel que toma unha variedade de formas segundo o valor da variabel k. Con k = 1 é a distribucion
exponencial, mentres que para k grande se achega a unha distribuciéon con forma de campa semellante
& distribuciéon normal. Mentres que a distribucién gamma esta entre as maéis utilizadas nas publicacions
neste campo, non existe ningunha razén bioléxica que indique que sexa maéis axeitada, senén que se
escolle principalmente por conveniencia matematica (Wienke, 2010).

A densidade dunha variabel Z distribuida segundo unha gamma de pardmetros k e 6 é

f(Z) _ ;quefz/e'

A media dunha variabel con distribucién gamma é E[Z] = 0k, mentres que a varianza é Var[Z] = 0%k.
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Para facer o modelo identificabel fixase a media das fraxilidades a 1, E[Z] = 1, (Wienke, 2010) de xeito
que k = 1/0 e Var[Z] = 0. Z esta polo tanto distribuida segundo unha I' (1/62,6?), con o2 = Var|[Z].
A densidade desta distribucion é

Usando a expresion (1.13) vemos que a transformada de Laplace de I'(1/02,02) é

1

(14 o2u)/""

L(u) =

Polo tanto usando (2.7) temos que a funcién de supervivencia conxunta incondicional gamma é

1
(1 + UQAclﬁster(ti|Xi))1/a2 '

S(ti|X;) =

Unha vantaxe da distribucién gamma para a estimacion das fraxilidades, ademais de ter transformada
de Laplace, é a expresion pechada das stias derivadas que dan Duchateau e Janssen (2008)

CDF T [1+102]

(k _ 1=0
E )(u) - (1+o_2u)1/0.2+k

Usando esta relacion e (2.8) temos que a verosimilitude incondicional para estimar un modelo coa
forma de (2.2) é

n n;

5 N Hl):"fl 1+ 102
oot =11 H{(A‘)(T”j)eg ) ]<1+azA;ﬁierETiIX»)}””“’” 240

i=1 [j=1

Agora temos en (2.5, 2.10 e 2.11) as funcions para construir a densidade condicional das Z; como vimos
en (2.9), que poderemos usar para estimar as fraxilidades individuais. Como se recolle no apéndice C
usando certas operaciéns alxebraicas chegamos a

L0 D=1 exp(—z(1/6% + X0, AO(Tij)t?BtXij )

f(zi|naaia/é7a—2>5‘aXi): - . 1 EW 2
(1/67 + 12, Ro(Ty)eP Xua)~(/o*+PID(1/62 + D)

(2.12)

con 62 a estimacion da varianza da fraxilidade.
A expresion (2.12) é a densidade dunha distribucion gamma de parametros k = 1/6% + D; e 0 =
1/ (1/[72 + Z?:l Ao (i \Xij)), polo tanto, dado que a media dunha distribucién gamma é k6, podemos
obter a prediciéon da fraxilidade do claster ¢ usando:

1/6% + D;
1/6% 4 3270 Ro(Tij)eP' X

E[Zi|11i76i7676275\7xi] =

A distribucién gamma modeliza unha dependencia tardia como se pode apreciar graficamente na figura
2.2 da seccién 2.2.4.
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2.2.2. Fraxilidade gaussiana inversa

A distribucién gaussiana inversa de parametros p e «, IG(u, ) ten como funciéon de densidade

con p,« > 0 (Duchateau & Janssen, 2008).

A distribucion IG (1, o) ten media E[Z] = u e varianza Var[Z] = u3/a. Fixando E[Z] = p = 1 para facer
a distribucion identificibel, a distribucion ¢ IG(1,1/0?), con 02 a varianza das Z, e a stia densidade é

() = ,/ngg exp (-%22122) . (2.13)

A transformada de Laplace desta distribucion é

L(u) = exp (1_ ”1”"2“> . (2.14)

o2

Polo tanto, usando a expresion (2.7), tense que a funcién de supervivencia conxunta para un vector
arbitrario de tempos para un claster ¢ vén dada por

1 — /14 202 Aciaster (] X
Sclﬁstcr(ﬂXi)eXp( \/ + 002 claster (] z))

De cara a obter a funcion de verosimilitude precisamos das k derivadas da transformada de Laplace.
Desafortunadamente, neste caso non tenien unha forma pechada. Duchateau e Janssen (2008) indican
que as 3 primeiras derivadas son:

2 V1+20%u
" 1—+v1+202u 1 o?
L"(u) = exp

g

E,(u):_exp<1—\/1+202u> 1

]_ -
pe> 152020 \" " 17 20%a

1—+1+ 202 1 2 4
5(3)(7_1,) = —exp ;_ ogu (1 n 3o n 30 i ) .
o (14 202u)3 V1+20%2u  1+20%u

A contribuciéon do claster ¢ 4 funciéon de log-verosimilitude incondicional é

g

log(L(8,0%)) = Z {5@- log ()\o(Tij)eﬁ"Xw> }

Jj=1

N 1— \/1 + 202 Acraster (T3 | X5)
2

g
D; )
- log (1 + 20 Acigster (T3] X)) + C(D;) (2.15)

con C(D;) unha funcién que toma unha forma distinta segundo o namero de eventos no claster, que
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toma as seguintes formas para D; < 3

C(0)=C(1) =0

0_2
C2)=log |1+
\/1 + 20'2Aclﬁster (Ti|Xi)

2 4
C(3) =log (1 50 50 )

+ +
\/1 + 202Aclﬁster (T1|X1) 1 + 2J2A01ﬁ5ter (TZ|X1)

En base as estimacions dos pardmetros de regresion, ,é, da varianza das fraxilidades, 62, e da funcion de
risco basal 5\, as fraxilidades individuais poden predicirse usando as funciéns de densidade da gaussiana
inversa (2.13), e as funcions de densidade conxuntas condicional e incondicional as Z dos tempos de
evento usando a regra de Bayes como se viu en de (2.9).

A media de Z; con esta funcién de densidade é a a predicion da fraxilidade do cluaster 7, Z;. A diferenza
do caso gamma, esta densidade non leva a unha expresion pechada das predicions das fraxilidades.
A distribucién gaussiana inversa modeliza unha fraxilidade mais tempera que a distribucién gamma.
Esta dependencia podese observar graficamente na figura 2.2, incluida na seccién 2.2.4.

2.2.3. Fraxilidade positiva estabel

Unha distribucién considérase estabel se ten a seguinte propiedade: tendo Y7, ...,Y,, varidbeis i.i.d.,
para cada n existe unha constante normalizadora C(n) tal que F (3", Y;) = F(C(n)Y}), con funcién
de distribucion F(y). A constante C(n) toma a forma n'/? con 6 € (0,2]. As distribucions estabeis na
semirrecta positiva tefien 6 € (0, 1]

Unha variabel Z con distribucion positiva estabel de parametros 6 € (0,1] e k, PS(0, k), ten densidade

oo k
flz)= ! L(k0+1) (—1> sen(Ok). (2.16)

T2 k! 29
k=1

A distribucién positiva estdbel caracterizase por ter media infinita e, consecuentemente, varianza in-
determinada.

A transformacion de Laplace ten a forma sinxela

L(u) = exp (—u’), (2.17)
0 que leva 4 seguinte funcién de supervivencia conxunta incondicional
Scraster (¢ X;) = exp <_Aclﬁster(t|Xi)9> .
Por outra parte, a funcién de risco incondicional para un individuo é

At Xi5,0) = % (flog<S<t|Xij>> = 9A0<t>A8‘1<t>ef’tX”") : (2.18)

Podemos ver que para dous individuos con covaridbeis X = x e X = x* o ratio das funciéns de risco
con (2.18) ¢é
ONo(t)AS ™1 (t)el @0
ONo(t)AG ! (t)eB="0

= exp (68" (z — x*))
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que é un valor constante no tempo. A distribucién positiva estabel para as fraxilidades é a tnica que
13 * t *
mantén a proporcionalidade dos riscos, ainda que con e (®=2") en lugar de €@ (®—27),

Do mesmo xeito que coa distribuciéon gaussiana inversa, as derivadas da transformada de Laplace non
tefien unha expresion pechada. Duchateau e Janssen (2008) dan as 3 primeiras derivadas:

L' (u) = —0u’ " exp (—u’)

_ 1-46
L' (u) = 0?u>P=V exp (—ue) (1 + o )

31-6) (1—6)(2—96

Polo tanto, a contribucion do claster ¢ a4 log-verosimilitude incondicional pode presentarse como:

Uz

8 (L4(B.0)) = 3 [ 3 (AT 1X39) | = Acssn(B1X0)° + Dilog(0)

j=1

con C(D;) un termo que depende do nimero de eventos no claster que toma as seguintes formas para
D; <3

1-0
2) =1 1
C( ) ©8 < * HAclﬁster(EXi)‘g)

31-6) (1-6)(2-0)
oAclﬁster (THXl)e (eAch‘lster(Iji‘)(’i)e)2

C(3) =log (1 +

Do mesmo xeito que no caso da distribucién gaussiana inversa, a densidade das fraxilidades Z condi-
cionada aos datos non ten unha forma sinxela.

A distribucién gaussiana inversa modelizaba unha dependencia previa no tempo & da distribucion
gamma. A distribucién positiva estabel & stia vez modeliza unha dependencia previa & da gaussiana
inversa. Vese na figura 2.2 da secciéon 2.2.4.

2.2.4. Fraxilidade potencia-varianza

A familia de distribuciéns potencia-varianza, tamén conecida como de Tweedie polo seu descubridor,
é unha familia de distribuciéns que ten como casos especiais & distribucién gamma, gaussiana inversa
e positiva estabel.

Esta distribucion esta caracterizada por 3 parametros 6, i e v, e ten densidade

)
1

o (/0% (2/pw)* VT (1L — k(v — 1)) sen(rk(v — 1))
Z El(v — 1)k

(2.20)

con 0 < pu,0,ed<v<1.
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A transformacion de Laplace desta distribucion é

L(u) = exp <9(1y1/) (1 — (1 + G'ZU) _U>> (2.21)

Esta distribucion ten media E[Z] = p e varianza Var[Z] = 0u? cando estas existen (por exemplo non
existen para a distribucion positiva estabel). Polo xeral fixaremos p = 1 de xeito que 6 sexa & varianza
da fraxilidade.

En base a isto a funcién de supervivencia conxunta incondicional para un vector arbitrario de tempos

t seria
N v eAclﬁster (ta |wz) v
Sclustcr(ﬂwz) = exp (9(1 — Z/) <1 (1 + f

De cara a calcular a contribucion dun cluster 4 (log-)verosimilitude incondicional precisamos das de-
rivadas desta funcion como se viu anteriormente. As derivadas non tefien unha expresion pechada.
Duchateau e Janssen (2008) dan as 3 primeiras derivadas

P 4 ()
L) = (1+ Ou/v)”
" _ U 1 0
L) = L) ((1 + Ou/v)* * (1+ au/y)”“)
B () = Ll 1 30 0%(1+1/v)
L7 = L) ((1 + Ou/v)> * (14 Ou/v)* ! * (1 +9u/u)”+2>

polo tanto, a contribucién dun clister & log-verosimilitude é

o8 1460,0.0) = 3~ (10 ()7 )) + (ea’/—u) (1 ) <1 ’ W)l_»

1 + eAch’lster (1—‘7, | Xz )

14

— D;vlog ( ) +C(Dy) (2.22)

con C(D;) un termo que depende do nimero de eventos no claster. Para os clusters que tenen de 0 a
3 eventos C(D;) ¢é

C0)=C(1)=0
v—1
C(2) =log <1+9 (1+6”\Clﬁster(Tl|Xl)> >
14
o 2v—2
O(3) = log <1 +30 (1 + 9A1ty(T|X>> + o1+ 1)) (1 + "AHV(TX)) >

Podense obter estimacions para as fraxilidades individuais do mesmo xeito que para as distribuciéns
gaussiana inversa e positiva estabel. Polo xeral a funcion de densidade utilizada na estimacién non ten
unha expresiéon pechada.
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Relacion da distribuciéon potencia-varianza coas distribuciéns gamma, gaussiana inversa
e positiva estabel

Vexamos que, como se comentou, as distribuciéons gamma, gaussiana inversa e positiva estabel son
casos especiais da distribucién potencia-varianza.

Para v = 0.5 a transformada de Laplace correspéndese coa da gaussiana inversa, onde o parametro
« da gaussiana inversa toma o valor « = 1/6. Visto doutro xeito, 6 seria a varianza das fraxilidades,
0 = o%. Podese ver que a transformada laplaciana en (2.21) con estes valores e y = 1

0.5 o2u\ 0P 1—+v1+20%u
= — g2 = = _— — —_— = _
L(ulp=1,0=0"v=0.5) =exp <02(1 ~05) (1 (1 + 0% ) exp 3

que ¢é a transformada laplaciana da gaussiana inversa en (2.14).

Respecto da distribucién positiva estabel, chegamos a ela se facemos que p e 126 da distribucion P-V
tendan ao infinito de forma axeitada. Para obter a transformacion de Laplace da distribucion positiva
estédbel tomamos

1-v, v
_n
1—v= v
ou, equivalentemente
v
0 = 1/v—1
11—
Dadoque 0 <v <1, 8 — 0o, e 4t — 00. Ademais,
v —0
o

A transformada de Laplace en (2.21) con p = 1 pode reescribirse como
1-v 1—-v
L(u) = exp <(g> - (% + u) )

lim £(u) = exp(—u'"")

6— 00

e polo tanto

que é a transformacion de Laplace en (2.17) con § = 1 — v.

Respecto da transformacion de gamma, podese probar usando a regra de I’'Hopital (como fan Duchateau
e Janssen (2008)) que cando v tende a 1, o logaritmo da transformada de Laplace da distribucion P-V
tende ao logaritmo da transformada de Laplace da gamma

B v Ou\'" 1

En xeral, o valor de v na distribucién potencia-varianza indica o tipo de dependencia. Valores maiores
de v axustan unha dependencia maéis tardia, e viceversa.

Na figura 2.2 podese ver graficamente a relacién entre a dependencia e a distribucién escollida. A
figura amosa o ratio entre a funciéon de supervivencia conxunta para dous individuos e o produto das
duaas funcions de supervivencia, sen considerar a dependencia para distintas distribuciéns, mantendo
constante o valor da dependencia, medido usando a 7 de Kendall. Duchateau e Janssen (2008) achegan
a funcién para obter esta medida de dependencia para cada unha das distribuciéns. Neste caso tisase
T =0.25.
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Figura 2.2: Ratio da funcion de supervivencia conxunta e do produto das supervivencias individuais
para dous individuos con fraxilidade con nivel de dependencia 7 = 0.25 para distintas distribucions.
Adaptacion de Duchateau e Janssen (2008)

O valor 1, que é o valor minimo para este ratio, indica independencia mentres que valores maéis altos
amosan unha dependencia crecente. Podemos ver claramente que é para a distribucién gamma para a
que o ratio mais tarda en desviarse significativamente do 1, mentres que o fai bastante cedo no caso
da distribucion positiva estabel.

2.2.5. Fraxilidade log-normal

A distribucion log-normal permite utilizar metodoloxia para axustar modelos de fraxilidade que é
similar & teoria clasica dos modelos mixtos lineares. O modelo proposto é

A X, W) = Ao(t)eP X+ (2.23)
onde W =log(Z) é o efecto aleatorio que segue unha distribucién normal con varianza v > 0.

Para todalas distribucions anteriores suptuxose que E[Z] = 1, porén para a distribuciéon log-normal, é
comin supor que os efectos aleatorios W = log(Z) tenen media 0. Polo tanto, a media aritmética das
fraxilidades non é normalmente 1.

E doado amosar que
2
exp <7(10g2(j)) )

f(z) = o

A media e varianza dos efectos aleatorios son
E[W] = exp(7/2)
Var[Z] = exp(27) — exp(7).
A distribucion log-normal non ten transformada laplaciana, co cal non se pode extraer Z da supervi-

vencia incondicional e no seu lugar deberan usarse métodos de integracién numérica ou outros métodos
de cara & estimacién dos parametros do modelo.
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2.3. Aplicaciéon a datos

Para exemplificar o uso dos modelos de fraxilidade, aplicanse aos datos sobre o tempo ata a perda da
visién en cada un dos ollos de pacientes con retinopatia disponibeis no conxunto de datos retinopathy
do paquete survival. Como se menciounou no inicio deste capitulo son datos que motivan a utiliza-
cion dos modelos de fraxilidade, creando o claster ao nivel do individuo, de xeito que se considere a
propensién de cada individuo a perder a visién por esta doenza.

A seleccién das variabeis a incluir no modelo fixose axustando tédolos modelos posibeis sen términos
polinémicos nin interaccions e escollendo aquel co maior AIC. Esta seleccion fixose usando a funcion
glmulti do paquete homoénimo. As varidbeis incluidas finalmente son trt, que indica se o ollo foi
tratado e risk que é unha medida médica do risco de perder a visién no ollo, que na mostra toma
valores entre 6 e 12, e para a que valores mais altos indican maior risco.

En primeiro lugar axiistase o modelo sen considerar a fraxilidade, utilizando a funcién coxph do paquete
survival, a modo de comparacion co resultado ao considerar a fraxilidade. A continuacién, ainda que
survival dispon dunha funcién para engadir fraxilidade a un modelo, como se explica na secciéon 3.3.1,
usouse a funcién emfrail do paquete frailtyEM que contén ferramentas adicionais como o test de
heteroxeneidade de Commenges-Andersen e o grafico da relacién entre o ratio de riscos condicional e
marxinal. Este paquete esta descrito na seccién 3.2.1.

cox <- coxph(Surv(futime, status) trt + risk, data = ret)
cox

## Call:

## fitfunc(formula = as.formula(x), data = data)

##

## coef exp (coef) se(coef) =z P

## trt -0.77792 0.45936 0.16881 -4.608 4.06e-06
## risk 0.14600 1.15720 0.05588 2.613 0.00898
##

## Likelihood ratio test=29.33 on 2 df, p=4.282e-07
## n= 394, number of events= 155

library(frailtyEM)
cox.frail <- emfrail (Surv(futime, status) trt + risk + cluster(id), data = ret)
cox.frail

## Call:
## emfrail (formula = Surv(futime, status)
## data = ret)

trt + risk + cluster (id),

## log-likelihood: -848.0778
## frailty variance: 0.7895216
## theta: 1.26659

##

## coef exp(coef) se(coef) adj. se z )

## trt -0.903330 0.405218 0.174770 0.180410 -5.007098 0.0000
## risk 0.166907 1.181644 0.069049 0.069192 2.412246 0.0159
##

## Score test for heterogeneity: p-val 0.000329

Respecto da estimacion dos regresores, vemos que ao considerar a fraxilidade aumenta o tamafno do
efecto de cada regresor, cun decrecemento do risco do 60 % grazas ao tratamento entre ollos coa mesma
fraxilidade, en lugar de 55 % sen considerar a fraxilidade, e un crecemento da funcion de risco de 18 %
por cada aumento do nivel de risco, risk, para a mesma fraxilidade, 2 % mais que o 16 % do aumento
do risco por nivel ao non considerar fraxilidade. Vemos que, cando non se considera a fraxilidade, se
infraestima a variacién de risco achegada polo tratamento ou por un menor nivel de risco.

Podemos ver que o test de heteroxeneidade de Commenges-Andersen (Score test for heterogeneity)
resulta claramente significativo, o que evidencia a necesidade de utilizar un modelo de fraxilidade.

A estimacion dos pardmetros tamén permite ver como a fraxilidade afecta & estimacién da funcion
de risco, xa que a composicién da poboacion estudada varia a medida que os individuos con maior



24 CAPITULO 2. MODELOS DE FRAXILIDADE

fraxilidade experimentan o evento e abandonan o estudo. O paquete frailtyEM permite xerar a figura
2.3, que compara o ratio de riscos condicional 4s Z, e o ratio incondicional ou marxinal estimados
usando o seguinte codigo:

autoplot(cox.frail, type = "hr", lty = 2,
newdata = data.frame(trt = c(1, 0), risk = rep(mean(ret$risk), 2)))

E doado ver que o hazard ratio condicionado &s Z respecta a proporcionalidade suposta no modelo de
Cox, pero que o aumento do risco marxinal crece co tempo, a medida que os individuos mais fraxiles
abandonan o estudo. E dicir, a medida que se deixa de considerar a aqueles individuos mais susceptibeis
de perder a vision, a diferenza do tratamento magnificase.
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Figura 2.3: Hazard ratio condicional e incondicional entre un ollo tratado e un ollo non tratado



Capitulo 3

Métodos de estimacion de modelos de
fraxilidade

3.1. Maxima verosimilitude paramétrica

A maximizacion da (log-)verosimilitude, calculada a partir da expresion (2.8) e que se amosou para
as distintas distribuciéns de fraxilidade, respecto dos pardmetros de interese é o método de estimacién
evidente & hora de axustar modelos completamente parametrizados como o modelo de Cox cun risco
basal paramétrico visto na seccién 1.2.1.

3.1.1. Implementacién en R
parfm

Os modelos de Cox paramétricos poden axustarse usando a funcién parfm do paquete parfm desenvolto
por Munda, Rotolo e Legrand (2012) usando a seguinte sintaxe

parfm(Surv(time, status)”covl + cov2 + ..., cluster = "frailty.var", data = dat, dist = "weibull",
frailty = "gamma'")

onde time é o tempo observado, é dicir o minimo entre o tempo de evento e o de censura, status é unha
variabel binaria que indica se se observou o evento de interese, covl, cov2, ... son as covariabeis das
que disponemos para cada individuo, frailty.var é a varidbel de fraxilidade e dat contén os datos.

Na varidbel dist indicase a distribucién dos tempos de evento, algunhas opciéns son exponencial
(exponential), weibull (weibull), weibull inversa (invweibull), log-normal (Lognormal) e log-loxistica
(loglogistic). Na varidbel frailty indicase a distribucion das fraxilidades que pode ser gamma
(gamma), gaussiana inversa (ingau), positiva estabel (possta) e log-normal (lognormal). No caso da
fraxilidade con distribucién log-normal, dada a ausencia de transformada de Laplace, utilizase a apro-
ximacion saddlepoint (para mais detalles, constiltese Rotolo et al. (2023)).

Este paquete engade ademais unha funciéon chamada select.parfm que permite axustar varias combi-

nacions de modelos con distintas distribucions para os tempos de evento e/ou as fraxilidades. A funcion
devolve o AIC e o criterio de informacion de Bayes (BIC) de cada axuste.

25
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3.2. Algoritmo de esperanza-maximizacién

A hora de estimar modelos semiparamétricos nos que o risco basal non se especifica, que como se
indicou son os mais populares en analise de supervivencia, precisase doutros métodos. O algoritmo
de esperanza-maximizacion (EM) é unha opcion para a estimacion destes modelos, que recollen tanto
Duchateau e Janssen (2008) como Wienke (2010).

Este algoritmo itera entre dous pasos. Nun primeiro paso, chamado de esperanza, obténense os valores
esperados das fraxilidades. No segundo paso, chamado de maximizacién, considérase que esta é a
informacion observada e obténense estimacions dos parametros de regresion e da funcion de distribucion
das fraxilidades.

Comecemos co logaritmo da verosimilitude condicionada 4s Z, vista en (2.5), que é

n ng

log(L(812)) = Y_ | Y |81 (log(ho(Tiy)) +log (¥ X9 2,) ) = Ao(Ty)e” Xoz,] | . (3.1)

i=1 |j=1

No caso de conecer os valores das Z, poderiamos obter estimaciéns das 3 reescribindo exp (,BtXij) Z;
como exp(3'X;; + log(Z;)) e maximizando respecto de B unha versiéon parcial desta verosimilitude.
Tamén seria sinxelo obter estimacions de @ maximizando a funciéon de densidade das fraxilidades
respecto destes parametros.

Porén, como non conecemos as Z, teremos que usar unha prediciéon das mesmas. Para obtelas tsase a
expresion (2.9), que depende das estimacions dos parametros de interese.

Como é obvio que non se poden obter simultdneamente as prediciéons das Z que dependen das esti-
macions dos parametros e as estimacions dos parametros que dependen das predicions, teremos que
iterar entre os dous pasos que dan nome ao método.

Maximizacién
Consideremos en primeiro lugar o paso da maximizacion.

Estendendo a idea da funciéon verosimilitude parcial no modelo de Cox en (1.8), a funciéon de verosi-
militude en (2.5) poderia adaptarse para conseguir:

6’ij

L(B|Z) = HH exp (B'X; +log(Z:))

>, Zgexp (B'Xyr)
qreR(ti;)

i=1j=1

Tomando o logaritmo desta expresion e substituindo as Z e os log(Z) polo seu valor esperado (dadas
as estimacions dos pardmetros mais recentes), E[Z] e E[log(Z)], chegamos a

n ng

log (L(B|2)) Z Z 8ij | B'Xij + E[log(Zy)] — log Z P X (7] ;

i=1 | j=1 qWER(ts;)

que pode ser maximizado para obter as estimaciéons dos parametros cos métodos habituais.

Por outra parte maximizamos o logaritmo da funcion de densidade das Z, log(f(Z]0)), substituindo de
novo as Z polas saas predicions, para obter estimaciéons dos parametros da distribucién das fraxilidades

0.



3.2. ALGORITMO DE ESPERANZA-MAXIMIZACION 27

Esperanza

No paso da esperanza obteremos predicions das fraxilidades usando a expresion (2.9) dadas as estima-
cions dos parametros de regresion e as estimacions dos parametros da distribucion das fraxilidades.

De cara a utilizar esta expresiéon son precisas estimaciéons do risco basal e do risco basal acumulado.
Obtemos estas estimacions usando o estimador recollido en (1.10), coas estimacions mais recentes dos
parametros de interese 3 e as predicidons anteriores das fraxilidades.

Ao(tr) = D)
> E[Z,] exp (B! Xgw)’
qwER(t(r))
Ao(t) = > Noltw)-
t(k)gt
con D(t(x)) o ntimero de eventos en t(;), k = 1,..., K e neste caso K o nimero de tempos observados,

non necesariamente de evento, diferentes K < """ | n;

Algoritmo
Iterando entre estes dous pasos obténense as estimacions dos parametros.

Como estimacions iniciais dos parametros de regresion, Duchateau e Janssen (2008) propoiien usar o
resultado dun axuste de Cox sen fraxilidade, mentres que as dos parametros da distribuciéon de fraxi-
lidade se fixarian a 1. Despois, comezando polo paso da esperanza, proponen facer un minimo de tres
iteracions, e a partir dai comprobar a converxencia vendo se a diferenza absoluta entre a verosimilitude
incondicional (ou marxinal) na ultima iteracion e a anterior ¢ menor a un valor predeterminado, e deter
o algoritmo cando se cumpra esta condicién.

3.2.1. Implementacién en R
frailtyEM

Balan e Putter (2019) desenvolveron o paquete frailty EM que utiliza unha version algo mais complexa
e eficiente desta rutina de estimacion. Esta rutina consta de dous bucles, no bucle interior utilizanse
os pasos E e M para a obtencién das estimaciéons das fraxilidades dado certo valor da varianza das
fraxilidades e en base a estas estimanse os parametros da distribucién. No bucle exterior maximizase a
verosimilitude da varianza das fraxilidades para os valores dos pardmetros fixos estimados ata entén.
Itérase entre estes dous bucles ata obter converxencia. Esta rutina pode utilizarse coa funciéon emfrail,
usando a seguinte sintaxe

emfrail (Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ... + cluster(frailty.var), data = dat,
distribution = emfrail_dist(dist = "gamma"))

Neste caso distribution indica a distribucién das fraxilidades a través da funcién emfrail_dist. A
distribucion das fraxilidades pode ser gamma (gamma), positiva estdbel (stable) ou potencia-varianza
(pvE). No caso de usar a distribucion potencia-varianza, pvf, debe indicarse usando pvfm o valor de v.

Outros paquetes

Unha opcién alternativa vifia dada por o paquete phmm, pero foi retirado do repositorio CRAN en
2020 (Comprehensive R Archive Network, 2020).
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3.3. Verosimilitude parcial penalizada

A verosimilitude parcial penalizada leva 4s mesmas estimacions que o algoritmo de esperanza-maximizacion
cando se usa, por exemplo, para estimar fraxilidades con distribuciéon gamma. Pero ademais permite
estimar modelos de fraxilidade cando a distribucién subxacente é log-normal.

Neste apartado restimese a explicacion deste método de Duchateau e Janssen (2008), utilizando algunha
notacion de McGilchrist (1993), por ser mais detallada.

A log-verosimilitude consta de duas partes, a primeira é a verosimilitude condicional dadas as fraxili-
dades, a segunda corresponde & distribucion das fraxilidades. Esta expresion pode ser utilizada para a
estimacion da verosimilitude parcial penalizada comezando pola representacion alternativa do modelo
de fraxilidade de Cox

A(t| Xz, Wi) = Xo(t) exp (8" Xi; + Wi)
con W; = log(Z;). Neste contexto chamase 4s W efectos aleatorios e as Z fraxilidades, e dendtase v a
varianza dos efectos aleatorios, W, e o2 4 das fraxilidades.

Este método utiliza un enfoque similar ao anterior, usando a verosimilitude parcial vista anteriormente
e considerando & densidade das fraxilidades como un termo de penalizacion, o que leva a:

Lppl(77 ﬁ|w) = Lpart (67 w) - Lpen(’% ’U))

con
n n;

Lpart (B, w) = Z Z%‘ B'X;; +w; — log Z exp(B8' Xy + wy)

i=1j=1 qreR(ti;)

Lpen (’7) = - Z 1Og f(wzh/)

i=1

No bucle interior maximizase Ly (7Y, Blw) en 8 e w, para un valor provisional de v, usando un proce-
demento Newton-Raphson, para obter estimaciéons de 3 e w. No bucle exterior obtense un estimador
de maxima verosimilitude residual de v usando as estimaciéons de 3 e w. O proceso itérase ata acadar
converxencia.

Usemos [ para denotar o nimero de iteraciéons no bucle exterior e k as do bucle interior, de xeito que
B(,k) sexan os estimadores de 3 na [-ésima iteracion do bucle exterior e a k-é¢sima do bucle interior.

Comezando no bucle interior, as iteraciéns do proceso de Newton-Raphson venen dadas por

B,k Bk—1) 0 dLpar (B, W)
s _ ) . V_l V_1 part )
Lo et
Wk Wi k-1 Yy W(tk-1)
con
v Vit Vio _ X' —d? Lpart (B, W) x 7.5+ 0 0
. AW dW't (T, 9) .
Vo1 Vao (T,9) 0yl

con I a matriz identidade.

Cando o proceso de Newton-Raphson converxa para 7(;), pasamos 4 seguinte iteracion do bucle exterior,
que achega un novo estimador de méaxima verosimilitude restrinxida para - usando

n (Wi,(l,k))2
Yi+1) = ; n — traza(Vaz) /vy
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Este bucle exterior repitese ata que a diferenza absoluta entre duas estimaciéns consecutivas de -,
|7y — Y—1)| sexa menor a un valor predeterminado.

3.3.1. Implementacién en R
survival

A verosimilitude parcial penalizada é claramente a rutina mais popular para a estimacion destes
modelos e, consecuentemente, R contén unha variedade de paquetes que implementan esta rutina. O
paquete survival permite axustar un modelo de fraxilidade semiparamétrico gamma ou log-normal
engadindo un termo frailty & funcién coxph.

coxph(Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ... + frailty(frailty.var, distribution = "gamma", method = "em"), data = dat)

distribution indica a distribucion das fraxilidades que ademais de gamma pode ser log-normal
(gaussian) ou t de Student (t). A variabel method indica o método usado para o axuste. em é es-
pecifico & distribuciéon gamma e reml é o método equivalente para a distribucion log-normal. Usando
un destes dous métodos coa distribucion correspondente, axistase o logaritmo anterior. Ademais destes
dous métodos, as tres distribuciéns permiten usar fixed, que permite ao usuario indicar o valor da
varianza das fraxilidades, df, co que o que se indicaria é o nimero de graos de liberdade a utilizar, ou
aic que maximiza o AIC (Therneau & Lumley, 2024).

coxme

A funciéon coxme do paquete coxme permite tamén a estimacion de modelos semiparamétricos de
fraxilidade (Therneau, 2024), neste caso unicamente con distribuciéon log-normal

coxme (Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ... + (1|frailty.var), data = dat)

gss

Ademais destes dous paquetes, a funcién sscox do paquete gss permite axustar un modelo de Cox
semiparamétrico usando splines ciibicos para a estimacion dos pardmetros. Este paquete permite in-
troducir un pardmetro de fraxilidade con distribucion log-normal (Gu, 2014)

sscox(Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ..., random = ~ 1|frailty.var, data = dat)

Outros paquetes

O paquete R2BayesX, a través da funcién bayesx tamén permite axustar esta clase de modelos
segundo indican Gorfine e Zucker (2023) pero non se encontrou literatura sobre o seu funcionamento.

O paquete frailtyPack era outra opcién para o axuste destes modelos pero recentemente foi retirada
do repositorio CRAN (Comprehensive R Archive Network, 2024).

3.4. Verosimilitude xerarquica

Ha et al. (2001) propoiien outro método chamado verosimilitude xerarquica. Este método non se detalla
nesta memoria porque faria preciso explicar os modelos xeralizados xerarquicos de Poisson, que non é
o obxecto deste traballo, e porque a innovaciéon respecto dos métodos mencionados anteriormente para
o modelos nos que se centra este traballo, non é moi importante.

De acordo con Ha et al. (2001; 2003) para o modelo de riscos proporcionais con distribuciéon gamma
das fraxilidades, os estimadores dos parametros con este método, serian equivalentes aos dous métodos
anteriores. Por outra parte, para un modelo de riscos proporcionais con distribucion das fraxilidades
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log-normal, este método seria unha extensiéon da verosimilitude parcial penalizada para datos con
empates nos tempos de evento. Os autores non dan ningunha indicacién sobre a equivalencia ou non
dos métodos para fraxilidades distribuidas segundo unha gaussiana inversa, positiva estabel ou outras
distribuciéns potencia-varianza.

3.4.1. Implementacién en R
frailtyHL

Ha et al. (2019) implementaron este método de estimaciéon para o caso semiparamétrico no paquete
frailtyHL de R coa funcién homoénima.

frailtyHL(Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ... + (1|frailty.var), data = dat, RandDist = "Normal")

A distribucion das fraxilidades indicase en RandDist e pode ser normal, Normal, ou gamma, Gamma.

A modo de mencion, coméntase que este paquete permite tamén axustar modelos de fraxilidade con
tempo de fallo acelerado usando a funciéon mlmfit.

3.5. Pseudoverosimilitude completa

O ultimo dos métodos de estimacion foi proposto por Monaco et al. (2018). Para estudar este método,
comezan por reescribir a verosimilitude incondicional (2.8) como

n n;

ﬁ7 2|7' H H |:( )eﬁtxu)éij] (_1>m(7)£(m(7))(Aclubter( 2( |X) ’

i=1 =

onde 7 é o tempo de seguimento e Y;;(7), o tempo de supervivencia observado ata 7, Y;; (1) = T;; A T.
Actaster (8] X;) € a suma dos riscos de cada individuo dun claster, a excepcion de Z, como se viu en
(2.4). Por ultimo, n;(t) é o nimero de individuos no cltster i que seguen sendo observados en tempo

t,ni(t) =355 W(Ty = 1)
A log-verosimilitude correspondente é

n n;

log (L(8,0%I7)) = Z Z 8ij [log(Mo(T35)) + B' Xij]

i=1 j=1

+Zlog( £ (Aggoren (Yi(7) X)) ) - (3.2)

Para obter estimaciéns de 8 e o2 é preciso un estimador de Ag. Ata agora consideramos un tnico
tempo de seguimento, pero poderiamos considerar varios, engadindo un subindice a 7, ;. Usando esta
notacién, para certo valor de 8 e o2, Ag estimase a través dunha funciéon discontinua con saltos nos
tempos de evento observados, 7,0l =1,..., L con

i: g ]l(TU = Tl)

)‘O(Tl) ~
Z w <77AO>TZ 1) (sz > Tl)e[3 Xij
=1

Ao(7) = Ao (twy)s
T <T

" L) (Agster (Y| X5, 1))

A — claster 7 19 )

v (o) LOTFD (A guger (Y| X7, 71))
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Con este enfoque, pode verse 1 (*y, Ao, Tl_1) Yi; (n)eﬂtx’lf como unha covaridbel dependente do tempo
e usarse o seguinte algoritmo de estimacion

1. Utilizar a regresion de Cox estandar para obter estimadores de 3 e fixar 02 = 0.

2. Usar os valores actuais de 8 e 02 para estimar Ag usando (3.2).

3. En base 4 estimacion de Ag, obter estimacions de 3 e o2 maximizando log(L(3,0?)).
4. Reiterar entre os pasos 2 e 3 ata obter converxencia.

Unha das maiores desvantaxes que presenta este método é que de cara 4 estimacion do risco en tempo
71 sO se utiliza a informacion dispoiiibel e ata o tempo 7;, co que pode achegar estimadores menos
eficientes que outros métodos que utilizan toda a informacion dispoiiibel (Gorfine et al., 2006).

3.5.1. Implementacién en R
frailtySurv

Os autores do anterior artigo (Monaco et al., 2018) desenvolveron asimesmo un paquete de R para
a utilizaciéon deste método de estimacion, frailtySurv. A funciéon fitfrail deste paquete permite
axustar modelos de fraxilidade usando esta rutina

fitfrail(Surv(time, status) ~ covl + cov2 + ... + cluster(frailty.var), dat = dat, frailty = "gamma'")

A varidbel frailty indica a distribucién da fraxilidade que pode ser gamma, gaussiana inversa
(invgauss), positiva estabel (posstab), potencia-varianza (pvf) ou log-normal (log-normal). No caso
da distribucion log-normal, pola ausencia de transformada de Laplace, a integral debe avaliarse nume-
ricamente en cada iteraciéon o que aumenta considerabelmente o tempo de computacién que se precisa
para a estimacion.

3.6. Comparaciéon dos paquetes de estimacion

Wu et al. (2023), nun artigo pendente da revision por pares, fixeron un estudo comparativo do fun-
cionamento dalgtns dos paquetes presentados neste capitulo en termos de eficiencia e precision para
o axuste de modelos de fraxilidade con distribuciéon gamma a través do axuste de resultados simu-
lados. Nesta seccion preséntanse os resultados do seu estudo excluindo os resultados para o paquete
frailtyPack que, como se mencionou anteriormente, foi recentemente retirado do repositorio CRAN.

Os autores simularon tempos de evento usando unha distribucién de Weibull de pardmetro de forma
a = 3 e pardmetro de escala A = 0.007 ao que engadiron tres covaridbeis coa forma dos modelos de
Cox en (1.6) e un termo de fraxilidade, isto é

P < — log(ui;) )Ua
“ Aexp(B1x1i; + Boxaij + Baxsij)z

con u;; simulada da distribucién uniforme estandar, U[0, 1].

A distribucion das z; tamén é uniforme estandar, U[0,1], a das z3 é a normal estandar N(0,1) e
por dltimo z3 segue unha distribuciéon de Bernoulli de parametro 0.25, Bernoulli(0.25). Os auténticos
valores dos parametros de regresion fixaronse en § =1, 8 = —1 e # = 0.5. Xeraronse tamén tempos
de censura dunha exponencial de parametro 6 escollido de xeito que a proporcién de observacions
censuradas fose en media 20 %, 50 % e 80 %, respectivamente. Por ultimo, a fraxilidade xerouse dunha
distribucién gamma de media 1 e varianza 0.5.

Respecto do tamafnio da poboacion e dos clusters, consideraronse 5 escenarios diferentes:
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= unha mostra de tamano 100, con n = 10 clusters de tamano n; = 10,
= unha mostra de tamano 400 con

e n = 40 clusters de tamano n; = 10 ou

e n=10en; =40, ¢
= unha mostra de tamano 800 con

e n=280¢en; =10, ou

e n=10en; =80.

Considerando os 5 escenarios para o tamano da poboacién e os clusters e tres escenarios para a taxa
de censura, consideraronse un total de 15 escenarios. Para cada escenario simularonse 1000 mostras e
axustouse o modelo con todolos paquetes en CRAN que permiten axustar un modelo de fraxilidade
con esa distribucion.

O estudo non indica se, & hora de axustar os modelos asumindo unha forma paramétrica do risco basal
co paquete parfm, se supuxo conecida a distribucién dos tempos de evento ou, no caso contrario, cal
foi o criterio de seleccion.

Os autores do artigo mencionado conclien que entre os paquetes disponibeis para o axuste destes
modelos (survival, parfm, frailtyEM, frailtySurv e frailtyHL), o paquete survival representa a
mellor opcién xa que é o mais rapido, cun tempo de computacién que reduce en mais dun 90 % o que
precisa calquera dos outros paquetes, e tamén é o que ofrece unha maior taxa de converxencia, medida
como a proporcion de veces que a rutina de estimacién converxe e se obtefien estimacions, situandose
en ou moi preto de 100 % en todolos escenarios, comportandose moito mellor que outros paquetes.

Prestando atencién ao nesgo, o paquete survival tamén ofrece un rendemento bo. Outro paquete que
tamén ofrece un bo rendemento 4 hora de minimizar o nesgo é o paquete frailtyEM. Ademais, pode
dicirse que frailtyEM ofrece o mellor rendemento 4 hora de minimizar o erro cadratico medio das
estimacions.

Dado que a diferenza no tempo preciso para o axuste entre frailtyEM e survival é s6 duns segundos,
poderia ser recomendabel usar este paquete para axustar distribuciéns gamma, e s6 usar survival
nas raras ocasions nas que esta rutina de estimacién non converxa, especialmente cando o tamano de
mostra non sexa excesivo e a diferenza poida medrar. Ademais dos argumentos anteriores, este paquete
achega informacion adicional 1til como a desviacion estandar da varianza da fraxilidade ou o resultado
do test de heteroxeneidade Commenges-Andersen.

Seria interesante ter datos para outras das distribuciéns. De feito, considerouse facelo como parte deste
traballo, pero dadas as caracteristicas do estudo de simulacién e o tempo de axuste medio obtido polos
autores, que excedia nalgins casos os dous minutos, claramente non é factibel co tempo e medios
disponibeis.

3.7. Robustez da distribucién gamma

Como se comentou anteriormente neste traballo, a distribucién gamma é a méis utilizada historicamen-
te para o axuste dos modelos de fraxilidade. En moitos casos, a falta de informacion sobre a distribucion
das fraxilidades, axistanse modelos con fraxilidade gamma. Isto é algo frecuente xa que, malia existir
métodos de bondade de axuste, estes son limitados e a miudo é dificil saber que outra distribucion
é mellor para modelizar as fraxilidades. Dado que na practica se usa a distribucién gamma, mesmo
cando ¢ significativamente diferente da verdadeira distribucién das fraxilidades, é importante saber cal
é a robustez das estimacions obtidas baixo a suposicion de fraxilidade con distribuciéon gamma cando
a distribuciéon verdadeira das fraxilidades é outra.



3.7. ROBUSTEZ DA DISTRIBUCION GAMMA 33

Gorfine et al. (2012) estudaron a robustez a través dun estudo de simulacion, no que supuxeron
que o risco basal era exponencial de parametro 1, incluindo unha tnica covariabel coa forma dos
modelos de Cox, e que os tempos de censura seguian unha distribuciéon uniforme entre 0 e ben 0.3
ou ben 3, de xeito que a taxa de censura se situase respectivamente entre o 60% e o 80% e entre o
30% e 0 40 %. A covariabel X xerouse dunha Bernoulli(0.5) e o valor real do efecto fixo 8 fixouse
en § = log(2) &~ 0.693. Ademais, xeraron unha fraxilidade compartida dunha distribucién gamma,
gaussiana inversa e positiva estdbel co parametro escollido de xeito que o nivel de dependencia, medido
usando a 7 de Kendall mencionada antes nesta memoria, se mantivese constante en 0.45. Xeraronse
20,000 tempos independentes. De entre estes escolléronse 500 e xunto con outros 500 forméronse 500
parellas ou clusters de tamano 2, para os que se xerou o tempo dada a fraxilidade observada. Cada
escenario foi analizado xerando e axustando 1,000 mostras aleatorias.

Os resultados da simulaciéon amosan que o nesgo e a perda de eficiencia introducidos pola incorrecta
especificacion da distribucion de fraxilidade son minimos. Dai, conclien que convén usar a distribucion
de fraxilidade gamma cando se desconece a distribucion das fraxilidades.

Outro estudo de simulacion similar foi feito por Hsu et al. (2007). Neste caso consideraronse como
distribuciéns da fraxilidade a gaussiana inversa, a positiva estabel e a discreta que toma un de entre
dous valores. Alén da fraxilidade engadiu tamén a mesma covariabel Bernoulli e o parametro de
regresion correspondente. Neste estudo consideraronse dous conxuntos de pardmetros, para inducir a
dous niveis de dependencia diferentes, 7 = 0.20 e 7 = 0.45. Ademais consideraronse respectivamente
taxas de censura de 20 %, 50 % e 80%. Os resultados e as conclusions dos autores son simulares as
obtidas no estudo mencionado anteriormente.

Anteriormente, Glidden e Vittinghoff (2004) fixeran outra analise similar con outro estudo de simula-
ciéon. No seu caso, en lugar de modificar a taxa de censura modificaron o tamafio da mostra e o tamano
dos clusters, considerando un tamano de mostra de 100 ou 400, e un tamano de claster de 2, 10 ou
20. O risco basal simulouse dunha Weibull de parametros o = 1.3 e A = 5. As fraxilidades xeraronse
dunha distribucién gamma, gaussiana inversa ou positiva estabel, escollendo o parametro de xeito que
a medida de dependencia de Kendall, 7, fose 0.5 en todolos casos. O efecto das covaridbeis tamén tina
a forma dos modelos de Cox, con valor 8 = log(2) = 0.693. A covaridbel X tomaba valor 1 ou 0, pero
non se xerou aleatoriamente senén que cada metade dos membros de cada claster se asignou a unha
ou outra opcién, reflictindo o que sucede co tratamento en ensaios clinicos levados a cabo nun niimero
de centros.

Os resultados destes estudos indican que a incorrecta especificacion da distribucion de fraxilidade non
introduce importantes perturbaciéns nas estimacions dos parametros de regresion.
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Capitulo 4

Métodos de diagnoéstico dos modelos
de fraxilidade

Neste capitulo recollense algins métodos de diagnostico para os modelos de regresion con fraxilidade,
restmense os resultados de estudos numéricos que estudan a sta a validez e inclaese, cando esta existe,
a implementaciéon en R do método. O capitulo dividese en tres secciéons, a primeira trata os modelos
de diagnoéstico de bondade de axuste do modelo de regresion, en segundo lugar tratanse os tests para
detectar heteroxeneidade, é dicir, para detectar a presencia de fraxilidade e, por ultimo, preséntanse
os tests de bondade de axuste da distribucion suposta para as fraxilidades.

4.1. Tests de bondade de axuste do modelo de regresiéon

Nos manuais e revisions dos modelos de fraxilidade consultados (Balan & Putter, 2020; Duchateau
& Janssen, 2008; Gorfine & Zucker, 2023; Govindarajulu & D’Agostino, 2020; Wienke, 2010) non
se presta moita atenciéon aos tests de bondade de axuste da forma do risco basal ou da forma dos
preditores lineares, ponendo, como se vera nas seguintes seccions, o foco en comprobar a presencia de
heteroxeneidade e na bondade de axuste da distribuciéon da fraxilidade. A menor importancia que se
lle da esta en lifia coa escasa literatura nesta area. A continuacién, recollense os 3 tests identificados
na literatura.

4.1.1. Tests de Bagdonavicius e Nikulin e de Vonta

Este apartado presenta de forma conxunta os tests propostos por Bagdonavi¢ius e Nikulin (2011) e
por Vonta (2020), xa que comparten a mesma idea.

Ambolos dous tests propofien dividir o tempo de observacion da mostra en k intervalos coa forma
(ti—1,t1),1 € 1,...,k, con tg = 0 e t;, = méx(t;;) e comparar o namero de eventos observado no
intervalo,

d; = Ziéij]l(tl_l <t < tl),

i=1j=1
co nimero de eventos esperado
A= Y ABATHIX) = Ati4] X))
ij:TiJ >t
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O test de Bagdonavi¢ius e Nikulin propén en base a esta idea construir o estatistico

k
d; — Ay)?
=1

A forma de (Q é excesivamente complexa para describila nun resumo breve do método, pero depende
das derivadas da funcion de risco baixo a hipotese nula respecto dos parametros estimados, e leva a que
o estatistico Ty tena distribuciéon chi-cadrado cun parametro que tamén depende destas derivadas,
co que se rexeita a hipétese nula de que a distribucion siga o modelo de regresion proposto para valores
excesivamente grandes do estatistico.

O estatistico proposto por Vonta non esta completamente claro xa que tanto este como outro artigo
anterior con Karagrigoriou (Vonta & Karagrigoriou, 2014) contefien un erro na definicién dos termos
do estatistico. Ao noso entender, o estatistico proposto é

k
, - di/m 5 (g —di)/m
Ty, :arggélg lél n; (Fl -gp( 7 ) +S-p (5*

l l

onde Fj e S; son respectivamente a funcién de distribucién e supervivencia estimada dos eventos no

intervalo [,

e M1 Ay

~ ~ — e
Si=1-F=1- o v

e ¢(+) é unha funcién que mide a diverxencia, que ten as seguintes propiedades:
= o(x) é continua, diferenciabel e convexa en x > 0;
= (1) =0
= (1) =0

como a funcion de Kullback-Leiber. A forma final do estimador dependera da funciéon escollida. Con
unha das opciéns achegadas chégase, de novo, & distribucién chi-cadrado de Pearson.

Respecto do ntimero e xeito de formar os k grupos, propdnense distintos métodos entre ambos artigos,
que tenen como obxectivo levar a un namero de eventos esperados en cada intervalo similar, e a unha
maximizacién da potencia do test.

4.1.2. Test de Gonzalez-Manteiga, Martinez-Miranda e Van Keilegom

Gonzalez-Manteiga, Martinez-Miranda e Van Keilegom (2023) propuxeron un test para detectar o
efecto non linear das covaridbeis na supervivencia para modelos con fraxilidade.

O test proposto consiste en axustar o modelo baixo a hipétese nula de efecto linear e baixo a hipdtese
alternativa usando bases ortogonais. A continuacién, propénse usar como estatistico de test a diferenza
entre a log-verosimilitude baixo a hipétese nula e baixo a hipdtese alternativa multiplicada por -2.
En terceiro lugar, estimariase a distribucion do estatistico de test a través do seguinte algoritmo de
remostraxe bootstrap:

1. Baixo a hipétese nula, axtistase o modelo e obténense estimaciéons do risco basal, A\g, dos para-
metros de regresion, 3, e o parametro da distribucién das fraxilidades 6.
~ . / ’ . . . . ., .
2. Obténense os efectos aleatorios W, = exp(Z;), i = 1,...,n da sta distribuciéon suposta substi-
tuindo o pardmetro descofiecido # pola siia estimacion.
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3. Xéranse tempos de supervivencia 17, 1 =1,...,n, j = 1, ... n; a través da funcién de supervi-
7/,]’ b b b b b
vencia estimada

St X4, W;) = exp (—Ao(t)eétXij+Wi> 7

con S(t|-) a funcion de supervivencia estimada.

’ . . . . .
4. Xéranse tempos de censura Cij7 i=1,...,n, 7 =1,...,n; usando o estimador de Cox da distri-
bucién de censura

A A ex AtXi ;
G(elX15) = Go(e)@(P %),
con (s os estimadores dos parametros de regresion da funciéon de distribuciéon da censura.

5. Fixanse Ti/j = min(Ti’;/, C;j) e 5;j = ]l(Ti/;‘ < Cjj). A mostra bootstrap é

{{Ti,j,égj,Xij};i el,....,n;j=1, ,n,} .

6. Recalctlase o numero de bases ortogonais 6ptimo usando o criterio de informacion de Akaike
para chegar 4 distribuciéon baixo a hipotese alternativa e obtense o estatistico de test.

Despois de repetir os pasos 1 a 6 un ntimero grande de veces, estimase o valor critico do test para un
nivel de significacion a como o cantil (1 — «) dos estatisticos na remostraxe e rexéitase o test para un
valor do estatistico maior ao valor critico.

Os autores conclien a stia publicacién cun estudo numérico das propiedades do test proposto. O test
proposto amosa un bo comportamento baixo a hipotese nula, co nivel de rexeitamentos aproxima-
damente igual a 100a % mais un rendemento moderado baixo a hipdtese alternativa, precisando dun
tamano de mostra importante para detectar as desviacidons da hipotese nula a maioria das veces, mesmo
cando a hipotese alternativa é moi distante da nula e a variabilidade das mostras é limitada.

4.2. Test de heteroxeneidade

O tnico test que foi identificado na literatura para comprobar a presencia de heteroxeneidade é o
proposto por Commenges e Andersen (1995).

4.2.1. Test de Commenges-Andersen

O test de Commenges-Andersen é un test para a deteccion de heteroxeneidade nunha mostra de datos
de supervivencia coa forma dun modelo de fraxilidade multiplicativo, como o que se vén tratando nesta
memoria. O test foi publicado nun artigo destes autores (Commenges & Andersen, 1995).

Proponse escribir o termo de fraxilidade como Z; = exp(W;o), con W; variébeis aleatorias indepen-
dentes e identicamente distribuidas segundo unha distribucién sen especificar de media 0 e varianza 1.
A hipotese nula polo tanto é Hy : 0 = 0 e a hipotese alternativa Hy : 0 > 0.

En base ao axuste dun modelo de riscos proporcionais de Cox (sen fraxilidade) e & funcion de verosi-
militude pode chegarse ao seguinte estatistico

Uz

=3 i:MijMik +1>

M3 —N| | +C,
i=1 | j#k i=1 | j=1

O estatistico é a suma de tres termos. O primeiro, con M;; = §;; — Ao(T;;) exp(B8'X;;), é a suma das
correlacions entre cada par de individuos nun claster. O segundo é unha medida da dispersion excesiva
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e o terceiro,

n n; 2

n  n; 5ii )
C=>> W}Zj)z D12 UT > Tyj) exp(B' Xi)

i=1 j=1 k=1 Li=1

con SO (t) = Dy Z?Zl (T35 > t) expétxiﬂ', é dicir a suma dos preditores lineais dos pacientes baixo
risco en tempo ¢, é un termo de correcciéon que tende a cero a medida que N medra, sendo /N o tamano
total da mostra, N = >"" | n,.

Cabe destacar que, no caso de avaliar a existencia de fraxilidade univariante, é dicir un termo de
fraxilidade por individuo, o estatistico reducese a unha medida de dispersion excesiva corrixida.

Para estimar a varianza de T chamemos X &4 matriz de varianzas-covarianzas estimada dos 8 con
elementos 6,1 < k < p,1 <[ < p. Denotemos

(T < t)eP X

Pilt) = =@
e
g
pilt) = py(t), 1<i<n
j=1
para cada tempo de evento distinto #; I = 1, ..., L. Denotemos por D(#;) o nimero de mortes observadas

en tempo t;. Lembremos que o residuo martingala para a observacion ij en tempo ¢; é

0ij — AO(Tij) eXp(ﬁtX”‘) se Ti; < #;

M () = >
i {_AO(Tl)eXp(/BtXij) se Tpj > 1.

Sexa Aciaster i (8] X5) = E;;l A(t1] Xi5) e Actaster i(to| X ;) = 0. Para cada grupo, calculemos,

Qz(tl) =2 [Aclﬂster i(tlfl‘Xi) - Z Ach’lster g(tlfl)ﬁg(tl) - ﬁz(tl) + npz(tl)
g=1

Finalmente para cada unha das p-covariabeis h = 1, ..., p calculamos

O = Z Z Qi(tr)d(tr) ZXijh

i=1 j=1 j=1
A varianza estimada do estatistico vén dada por
n  n; p p
V=3 Qiltk)’pi(te)d(te) Y Y 0nOkOn-
i=1 j=1 h=1k=1

Polo tanto, o estatistico de test 7" ten distribucion asintotica N (0,v/V) e rexéitase a hipotese nula para

T
Pl |l—=|) >«
(’ vV D
Implementaciéon en R

Como se viu anteriormente, este test estd implementado no paquete frailtyEM. O test aplicase por
defecto ao axustar un modelo usando a funcién emfrail do mesmo paquete. Tamén se pode usar
aplicando a funcién ca_test do mesmo paquete, frailtyEM, & saida da funcién coxph do paquete
survival.
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4.3. Tests de bondade de axuste da distribucion de fraxilidade
4.3.1. Test de Shih e Louis

O primeiro método desenvolvido co obxectivo de probar a validez da distribucién utilizada para mo-
delizar as fraxilidades que se incliie nunha maioria de manuais é un método grafico proposto por Shih
e Louis (1995). Este método permite contrastar a hipotese nula de que a distribucion de fraxilidade é
gamma.

Se o modelo é correcto, para t € [0,7],i =1,...,n,

1+ D;(t)

1+ 3 [Ao(Ty; At)eB X Z;]
j=1

E [Z(tw)} = E

con D;(t) o namero de eventos no claster i en tempo t.

En t = 0, a predicién de Z; condicionada a # é igual a 1, ZAl(0|9) = 1. Por outra parte, por definicion,
usando toda a informacién observada no estudo, ¢t = 7, a media das prediciéns das fraxilidades Z;
condicionadas a 6 ¢ igual a 1, Z(]f) = 1. A varidbel 6 ¢ a solucion as ecuacions de estimacion
U(f)7) =0 con

Uoir) = o= > Olos (L. (01)),

Isto indica que o estatistico de diagnostico Z(t|f) — 1 pode unificarse coa funcion score escalar U(f|t)
para o termo de compensacion ou offset 5y e da pé a unha interpretaciéon interesante. Se o modelo é
correcto, a funcion U(By|t) no verdadeiro valor de 0 ten esperanza 0 para calquera 0 < ¢t < 7, e polo
tanto BO (t), a solucion de U(Sylt), debera estar preto do verdadeiro valor do parametro 5. En caso
contrario, toda variaciéon de t non explicada polo modelo serd absorbida polo intercepto dependente
do tempo, Bo(t), que non converxe a .

Dai, baixo a especificacién correcta da distribucién de fraxilidade, Z(t|#) deberia fluctuar ao redor
de 1. Pola lei dos grandes niimeros de Markov, como amosan os autores no artigo, Z(t|f) converxe a
1 en probabilidade. Pode probarse tamén que /n(Z(t|f) — 1) converxe a unha normal de media 0 e
varianza limitada. Substituindo 6 por 6 mantense o valor da media pero reducese a varianza de xeito
proporcional & forza da correlaciéon entre (Z(t,0) — 1) e U(0)t).

Os autores proponen utilizar estas propiedades para construir unha ferramenta de diagnostico grafica,
facendo unha gréfica de Z(t|f) — 1 & 2SE sobre t, co erro estandar axudando a discernir a variacion
na grafica. Baixo a especificacién correcta do modelo e da distribucion das fraxilidades, Z(t|#) fluctta
preto do 1, achegandose a medida que crece t.

4.3.2. Tests de Glidden e de Cui e Sun

Glidden (1999) propén un test para contrastar que a distribucion de fraxilidade dunha poboacion é
gamma que ofrece a vantaxe respecto do anterior método de non precisar a correcta especificacion da
distribucién do risco basal para contrastar a hipotese nula de que a distribucion das fraxilidades é
gamma. O artigo inclte, ademais, o resultado dun estudo de simulacién analizando o funcionamento
empirico do test. Posteriormente, Cui e Sun (2004) adaptaron o método para modelos de regresion con
covariabeis e realizaron outro estudo de simulacién sobre a sta validez empirica.

Os autores amosan, de xeito similar ao test anterior e en lifa co que se vén tratando neste traballo,
que a predicion das fraxilidades usando a informaciéon disponibel ata o tempo 7 menos a sta media,
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que por definicién é 1,

o 1/02 Ll(t)
() 1= v X
&(7) 1/02 4 E;L;1 AO(T/\jij)eB‘X”

con D;(t) definido do mesmo xeito que no método anterior, é unha variabel de media 0.

Como amosan os autores, a suma normalizada destes valores das fraxilidades pode ser separada nunha
parte con distribucion idéntica e independente entre os clusters, ®;(7), e unha segunda parte que
converxe a 0 en probabilidade

W(r)=n""/? Z [2i(r) = 1] =n"'/2 Z[‘I%(T)] +0p(1)

ten distribucién normal multivariante e converxe de xeito feble a un proceso gaussiano.

Dada a dificultade de obter a matriz de varianzas-covarianzas, os autores proponen obter a distribucion
baixo a hipotese nula de W(7) por simulacién usando

W' (r) = Ln Z d;(1)&,

onde as £ son variabeis con distribucién normal estandar.

Cando a distribucion das fraxilidades ¢ correcta, as W (7) nun grafico sobre ¢ estaran preto de 0. Enga-
dindo ao gréfico un ntmero de simulacions (os autores propoifien 20 pero coa capacidade computacional
actual poderian ser mais) poderemos ver se as desviacions de 0 son significativas. Os autores propoien
asimesmo usar procedementos como o método do supremo para obter un test numérico en base ao
mesmo principio.

Cabe comentar que, de acordo con Glidden (1999), para n — oo este test tamén se encontra baixo a
hip6tese nula cando a distribucién das fraxilidades non sexa gamma, pero a varianza das fraxilidades
tenda a 0.

Tanto o estudo de simulacion de Glidden (1999), como o de de Cui e Sun (2004) amosan que o test ten
unha potencia razoabel para tamafnios de mostra moi pequenos (50), especialmente cando a censura é
baixa (<20 %) ou o tamafo de claster é maior (5) e unha potencia moi boa para tamafios de mostra
algo maiores (200), mais tamén que é excesivamente conservador para distribucions de fraxilidade con
varianza pequena, cun porcentaxe de rexeitamento dos tests inferior ao nivel de significacion.

4.3.3. Test de Geerdens, Claeskens e Janssen

Geerdens, Claeskens e Janssen (2013) propuxeron un test numérico para comprobar se a distribucion
das fraxilidades é gamma, baseado na comparacién entre a verosimilitude do axuste dun modelo con
distribucién de fraxilidade gamma e a verosimilitude de modelos axustados cunha clase de distribucions
gamma xeneralizadas co uso de expansions ortogonais.

Os autores fixeron tamén un estudo de simulacién para estudar o funcionamento do test. Os resultados
amosan unha potencia limitada 4 hora de detectar que a distribuciéon das fraxilidades é gaussiana
inversa no canto de gamma, e en cambio moita potencia cando a distribucién real é positiva estabel.

4.3.4. Test de Munda e Legrand

O test de Munda e Legrand (2013) ¢ diferente dos anteriores porque non permite unicamente contrastar
se a distribucién das fraxilidades é gamma, senén que simultaneamente amosa se a positiva estabel ou
gaussiana inversa achegan un mellor axuste. O test esta formulado para mostras sen covariabeis con
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clusters de tamano 2 ainda que, como se indica méis adiante, se proponen adaptaciéons para outras
situacions.

O test baséase na distinta forma da dependencia entre un par de observaciéns nun cluster segundo a
distribucién das fraxilidades, como se amosou na figura 2.2. Proponse amosar nunha gréfica os valores
de dependencia observados. Estes calctilanse como a funcién de supervivencia conxunta empirica en ¢ e

ty, con S(t1) = S(t2) = ¢ para distintos valores g con S(t) o estimador Kaplan-Meier da supervivencia,
g(tl ,t2)

dividida por g, 7

S(ty,t2) = LILTHS(t)) + LTS (t2))).

Estes valores tisanse nunha grafica na que as ordenadas indican a probabilidade de supervivencia
conxunta observada, e as abscisas indican o valor da supervivencia individual de cada membro do
cluster ¢q. Baixo independencia os puntos seguen a diagonal con ordeada na orixe 0 e pendente 1.
Ademais dos valores observados amosanse na grafica, a forma esperada para distintas distribucions de
fraxilidade, que corresponderian ao valor da figura 2.2 na diagonal.

A hora de expandir este test a mostras de datos con covariabeis, os autores propoifien usar dous
estimadores de Kaplan-Meier cando se trate dunha tnica covariabel binaria, e substituir o estimador
Kaplan-Meier por un estimador kernel noutras situacions. De cara a expandilo a tamanos de clister
maiores a 2, proponen seleccionar aleatoriamente unha parella de cada cluster e facer a estimacion
anterior, repetir este exercicio un niimero de veces e utilizar o valor promedio para cada clister.

Nun estudo de simulacién para comprobar a sitia validez, no que se busca escoller cal é a distribucién
das fraxilidades entre a gamma e a positiva estabel minimizando a suma dos cadrados das diferenzas
entre os valores observados na grafica e os valores preditos para cada distribucién, os autores demostran
que o test ten gran capacidade preditiva, levando & escolla correcta da distribuciéon das fraxilidades
entre un 38 % e un 100 % das veces, segundo o escenario, coa maioria de casos achegandose mais ao
segundo dos limites.
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Capitulo 5

Residuos de Li, Wu e Feng aplicados a
modelos de fraxilidade

Li, Wu e Feng (2021) propuxeron un método para o diagnostico dos modelos de regresion en analise
de supervivencia clasico (sen fraxilidade) baseado na utilizacion de probabilidades de supervivencia
aleatorizadas. Este método foi utilizado por Kats e Gorfine (2023) nun contexto especifico de regresion
para datos illness-death. Pero, ata o limite do noso cofiecemento, non se consideraron estes residuos
no diagnoéstico dun modelo xeral de datos agrupados en clusters.

Neste capitulo preséntanse os residuos de Li, Wu e Feng, tamén chamados probabilidades de super-
vivencia aleatorizadas normalizadas ou NRSP polas stias siglas en ingles, e propdénense dous tests
usando estes residuos, un de heteroxeneidade, e un de bondade de axuste do modelo de regresion, que
ten duas versions. Cada unha das versidons usa unha adaptaciéon diferente destes residuos aos modelos
de fraxilidade:

1. por unha parte utilizase unha a adaptacion inspirada pola proposta de Kats e Gorfine, e

2. por outra, unha opciéon alternativa que, segundo o noso conecemento, é proposta por primeira
vez neste traballo.

Posteriormente, explicase por que estes dous métodos son complementarios. Finalmente preséntanse
un estudo de simulacién para estudar a validez empirica dos residuos propostos e os resultados do
mesmo.

5.1. Descricién do método

O método proposto por Li, Wu e Feng (2021) pode entenderse partindo dos tradicionais residuos de
Cox-Snell. Cox e Snell propuxeron utilizar os riscos estimados 7; = A(t; |X5;),4=1,...,n como residuos.
Como se viu en 1.11 se o modelo estimado é correcto e os valores de ,3 estan proximos as verdadeiras
3, estes distribuiranse como unha mostra censurada dunha exponencial de parametro 1, exp(1). Pola
transformacién integral da probabilidade temos que, se o modelo estimado fose correcto, a funcion
de distribucion resultante de aplicar a funcién de distribucién suposta as r, é dicir a distribuciéon de
1 —e™", ten distribucién uniforme estandar censurada. Polo tanto, se aplicamos como transformacion
a funcion de supervivencia suposta e™", teremos tamén unha distribuciéon uniforme. Definamos polo
tanto estes valores como

SP(t) = S(tlz) =", (5.1)

onde r é o residuo de Cox-Snell e SP vén de survival probability.

43
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Os autores do artigo proponen facer unha transformacion relativamente sinxela das SP para lidiar
co fenomeno da censura e obter residuos uniformes. As probabilidades de supervivencia aleatorizadas
RSP, con distribucion uniforme estandar, como veremos mais adiante, venien dadas por

RSP(t,6,U) = U 9SP(t) (5.2)

onde U se distribtie seguindo unha distribucién uniforme en [0, 1]. Para a proba da uniformidade das
RSP(t,0,U) con censura non informativa pola dereita, replicase a achegada polos autores.

Proba de que os residuos RSP seguen unha distribucién uniforme estandar

Para comezar reescribese a formula das RSP como

S(T*X), se T* <C

RSP(T*,C,U) =
o ) {US(C|X)7 se T* > C.

Para certa C' = ¢ temos que, se o tempo de fallo € menor que ¢, T* < centon RSP(T*,C,U) = S(T*|x)
que esta uniformemente distribuida en U[S(c|x), 1]. En cambio, se T* > ¢, RSP(T*,C,U) = US(c|x)
e estd uniformemente distribuida en U0, S(c|x)]. Con L(B) denotando a lonxitude do intervalo en
[0, 1], podense derivar as seguintes igualdades:

P(RSP(T",C,U) € L(B)|C = ¢))

:P(S(T*|X)€B|C—CT*<c)><P(T*<c|X) PUST=c¢)eB|IC=¢,T">¢,X)x P(T" > | X)
= L(BN(S(T = ¢[X),1]) + L(BN[0,5(T = ¢[X)])

= L(B)

Asi queda demostrado que para C' = ¢, a distribucion das RSP(T*,C,U) = RSP(T,6,U) é uniforme
entre 0 e 1. Se aplicamos a regra da probabilidade total para extraer C' obteremos de novo unha
uniforme estandar.

As RSP(T,0,U) poderian usarse para comprobar se o modelo é correcto usando, por exemplo, tests
de bondade de axuste respecto da uniforme estandar. Porén, os autores proponen, en lugar de facer
isto, normalizar as probabilidades de supervivencia aleatorizadas para obter os rNE3P(T,§,U),

pNRSP(T 5 U) = @Y (RSP(T,6,U)) (5.3)

de xeito que as desviaciéns sexan maéis evidentes e que poidamos usar toda a variedade de métodos de
diagnostico da estatistica clasica para residuos normais, incluidos métodos graficos. Asi, por exemplo,
un QQ-plot permitira explorar a normalidade (necesaria para un bo axuste do modelo) e un grafico
dos residuos NRSP contra os valores dunha covaridbel servird para detectar posibles desviacions da
linearidade.

5.1.1. Test de heteroxeneidade

A primeira das aplicacions propostas é a utilizacion destes residuos para detectar a presencia de
heteroxeneidade ao nivel do clister e, de ser o caso, avaliar se esta provén da presencia de fraxilidade
ao nivel do claster ou doutro fenémeno, como por exemplo a presencia de datos atipicos. En certos
casos poderia mesmo informar sobre a forma a supér para as fraxilidades.

Suponamos que temos unha mostra de datos de (T',d), e que existen unha ou varias varidbeis agru-
padoras que suponemos poden ter certa influencia sobre a supervivencia, e que observamos ademais
unha serie de covaridbeis para cada individuo, X.
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Proponse axustar un modelo de supervivencia destes valores sen considerar a fraxilidade. Por exemplo,
no caso de observar covariabeis e supor que o seu efecto ten a forma dun modelo de Cox, proponse
estimar

At X) = Ag(t)eP' X

En base ao resultado da estimacion obténense os residuos usando as ecuacions (5.1), (5.2) e (5.3).
Usando estes residuos podese contrastar a existencia de heteroxeneidade con métodos graficos, como
unha grafica de caixas (e bigotes) sobre a varidbel agrupadora, ou numéricos, como un test de igualdade
de medias ANOVA. De non existir heteroxeneidade non deberiamos, na maioria dos casos, encontrar
diferenzas significativas. En cambio, de existir heteroxeneidade, por exemplo unha variabel Z comin
a cada cluaster, que ten un efecto multiplicativo sobre o risco, os clusters non provirdn dunha mesma
distribucién, senén que os residuos seréan

_ss, A(Ty| X5
iV BSP(T 8i4 Uigy Ziy Xij) = @71 (Uzlj %5 exp <_(JZ|”)>> (5.4)

cuxa media variara entre clisteres polo efecto de Z;.

A posibilidade de usar métodos graficos pode permitir detectar se a heteroxeneidade é, en efecto, o
resultado da existencia de fraxilidade na poboacién. Se non fose este o caso senon que se tratase de
datos atipicos correspondendo unicamente a un claster veriamos nun grafico de caixas homoxeneidade
entre a maiorfa das mesmas e unicamente unha desviandose significativamente.

Ademais, no caso de existir fraxilidade, un método gréafico pode indicar que a utilizacién dun modelo de
fraxilidade con distribuciéon discreta cun ntiimero reducido de puntos pode ser suficiente para axustar
o modelo. Nese caso veriamos que a altura das caixas pode agruparse nun ntimero reducido de grupos,
que seria o namero de puntos de discretizacion a utilizar. A distribucion discreta das fraxilidades foi
pouco tratada neste traballo, pero existe literatura ao respecto doutros autores como Wienke (2010)

Na figura 5.1 (esquerda) pode verse o resultado da aplicacion do test proposto a unha mostra xerada
aleatoriamente formada por 10 clusters de tamano 80 cunha taxa de censura aproximada do 20 %, logo
de engadirlle un termo de fraxilidade que se distribtie de acordo cunha gamma de media 1 e varianza 0.5,
I'(1/0.5,0.5). Pode verse claramente que existe heteroxeneidade, tanto no resultado do test ANOVA,
como no grafico de caixas que, ademais, non indica que a heteroxeneidade sexa o resultado de valores
atipicos nun claster, senén que semella ser o resultado da fraxilidade subxacente.

Poboacién con fraxilidade Poboacién sen fraxilidade
< <
p-valor < 0.01 p-valor = 0.87
o o
N4 T T N I S U
-1B88099:959, | -1 BEAsHEEEe
R Y =T L e D B
: | - 8
o - o ° °
T - T
T T T T T T T 1 T T T T T T T T 1
2 3 45 6 7 89 1 2 3 456 7 8 9

Figura 5.1: Grafico de caixas e p-valor do ANOVA para mostras formadas por 10 clusters de tamano
80, con taxa de censura 20 % con e sen fraxilidade respectivamente
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Modelo correcto Risco basal incorrecto Modelo correcto Preditor linear incorrecto
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Figura 5.2: Representacions graficas de mostras simuladas de 10 clusters de tamano 80 dun modelo
correcto e dous modelos incorrectos

Este exemplo, asi como os outros incluidos nesta seccién, correspéndense coa primeira simulacién dos
respectivos escenarios no estudo de simulacién presentado no seguinte apartado.

5.1.2. Test de bondade de axuste do modelo de regresion

Para analizar a bondade de axuste dun modelo de Cox con fraxilidade compartida en clasters, propo-
nense dous métodos de adaptar os residuos de Li, Wu e Feng ao contexto de datos en clusters.

Especificamente, proponse obter os residuos condicionais e os residuos marxinais, que como veremos,
teran mellor ou pior comportamento segundo o tamano de mostra e clusters que se consideren.

Residuos condicionais

O primeiro dos métodos propostos é, na mina opinién, a extension evidente do uso dos residuos
de Li, Wu e Feng para a analise da bondade de axuste aos modelos de fraxilidade. Dada a mostra
{(T3,0i5, Xi5)}, i = 1,...,n,j = 1,...,n;, axtstase un modelo de regresiéon con fraxilidade. A falta
de mais informacién sobre a forma da fraxilidade suponse que a stia distribucién é gamma, dada a
conveniencia matematica e robustez descritas anteriormente.

En base a esta estimacion, os residuos para un modelo de Cox calciilanse como
_ 1-5:; A 3 X.. 5
rRSP(Tyy, 605, Uy, Xij) = @71 (Uij ' exp (—Ao(Tz‘j)eﬁ Xis Zz)) (5.5)

onde Z; é a predicion da fraxilidade do claster i.

Estes residuos poden usarse para analizar a bondade de axuste con métodos gréaficos como un QQ-plot
ou un grafico dos residuos contra os valores observados das covariabeis, ou con métodos numéricos
como o test de normalidade de Lilliefors ou de Shapiro e Wilk.

Na figura 5.2 pédense ver as graficas, xunto ao p-valor sainte do test de Shapiro-Wilk, de mostras
simuladas de 10 clusters de tamano 80, correctamente axustados (graficas 1 e 3), e incorrectamente
axustados por asumir que o risco basal é Gompertz en lugar de Weibull (grafica 2) e por asumir que a
X, ten un efecto linear na probabilidade de supervivencia, cando este é en realidade cadratico (grafica
4). Pode verse nos p-valores que o test de normalidade de Shapiro-Wilk con estes residuos é quen
de detectar ambalas dias desviacidons e que a analise grafica dos residuos pode dar certos indicios da
forma da desviacién da linearidade.

Residuos marxinais

O segundo método segue a proposta de Kats e Gorfine (2023) que, en lugar de usar as estimacions da
supervivencia condicionadas as predicions das fraxilidades, usan a distribuciéon marxinal, na que non
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Modelo correcto Risco basal incorrecto Modelo correcto Preditor linear incorrecto
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Figura 5.3: Representacions graficas de mostras simuladas de 80 clusters de tamano 10 dun modelo
correcto e dous modelos incorrectos

se considera a fraxilidade individual do claster, senén que se integra respecto das fraxilidades por ser
éstas desconecidas.

A esperanza da supervivencia dun individuo respecto a Z é

Ez [S(ti;| X;)] = /0 h exp (—Ao(tij)eﬁtxijzi) flz)dz
— £ (Rotiy)e X

Cabe aclarar que pola dependencia entre as supervivencias marxinais dentro dun clister, o produto
destas supervivencias non é igual 4 funcién de supervivencia conxunta do cluster, e é por iso que non
se pode usar & hora de estudar a verosimilitude das estimaciéns e se usa no seu lugar a funcién vista
en (2.8).

Usando estes residuos, os residuos NRSP marxinais serian
TV ESP(T;, 655, Uiy, Xij) = @71 (Uilj_&ijﬁ (Ao(Tij)e'étXij)) (5.6)

Estes residuos poderian analizarse coas mesmas ferramentas mencionadas anteriormente.

Na figura 5.3 podense ver, de novo, as graficas, xunto ao p-valor sainte do test de Shapiro-Wilk, neste
caso de mostras formadas por 80 clusters de tamano 10, de modelos correctamente axustados (gréaficas
1 e 3), e incorrectamente por risco basal incorrecto (grafica 2) e por asumir efecto linear de X5 cando
é cadréatico (grafica 4). De novo os resultados amosan o bo comportamento do test.

Comparacion dos métodos de diagndstico

Destes dous métodos podese dicir que son complementarios, porque é de esperar que o método dos
residuos condicionados funcione ben cando o tamano dos clusters é grande en relaciéon ao tamano da

mostra e a varianza das fraxilidades é alta, mentres que o comportamento dos residuos marxinais
empiora nestes casos, e viceversa para varianza da fraxilidade baixa e tamano dos clusters pequeno.

A relacion do funcionamento do método dos residuos marxinais co tamano dos clusters e a varianza
é intuitivo. A medida que aumenta o tamafio dos clusters en relacion &4 poboacién e a varianza da
fraxilidade, unha maior parte da variabilidade dos tempos de evento, e con eles das probabilidades
de supervivencia estimadas, dependen do valor da fraxilidade no claster. Polo tanto, tomando o valor
medio sobre estas e ignorando o seu efecto, introdiicese un nesgo nas supervivencias estimadas, que

leva a unha falta de normalidade dos residuos.

O mal funcionamento do diagnostico usando os residuos condicionais, pola sta parte, semella ser causa
do nesgo na predicién das fraxilidades, causada por unha excesiva concentracién destas predicions
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respecto da distribucién real das fraxilidades, causada por non considerar a varianza na prediciéon das
fraxilidades.

Analicemos brevemente este nesgo. Como se ve na igualdade (2.12), a distribucion da fraxilidade predita

con distribucién gamma en base as estimaciéons do modelo axustado é & sta vez unha distribucién
: - 2 2 n; .y

gamma mais de pardmetros 1/0% + D; e 1/(1/0% + 3 7% Actaster (ti5]Ti5)) € a predicion de cada unha

das fraxilidades obtinase como a media desta distribucion, ignorando a varianza da mesma, o que

resulta nunha excesiva concentraciéon das prediciéns.

A varianza da prediciéon da fraxilidade é
1/0‘2 + Dz

Var[Z;] = 5
(/02 + X7, AT, X))

1/0’2 + Dz
1ot 4+ S5 AT X55)% + 2 (5 ATl Xa) AT Xaa) +1/02 72, ATy X))

Ainda que a esperanza desta varianza non se pode estimar sen definir a forma da funcién de risco, e
mesmo neste caso seria dificil de estimar pola dependencia intra-claster, si se pode intuir que, por ser
a esperanza do risco acumulado nos tempos de evento igual 1, tende a 0 a medida que aumenta n;.
Co cal a medida que aumenta o tamano do clister reduciriase a variabilidade explicada pola varianza
das prediciéns, e aumentaria a parte explicada pola diferenza nas esperanzas, de xeito que se reduce a
excesiva concentracion das predicions, e a sta distribucion se achega & distribucién real.

Pode verse tamén a través dunha simulacién. Na figura 5.4 pode verse a través dunha simulaciéon como
a densidade das predicions das fraxilidades achégase 4 densidade real das fraxilidades, I'(1/0.5,0.5), a
medida que aumenta o tamano de clister para unha poboaciéon formada por 5,000 clusters, con risco
exponencial de parametro 1 e sen censura. O risco acumulado non foi estimado, senén que é o risco
real, que neste caso é igual ao tempo de evento. O c6digo pode consultarse no apéndice B.1.
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Figura 5.4: Comparacion entre a distribucién de fraxilidade e a predicién das fraxilidades usando o
valor real do risco para distintos tamanos de cluster
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Non amoso esta diferenza no rendemento repetindo os tests e graficas 5.2 e 5.3 xa que a diferenza no
rendemento non é suficientemente grande para verse con poucas mostras. No seu lugar, estudase esta
diferenza no rendemento na seguinte secciéon a través dun estudo numérico, con 500 simulaciéns.

5.2. Estudo de simulacion

5.2.1. Descricion do estudo

Para analizar o funcionamento do test de heteroxeneidade e dos métodos de diagnostico a partir dos
residuos condicionados e marxinais, formulase o seguinte estudo de simulacién baseado en Hirsch e
Wienke (2012) e Wu, Feng e Li (2023). Simularanse tempos de supervivencia con:

= risco basal Weibull de pardmetros A = 0.007 e a = 3;
= 3 covariabeis, X1, X5, X3, con distribucion
e uniforme estandar, U[0, 1],
e normal estandar, N(0,1), e
e Bernoulli de parametro 0.25, Bernoulli(0.25);
= efectos fixos reais, 51 = 1, B2 = —1, 3 = 0.5;
= fraxilidade compartida, Z, con distribucién gamma con media 1 e varianza 0.5, I'(1/0.5,0.5); e

= tempos de censura con distribuciéon exponencial de pardmetro escollido con simulacién de Monte
Carlo para obter un nivel de censura medio predefinido.

Isto leva a que o tempo de evento se poida simular como

T ( 710g(Uij) )l/a (57)
“ Zixexp(B1Xij1 + BoXijo + B3Xij3)

onde U;; é un valor xerado aleatoriamente dunha distribucién uniforme estdndar.

Estas simulaciéns utilizaranse para analizar as 3 aplicaciéns do método de Li, Wu e Feng anteriormente
mencionadas.

Test de heteroxeneidade

Axtustase un modelo de Cox paramétrico sen fraxilidade con distribucion Weibull, obténense os residuos
normalizados co método de Li, Wu e Feng e aplicase un test de igualdade de medias (ANOVA) respecto
dos clusters. Esperamos neste caso obter unha alta porcentaxe de rexeitamentos.

Ademais, xéranse tempos ¢’ dunha poboacion homoxénea usando a expresion (5.7) sen incluir a fraxi-
lidade, Z, e aplicaselles 0 mesmo test para comprobar se, baixo homoxeneidade, os p-valores seguen
unha distribucién uniforme estdndar. Xunto a este test, tanto para a poboaciéon heteroxénea como a
homoxénea, usarase o test de heteroxeneidade de Commenges-Andersen, presentado na seccion 4.2.1,
usando a funcién ca_test do paquete frailty EM sobre a regresion axustada usando coxph de survival
a modo de comparacion.

Test de bondade de axuste da distribucién basal de risco

Axtustase o modelo correcto, é dicir con fraxilidade e con risco basal Weibull, obtéfiense os residuos
propostos cos métodos condicional e marxinal, respectivamente, e tsase un test de Shapiro-Wilk de
normalidade para amosar a distribucién uniforme dos p-valores baixo a hipotese nula.



50 CAPITULO 5. RESIDUOS DE LI, WU E FENG APLICADOS A MODELOS DE FRAXILIDADE

Axustase asimesmo un modelo supofiendo risco basal Gompertz e tsase o test de Shapiro-Wilk sobre
os residuos para amosar a capacidade de detectar a escolla incorrecta da distribucién basal de risco.

Test de linearidade do efecto das covariabeis

Xéranse tempos con efecto non linear das covaridbeis, t”, substituindo z2 en (5.7) por z3 e axtstase o

modelo sen considerar esta modificacién. Sobre os residuos deste modelo tisase o test de Shapiro-Wilk
para detectar a desviaciéon de normalidade dos residuos. Non se estuda o caso baixo a hipétese nula,
xa que € o mesmo que no test anterior.

En resumo, xeranse mostras de 3 poboacions diferentes, a poboaciéon base ou correcta, unha poboacién
homoxénea, e unha poboacion con efecto cadratico de X,. As poboacions homoxénea e base aplicaselles
un test de heteroxeneidade (ANOVA), sobre a base aplicanse ademais dous tests de bondade de axuste,
un co risco asumido correctamente, e outro incorrectamente, e sobre a cadrética utilizase o test de
bondade de axuste. 5 tests diferentes, ademais do uso do test de Commenges-Andersen a modo de
comparacion.

Estes tests repetiranse sobre 500 mostras aleatorias, para obter conclusiéns empiricas sobre o funcio-
namento do test.

Escenarios
Considéranse distintos escenarios. Respecto do tamano da poboacion e dos clusters consideraranse:
= 80 clusters de tamano 10 - tamafno da mostra 800
= 40 clusters de tamano 10 - tamafno da mostra 400
= 10 clusters de tamano 10 - tamafnio da mostra 100
= 10 clusters de tamano 80 - tamafio da mostra 800
= 10 clusters de tamano 40 - tamafnio da mostra 400

Respecto do nivel de censura considerardse un nivel de censura medio do 20 %, do 50 % e do 80 %. En
total considéranse 15 escenarios diferentes.

O coédigo utilizado para implementar este estudo en R pode consultarse no apéndice B.2.

5.2.2. Resultados
Test de heteroxeneidade

Os resultados do estudo de simulacion sobre o funcionamento do test de heteroxeneidade proposto
poden consultarse na taboa 5.1, que amosa nas columnas 1 e 3 a porcentaxe de rexeitamentos para un
nivel de significacion respectivamente de 1%, 5% e 10 % para unha mostra homoxénea e para unha
mostra heteroxénea, xerada engadindo un termo de fraxilidade multiplicativo & mostra homoxénea.
Alén diso, as mostras analizadas son iguais. Os resultados amdsanse para 3 niveis de censura e 5
composicions distintas da mostra. Ademais nas columnas 2 e 4 amoésanse, a modo de comparacion, a
porcentaxe de rexeitamentos para o test de Commenges-Andersen aplicado usando a funcion ca.test
do paquete frailtyEM.

Pode observarse que o comportamento do test proposto baixo a hipotese nula, onde se esperaria un
porcentaxe de rexeitamentos similar ao nivel de significacion é bastante bo e que non semella empiorar
o comportamento do test de Commenges-Andersen.

Respecto do comportamento baixo a hipdtese alternativa, si é evidente que existe certa perda de po-
tencia. E dicir, rexeita a hipétese nula nun menor ntimero de casos malia ser a hipétese nula incorrecta.
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Esta perda de potencia é entre nula e minima, segundo o tamano da mostra, nas situaciéns con cen-
sura baixa, e entre minima e moderada para o caso con censura moderada, alén do caso co tamano de
mostra pequeno, onde a perda de potencia si é importante. No caso con censura alta, si é claro que a
perda de potencia en comparacion co test de Commenges-Andersen é moi considerabel.

Distribucion homoxénea Distribucion heteroxénea
Li, Wu e Feng Commenges-Andersen Li, Wu e Feng Commenges-Andersen
cens. | n | m\a| 1% 5% 10% | 1% 5% 10% 1% 5% 10% | 1% 5% 10%
10 10 0.8 35 86 | 1.2 6.0 12.0 74.3 839 882 | 770 85.0 89.8
10 40 1.6 70 106 | 1.2 6.0 11.6 99.6 99.8 100 | 99.6 100 100
20% | 10 80 1.2 6.2 98 | 1.6 6.4 11.6 100 100 100 | 100 100 100
40 10 1.0 46 11.0| 04 5.6 10.8 100 100 100 | 100 100 100
80 10 06 60 124 ] 08 5.2 9.8 100 100 100 | 100 100 100
10 10 1.7 6.1 10.1 | 2.0 9.0 15.4 29.1 50.0 62.1 | 498 67.2 73.6
10 40 1.2 438 9.0 | 0.8 4.2 10.6 92.8 972 986 | 97.8 99.2 99.6
50% | 10 80 1.4 44 98 | 1.4 5.6 10.8 99.4 99.6 99.8 | 100 100 100
40 10 14 6.6 106 | 1.0 6.0 104 86.8 952 96.6 | 99.0 99.6 100
80 10 0.8 5 112 | 1.2 52 11.8 98.8 99.4 100 | 100 100 100
10 10 0.8 5.7 11.5 | 1.8 6.2 11.2 3.3 12,6 17.7 | 13.2  26.8 38.0
10 40 1.4 49 9.1 0.6 5.6 11.2 26.3 464 62.7 | 84.2 92.0 94.0
80% | 10 80 04 5.0 98 | 1.0 42 11.6 64.8 798 85.6 | 97.6 994 99.6
40 10 0.8 46 113 | 1.0 5.8 11.0 10.8 26.8 374 | 576 744 81.8
80 10 06 52 9.0 | 1.0 7.8 13.2 15.6 404 53.8 | 91.6 98.2 99.0

Taboa 5.1: Porcentaxe de rexeitamentos para cada test e escenario para distintos niveis de significacion.
En negrina o escenario co mellor comportamento

E importante comentar que a perda de potencia nas situacions con maior censura pode ser explicada
por unha maior proporcién de axustes que non converxeron para maiores taxas de censura. Cabe
pensar que a falta de converxencia é maior para aqueles modelos que distan méais do axuste proposto,
levando a que non se consiga o axuste e que non se consideren no test, de xeito que aqueles que serian
rexeitados estan representados de xeito méis que proporcional.

Esta perda de potencia en comparacion co test de Commenges-Andersen non é un defecto excesivamen-
te importante se se ten en conta que non se propén usar esta aplicacion dos residuos de Li, Wu e Feng
como substituto ao test de Commenges-Andersen senén como un test complementario, que permita,
por exemplo, estudar a natureza da heteroxeneidade, usando, como se comentou anteriormente, os
resultados de tests numéricos e/ou graficos para ver que clusters son significativamente diferentes e de-
tectar, por exemplo, que a heteroxeneidade vena dada polos valores atipicos nun tnico cluster. Ademais
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ainda que aqui se utiliza unicamente o test ANOVA, cabe pensar que existen unha variedade de tests
baseados na distribucion uniforme, normal ou calquera outra distribucién con funcién de distribucion
inversa que se poderian utilizar, permitindo estudar distintas caracteristicas da heteroxeneidade entre
os clusters.

Ademais, pode verse na tdboa sobre a coincidencia no resultado do test incluida no apéndice D.2
que a taxa de coincidencia nas decisiéns, nos casos nos que a taxa de rexeitamento é similar entre
0s tests, é moi alta. Polo tanto, proponse usar o test de Commenges-Andersen inicialmente, que esta
implementado en R e ten maior potencia, para detectar a presencia de heteroxeneidade e, no caso de
resultar esta significativa, utilizar o test proposto neste traballo como unha ferramenta para o estudo
da natureza desta heteroxeneidade.

Tests de bondade de axuste do modelo de regresion

Os resultados, en termos de porcentaxe de rexeitamentos para distintos niveis de a, para os distintos
escenarios considerados dos tests utilizando tanto os residuos marxinais, como os residuos condicionais
poden verse na taboa 5.2.

Respecto das primeiras columnas, que amosan o comportamento dos tests baixo a hipotese nula, é dificil
dicir se os tests amosan o comportamento esperado, é dicir unha porcentaxe de rexeitamentos en lina
co nivel de significacién, dado que, como se explicou anteriormente non se espera un comportamento
axeitado de cada un dos tests en distintos escenarios, pero tampouco sabemos con claridade en que
escenarios si se deberia esperar un comportamento correcto dos tests. Segundo o noso parecer, si se ve
un comportamento relativamente bo dos tests condicionais cando a relacién entre o tamano do clister
e o namero de clusters é favorabel ao primeiro destes. Pode dicirse o mesmo dos tests marxinais cando
a relacién entre os ntimeros e tamano dos clusters se invirte. En A&mbolos dous casos podese ver que son
algo liberais en tanto que rexeitan a hipdtese nula unha proporcién excesiva de veces para unha taxa
de censura moderada e vélvese excesivamente conservador a medida que aumenta a taxa de censura.
Por 1ltimo, no escenario menos conveniente para cada test o nimero de rexeitamentos é excesivamente
alto.

Prestando atencion & capacidade de rexeitar a hipdtese nula cando esta non é certa, ou potencia
do test, estes dous tests tenien un rendemento claramente pior ao test de heteroxeneidade estudado
anteriormente. Porén, o test segue tendo unha potencia entre moderada e moi boa para tamanos de
mostra grandes, e censura baixa ou moderada, especialmente & hora de detectar a desviaciéon polo
efecto mal especificado dunha covaridbel, para tamanos de mostra baixos o test perde moita potencia,
levando a que s6 nunha minorfa dos casos se detecte a desviacién, mesmo cando se usa o test maéis
axeitado para o niimero e tamano de clusters na mostra.

Ainda que é dificil facer unha comparacion directa, dadas as diferenzas no estudo de simulacion, todo
parece indicar que este método ten mellor rendemento que o proposto por Gonzélez-Manteiga et al.
(2023). Pofiendo o foco na hipotese alternativa de efecto cadratico dunha das covariabeis para tamano
de mostra 800, os tests propostos neste traballo rexeitan a hipotese nula un 100 % das veces para
n; = 80 e un 96.2 % das veces para n; = 10, con a = 0.05, usando en cada caso o test mais axeitado,
mentres que o de Gonzalez Manteiga et al. s6 acada entre 41.2% e 78.4% para un tamaifio de mostra
maior cando estudan o modelo baixo esta hipdtese alternativa.

Concentrandonos agora no caso con taxas de censura alta ambolos dous tests amosan moi pouca
potencia. Independentemente do tamano e composiciéon da mostra o test para detectar as desviacions
por efecto non linear dunha das covaridbeis na metade de casos non é quen de detectar a falta de
normalidade dos residuos. E interesante ver que este test co menor tamafio de mostra leva a un
ntmero significativamente menor de rexeitamentos que baixo a hipétese nula, o que indicaria que non
se deberia usar para detectar esta clase de desviacién nesta situacién. No caso da desviacién causada
por un risco basal mal especificado, sen ser un test extraordinariamente bo, si que se comporta mellor.
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Modelo correcto Risco basal incorrecto Efecto das covariabeis incorrecto
Condicionais Marxinais Condicionais Marxinais Condicionais Marxinais
cens. | n |ny\e| 1% 5% 10% | 1% 5% 10% 1% 5% 10% | 1% 5% 10% 1% 5% 10% | 1% 5% 10%
10 10 08 65 136| 1.3 6.1 10.1 10.2 258 36.8 | 32.8 54.0 65.6 39.8 53.8 63.6 | 422 60.8 68.6
10 40 1.6 72 144 |12 56 11.6 48.2 69.6 80.8 | 69.8 84.8 89.2 788 914 938|626 786 84.0
20% | 10 80 22 64 98 | 84 21 332 100 100 100 | 99.4 100 100 100 100 100 | 100 100 100
40 10 42 144 238 | 2 72 11.8 56.0 75.2 83.8|96.6 99.0 100 99.8 99.8 99.8 | 99 99.6 99.8
80 10 10.2 266 384 |26 6.8 12 90.4 96.4 97.8 | 100 100 100 100 100 100 | 100 100 100
10 10 1.7 7.3 13.0 | 1.3 5.0 9.1 26 11.8 194 | 11.8 25.7 339 49 125 184 | 6.6 16.4 28.3
10 40 16 72 144 |12 56 11.6 48.2 69.6 80.8 | 69.8 842 89.2 788 914 938|626 786 84.0
50% | 10 80 1.2 58 116 |22 72 138 93.6 972 98.6 | 974 99.4 99.8 99.4 100 100 | 94.2 974 98.6
40 10 30 92 154| 04 42 96 20.8 40.0 524 | 742 87.6 93.0 344 56.2 654 | 472 66.2 752
80 10 62 136 208 | 12 66 114 51.0 70.2 782 |97.6 99.6 100 73.0 854 91.8 | 8.4 962 974
10 10 0.8 4.3 81 | 1.3 41 87 1.0 6.6 124 | 2.2 9.6 17.9 0.5 3.5 6.8 | 0.3 24 7.6
10 40 0.8 3.3 86 | 02 33 74 78 232 350|126 328 46.6 4.5 108 171 | 2.9 12.6 18.9
80% | 10 80 22 62 105| 06 56 89 30.0 53.6 648 | 452 704 814 11.6 271 387 | 64 192 29.7
40 10 0.6 4.9 87 |02 26 79 76 197 30.0 | 143 31.8 434 1.0 57 11.0| 1.8 6.7 122
80 10 06 70 11.0| 04 34 76 15.2 352 478 | 41.0 65.0 75.2 3.0 120 193 | 2.2 12.0 19.7

Taboa 5.2: Porcentaxe de rexeitamentos en cada escenario cos residuos condicionais e marxinais para
distintos niveis de significacion.
En negrina os escenarios co mellor comportamento

En situaciéons con tamanos de mostra grandes ten unha taxa de rexeitamento relativamente alta e a
proporciéon de rexeitamentos en ningun caso é claramente inferior 4 observada baixo a hipotese nula.

En canto & reducciéon da porcentaxe de rexeitamentos con taxa de censura alta, é probable que tena
relacion cunha maior proporcién de axustes que non converxeron, levando a que non se aplique o test
sobre esta mostra. Na taboa incluida no apéndice D.1 vese que esta proporciéon medra ali onde o nivel
de rexeitamentos decrece de xeito non esperado. E plausibel imaxinar que exista unha relaciéon inversa
entre a probabilidade de converxencia e a distancia da mostra respecto da hipotese nula, levando as
mostras que mais distan da nula a estar infrarrepresentadas entre os resultados dos tests, e a unha menor
taxa de rexeitamentos. Porén, a falta de converxencia non é a tnica explicacién, xa que a proporciéon
de axustes que non converxen non é o suficientemente alta para explicar o mal comportamento por si
s6a. Este problema non é imputable ao test proposto, senén que ten que ver coa rutina escollida para
a estimacion do modelo de regresion.

En canto & comparacion entre os dous métodos vemos que, polo xeral, o comportamento segue o pa-
tron esperado e descrito na seccion 5.1.2. Alén diso, é interesante ver que cada un dos tests semella
comportarse lixeiramente mellor para detectar respectivamente unha das desviaciéns estudadas, cos
residuos marxinais tendo mellor rendemento 4 hora de detectar desviacidéns por risco basal mal espe-
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cificado. Por pér un exemplo, vemos que a taxa de rexeitamentos no escenario méis favorébel para o
test condicional (n = 10,n; = 80) & hora de detectar que o risco basal non é Weibull con censura 50 %
é do 93.6 %, por debaixo da observada no mellor escenario para o test marxinal (n = 10,n; = 80) de
97.6 %, mentres que o contrario pasa no escenario con efecto non linear de zo; 99.4 % contra 85.4 %.
Porén a relevancia deste fenémeno non pasa da observacion, xa que polo xeral non é posibel escoller o
tamano dos clusters.

O interese esté en realidade en saber que test teria mellor rendemento segundo a composicién da mostra.
Chegar a unha conclusion sobre isto precisaria dun estudo sobre o nesgo introducido por cada un dos
métodos en relaciéon & composicién e tamano da mostra e & taxa de censura. Como tnica indicacion,
comentar que o test marxinal mellora o rendemento do test condicional nalgunhas situaciéns que lle
son desfavorabeis, o que non pasa na direccion contraria.

Se prestamos atencién & taxa de coincidencia entre o resultado do test marxinal e condicional que se
pode consultar no apéndice D.2 vemos que mesmo cando as taxas de rexeitamento son similares entre
os dous tests, a taxa de coincidencia entre ambos tests non é necesariamente alta. E dicir, os dous tests
levan a rexeitamentos para diferentes mostras. Polo tanto, é moi importante saber que test utilizar en
cada caso, xa que os tests a mitdo levan a decisiéns opostas.

5.3. Aplicaciéon a datos

Para amosar o funcionamento dos métodos de diagnostico propostos, aplicanse ao conxunto de datos
estudado no apartado 2.3, referido ao tempo ata a perda da visién en cada ollo de persoas que sufren
de retinopatia diabética, onde os datos se agrupan ao nivel do individuo, o que resulta en clusters de
tamano 2.

5.3.1. Test de heteroxeneidade

Comezamos por aplicar o test de heteroxeneidade. A falta de informacién sobre a distribucién dos
tempos de evento, supuxose que seguen unha distribucién Weibull pola sta flexibilidade e por ser
unha das distribuciéns mais utilizada na practica. O modelo axustouse coa funciéon parfm do paquete
homoénimo. Como se prop6n para este test, axustouse sen fraxilidade o modelo usando como covariabeis
o nivel de risco de perda de vision do individuo e unha varidbel binaria indicando se foi tratado,
como se propuxo anteriormente. O cédigo, coa semente precisa para a aleatorizacién dos residuos,
pode consultarse no apéndice B.3.1. O p-valor resultante é 0.007, levando a un rexeitamento claro da
homoxeneidade. Pédese comentar que o resultado é moito maior ao p-valor visto anteriormente para
o test de Commenges-Andersen de 0.0003.

A modo de comparacion, xa que durante o estudo de simulacion non se estudou ningtin caso con tamano
de cluster tan reducido, e non sabemos moito sobre o seu funcionamento, repetin o exemplo sobre unha
mostra bootstrap, na que se fixo unha remostraxe da variabel indicando o individuo. O obxectivo deste
exercicio era comprobar se o test resultaria, como se espera, nunha aceptacién da hipotese nula neste
escenario, no que os clusters agrupan aos individuos aleatoriamente e, polo tanto, non gardan relacion
cos seus tempos de supervivencia. O p-valor usando esta mostra bootstrap é de 0.983, claramente en
concordancia co esperado.

Unha grafica de caixas dos residuos aleatorizados normalizados respecto do cliaster pode verse na
figura 5.5. Nesta grafica podese observar claramente a diferenza entre a distribuciéon da varianza baixo a
mostra orixinal e baixo a remostra bootstrap, coa primeira grafica amosando que a maioria da varianza
se encontra na diferenza entre os clusters, mentres que na segunda a varianza vén principalmente dada
pola varianza intra-claster.
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Figura 5.5: Gréafico de caixas dos NRSP respecto do individuo para a mostra orixinal e unha mostra
con clusters formados aleatoriamente

5.3.2. Test de bondade de axuste

Para estudar a bondade de axuste do modelo de regresion de fraxilidade, axustouse usando de novo
a distribucion Weibull para os tempos de evento, mentres que se usou a distribucién gamma para as
fraxilidades. O axuste fixose de novo usando a funcién parfm, como se pode ver no apéndice B.3.2.

Os residuos aleatorizados normalizados otivéronse utilizando a modo de comparaciéon tanto os residuos
marxinais, coma os residuos condicionais. Neste exemplo claramente os residuos marxinais son os méis
axeitados, dado o baixo tamano da mostra e o valor relativamente baixo da varianza das fraxilidades,
que se pode ver na secciéon 2.3, e os resultados vistos no estudo de simulacién. O test utilizado para
comprobar a normalidade dos residuos é, igualmente que no estudo de simulacion, o test de Shapiro-
Wilk.

O p-valor do test usando os residuos marxinais é 0.191, levando a aceptar a hipotese nula de que
o modelo de regresiéon é correcto, mentres que o nesgo introducido polos residuos condicionais cun
tamano de mostra tan pequeno, leva a un p-valor de 0.001, que levaria a rexeitar claramente o test.

A normalidade dos residuos pode observarse nas graficas da parte superior da figura 5.6, ainda que
semellan indicar certa desviacion. E posibel que para un tamafio maior da mostra se rexeitase a nor-
malidade, e fose recomendabel o uso doutra distribucién dos tempos de evento. Pasando aos preditores
lineares, pode verse nas graficas da parte inferior da mesma figura que non hai unha tendencia identi-
ficabel dos residuos.

i
5 120 295 429 561 683 793 936 1074 1281 1469 1619
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QQ-plot dos residuos respecto da dist.normal Histograma dos residuos marxinais
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Figura 5.6: Graficas de diagnostico do axuste con fraxilidade dos datos sobre a perda da visiéon cos
pacientes con diabetes retinopética baseados nos residuos marxinais

5.3.3. Modelo de regresion con interacciéons

Ata agora vinamos usando un modelo sen interacciéns porque a sta interpretacion nos parecia mais
sinxela. Porén, estudando un conxunto de datos tan popular, pensamos que seria interesante estudalo
tamén o axuste mais popular, que é o que recolle Moore (2016) no seu manual de analise de supervi-
vencia, que considera unha interaccion entre o feito de recibir un tratamento e o grupo de idade no que
se encontra o paciente (xuvenil ou adulto). Ademais, pensamos que o feito de considerar interaccions
expandia a demostraciéon da validez destes métodos de diagnostico.

O codigo co que se axustou este modelo pode consultarse no apéndice B.3.3. Os resultados son de novo
bastante satisfactorios, xa que, considerando neste caso unicamente os residuos marxinais, o test de
heteroxeneidade resultou significativo, cun p-valor menor a 0.005, e o test de normalidade dos residuos
acepta a validez do modelo cun p-valor de 0.33. Nas figuras 5.7 e 5.8 poden consultarse os resultados
graficos deste axuste, que de novo tenien un aspecto consistente coa hipotese de validez do modelo.
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Figura 5.7: Graficas de diagnostico do axuste con fraxilidade e interacciéns dos datos sobre a perda da
vision cos pacientes con diabetes retinopatica baseados nos residuos marxinais
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Figura 5.8: Graficas de diagnoéstico do axuste con fraxilidade e interaccions respecto das covariabeis dos
datos sobre a perda da visién cos pacientes con diabetes retinopéatica baseados nos residuos marxinais
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Capitulo 6

Conclusiéns

Ao longo deste traballo trataronse extensamente os modelos de fraxilidade compartida no &mbito dos
modelos de regresion de riscos proporcionais de Cox. Puidose ver que existe un corpus tedrico sélido
respecto das propiedades destes modelos, que inclie unha variedade de distribuciéns axeitadas para o
seu estudo que permiten axustar distintos modelos de dependencia. Viuse asimesmo que estes modelos
son utilizables na practica xa que contan cunha importante variedade de métodos e implementacions
para o seu estudo. A continuacién percibimos que o nimero de métodos de diagnéstico e da implemen-
tacion dos mesmos en R é claramente menor, cunha especial falta de interese nos tests de bondade de
axuste dos modelos de regresion con fraxilidade.

En resposta a esta carencia, propuxéronse unha serie de tests para a deteccion de heteroxeneidade
nunha mostra e o estudo da bondade de axuste dun modelo de fraxilidade baseados nun método recen-
temente proposto para a anélise do axuste de datos con censura. A falta dunha analise méais rigurosa,
déronse algunhas pinceladas da validez tedrica destes métodos. A validez empirica dos mesmos estudou-
se a través dun estudo de simulacion, cuxos resultados se amosaron neste traballo. Os resultados deste
estudo dan validez ao test de heteroxeneidade proposto, cunha perda de potencia limitada respecto do
establecido test de Commenges-Andersen, 4 par que achega ferramentas adicionais.

Os resultados sobre os tests de bondade de axuste, malia amosar problemas menores no comporta-
mento baixo a hipotese nula, demostraron que a potencia do test poderia ser considerabelmente maior
4 doutros tests recentemente propostos. En cambio, presentan unha desvantaxe en tanto que estan
baseados nun axuste paramétrico, o que limita a sta aplicabilidade. Ainda que nada indique que o test
non funcione cun axuste semiparamétrico, este traballo non aporta evidencia empirica da sta validez
neste escenario. A existencia de duas versions destes tests que permiten adaptalo a distintas situacions
de tamano de cluster e obter resultados correctos é unha fortaleza deste test que trae consigo unha
limitacién en tanto que non é facil escoller entre ambas opciéns en situacions intermedias, o que pode
levar a unha decisién incorrecta e un resultado nesgado.

Unha aplicacién do test de heteroxeneidade a datos reais sobre o tempo ata a perda da visién de
pacientes con diabetes retinopatica semella amosar o bo funcionamento deste método, amosando cla-
ramente a presenza de heteroxeneidade na mostra. O test de bondade de axuste tamén amosa que o
modelo e correcto.

Como limitacién a este traballo poderia apuntarse & falta de inclusiéon de outros modelos de fraxilidade
como o modelo de fraxilidade univariante, onde se asigna un termo de fraxilidade a cada individuo, o
modelo de fraxilidade correlada, onde as fraxilidades nos clusters estan correladas pero non son idénti-
cas, tratado extensivamente por Wienke (2010), o modelo de tempo de fallo acelerado con fraxilidade
ou os modelos de riscos (semi-)competitivos con fraxilidade tratados por Gorfine e Zucker (2023).
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Como fortaleza do traballo destacar que se fixo un estudo cun enfoque mais especifico que permitiu
analizar en maior detalle as caracteristicas dos modelos de fraxilidade compartida e, a través deste
estudo, identificar e abordar a falta de literatura en certas areas de investigacion.

De cara a continuar a investigacion, poderia estudarse a validez do test proposto & hora de detectar
outras hipoteses alternativas (risco basal exponencial, efecto loxistico das covariabeis, ...), ou cando
se usa con outros modelos de fraxilidade, como o modelo de riscos proporcionais semiparamétrico ou
o modelo de tempo de fallo acelerado. Asimesmo seria interesante estudar se este test poderia detec-
tar a incorrecta especificacion da distribucion de fraxilidade para tamanos de mostra suficientemente
grandes, o que non se estudou neste traballo xa que resultados preliminares indicaron que non era o
caso para os tamanos de mostra considerados. Por ultimo, seria 1til estudar en maior profundidade as
propiedades tedricas destes tests, en concreto respecto do nesgo introducido por cada método do test
(residuos marxinais ou condicionais) e en que contexto seria mellor utilizar cada un.



Apéndice A

Distribucidons relevantes

A.1. Distribuciéns dos tempos de evento comunmente utiliza-
das
Exponencial Weibull Gompertz
A(t) A (A>0) axt®=t (N a>0) Ae?t (A > 0)
A(t) At Ao A1)
©
o A(e?t—1)
f(t) e M aAte e A Aefte™ @
F(t) 1—e M 1 — e " 1—exp (7/\(6%7&;71))
)\t —Ate A(e?—1)
S(t) e e exp (T)
E(T) L AT (14 1) et
Var[T] L A2 T4 d)7) e (o 2 1)
Log-normal Log-loxistica
1/ (st))p((log(t)—m)/s) or(vt)" 1
)‘(t) 17<I>((log(()tg)7m)/s) (S > O) 11+1(vt)” (U7 K > 0)
A(t) log (1 + (vt)™)
(£)—m)2 (252 vi(vt)s— 1
JO | e EOTmED =
log(t)—m
F(t) o (g7> 1 - o=
log(t)—m
o] e i

61




APENDICE A. DISTRIBUCIONS RELEVANTES

A.2. Distribuciéns das fraxilidades comunmente utilizadas

Distribucién gamma Distribuciéon gaussiana inversa
Notacion (0, k) IG(p, @)
£(2) F(kl)ek Lk—1,—2/0 V2 e (_ a(;;fzf)z)
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2 1)2
f(2|]E[Z} = 1) WZ(1/02)71 exp (_0272) V 271'012,23 exp (_ (0221; )

1—vV14+202u
<t T e (1)
(—1)d(11:[1[1+102]
LD (1) W Non ten expresion pechada
Distribucién positiva estabel Distribucién potencia-varianza
Notaciéon PS(6, k) PVF(0, u,v)
o k 5
f2) | =30, F(k:ﬁ'l) (—Z5)" sen(0kn) exp (—g (i + ﬁ)) L x
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Log-normal
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L(u) Non existe




Apéndice B

Codigo de R

B.1. Nesgo da distribucién das fraxilidades preditas

windows ()
par(mfrow = c(1, 3))
n=>5x% 1073

theta = 1/0.5

ni =2

t <- rexp(n*ni) * rep(rgamma(n, theta, theta), each = ni)

t.cluster <- aggregate(t, by = list(rep(1:n, each = ni)), FUN = sum)$x

hist((theta + ni)/(theta + t.cluster), freq = F, col = rgb(1, 0, 0, .5),
xlim = c(0, 6), ylim = c(0, .8), ylab = "Densidade", xlab = "",
main = pasteO('clusters de tamafio ", ni), breaks = seq(0, 12, .25))

curve (dgamma(x, theta, theta), lwd = 2, add = T)

ni = 10

t <- rexp(n*ni) * rep(rgamma(n, theta, theta), each = ni)

t.cluster <- aggregate(t, by = list(rep(l:n, each = ni)), FUN = sum)$x

hist((theta + ni)/(theta + t.cluster), freq = F, col = rgb(1, 0, 0, .5),
x1lim = c(0, 6), ylim = c(0, .8), xlab = "Fraxilidade", ylab = "",
main = pasteO("clusters de tamafio ", ni), breaks = seq(0, 60, .25))

curve(dgamma(x, theta, theta), lwd = 2, add = T)

ni = 500
t <- rexp(n*ni) #* rep(rgamma(n, theta, theta), each = ni)
t.cluster <- aggregate(t, by = list(rep(l:n, each = ni)), FUN = sum)$x
hist((theta + ni)/(theta + t.cluster), freq = F, col = rgb(1, 0, 0, .5),
xlim = c(0, 6), ylim = c(0, .8), xlab = "", ylab = "",
main = pasteO("clusters de tamafio ", ni), breaks = seq(0, 120, .25))
curve(dgamma(x, theta, theta), lwd = 2, add = T)

legend("topright", legend = c("Real", "Predita"), bty = "n", col = c(1, 2),

lwd = c(2, 0), 1ty = c(1, 0), pch = c(NA, 15), cex = 1.5,
pt.cex = c(0, 3))

B.2. Estudo de simulacion

ESTUDO DE SIMULACION

library(frailtyEM)
library(parfm)

rm(list = 1s())

##t### Parametros da simulacidén
## Namero de simulaciodns
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Nsim = 500

## Tamafio

da mostra

# nni = 800
# nni = 400

nni = 100
## Namero
#n = 80
# n = 40
n = 10

## Namero

de clusters na mostra

de individuos en cada cluaster

ni = nni/n

## Parametros de regresiodn

betal = 1
beta2 = -1
beta3 = 0

.5

## Parametros da distribucidon da supervivencia

alpha = 3
lambda =

0.007

## Parametro da distribucidén de fraxilidade
theta = 1/0.5

## Parametro da distribucién de censura

taxa.cens

= 0.2

# taxa.cens = 0.5
# taxa.cens = 0.8

## Sementes

# set.seed(46730134)
# set.seed(19428631)
set.seed(19982642) #
# set.seed(29582775)
# set.seed(42873721)

Nsim.cens

#n = 80, ni 10
# n = 40, ni 10
n = 10, ni = 10

#n = 10, ni 80
#n = 10, ni 40

= 1076

u <- runif(Nsim.cens)

x1 <- runif (Nsim.cens)

x2 <- rnorm(Nsim.cens)

x3 <- rbinom(Nsim.cens, 1, 0.25)

## Valores das fraxilidades e clusters
z <- rgamma(Nsim.cens/ni, theta, theta)
z.rep <- rep(z, each = ni)

## Tempos
t.bien <-
t.homo <-
t.cuad <-
rate.func

(mean (t
rate.bien

rate.homo

rate.cuad

de supervivencia
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(-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x2 + beta3 * x3) * z.rep))~(1/alpha)
(-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x2 + beta3 * x3)))~(1/alpha)
(-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x272 + beta3 * x3) * z.rep))~(1/alpha)

<- function(rate, t){

<= gexp(seq(0 + 1/(Nsim.cens + 1), 1 - 1/(Nsim.

length.out = Nsim.cens), rate)) - (1

<- try(optimize(rate.func, interval = c(0, 4),

silent = T)

<- try(optimize(rate.func, interval = c(0, 4),
silent = T)

<- try(optimize(rate.func, interval = c(0, 4),
silent = T)

##### Simulacidns
## Varidbeis para almacenar os resultados

crono.het
p.val.het

<- numeric(0)
<- numeric(0)

crono.homo <- numeric(0)
p.val.homo <- numeric(0)

crono.CA <- numeric(0)
p.val.CA <- numeric(0)

crono.CA.homo <- numeric(0)
p.val.CA.homo <- numeric(0)

cens + 1),
- taxa.cens))~2}

t = t.bien)$minimum,
t = t.homo)$minimum,

t = t.cuad)$minimum,
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p.val.bien <- numeric(0)
p.val.bien.m <- numeric(0)

p.val.gomp <- numeric(0)
p.val.gomp.m <- numeric(0)

p.val.cuad <- numeric(0)
p.val.cuad.m <- numeric(0)

for(isim in 1:Nsim){
##### Simulacion dos valores
## Valor da supervivencia basal
u <- runif(nni)

## Valor das covariabeis
x1 <- runif(nni)

x2 <- rnorm(nni)

x3 <- rbinom(nni, 1, 0.25)

## Valores das fraxilidades e clusters
z <- rgamma(n, theta, theta)

z.rep <- rep(z, each = ni)

id <- rep(1:n, each = ni)

## Tempos de supervivencia

t.bien <- (-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x2 + beta3 * x3) * z.rep))~(1/alpha)
t.homo <- (-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x2 + beta3 * x3)))~(1/alpha)

t.cuad <- (-log(u)/(lambda * exp(betal * x1 + beta2 * x2°2 + beta3 * x3) * z.rep))~(1/alpha)

## Tempos de censura

c.bien <- rexp(nni, rate = rate.bien)
c.homo <- rexp(nni, rate = rate.homo)
c.cuad <- rexp(nni, rate = rate.cuad)

## Tempo observado e delta

y.bien <- apply(cbind(t.bien, c.bien), 1, min)
delta.bien <- t.bien <= c.bien

delta.bien = delta.bien * 1

y.homo <- apply(cbind(t.homo, c.homo), 1, min)
delta.homo <- t.homo <= c.homo
delta.homo = delta.homo * 1

y.cuad <- apply(cbind(t.cuad, c.cuad), 1, min)
delta.cuad <- t.cuad <= c.cuad
delta.cuad = delta.cuad * 1

dat.bien <- data.frame(y = y.bien, delta = delta.bien, x1, x2, x3, id, z.rep)
dat.homo <- data.frame(y = y.homo, delta = delta.homo, x1, x2, x3, id, z.rep)
dat.cuad <- data.frame(y = y.cuad, delta = delta.cuad, x1, x2, x3, id, z.rep)

##### Test de heteroxeneidade - H1

## Mido o tempo de computacién

crono <- Sys.time()

mod.het <- try(parfm(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, dist = "weibull",
data = dat.bien), silent = T)

## Comprobo que o modelo converxeu e analizo os resultados
if (mean(class(mod.het) != "try-error") == 1){
## Risco basal cumulativo
alpha.est.het <- mod.het[1, 1]
lambda.est.het <- mod.het[2, 1]
LambdaOt.est.het <- lambda.est.het * dat.bien$y~alpha.est.het

## Efecto das covariadbeis
beta.est.het <- mod.het[3:5, 1]
lin.pred.het <- as.numeric(beta.est.het %*% t(dat.bien[, 3:5]))

## Probabilidades de supervivencia
P.surv.het <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.het * exp(lin.pred.het)))

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas
RSP.het <- P.surv.het
RSP.het[dat.bien$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.bien$delta)) * RSP.het[dat.bien$delta == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.het <- qnorm(RSP.het)
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## Test de igualdade de medias

Im.het <- 1m(NRSP.het ~ as.factor(dat.bien$id))
test.het <- anova(lm.het)

p.val.het <- c(p.val.het, test.het$‘Pr(>F)‘[1])

## Tempo de computacioén

crono.het <- c(crono.het, Sys.time() - crono)
} else {

p.val.het <- c(p.val.het, NA)

crono.het <- c(crono.het, NA)

}
##### Test de heteroxeneidade - HO

crono <- Sys.time()
mod.homo <- try(parfm(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, dist = "weibull",
data = dat.homo), silent = T)

## Comprobo que o modelo converxeu e analizo os resultados
if (mean(class(mod.homo) != "try-error") == 1){
## Risco basal cumulativo
alpha.est.homo <- mod.homo[1, 1]
lambda.est.homo <- mod.homo[2, 1]
LambdaOt.est.homo <- lambda.est.homo * dat.homo$y~alpha.est.homo

## Efecto das covariadbeis
beta.est.homo <- mod.homo[3:5, 1]
lin.pred.homo <- as.numeric(beta.est.homo %x7 t(dat.homo[, 3:5]))

## Probabilidades de supervivencia
P.surv.homo <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.homo * exp(lin.pred.homo)))

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas
RSP.homo <- P.surv.homo
RSP.homo [dat .homo$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.homo$delta)) #* RSP.homo[dat.homo$delta == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.homo <- gnorm(RSP.homo)

## Test de igualdade de medias

1m.homo <- Im(NRSP.homo ~ as.factor(dat.homo$id))
test.homo <- anova(lm.homo)

p.val.homo <- c(p.val.homo, test.homo$‘Pr(>F)‘[1])

## Tempo de computaciodn

crono.homo <- c(crono.homo, Sys.time() - crono)
} else {

p.val.homo <- c(p.val.homo, NA)

crono.homo <- c(crono.homo, NA)

}

##### Test de heteroxeneidade de Commenges-Andersen - H1
crono <- Sys.time()

mod.CA <- try(coxph(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, data = dat.bien,
model = TRUE, x = TRUE), silent = T)

if (mean(class(mod.CA) != "try-error") == 1){
test.CA <- ca_test(mod.CA, id = dat.bien$id)
p.val.CA = c(p.val.CA, test.CA[3])
crono.CA <- c(crono.CA, Sys.time() - crono)

} else {
p.val.CA = c(p.val.CA, NA)
¥

##### Test de heteroxeneidade de Commenges-Andersen - HO
crono <- Sys.time()

mod.CA.homo <- try(coxph(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, data = dat.homo,
model = TRUE, x = TRUE), silent = T)

if (mean(class(mod.CA.homo) != "try-error") == 1){
test.CA.homo <- ca_test(mod.CA.homo, id = dat.homo$id)
p.val.CA.homo = c(p.val.CA.homo, test.CA.homo[3])
crono.CA.homo <- c(crono.CA.homo, Sys.time() - crono)

} else {

CODIGO DE R
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p.val.CA.homo = c(p.val.CA.homo, NA)
}

#### Test de bondade de axuste - Distribucidn correcta
mod.bien <- try(parfm(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, cluster = "id", data = dat.bien,
dist = "weibull", frailty = "gamma"), silent = T)

if (mean(class(mod.bien) != "try-error") == 1){
## Risco marxinal estimado
lambda.est.bien <- mod.bien[3, 1]
alpha.est.bien <- mod.bien[2, 1]
LambdaOt.est.bien <- lambda.est.bien * dat.bien$y~alpha.est.bien

## Efecto das covariabeis estimado
beta.est.bien <- mod.bien[4:6, 1]
lin.pred.bien <- as.numeric(beta.est.bien %7 t(dat.bien[, 3:5]))

## Fraxilidades preditas
z.pred.bien <- predict(mod.bien)

## Probabilidades de supervivencia estimadas

## Condicionada

P.surv.bien <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.bien * exp(lin.pred.bien) *
rep(z.pred.bien, each = ni)))

## Marxinal
theta.est.bien <- mod.bien[1, 1]
P.surv.bien.m <- (1 + theta.est.bien * LambdaOt.est.bien * exp(lin.pred.bien))~(-1/theta.est.bien)

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP.bien <- P.surv.bien

RSP.bien[dat.bien$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.bien$delta)) *
RSP.bien[dat.bien$delta == 0]

RSP.bien.m <- P.surv.bien.m

RSP.bien.m[dat.bien$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.bien$delta)) =*
RSP.bien.m[dat.bien$delta == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.bien = gnorm(RSP.bien)
NRSP.bien.m = gqnorm(RSP.bien.m)

p.val.bien = c(p.val.bien, shapiro.test(NRSP.bien)$p.value)

p.val.bien.m = c(p.val.bien.m, shapiro.test(NRSP.bien.m)$p.value)
} else {

p-val.bien = c(p.val.bien, NA)

p.val.bien.m = c(p.val.bien.m, NA)

}

### Test de bondade de axuste - Distribucién incorrecta

mod.gomp <- try(parfm(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, cluster = "id", data = dat.bien,
dist = "gompertz", frailty = "gamma"), silent = T)

if (mean(class(mod.gomp) != "try-error") == 1){

## Risco basal estimado

lambda.est.gomp <- mod.gomp[3, 1]

gamma.est.gomp <- mod.gomp[2, 1]

LambdaOt.est.gomp <- (lambda.est.gomp/gamma.est.gomp) * (exp(dat.bien$y * gamma.est.gomp)-1)

## Efecto das covaridbeis estimado
beta.est.gomp <- mod.gomp[4:6, 1]
lin.pred.gomp <- as.numeric(beta.est.gomp %+’ t(dat.bien[, 3:5]))

## Fraxilidades preditas
z.pred.gomp <- predict (mod.gomp)

## Probabilidades de supervivencia estimadas
P.surv.gomp <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.gomp * exp(lin.pred.gomp) *
rep(z.pred.gomp, each = ni)))

## Marxinal
theta.est.gomp <- mod.gomp[1, 1]
P.surv.gomp.m <- (1 + theta.est.gomp * LambdaOt.est.gomp * exp(lin.pred.gomp))~(-1/theta.est.gomp)

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP.gomp <- P.surv.gomp

RSP.gomp[dat.bien$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.bien$delta)) *
RSP.gomp [dat.bien$delta == 0]
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RSP.gomp.m <- P.surv.gomp.m
RSP.gomp.m[dat.bien$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.bien$delta)) *
RSP.gomp.m[dat.bien$delta == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.gomp = qnorm(RSP.gomp)
NRSP.gomp.m = gnorm(RSP.gomp.m)

p.val.gomp = c(p.val.gomp, shapiro.test(NRSP.gomp)$p.value)

p.val.gomp.m = c(p.val.gomp.m, shapiro.test(NRSP.gomp.m)$p.value)
} else {

p.val.gomp = c(p.val.gomp, NA)

p.val.gomp.m = c(p.val.gomp.m, NA)

### Test de bondade de axuste - Efecto non linear das covariabeis
mod.cuad <- try(parfm(Surv(y, delta) ~ x1 + x2 + x3, cluster = "id", data = dat.cuad,
dist = "weibull", frailty = "gamma"), silent = T)

if (mean(class(mod.cuad) != "try-error") == 1){
## Risco basal estimado
lambda.est.cuad <- mod.cuad[3, 1]
alpha.est.cuad <- mod.cuad[2, 1]
LambdaOt.est.cuad <- lambda.est.cuad * dat.cuad$y~alpha.est.cuad

## Efecto das covariadbeis estimado
beta.est.cuad <- mod.cuad[4:6, 1]
lin.pred.cuad <- as.numeric(beta.est.cuad %% t(dat.cuad[, 3:5]))

## Fraxilidades preditas
z.pred.cuad <- predict(mod.cuad)

## Probabilidades de supervivencia estimadas

## Condicionais

P.surv.cuad <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.cuad * exp(lin.pred.cuad) *
rep(z.pred.cuad, each = ni)))

## Marxinais
theta.est.cuad <- mod.cuad[1, 1]
P.surv.cuad.m <- (1 + theta.est.cuad * LambdaOt.est.cuad * exp(lin.pred.cuad))~(-1/theta.est.cuad)

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP.cuad <- P.surv.cuad

RSP.cuad[dat.cuad$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.cuad$delta)) *
RSP.cuad[dat.cuad$delta == 0]

RSP.cuad.m <- P.surv.cuad.m

RSP.cuad.m[dat.cuad$delta == 0] = runif(nni - sum(dat.cuad$delta)) *
RSP.cuad.m[dat.cuad$delta == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.cuad = gnorm(RSP.cuad)
NRSP.cuad.m = gnorm(RSP.cuad.m)

p.val.cuad = c(p.val.cuad, shapiro.test(NRSP.cuad)$p.value)
p.val.cuad.m = c(p.val.cuad.m, shapiro.test(NRSP.cuad.m)$p.value)
} else {
p.val.cuad = c(p.val.cuad, NA)
p.val.cuad.m = c(p.val.cuad.m, NA)
}
}

save.image(file = pasteO('"cens", taxa.cems, "n", n, "ni", ni, ".Rdata"))

B.3. Aplicaciéon dos métodos de diagnostico propostos

B.3.1. Test de heteroxeneidade

library(survival)
library (parfm)

n = nrow(retinopathy)

### Test de heteroxeneidade
mod.homo <- parfm(Surv(futime, status) ~ trt + risk, dist = "weibull",
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data = retinopathy)

alpha.est.homo <- mod.homo[1, 1]
lambda.est.homo <- mod.homo[2, 1]
LambdaOt.est.homo <- lambda.est.homo * retinopathy$futime~alpha.est.homo

## Efecto das covariabeis
beta.est.homo <- mod.homo[3:4, 1]
lin.pred.homo <- as.numeric(beta.est.homo %*% t(cbind(retinopathy$trt, retinopathy$risk)))

## Probabilidades de supervivencia
P.surv.homo <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.homo * exp(lin.pred.homo)))

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP.homo <- P.surv.homo

RSP.homo [retinopathy$status == 0] = runif(n - sum(retinopathy$status)) *
RSP.homo [retinopathy$status == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.homo <- gnorm(RSP.homo)

## Test de igualdade de medias

set.seed(29452207)

1m.homo <- 1m(NRSP.homo ~ as.factor(retinopathy$id))
test.homo <- anova(lm.homo)

p.val.homo <- test.homo$‘Pr(>F)‘[1]

id.mal = sample(retinopathy$id)

1m.homo.mal <- 1m(NRSP.homo ~ as.factor(id.mal))
test.homo.mal <- anova(lm.homo.mal)
p.val.homo.mal <- test.homo.mal$‘Pr(>F)‘[1]

## Representacién grafica

windows ()

par (mfrow = c(1, 2))

boxplot (NRSP.homo ~ retinopathy$id, ylim = c(-3, 3), main = "Mostra orixinal",
xlab = "id", ylab = "NRSP")

boxplot (NRSP.homo ~ id.mal, ylim = c(-3, 3), main = "Mostra bootstrap",
xlab = "id", ylab = "")

B.3.2. Test de bondade de axuste do modelo de regresion

mod <- parfm(Surv(futime, status) ~ trt + risk, cluster = "id", dist = "weibull",
frailty = "gamma", data = retinopathy)

lambda.est <- mod[3, 1]
alpha.est <- mod[2, 1]
LambdaOt.est <- lambda.est * retinopathy$futime~alpha.est

## Efecto das covariabeis estimado
beta.est <- mod[4:5, 1]
lin.pred <- as.numeric(beta.est %* t(cbind(retinopathy$trt, retinopathy$risk)))

## Probabilidades de supervivencia
z.pred <-rep(predict(mod), 2)
theta.est <- mod[1, 1]

P.surv <- exp(-LambdaOt.est * lin.pred * z.pred)
P.surv.m <- (1 + theta.est * LambdaOt.est * exp(lin.pred))~(-1/theta.est)

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP <- P.surv

RSP.m <- P.surv.m

set.seed(70225492)

RSP[retinopathy$status == 0] = runif(n - sum(retinopathy$status)) *
RSP[retinopathy$status == 0]

RSP.m[retinopathy$status == 0] = runif(n - sum(retinopathy$status)) *
RSP.m[retinopathy$status == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP = gnorm(RSP)
NRSP.m = gnorm(RSP.m)

p.val = shapiro.test(NRSP)$p.value
p.val.m = shapiro.test(NRSP.m)$p.value
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## Representacion grafica

windows ()
par(mfrow = c(2, 2))
qqnorm(NRSP.m, main = "QQ-plot dos residuos respecto da dist.normal", ylab = "Cantis mostrais",

xlab = "Cantis tedricos", ylim = c(-3, 3))
qqline (NRSP.m)
hist(NRSP.m, main = "Histograma dos residuos marxinais", freq = F, ylab = "Densidade",
xlab = "Residuos", xlim = c(-4, 4))
boxplot (NRSP.m ~ retinopathy$trt, ylim = c(-3, 3), xlab = "Tratamento (binaria)",

ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto do tratamento")
plot (NRSP.m ~ retinopathy$risk, ylim = c(-3, 3), xlab = "Medida do risco",
ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto da medida do risco")

lines(lowess(NRSP.m retinopathy$risk))

B.3.3. Modelo de regresiéon con interaccidons

library(survival)
library (parfm)

n = nrow(retinopathy)

####HHH#H##H##H Test de heteroxeneidade #H#HH#H#HH#H#HH#HH#HHH

mod.homo.2 <- parfm(Surv(futime, status) ~ trt*type + risk, dist = "weibull",
data = retinopathy)

alpha.est.homo.2 <- mod.homo.2[1, 1]
lambda.est.homo.2 <- mod.homo.2[2, 1]
LambdaOt.est.homo.2 <- lambda.est.homo.2 * retinopathy$futime~alpha.est.homo.2

## Efecto das covariabeis

beta.est.homo.2 <- mod.homo.2[4:7, 1]

matriz.data <- model.matrix( ~ trt*type + risk, data = retinopathy)[, -1]
lin.pred.homo.2 <- as.numeric(beta.est.homo.2 %*% t(matriz.data))

## Probabilidades de supervivencia
P.surv.homo.2 <- as.numeric(exp(-LambdaOt.est.homo.2 * exp(lin.pred.homo.2)))

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

set.seed(4276504)

RSP.homo.2 <- P.surv.homo.2

RSP.homo.2[retinopathy$status == 0] = runif(n - sum(retinopathy$status)) =
RSP.homo.2[retinopathy$status == 0]

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas
NRSP.homo.2 <- gnorm(RSP.homo.2)

## Test de igualdade de medias

1m.homo.2 <- 1m(NRSP.homo.2 ~ as.factor(retinopathy$id))
test.homo.2 <- anova(lm.homo.2)

p.val.homo.2 <- test.homo.2$‘Pr(>F)‘[1]

####Hu####### Test de bondade de axuste #HHH#HHHHHHHHH#HHE

mod.2 <- parfm(Surv(futime, status) ~ trtxtype + risk, cluster = "id", dist = "weibull",
frailty = "gamma", data = retinopathy)

lambda.est.2 <- mod.2[3, 1]
alpha.est.2 <- mod.2[2, 1]
LambdaOt.est.2 <- lambda.est.2 * retinopathy$futime~alpha.est.2

## Efecto das covariabeis estimado
beta.est.2 <- mod.2[4:7, 1]
lin.pred.2 <- as.numeric(beta.est.2 %% t(matriz.data))

## Probabilidades de supervivencia
theta.est.2 <- mod.2[1, 1]

P.surv.m.2 <- (1 + theta.est.2 * LambdaOt.est.2 * exp(lin.pred.2))"(-1/theta.est.2)

## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas

RSP.m.2 <- P.surv.m.2

set.seed (4056724)

RSP.m.2[retinopathy$status == 0] = runif(n - sum(retinopathy$status)) *
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RSP.m.2[retinopathy$status == 0]
## Probabilidades de supervivencia aleatorizadas normalizadas

NRSP.m.2 = gnorm(RSP.m.2)
p.val.m.2 = shapiro.test(NRSP.m.2)$p.value

## Representacién grafica

windows ()
par(mfrow = c(1, 2))
qqnorm(NRSP.m.2, main = "QQ-plot dos residuos respecto da dist.normal", ylab = "Cantis mostrais",

xlab = "Cantis tedricos", ylim = c(-3, 3))
qqline (NRSP.m.2)
hist(NRSP.m.2, main = "Histograma dos residuos marxinais", freq = F, ylab = "Densidade",
xlab = "Residuos", xlim = c(-4, 4))
par (mfrow = c(1, 1))
boxplot (NRSP.homo.2 ~ retinopathy$id, ylim = c(-3, 3), xlab = "id", ylab = "NRSP",
main = "NRSP sobre a varidbel agrupadora",)
par (mfrow = c(2, 2))
boxplot (NRSP.m.2 ~ retinopathy$trt, ylim = c(-3, 3), xlab = "Tratamento (binaria)",

ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto do tratamento")
boxplot (NRSP.m.2 ~ retinopathy$type, ylim = c(-3, 3), xlab = "Grupo de idade (binaria)",
ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto do grupo de idade")
boxplot (NRSP.m.2 ~ retinopathy$type, ylim = c(-3, 3), xlab = "Interaccién tratamentoxidade (binaria)",
ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto da interaccién do tratamento e a idade")
plot (NRSP.m.2 ~ retinopathy$risk, ylim = c(-3, 3), xlab = "Medida do risco",
ylab = "Residuos", main = "Residuos respecto da medida do risco")

lines(lowess(NRSP.m.2 retinopathy$risk))
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Apéndice C

Derivacion da densidade posterior das
fraxilidades gamma

Comezamos por construir a formula usando (2.5, 2.10 e 2.11) coa forma de (2.9) e obtemos

- 0ij R 2
n; N t, J B 1/6-1 N
. . Hj:l [(Ao(tij)eﬂ w”) ] z‘d eXp(_Aclﬁster(ti‘wi>zi)r(1/&zl)é2/a2 Zi/ eXp(_Zi/UQ)
f(zi|ti75i7187&27>\7wi) =

n; N 3t . 6” difl ~ 90 1 1/&2+d7
Hj:l ()‘O(tij)eﬁ m”) Hl:O [1 + lo ] <1+U2Aclﬁster(ti|wi))

Os produtos das funciéns de risco dos membros do claster no dividendo e no divisor cancélanse.
Ademais, xuntamos as z; no dividendo baixo un tnico exponente, e xuntamos as funciéons exponenciais
extraendo o factor comtn —z;. Por tltimo, I'(1/62)62/%" que est4 dividindo no dividendo pésase ao
divisor, o que resulta en

217 exp (—2(1/6% + Ratgsier (tili) 1))

f(zi‘ti76ivéa&2a5‘7mi) = )1/52+di.

P(1/62)6%/7 [T 1+ 16%) ( !

1+02 Actaster (ti |@:)

A =2 . P . . . . ~
Se agora extraemos ¢2/9 T24 do dltimo termo do divisor de xeito que tefnamos

1/6%+d; 1/62+d;
1 B 1 11
1 + 6—2Aclﬁster(ti|wi) 1/6—2 + Aclﬁster(ti|wi) &2/&2 &Qdi

2/62

do divisor que respectivamente multiplican e dividen e resulta
1/6%4+d;—1 . N
21° exp (—zi(1/02 + Aclﬁster(ti|$i)zi)))

— ~2 P
r(1/6%) 1} ' [1+162] 1 Vo
524 1/624Acraster (ti]2:)

podemos eliminar as &

f(ziltia 6i7/é7 &21 5‘7 wl) =

i

A2 d;—1 5’2
Tense que I'(1/6% + d;) = ra/e )Hél;f [1+1 }, e polo tanto

21'1/&2+di71 exp <_Zi(1/(}2 + Ach’lster(ti|wi)zi)))
)1/6‘2+di ’

Fzilti, 60, 8,62, N ;) =

F(1/62 + dl) (1/&2+Achjster(ti‘mi)
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e con iso temos a funcién que buscabamos con

Uz

Actaster (tilzi) =Y Ro(ti;)e® ™

=1

ao igual que en (2.4).

Dado que a densidade dunha variabel con distribucion gamma é
1 k—1_-—z/0
f(z2) = =———2"""¢ ,

temos que a anterior é a densidade dunha distribucién gamma de pardmetros

k= 1/6’2 + di7
1
= ——— :
1/62 + Acraster (ti|:)




Apéndice D

Taboas adicionais sobre o estudo de

simulacion
D.1. Proporcién de axustes que non converxeron
cens. 20% 50 % 80 %
n | 10 10 10 40 80 | 10 10 10 40 &0 10 10 10 40 80
Poboacion | Axuste \ n; | 10 40 8 10 10| 10 40 80 10 10 10 40 80 10 10
Homoxénea | Homoxéneo | 4.2 0 0 0 01]52 0 0 0 O 234 1.6 0 0.6 0
Homoxéneo | 0.4 O 02 0 0|12 0 0 0 O 14.0 04 0 0 0
Base Base 4.6 0.2 0 0 0|72 0 0 0 0 216 26 06 12 0.2
Gompertz 0 0 0 0 0102 02 0 0 0 182 0 0 06 0
caadratica Base 0 0 0 0 0124 0 0 0 O 260 16 02 16 04

Taboa D.1: Proporciéon de axustes que non converxeron para as distintas poboacions e tests utilizados nas simulaciéns
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D.2. Coincidencia entre tests
Test Homoxeneidade Bondade de axuste
Poboacion Homoxénea Base Base Gompertz caadratica
cens. | n |ny\a| 1% 5% 10%|1% 5% 1W0%| 1% 5% 10% | 1% 5% 1W0%| 1% 5% 10%
10 10 98.3 91.9 81.8 |85 898 93.8 | 987 91.2 826 | 70.6 60.2 59.6 | 788 79.0 79.4
10 40 97.6 89.8 834 | 100 99.8 100 | 956 838 76.6 | 874 942 96.8 | 98.6 994 99.6
20% | 10 80 98.0 89.4 83.0 | 100 100 100 | 90.6 76.2 66.2 | 99.4 100 100 100 100 100
40 10 99.0 91.8 83.0 | 100 100 100 | 942 824 70.8 | 574 754 838 | 97.8 994  99.6
80 10 98.6 92.0 85.0 | 100 100 100 | 88.8 71.0 59.2 | 904 96.4 978 100 100 100
10 10 964 87.8 802|680 723 757 | 974 903 832|868 717 67.5 | 91.8 81.8 754
10 40 98.0 914 816|938 976 986 | 976 888 804 | 588 688 772 | 73.0 80.8 85.0
50% | 10 80 97.2 91.2 834|994 996 998 | 966 89.8 798| 91.0 96.6 984 | 944 974 98.6
40 10 97.6 894 81.8 | 878 95.6 96.6 | 96.6 88.6 80.6 | 39.0 448 53.8 | 672 676 69.8
80 10 98.8 914 814|988 994 100 | 93.8 83.0 76.6 | 51.8 69.8 782 | 768 860 91.2
10 10 97.7 888 794|849 726 651 | 980 931 8.2 | 968 873 765 | 992 946 878
10 40 98.0 90.0 81.5|40.6 52.8 67.1 | 99.0 93.8 869 | 83.6 62.0 54.8 | 93.7 80.1 72.0
80% | 10 80 99.0 91.6 818|672 80.0 856 | 972 90.1 839|620 59.6 63.8 | 8.4 721 653
40 10 98.2 89.9 80.5| 492 444 472 | 992 929 842|809 650 584 | 972 888 825
80 10 984 874 798|236 422 548 | 99.0 90.8 84.6 | 59.4 53.0 574 | 952 80.7 73.5

Taboa D.2: Porcentaxe de rexeitamentos para cada test e escenario para distintos niveis de significacion
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