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Resumen

Resumen en espanol

El problema de asignacién 6ptima de camas a pacientes en el ambito hospitalario, denotado por
las siglas PBA (en inglés, patient to bed assignment), es fundamental para garantizar una atencién
médica de calidad y una gestién eficiente de los recursos hospitalarios en las sociedades modernas.
En este trabajo se proporcionan distintas soluciones al PBA en el Complejo Hospitalario de Santiago
de Compostela (CHUS) desde un punto de vista matemédtico, concretamente desde la perspectiva de
la optimizacién matemdtica. Para ello, se consideran varias propuestas, basadas en formulaciones de
problemas de programacién matematica en sus versiones deterministicas y estocasticas. Ademas, la
inmediatez que caracteriza la toma de decisiones en este contexto justifica la propuesta de procedi-
mientos heuristicos para la resolucién de las diferentes formulaciones del PBA presentadas. En todos
ellos, se han comparado los resultados proporcionados con la realidad diaria del hospital en la base de
datos del CHUS proporcionada, lo que permite valorar la idoneidad del uso de cada una de ellas.

English abstract

The optimal bed-to-patient assignment problem in the hospital setting, denoted by the acronym
PBA (patient to bed assignment), is fundamental to guarantee quality medical care and efficient
management of hospital resources in modern societies. This master thesis provides different solutions
to the PBA in the Complejo Hospitalario de Santiago de Compostela (CHUS) from a mathematical
point of view, specifically from the perspective of optimization. For this purpose, several proposals are
considered, based on formulations of mathematical programming problems in their deterministic and
stochastic versions. Moreover, the immediacy that characterises decision-making in this context justifies
the proposal of heuristic procedures for the resolution of the different PBA formulations presented. In
all of them, the results provided have been compared with the daily reality of the hospital, assessing
the suitability of the applicability of each of them.
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Prefacio

En el Hospital Clinico Universitario de Santiago de Compostela ingresan diariamente, en media,
mas de 100 pacientes con patologia no ambulatoria, es decir, que requieren de un ingreso en una
habitacién del hospital para poder tratarla. Esto se traduce en més de 35000 ingresos anuales en el
hospital. Ademads, algunas crisis recientes como el colapso sanitario provocado por el virus del COVID-
19 en el ano 2020 o el accidente ferroviario de Angrois en el afio 2013, motivan la necesidad de mantener
un nivel de ocupacion hospitalaria no excesivamente elevado, reservando un cierto nimero de camas
libres en previsién de una posible situaciéon de emergencia como las aqui mencionadas. El elevado
numero de ingresos que se producen anualmente en el hospital, asi como la necesidad de mantener un
nivel relativamente bajo de ocupacién hospitalaria en prevision de evitar un colapso, motivan que la
asignacion de los pacientes a las camas del hospital se deba realizar de una manera 6ptima para buscar
maximizar el nimero de patologias tratadas, asi como evitar largas listas de espera, que derivarian en
un importante empobrecimiento en la calidad de la atencién médica.
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Figura 1: Representacién del niimero total de ingresos anuales en el Hospital Clinico Universitario de
Santiago de Compostela entre los afios 2016 y 2020.

En las dltimas décadas, tal y como se describe en Noonan et al. (2019), se ha producido en los
principales paises europeos una notable reduccién en el nimero de camas hospitalarias disponibles
para su uso. Este hecho, sumado al aumento de la poblacién mundial, provoca que se incremente la
presion hospitalaria y, en consecuencia, que la organizacion 6ptima en la distribucién de las camas sea
un desafio trascendental en los complejos hospitalarios en la actualidad.

La buisqueda de un método eficiente de asignacién de pacientes a camas del hospital serd el com-
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ponente principal de este trabajo. Sin embargo, como se vera posteriormente, esta no serd una tarea
sencilla debido a los muy diversos factores a tener en cuenta. De hecho, histéricamente, la organizaciéon
de un hospital ha sido siempre una de las tareas mas complejas dentro del d&mbito sanitario, debido
al gran numero de problematicas que surgen dentro de uno. Previsién de demanda de pacientes, or-
ganizacion de médicos y enfermeros, distribucién de las camas o planificacion para los quiréfanos son
algunas de las innumerables situaciones ante las que se encuentra la direcciéon de un hospital.

Tradicionalmente, todas las decisiones que se toman en los hospitales (y la asignacién de los pa-
cientes a las camas no es una excepcién) no se basaban apenas en criterios matemadticos, sino que
el componente humano era el predominante en la toma de las mismas. Sin embargo, a partir de la
segunda mitad del siglo XX, los grandes avances tanto matematicos como computacionales provocaron
en muchos casos la automatizaciéon en la organizacién hospitalaria.

La implementacién de herramientas matemaéticas en la gestién diaria de los hospitales es cada vez
mas comun y puede tener un gran impacto en la eficiencia y calidad de los servicios de salud. Algunos
ejemplos de como se pueden utilizar estas herramientas incluyen la optimizacién en la asignacién de
recursos, la prediccién de demanda de servicios y la identificacién de patrones en grandes conjuntos
de datos de pacientes. Ademads, las herramientas matematicas también pueden ser ttiles en la toma
de decisiones clinicas, como en el uso de modelos de prediccion para determinar el tratamiento mas
efectivo para un paciente en particular. En general, el uso de modelos matematicos en los hospitales
puede contribuir a una atenciéon médica mas eficiente y de mayor calidad.

En el Hospital Clinico Universitario de Santiago de Compostela, la toma de decisiones en la asigna-
cién de camas no ha sido, a lo largo de su trayectoria histérica, muy diferente a la del resto de centros
hospitalarios: el componente humano ha sido el predominante teniendo como base fundamental el cri-
terio médico. Sin embargo, la implementacion de un modelo matematico eficiente de asignacion de
pacientes a camas en el hospital no solo liberaria al personal sanitario de esta dificil tarea, sino que
evitaria posibles errores humanos que, en un contexto tan critico como el que tiene lugar en un centro
hospitalario, podrian llegar a ser fatales.

Ademais de poder facilitar el trabajo al personal sanitario y de prevenir errores humanos, la infor-
matizacién del proceso de asignacion reduciria, en muchos casos, el tiempo requerido para ubicar a
los pacientes en las camas que mas le convengan segin su patologia. Por otro lado, un buen modelo
predictivo de la demanda hospitalaria favoreceria la implementacién de un modelo que lograse reali-
zar una asignacién 6ptima que tenga en cuenta un posible aumento del nimero de ingresos en fechas
posteriores, debido a diversos factores como un brote de una enfermedad infecciosa. Estas ventajas
motivan la creacién de estos modelos matematicos, que seran el objeto de estudio de este trabajo.

Desde un punto de vista matematico, el problema de asignar pacientes a camas (PBA, por sus siglas
en inglés) es un problema de optimizacién que se presenta en el contexto de la atencién médica y que
consiste en encontrar la asignacién éptima de pacientes a camas disponibles en un hospital o centro
de atenciéon médica. Este problema puede ser muy complejo debido a la gran cantidad de variables y
factores que deben tenerse en cuenta en el momento de asignar a un paciente a una cama. Algunos
de estos factores pueden incluir la gravedad de la condicién del paciente, la disponibilidad de personal
sanitario (médicos, enfermeros, celadores, ...), la disponibilidad de equipo médico especializado y la
ubicacion de la cama en el hospital.

Debido al gran ntimero de factores que condicionan el modelado matematico para afrontar el PBA,
se han disenado en los tltimos anos una gran variedad de métodos de resoluciéon de problemas de este
estilo. Sin embargo, dentro de los problemas de asignacion de pacientes a camas debemos diferenciar
dos clases distintas de problemas: offline y online. Estas dos versiones del PBA se diferencian en el
tipo de pacientes a considerar para elaborar el modelo. Por un lado, un PBA offline tan solo busca
asignar a las camas disponibles del hospital los pacientes que tengan cita para ingresar en el centro
médico el mismo dia (pacientes programados). Es decir, el niimero de pacientes que van a ingresar un
cierto dia en el hospital es conocido de antemano y, en funcién de las caracteristicas de cada paciente,
se les asignard a las camas disponibles de manera eficiente. Por otro lado, un PBA online busca una
asignacion dindmica de pacientes a las camas del hospital, no solo considerando pacientes programados,
sino también aquellos que ingresan a través del servicio de urgencias. Este tipo de problemas son mucho
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mas dificiles de modelar y suelen recurrir al uso de métodos heuristicos para su resoluciéon. En este
trabajo emplearemos un enfoque offline pero no solo considerando los pacientes programados, sino
también los pacientes procedentes del servicio de urgencias, mediante una prediccién de los mismos
empleando los datos historicos de ingresos del hospital.

Pese a que el problema matematico para la asignacién de pacientes a camas es relativamente recien-
te, en la ultima década han sido ideados numerosos enfoques distintos para abordarlo: desde modelos
de programacion matematica hasta algoritmos heuristicos muy complejos. La primera definicién del
PBA se recoge en Demeester et al. (2010), as{ como el primer método para resolver este problema.
Esta primera idea consistié en disenar un algoritmo cuyo objetivo principal era asignar pacientes a los
departamentos mas adecuados para tratar su patologia en la medida en la que fuera posible. Un primer
estudio acerca de la complejidad en la resolucién del PBA puede consultarse en Vancroonenburg et
al. (2011), donde se demuestra que es un problema de optimizacién combinatoria y que es problema
computacionalmente dificil. La idea inicial para afrontar el PBA estaba basada principalmente en mo-
delos de programacién entera. Sin embargo, a menudo en problemas online en los que se trabajaba
con una gran cantidad de datos, comenzaron a aparecer problemas computacionales provocados por
la dificultad en la resolucién del PBA. Estos hechos generaron que se buscasen nuevos métodos de re-
solucién del problema, basados frecuentemente en la creacién de algoritmos heuristicos. En esta linea
surgieron varios métodos heuristicos como un algoritmo de vecinos mas cercanos que puede consultarse
en Ceschia y Schaerf (2011). Por otro lado, en Misir et al. (2013) puede verse un andlisis de varios
métodos heuristicos aplicados sobre varios conjuntos de datos.

Sin embargo, pese a que el uso de métodos heuristicos ha ido progresivamente ganando protagonis-
mo, especialmente para tratar la versién online del PBA, siguen empledndose modelos de programacién
entera para afrontar el problema. En concreto, en Vancroonenburg et al. (2013) se proponen varios
modelos de programacién lineal entera que tienen en cuenta no solo las capacidades de las habitaciones
sino también la disponibilidad de los quiréfanos. Posteriormente, se han empleado diversas técnicas
para abordar problemas de gran tamafio como se puede consultar en Range et al. (2014) donde se em-
plea la técnica de descomposicién de Dantzig-Wolfe para resolver un modelo de programacion lineal.
Maés recientemente, también se han propuesto problemas de programacién lineal entera multiobjetivo
que buscan penalizar violaciones de las restricciones bajo unos ciertos pesos, como se puede ver en
Guido y Conforti (2017). Esta ltima idea serd la que se tomard como base para la elaboracién de los
modelos de este trabajo, en el que se buscara inicialmente un estudio diario de la situacién hospitalaria
mediante el uso de un modelo multiobjetivo, para posteriormente realizar un estudio a nivel global de
la demanda hospitalaria y de como actuar en caso de una posible fluctuacién elevada en el ntimero de
ingresos diarios esperados.

La estructura de este este documento es la que sigue.

El Capitulo 1 consiste en una introduccion a la investigacion operativa, que permite abordar desde
un punto de vista matematico el andlisis de los PBA. También se introducen los problemas de progra-
maciéon matematica con sus ramas mas destacadas y propiedades. Finalmente, se presenta una breve
seccién introductoria de los métodos heuristicos.

En el Capitulo 2 se presenta un primer modelo para dar solucién al PBA desde un punto de
vista de la programacién matematica. Ademads, se presenta un segundo modelo que busca mejorar las
propiedades del anterior, pero incurriendo en un aumento en la dimensién del problema. Posteriormente
se presenta una comparativa empleando datos reales en escenarios muy diferentes para evaluar el
comportamiento de cada uno de los dos modelos.

El Capitulo 3 estda dedicado a una nueva rama de la programaciéon matemética: la programacién
estocastica. Después de una introduccion a la misma se disenia un modelo que, teniendo como base los
del capitulo anterior, pretende modelar la incertidumbre en la demanda de pacientes en fechas futuras.
Tras detallar las componentes de este nuevo modelo se realiza una comparativa entre dos enfoques
distintos: uno diario correspondiente a los modelos del capitulo previo y uno més global asociado al
modelo estocdstico. Ademds, se introduce un nuevo concepto de solucién que pretende recoger las
virtudes de los modelos de los dos capitulos y se compara esta nueva solucién mediante ejemplos que
utilizan datos reales.
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En el Capitulo 4 se produce un cambio de enfoque y se introducen varios métodos heuristicos que
buscan dar solucién al PBA desde un punto de vista més intuitivo para compararlos mediante ejemplos
con los métodos de los capitulos anteriores.

Finalmente, en el Capitulo 5 se realiza una conclusién global acerca de los resultados obtenidos a
lo largo del trabajo apoyandose en los resultados obtenidos en las comparativas que emplean datos
reales.

Ademis del contenido especifico de los capitulos, se presentan tres apéndices que permiten ampliar
la materia del trabajo y que se describen a continuacién. El Apéndice A contiene una descripcién de
la base de datos de pacientes empleada en los ejemplos del documento, tanto de una forma global
como el estudio particular de cada una de las variables de interés. Por otro lado, en el Apéndice B se
realiza una breve descripcién de cada uno de los solvers empleados para la resolucién de los ejemplos.
Finalmente, en el Apéndice C se adjunta el cédigo en formato Ry AMPL de los modelos introducidos
a lo largo del trabajo.



Capitulo 1

Introduccién a la investigacion
operativa

En este trabajo se introduciran aquellos conceptos especificos de la optimizaciéon matematica que
permiten desde la modelizacién del problema PBA hasta la aportacién de soluciones analiticas, tanto
exactas como aproximadas. Por este motivo, se realizard una revisién de aquellos conceptos que se
emplearan a lo largo de esta memoria.

El resto del capitulo se organiza como sigue. La Seccién 1.1 realiza un breve recorrido histérico
de la investigacién operativa. La Seccién 1.2 introduce las nociones mds generales de la programacion
matematica como herramienta de la investigacién operativa, centrandose en las caracteristicas de los
problemas de este tipo. A continuacién, la Seccién 1.3 estd dedicada a introducir los problemas de
programacion entera, asi como sus propiedades. Finalmente, se realiza una breve presentacién de los
métodos heuristicos en la Seccién 1.4.

1.1. Historia de la investigacion operativa

La investigacién operativa es una de las principales ramas matemaéticas que permiten abordar de
forma analitica la toma de decisiones en diferentes contextos. Incluye una amplia variedad de técnicas
y, en concreto, en este trabajo aplicaremos este tipo de técnicas a situaciones que surgen dentro del
ambito hospitalario, aunque son multiples y diversas sus aplicaciones en la vida real.

Durante la Segunda Guerra Mundial, uno de los principales objetivos del bando aliado era asignar
recursos extremadamente limitados a diversas operaciones militares de manera eficiente. Bajo este
contexto nace la “investigacién de operaciones (militares)”, disciplina en la cual el matematico y fisico
estadounidense G. B. Dantzig fue el méximo exponente, por sus trabajos publicados en 1947 y que le
convierten en uno de los padres de la optimizacién. El desarrollo de estas técnicas de “investigacién
de operaciones militares” es lo que da lugar a lo que hoy se conoce como investigacién operativa (I0),
area matematica y que tiene como principal objetivo proporcionar herramientas analiticas de alto
nivel que permitan ayudar en la toma de decisiones en muchos ambitos de la sociedad actual, y no
s6lo en conflictos bélicos como se buscaba en un primer momento. Mas concretamente, la investigacion
operativa es una importante rama de las matemadticas que busca, mediante la construccién de unos
ciertos modelos matematicos que describan de manera fidedigna la realidad, ayudar en la toma de
decisiones en un determinado contexto.

Ademas, en las décadas posteriores a la Segunda Guerra Mundial, la investigacién operativa evo-
lucion6 de manera significativa, no solo en cuanto al incremento de su aplicabilidad en méas contextos,
sino también en lo relativo a la cantidad de métodos y técnicas de resolucién de problemas. Entre
ellos, destaca el Método Simplex, propuesto por Dantzig en el anio 1949, que revoluciond la resolucién
de problemas de programacién lineal, de los que hablaremos posteriormente, desde una perspectiva
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computacional. Por otro lado, gracias al enorme desarrollo informatico de las 1ltimas décadas, la in-
vestigacién operativa ha dado un gran salto ya que problemas que antes precisaban de un tiempo muy
elevado para su resolucién (o incluso eran irresolubles) para el ser humano, actualmente se resuelven
en tiempos ridiculamente pequenos empleando una computadora. Este hecho, sumado a los innume-
rables métodos y técnicas de investigacién operativa para resolver problemas complejos que se han
desarrollado en los tltimos anos, hacen que esta disciplina se haya convertido en un area de estudio
indispensable en la gestién empresarial. A su vez, permite modelar y resolver problemas de indole muy
diversa, por lo que son es una herramienta ideal para afrontar un problema complejo y que depende
de muy diversos factores como es el PBA.

Dentro de la investigacion operativa existen una amplia gama de procedimientos de modelado y
resolucién de problemas. Esto hace que podamos considerar varias ramas dentro de la 10, de entre
las que destacan: la programacién matemadtica, la teoria de juegos, la teoria de colas, la teoria de
inventarios, la simulacién, etc. Cada una de estas técnicas proporciona soluciones a diferentes problemas
que se plantean, lo que dota a la investigacién operativa de una gran versatilidad en cuanto a su
aplicabilidad en situaciones diversas pero que buscan eficiencia en sistemas de decisién multi-agente.

1.2. Introduccién a la programaciéon matematica

La programacion matemadtica constituye una clase de problemas dentro de la investigacion operativa
que cuenta con innumerables aplicaciones, pero que a su vez esta contenida en una familia mucho maés
general, la de los problemas de optimizacién. Un problema de optimizacién queda determinado por
un par (F,c), donde F' denota el conjunto de puntos factibles y ¢ es la denominada funcién de coste
a optimizar, esto es, el objetivo del problema consiste en encontrar x € F tal que, para todo y € F,

co(z) < cfy).
Centrandonos en el caso de los problemas de programacién matematica, el objetivo fundamental
en esta clase es que, dada una coleccién de variables de decisién x = (z1,...,z,), se busca minimizar

(o maximizar) una cierta funcién f(x), conocida como funcidn objetivo, sobre el conjunto de posibles

soluciones. Este conjunto de soluciones queda determinado por una serie de restricciones de desigualdad,

gi(x),i=1,...,m, y de igualdad, h;(x), 7 =1,...,I, que deben satisfacer dichos puntos.
Formalmente, representaremos un problema de programaciéon matematica como:

minimizar (maximizar) f(x)
sujeto a g;(x) <0, 7= 1,

c,m (1.1)
hj(x) :

yeensle

Por simplicidad, supondremos a lo largo de todo el capitulo que los problemas con los que se trabajaran
son de minimizacion, pese a que los resultados que se expondran se pueden generalizar, con unas ligeras
modificaciones, para problemas de maximizacion.

Los valores de las variables de decisién que cumplen todas las restricciones del problema conforman
la llamada region factible y que denotaremos por F. Por tanto, el objetivo de un problema de progra-
macion matematica es encontrar los puntos de la region factible que proporcionan un mejor resultado
al evaluarlos en la funcién objetivo. En base a esto, decimos que un punto x € R™ de un problema
de programacién matemaética es una solucion factible si es un punto de la regién factible, es decir,
si x € F. Ademsds, diremos que x € R™ es un dptimo global si es una solucién factible que ademas
proporciona el mejor valor posible de la funcién objetivo, es decir, para un problema de minimizacion,
si f(x) < f(y), Vy € F. Un concepto menos restrictivo es el de dptimo local, donde se pide que exista
un cierto valor ¢ > 0 verificando que f(x) < f(y), Vy € F N B(x,¢)!.

La formulacién presentada en (1.1) es muy general, ya que sobre ella no se presupone ninguna
caracteristica que afecte a la funcién objetivo, a las restricciones o incluso a las variables de decisién

1Por B(x,¢) nos referimos a la bola abierta de centro el punto x y radio €.
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Figura 1.1: Region factible ' en dos dimensiones asi como dos curvas de nivel de la funcién objetivo f

del problema. Sin embargo, segin el tipo de funciones y de variables que se empleen en el problema
se tendran muy distintas propiedades acerca de la obtencion de valores 6ptimos. En general, para
funciones objetivo y restricciones con expresiones complejas la resoluciéon de un problema de progra-
maciéon matematica serd también dificil. Por otro lado, veremos a continuaciéon que para algunos tipos
de funciones y de variables, la complejidad en su resolucién se simplificard notablemente.

Debido a esta variabilidad en las caracteristicas de las variables y de las funciones que determinan
el modelo, dentro de la programacién matematica existen diferentes clases de problemas en funcién
de las mismas. Es conocido que las funciones concavas y convexas poseen buenas propiedades en lo
referente al cdlculo de méximos y minimos, por lo que no parece de extranar que puedan tener un
papel fundamental en problemas de optimizaciéon como los que se estan tratando. De hecho, una de las
ramas mas importantes, por las propiedades que poseen los problemas de este tipo, es la programacion
convexa. Un problema de programacién convexa es de la forma (1.1) y en el cual tanto la funcién
objetivo, f, como las restricciones de desigualdad, g;, son funciones convexas y las restricciones de
igualdad, h;, son funciones lineales.

Este tipo de problemas convexos, pese a provocar una cierta pérdida de generalidad con respecto
a los problemas de programaciéon matematica definidos previamente, poseen propiedades tedricas que
los hacen realmente interesantes. Antes de comenzar a enunciar estas propiedades, presentaremos dos
definiciones bésicas que permitiran entender posteriormente la potencia de las propiedades que verifican
los problemas de programacién convexa.

Definicién 1.1 (Combinacién convexa) Dados x € R" ey € R", definimos una combinacion
convezxa de estos dos puntos como un punto Ax + (1 — N)y, con A € [0,1].

Definicién 1.2 (Conjunto convexo) Un conjunto F' es convexo si dados dos puntos cualesquiera
x € F ey € F, cualquier combinacion convexa de estos dos puntos estd contenida dentro del conjunto
F.

Introducidas estas definiciones, presentamos el primer resultado de interés en problemas de progra-
macién convexa.

Lema 1.3 La region factible F' de un problema de programacion convexa es un conjunto convero.

Esta regularidad de la region factible en problemas de programacién convexa favorece la obtencion
de optimos debido a las buenas propiedades de los conjuntos convexos para la obtencién de puntos
extremos. Por otro lado, para problemas en los que existe méds de un 6ptimo global, tenemos una
caracterizacién que nos puede permitir encontrar mas puntos 6ptimos.
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Proposicion 1.4 Dado un problema de programacion convexa y dos dptimos globales del mismo, X e
y, toda combinacion convexra de estos dos puntos es también un dptimo global del problema.

Sin embargo, la propiedad méas importante que poseen los problemas de programacién convexa y
que los hace interesantes en cuanto a su aplicabilidad, tiene que ver con la optimalidad local y global
de sus soluciones.

Proposicion 1.5 Dado un problema de programacion convexa, todo dptimo local del problema es un
optimo global.

Este resultado simplifica de manera notable la resolucién de problemas de esta clase, pues el hecho
de encontrar un 6ptimo local garantiza la optimalidad global del mismo. Por ello, los procedimientos
de resolucién de problemas de programacién convexa se reducen a la bisqueda de un éptimo local del
problema. Ademas, existen algoritmos eficientes para la busqueda de 6ptimos locales en problemas de
programaciéon matematica, por lo que seria suficiente aplicar uno de estos algoritmos para hallar el
6ptimo global de un problema de programacién convexa. Es por todo ello que la Proposicién 1.5, pese
a su aparente sencillez, permite valorar la dificultad en la resolucién de un problema de programacién
matematica. Finalmente, presentemos un resultado que caracteriza el conjunto de soluciones de un
problema de programaciéon convexa.

Como consecuencia de la Proposicién 1.4 y de la definicién de conjunto convexo, si el éptimo global
es Unico serd trivialmente un conjunto convexo y, si existen varios 6ptimos, cualquier combinacién
convexa de ellos también lo serd, por lo que el conjunto de éptimos globales resultante serd convexo.

Proposicion 1.6 Dado un problema de programacion conveza, el conjunto de optimos globales del
problema es un conjunto convezxo.

Si bien, como hemos visto, las funciones convexas presentan muy buenas propiedades de optimali-
dad, existe un tipo de funciones que, como caso particular de las funciones convexas, dan lugar a unas
propiedades todavia mejores en cuanto a la resolucién de los problemas: las funciones lineales o afines.
Por tanto, un problema como el formulado en 1.1 se dice que es de programacion lineal si tanto la
funcién objetivo, f, como las restricciones, g; y h;, son funciones lineales.

Como las funciones afines (lineales) son un caso particular de las funciones convexas, todos los
resultados enunciados para programacién convexa se cumplirdn también para programacién lineal.
Sin embargo, presentamos a continuacién algunos de los resultados que surgen especificamente en este
contexto. Este considera el concepto de politopo, que es la generalizacién n-dimensional de un poligono
en el plano.

Lema 1.7 La region factible de un problema de programacion lineal es un politopo.

El hecho de que la region factible de problemas de este tipo sea tan regular hace que surjan una serie
de propiedades que caracterizaran las soluciones. En primer lugar, enunciamos un primer resultado,
muy importante, que es en esencia la base del método Simplex ideado por Dantzig.

Proposicion 1.8 El conjunto de puntos candidatos a ser dptimos de un problema de programacion
lineal estd compuesto por los puntos extremos del politopo F'.

Este resultado, sumado a la regularidad de la region factible, hace que existan algoritmos eficientes
para la resoluciéon de problemas de programacién lineal. De entre estos algoritmos destaca el método
Stmplex, cuyo procedimiento consiste en moverse por los distintos puntos extremos de la regién factible
F buscando una mejora progresiva en el valor de la funcién objetivo. Mas allé del ya mencionado método
Simplex, existen otros algoritmos populares para la obtencién de 6ptimos en problemas de este estilo,
como el algoritmo de Karmarkar.

Si bien los problemas de programacion lineal pierden generalidad con respecto a la programacién
convexa, la sencillez en la resolucién de este tipo de problemas hace que a veces sea interesante buscar,
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en la medida en que sea posible, una linealizacién de algunas restricciones (o de la funcién objetivo) en
favor de un aumento en el niimero de variables o restricciones. Este balance entre el nimero de variables
y restricciones en la posible linealizacién de un problema es de gran interés, ya que a veces es mas
eficiente mantener un problema conceptualmente mas complejo que buscar linealizarlo aumentando
excesivamente el nimero de variables y restricciones.

Hasta el momento, al definir los problemas de programacién convexa y lineal tan solo se han tenido
en cuenta las caracteristicas de la funcién objetivo y de las restricciones, manteniendo en ambos casos
la hipétesis inicial de que las variables de decisién del problema eran reales, es decir, que x € R™. Sin
embargo, en muchas situaciones, mantener esta hipétesis no es posible pues, segun las caracteristicas de
la situacién que se busque modelar, puede que no sea posible trabajar con variables cuyo dominio sea
toda la recta real. Esta es la principal motivacion de nuevas familias de problemas de programacion
matematica que quedan caracterizadas por la tipologia de variables de decisién con las que se esté
tratando.

1.3. Los problemas de programacién entera

Tal y como se mencionaba al final de la seccién anterior, la consideracién de ciertas suposiciones
sobre las variables de interés plantea nuevas variantes de los problemas anteriores. Los més relevantes
son los conocidos como problemas de programacion entera, en los que tal y como su nombre indica, se
asume que alguna de sus variables de decision es de tipo entero.

Adquiere interés por su versatilidad y por su aplicabilidad en situaciones tan diversas como la reso-
lucién de problemas de rutas de vehiculos o de organizacién de recursos, en los que los bienes pueden
no ser fraccionales, y sobre los que es imprescindible introducir en el correspondiente modelo de pro-
gramacién matematica restricciones sobre el cardcter entero de sus variables. Muchos de los problemas
clasicos de programaciéon matematica responden a esta de definicién, entre los que destacamos:

= los problemas de emparejamiento,
= el problema del transporte,

= ¢l problema del viajante,

= el problema de la mochila,

= ¢l problema de asignacion.

Esta restriccion en el dominio de las variables de decisién permite modelar situaciones complejas
a menudo evitando el uso de un elevado nimero de restricciones. Sin embargo, la gran mayoria de
las propiedades tedricas enunciadas anteriormente para la resolucion de problemas de programacién
convexa y lineal dejan de satisfacerse en este nuevo contexto lo que hace que su resolucién no sea
del todo sencilla. Esta dificultad en la resolucién de este tipo de problemas estd provocada, en gran
medida, por el siguiente resultado, que hace referencia a la naturaleza de la regién factible asociada.

Proposicion 1.9 La region factible de un problema de programacion entera es un conjunto discreto.

En un caso sencillo en dos dimensiones como el que se puede ver en la Figura 1.2, la obtencién del
optimo es practicamente inmediata. En este caso, la regién factible estd compuesta por tan solo ocho
puntos: bastaria con evaluar de forma exhaustiva la funcién objetivo en cada uno de estos puntos y
elegir como 6ptimo el punto que proporcione un mejor valor de dicha funcién. Sin embargo, a medida
que el tamano del problema aumenta, el hecho de que la region factible de un problema de programacién
entera sea discreta dejard de ser un beneficio y se convertird en un grave inconveniente en la obtencion
de una solucién éptima. De hecho, esta pérdida de continuidad en dimensiones elevadas hace que los
algoritmos de convergencia clasicos fallen en la bisqueda de éptimos para problemas de este estilo.
Ademads, también se tiene el siguiente resultado negativo, consecuencia directa de la Proposicién 1.9.
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AN

Figura 1.2: Regién factible ' de un problema de programacién entera.

Corolario 1.10 La region factible de un problema de programacion entera no es un conjunto convezo.

Esta pérdida de la regularidad de la region factible provocada por la falta de continuidad en las
variables de decision hace que las Proposiciones 1.4 y 1.5 dejen, en general, de verificarse, lo que motiva
en gran medida la dificultad de resoluciéon de los problemas de programacién entera. Para hablar de
dificultad en problemas de programacién matematica se deben dar las dos siguientes definiciones.

Definicién 1.11 (Clase de complejidad NP) Se dice que un problema pertenece a la clase de com-
plejidad NP si existe un algoritmo que puede verificar cualquier solucion a un ejemplo en dicha clase
en tiempo polinomial.

Definicién 1.12 (Clase de complejidad NP-hard) Un problema es NP-hard si cualquier proble-
ma en la clase NP se puede reducir a €l en tiempo polinomial.

Desafortunadamente, una gran cantidad de problemas de programacion entera se encuadran dentro
de la clase de complejidad NP-hard, lo que los hace extremadamente dificiles de resolver.

Sin embargo, y al igual que ocurria para los problemas de programacién matemética generales
tratados en la seccién anterior, existen situaciones particulares, determinadas por las caracteristicas
de la funcién objetivo y las restricciones, en las que la dificultad de resolucién de un problema de
programacion entera se ve mitigada gracias precisamente a las propiedades de este tipo de funciones.
El caso mas claro es el de la programacion lineal y entera. Por analogia con el caso més general, un
problema de programacion lineal y entera no es mas que un problema de programacién entera en el
cual tanto la funcién objetivo como las restricciones son funciones lineales.

El principal inconveniente de esta clase de problemas reside en que se conservan las malas pro-
piedades con respecto a la regién factible (sigue siendo discreta y, por tanto, no convexa). Esto hace
que algoritmos que se apoyan en la convexidad de la region factible como el método Simplex fracasen
en la obtencién de Sptimos en problemas de este tipo. Sin embargo, las propiedades derivadas por
la linealidad de las restricciones favorecen la existencia de técnicas de resolucién de estos problemas
que se apoyan en la estructura lineal de los mismos. De entre estas técnicas destaca el algoritmo de
ramificacién y acotacién (o branch and bound).

Dado un problema de programacién lineal y entera, el algoritmo de branch and bound se apoya en
dos problemas: el original y una versién relajada del mismo obviando la restriccién de integrabilidad
sobre las variables. La idea de este método es resolver la versién relajada del problema con un método
tradicional como el Simplex? buscando obtener cotas para el valor de la funcién objetivo en el éptimo.

2Nétese que la versién relajada de un problema de programacién lineal entera es un problema de programacién lineal,
por lo que el método Simplex es adecuado para su resolucion.
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Una vez obtenida la solucién para el problema relajado se selecciona una de las variables no enteras y
se generan dos nuevos problemas (uno redondeando el valor de la variable seleccionada hacia arriba y
el otro hacia abajo). De esta forma se va formando un drbol con distintas ramas que se van descartando
en funcién de los 6ptimos obtenidos en cada una de ellas. Esta ramificacién y acotacion da nombre al
algoritmo. Pese a que este método estd disenado para problemas de programacién lineal entera, es la
base para muchos algoritmos de resolucién de problemas de programacién entera generales, por lo que
su importancia es indiscutible.

Figura 1.3: Representacion del algoritmo de branch and bound.

A modo de resumen, los problemas de programacién lineal y entera siguen siendo, en general,
dificiles de resolver, pero la existencia de técnicas de resoluciéon como branch and bound pueden facilitar
enormemente su resolucién en algunos casos. Ademas, el hecho de que se asuman como variables enteras
algunas de ellas favorece el modelado de situaciones muy diversas, como las que se tratardn en este
trabajo.

1.4. Los métodos heuristicos: una breve introduccion

El principal inconveniente que surge con los problemas modelados a través de técnicas de investi-
gacién operativa es que, como vimos en el caso de algunos problemas de programacién matemaética,
aportar soluciones no es una tarea sencilla. Pese a la existencia de esta clase de algoritmos de resolu-
cién de problemas de programacién matematica, existen casos donde la complejidad del problema a
tratar hace que sea imposible resolverlo empleando estos algoritmos. En el contexto que nos ocupa, las
expresiones de las restricciones o de la funcién objetivo de un problema de esta clase no acostumbran
ser sencillas, lo que hace que su resolucién se complique enormemente, incluso a veces pese a la ayuda
de un ordenador.

Esta dificultad en la obtencién exacta del éptimo del problema motiva la creacién de algoritmos
generales de biisqueda que permitan proporcionar soluciones en tiempo razonable con la ayuda de las
herramientas computacionales. Es por ello que surgen unos métodos llamados heuristicos. Estos pro-
cedimientos, pese a no asegurar en ocasiones la convergencia a soluciones 6ptimas (locales o globales),
pueden ser muy efectivos en la practica, ya que a menudo logran una solucién “suficientemente buena”
para el contexto en el que se necesita.

A lo largo de las ultimas décadas se han presentado diferentes definiciones del concepto de método
heuristico. Entre ellas, destacamos la presentada en Diaz et al. (2000).

Definicién 1.13 (Método heuristico) Un método heuristico es un procedimiento para resolver un
problema de optimizacion bien definido mediante una aprozimacion intuitiva, en la que la estructura
del problema se utiliza de forma inteligente para obtener una buena solucion.

Si bien la motivacién detras de la creacion de métodos heuristicos ha sido el hecho de su utili-
dad/aplicabilidad en situaciones en las que los métodos tradicionales emplearian demasiado tiempo
en resolver el problema, existen innumerables situaciones donde el uso de herramientas heuristicas es
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imprescindible. Por ejemplo, pueden existir condiciones muy dificiles de modelar como restricciones de
un problema de programaciéon matematica. En estos casos, es posible que debido a la naturaleza del
problema no sea posible encontrar un método exacto de resolucién del problema. Sin embargo, el uso
de técnicas mas intuitivas como los algoritmos heuristicos, permiten abordar el problema y obtener
una solucién realmente buena y razonable sin tener por qué justificar su optimalidad. Por otro lado,
hay veces que es posible combinar el uso de herramientas heuristicas como complemento o paso previo
de métodos exactos.



Capitulo 2

Modelo de gestion hospitalaria: un
enfoque basado en la optimizacion
matematica

Como avanzabamos en la seccién introductoria del trabajo, el problema de asignar pacientes a
camas se ha convertido en un gran desafio en entornos de atencién médica, ya que a menudo hay
una escasez de camas disponibles para atender a los pacientes. Esto puede ser especialmente cierto
en situaciones de emergencia o durante brotes de enfermedades infecciosas. Ademads, una asignacién
de camas subdptima, podria derivar en un crecimiento notable de las listas de espera provocando una
grave pérdida en la calidad de los servicios sanitarios.

Una de las principales ideas que pueden surgir para intentar reducir las listas de espera en un
hospital es la incorporacion de nuevas camas al sistema. Sin embargo, méas alla del claro coste econémico
que esta construccién supondria, existen maés factores por los cuales el incremento en la construccién
de camas no supondria un beneficio demasiado relevante en términos de reduccién de listas de espera.
De hecho, Kroneman y Siegers (2004) realizaron un estudio en 10 paises europeos sobre el efecto que
supondria un aumento de camas hospitalarias en las tasas de demanda, obteniendo que los paises con
mas camas disponibles para su uso tenian tasas de demanda significativamente mas elevadas que el
resto. Ademas, establecieron un valor fijado de 1.44 para la elasticidad del modelo, que no es méas que
una constante que refleja el crecimiento de la demanda hospitalaria a medida que aumenta el nimero
de camas habilitadas. Mds concretamente, una elasticidad superior a 1 significa en este contexto que
el crecimiento en la demanda hospitalaria crece incluso mas rapido que el nimero de camas, lo cual
haria que las listas de espera no solo no se redujeran, sino que incluso podrian incrementarse.

Teniendo en cuenta dicha constante de elasticidad, Antelo et al. (2015) plantearon un estudio de
simulacién con datos del Complejo Hospitalario Universitario de Santiago de Compostela (CHUS) en el
que llegaron a la conclusién de que, considerando el valor para la elasticidad propuesto en Kroneman
y Siegers (2004), ni siquiera una construccién masiva de camas en el hospital ayudaria a disminuir
significativamente las listas de espera, e incluso en algunos casos se observaba que estas podrian llegar
a aumentar. Por todo ello, no parece que la construccién de nuevas camas resulte necesariamente
beneficioso a la hora de reducir las listas de espera, por lo que se debe buscar otro tipo de metodologias
a aplicar en este problema. Ademds, es importante notar que la variacién en el comportamiento de la
lista de espera en funcién del nimero de camas disponibles provoca que no sea posible el uso de la
teoria de colas general para estudiar la lista de espera. En este trabajo abordaremos este problema
desde una perspectiva diferente, al buscar un método de asignacién de los pacientes a las camas del
hospital de una manera eficiente en aquellos contextos de alta demanda hospitalaria.

El resto del capitulo se organiza como sigue. La Seccién 2.1 propone un primer modelo para re-
solver el PBA desde un punto de vista de la programacién entera. La Seccién 2.2 introduce ligeras

9
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modificaciones con el propdsito de transformar el problema en uno de programacién lineal entera, con
el coste de aumentar el nimero de restricciones del problema. Finalmente, en la Seccion 2.3 se realiza
una comparativa del comportamiento de ambos modelos bajo tres escenarios distintos empleando di-
ferentes solvers y comprobando si la linealizaciéon del problema compensa el incremento en el nimero
de restricciones.

2.1. Una primera aproximacién al problema de asignacién de
camas

En esta seccién, se propone un primer modelo basado en optimizacién matemética para abordar
el problema de asignar pacientes a camas (PBA). Para la modelizacién de este problema bajo este
enfoque debemos de tener en cuenta la existencia de varios factores a considerar al tratar de asignar
pacientes a camas de manera efectiva. Entre ellos, destacamos los siguientes:

s La gravedad de la condicion del paciente. Cabe plantearse que los métodos de asignacién de
camas distingan aquellos condicionantes de més gravedad en el diagndstico de los pacientes, de
forma que estos tengan prioridad para obtener una cama.

= La disponibilidad de camas. En este contexto es importante tener en cuenta la cantidad de camas
disponibles en cada momento y asegurarse de que aquellas que se ocupen lo hagan de la manera
mas eficiente posible.

s La ubicacion de la cama. En aras de la eficiencia del sistema de gestion hospitalaria, parece 16gico
asumir que los pacientes deben ser asignados a camas que estén cerca de los servicios médicos
(un laboratorio de diagnéstico o una unidad de cuidados intensivos) que necesitan de acuerdo
con su diagnéstico.

= La duracion prevista de la estancia hospitalaria. En este sentido, es importante también tener en
cuenta la duracién prevista del tratamiento del paciente al asignarle una cama de acuerdo con su
diagnostico inicial. Una cama ocupada durante un periodo prolongado de tiempo puede retrasar
el tratamiento de otros pacientes.

= La actividad hospitalaria programada. Los modelos de gestion hospitalaria més generales deberian
considerar tanto la actividad programada con anterioridad, como las intervenciones no urgentes,
como el ingreso de pacientes a través de los servicios de urgencias. Asi, una gestién eficiente del
sistema buscaria evitar la cancelacién de aquellas actividades programadas en el hospital. Por
ejemplo, se busca evitar, en la medida de lo posible, que un paciente que tenga previsto ingresar
un cierto dia tenga que posponer su cita.

La base para los modelos de optimizacién desarrollados en este capitulo estd extraida de Guido et
al. (2018), donde se desarrolla una metaheuristica para abordar el PBA. En esta seccién, se planteard
un modelo de programaciéon matematica no excesivamente complejo que tenga en cuenta todos los
aspectos anteriormente mencionados. A partir de él, buscaremos herramientas que permitan el estudio
de la distribucién eficiente de un determinado grupo de pacientes en las camas del hospital.

2.1.1. El modelo original

En esta seccién plantearemos un primer modelo de optimizacién que considere los diferentes factores
existentes a la hora de realizar una asignacién efectiva de pacientes a camas dentro de un hospital.
Desde un punto de vista matematico, cada uno de esos criterios puede ser cuantificado de forma que en
términos de su optimizacion tendriamos a priori varias funciones objetivo a optimizar. Esto conllevaria
la definicién de lo que se conoce como un problema de optimizacion multiobjetivo. La resolucion de un
problema de este estilo no es en general sencilla. Una de las soluciones mas empleadas para enfrentarse
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a un problema multiobjetivo es resumir las funciones objetivo en una suma ponderada de las mismas,
de manera que sea posible otorgarle mas peso a algunas de las funciones objetivo que a otras.

Por tanto, el objetivo del problema de optimizaciéon que plantearemos serd maximizar una suma
ponderada de los diferentes factores de decisién que considerdbamos previamente. Mdas concretamente,
en la funcién objetivo del problema consideraremos el hecho de asignar a los pacientes a areas del
hospital que sean idéneas para el tratamiento de su enfermedad, la gravedad de la condicién de cada
paciente y el hecho de evitar la cancelacién de un paciente programado. Ademaés, debemos conside-
rar una serie de restricciones asociadas a la organizacién hospitalaria. Por ejemplo, debemos regular
circunstancias que regulan el funcionamiento interno de las hospitalizaciones, como que dos personas
de sexos opuestos no deberian ocupar una misma habitacién, o que el porcentaje total de ocupacién
del hospital no puede superar un cierto umbral, en prevision de una posible situacién de emergencia
extrema.

A continuacion describiremos los elementos que caracterizan nuestra propuesta de modelo de ges-
tién hospitalaria basada en optimizacién. Comencemos detallando los distintos conjuntos de datos
disponibles y que emplearemos en el modelado del problema.

Conjuntos

En primer lugar, consideramos el conjunto de individuos involucrados en el problema. Entonces,
= P denota al conjunto de pacientes que ingresan en el hospital.

A su vez, dentro del conjunto P, se distinguen los siguientes grupos de pacientes por cuestién de sexo,
o del caréacter de su ingreso.

= Py, formado por aquellos pacientes en P de género femenino.
= P,,, formado por aquellos pacientes en P de género masculino.

= P, denota al conjunto de pacientes programados, es decir, el conjunto de aquellos pacientes que
tienen previsto un ingreso hospitalario para un cierto dia fijado de antemano.

Sin embargo, ademads de aquellos relativos a los pacientes, deben considerarse otro tipo de conjuntos:
= (', denota el conjunto de camas disponibles del hospital.

= H, denota el conjunto de habitaciones del hospital con alguna cama libre en ellas.

= H,, representa el conjunto de aquellas habitaciones con méas de una cama.

= D incluye a todos los departamentos o areas del hospital.

= N, que considera los diferentes niveles de prioridad asociado a los pacientes. Estos se corresponden
con valores que se le asignan a cada paciente en funcién de su nivel de riesgo y basados en
caracteristicas del mismo, como la gravedad de su condicién fisica o su edad.

Parametros del modelo

Los parametros del modelo no son mas que unos ciertos valores, prefijados de antemano que serviran
como nexo entre las variables de decisién y los conjuntos de datos. Ademds, también sirven para
relacionar conjuntos de datos entre si, determinar alguna caracteristica de los pacientes y, por tanto,
escribir de forma mas compacta el problema de optimizacion.

Los pardmetros a considerar son:
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1, sila cama c € C estd en la habitacién h € H.

Ubicp, =
0, en otro caso.
1, sila habitacién h € H esta en el departamento d € D.
DepHabpg =
0, en otro caso.
1, siel departamento d € D es el 6ptimo para el paciente p € P.
DepOptpq =

0, en otro caso.

Estos tres parametros permiten identificar la ubicacién de una cama, de una habitacién en un
departamento y si un paciente estd ubicado en el area correcta dentro del hospital.

= (G, representa el nimero global de camas del hospital.

= O, hace referencia al niimero de camas del hospital ocupadas en el momento del estudio.
= RiesgoPacy, es un valor numérico que indica el valor de riesgo para cada paciente p € P.
= bp, es la tasa de beneficio por situar a un paciente en el departamento adecuado.

= by, es la tasa de beneficio por ingresar a un paciente con prioridad alta.

= bp, es la tasa de beneficio por evitar la cancelacién de un paciente programado.

= 77, es el umbral de saturacion méaxima permitida en la ocupacién hospitalaria. Segun la fuente
escogida, oscila entre el 75% y el 95% y tiene que ver con el porcentaje de camas disponibles
para su uso, dejando algunas inhabilitadas en previsién de una posible situacién de emergencia.

Variables a considerar en el modelo

Presentemos finalmente las variables de decisién asociadas en nuestro problema. Consideraremos
dos tipos distintos. El primer tipo tendrd relacién con la cama que se le asigna a cada paciente (si es
que se le asigna una) y el segundo tipo se referird a saber si el paciente ingresa en el departamento que
le deberia corresponder segtin su patologia.

1, sise le asigna la cama c € C al paciente p € P.
Tpe =
0, en otro caso.

1, si al paciente p € P se le asigna una cama del departamento méas apropiado.
Yp =
0, en otro caso.
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Formulacion del modelo

Una vez introducidos los conjuntos, los pardmetros y las variables del modelo, estamos en con-
diciones de plantear el problema de programacién matemdtica. La base del problema radica, como
avanzabamos al inicio de la seccién, en maximizar una serie de beneficios obtenidos mediante una
buena asignacién de los pacientes a las camas.

maximizar Z ypdp + Z Z xpcRiesgoPacybn + Z Z Tpcbp (2.1)

pEP pEP ceC pEP, ceC
sujeto a Z Tpe <1,Vpe P (2.2)
ceC
Y ape<1L,VeeC (2.3)
peEP
1
Lo+ E S a) <n (2.4
peP ceC
Yp — Z Z Z TpcUbich, DepH abpqDepOptpq = 0, Vp € P (2.5)

ccC heH deD

Yo Y e <P (2.6)

peEP, ceC
( > prcsz'ch> : ( > prcUbich> =0,Vh e Hy (2.7)
pEP; ceC pEP,, ceC

Por simplicidad, nos referiremos a este problema de optimizacién como NL-PBA a lo largo del
documento. Analicemos brevemente la funcién objetivo y las restricciones del problema.

La funcién objetivo expresada en (2.1) no es més que una suma ponderada de los beneficios
obtenidos al cumplirse cada uno de los objetivos asociados a los pardmetros bp, by vy bp. El
primer sumando recoge el beneficio asociado a asignarle a un paciente el departamento que mas
le conviene segin su condicién de salud. El segundo asigna beneficios en funcién del nivel de
riesgo de cada paciente al que se le asigne una cama. Finalmente, el tercer sumando se refiere al
beneficio asociado a evitar la cancelacién de un paciente programado.

La restriccién en (2.2) asegura que no pueda haber un paciente con mds de una cama asignada.

Por otro lado, la restriccién en (2.3) evita que pueda haber una cama con més de un paciente
asignado.

La restriccién en (2.4) modela el hecho de que el nimero total de camas usadas no puede superar
el umbral 7.

Para relacionar las variables de decisién (z,. e y,) empleamos la restriccién en (2.5), ya que
yp solo tomard el valor 1 cuando al paciente p se le asigne una cama en una habitacién del
departamento que es 6ptimo para tratar su diagndstico.

La restriccién en (2.6) regula el nimero total de enfermos programados a los que se le asigna
una cama.

Finalmente, la restriccién en (2.7) previene que pueda haber en la misma habitacién pacientes
de dos géneros distintos.
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Estamos entonces ante un problema de programacién entera (las variables de decisién toman valores
enteros) con |P|(|C| + 1) variables binarias y 2|P| + |C| 4+ |Hg| + 2 restricciones. El hecho de que
las variables de decisiéon tan solo puedan tomar valores enteros hace que, como avanzabamos en el
capitulo anterior, el problema sea dificil de resolver. Ademads, si bien ni el niimero de variables ni el de
restricciones es excesivamente alto para un nimero razonable de pacientes, existe un pequeno problema
con esta primera formulaciéon del modelo, y es que mientras que la funcién objetivo y las restricciones
(2.2)-(2.6) son lineales, las | Hy4| restricciones que origina la expresién (2.7) no lo son.

2.2. Version linealizada del modelo

Como hemos visto en el capitulo de preliminares, la linealidad es una propiedad muy interesante a
considerar en problemas de programacion matematica. Asi, buscaremos ahora reformular el problema
transformando el bloque de restricciones no lineales por su correspondiente linealizacién. Aunque intui-
tivamente, dicha linealizacién conllevara un incremento en el niimero de restricciones del problema, la
comparativa en la practica nos servird para chequear si en este caso compensa el paso de un problema
de programacion entera general a un problema de programacién lineal entera.

El nuevo modelo que se propone es en esencia el de la seccién anterior. Tal y como se ha indicado,
tnicamente se modifica el bloque de restricciones (2.7) por su versién linealizada. El modelo lineal
resultante es el siguiente:

maximizar Z ypdp + Z Z xpcRiesgoPacybn + Z Z Tpcbp (2.8)

peP pEP ceC peP, ceC
sujeto a Z Tpe <1,Vpe P (2.9)
ceC
> ape<1L,Veel (2.10)
peP
1
GO+ D wne | < (2.11)
peEP ceC
Yp — Z Z Z TpcUbicr, DepH abyqDepOptpg = 0, Vp € P (2.12)
ceC heH deD
> D me <1 (2.13)
pEP, ceC
(1 = @ic — Tje )UbicnUbiey, > 0, Ve € C,d € C,h € Hy,i € Py, j € Py (2.14)

Para hacer referencia a este nuevo problema de optimizacion se empleard, a lo largo del trabajo,
el término L-PBA. En este nueva formulacién del modelo, las |H4||C|?| Py, || Pf| restricciones en (2.14)
son ahora funciones lineales. De esta forma, hemos transformado el problema de programacién entera
de la seccién anterior en un problema de programacion lineal entera para el cual, las técnicas que de
branch and bound son presentadas como técnica habitual para su resolucion.

Sin embargo, si bien el nuevo modelo es puramente lineal en sus restricciones con el mismo nimero
de variables que en el modelo originalmente planteado, el nimero total de restricciones se ha visto
claramente incrementado. De hecho, se han afiadido |Hg|(|C|?|Pm||Pf| — 1) restricciones. Esto puede
hacer que en escenarios mas complejos, con una cantidad grande de pacientes o de camas, el nimero de
restricciones sea excesivamente elevado. La Tabla 2.1 recoge el niimero de variables y de restricciones
de cada una de las dos formulaciones del modelo.



2.3. ANALISIS COMPARATIVO: LA GESTION DE LAS HOSPITALIZACIONES 15

Variables Restricciones

Modelo original |P|(|C]+1) 2|P| 4+ |C| + |Hg| + 2

Modelo linealizado | |P|(|C|+ 1) | 2|P| + |C| + |C|?|P¢|| Pp||Hal + 2

Tabla 2.1: Ntumero de variables y de restricciones de los dos modelos propuestos en el capitulo.

Adema3s, es conveniente recordar que pese a que los problemas de programacién lineal entera tienen
mejores propiedades que los problemas de programacion entera generales, todavia sigue siendo dificil
su resolucién en general, pues ya no se verifican propiedades tan importantes en aspectos como la
optimalidad (global y local).

2.3. Analisis comparativo: la gestiéon de las hospitalizaciones

Una vez presentado el marco tedrico de ambas formulaciones del modelo de optimizacion para la
gestién hospitalaria, buscaremos analizarlos sobre conjuntos de datos reales para analizar las posibles
diferencias en la resolucién de cada uno de ellos. Cabe destacar que su aplicabilidad se caracteriza
ademas por la inmediata necesidad de proporcionar los resultados en un contexto tan sensible y urgente
como es el de la gestién hospitalaria. Por ese motivo analizaremos comparativamente los tiempos de
resolucion en ambos casos.

Metodologicamente, los dos modelos presentados en este capitulo permiten abordar el PBA desde
el punto de vista de la optimizacion de forma fidedigna, aunque podria resultar que no fuesen todo lo
rapidos que nos gustaria. En esta seccién realizaremos un pequeno estudio que nos permitird evaluar
y comparar el rendimiento de cada una de esas formulaciones. Mas concretamente, se buscara, sobre
una base de datos de pacientes reales, comprobar el comportamiento de ambas versiones del problema
de optimizacién (tiempo de resolucidn, iteraciones requeridas para su resolucién, nimero de variables
y restricciones de cada formulacidn, etc.) de manera que podremos determinar si realmente existe
beneficio al considerar el modelo linealizado pese al gran aumento en el niimero de restricciones del
problema. La base de datos de pacientes a considerar en esta seccién contiene a las personas hospita-
lizadas en el Hospital Clinico Universitario de Santiago de Compostela entre los afios 2016 y 2021 y
una descripcién més detallada de la misma se puede ver en el Apéndice A. Sin embargo, para evitar
el ruido provocado por el virus del COVID en los ltimos anos, para estas comparativas reduciremos
el tamano de la base de datos considerando los pacientes ingresados entre los afios 2016 y 2019.

Para evaluar el rendimiento de la propuesta basada en optimizacion, evaluaremos diferentes esce-
narios de hospitalizacion en el ano 2016.

= En primer lugar, se considerara un escenario de baja demanda hospitalaria, es decir, con pocos
ingresos diarios en una tUnica area.

= A continuacion, se abordara la situacién opuesta: el caso de una area con un alto numero de
ingresos diarios.

= Por dltimo, abordaremos el problema completo de la gestién eficiente de las hospitalizaciones en
las 32 areas del hospital compostelano.

2.3.1. Caso I: una situacion de baja demanda hospitalaria

Este primer caso aborda la situacién surgida en el hospital, concretamente en el area de Angiologia
y cirugia vascular. El drea de Angiologia y Cirugia Vascular es una especialidad médica que se enfoca
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en el diagnéstico y tratamiento de enfermedades que afectan a los vasos sanguineos, tanto arterias
como venas. Se trata de un drea donde el nimero de ingresos diarios no es demasiado alto y que,
en concreto, tiene asignadas un total de 20 camas del complejo hospitalario. Teniendo en cuenta su
disponibilidad, no se espera una gran afluencia de ingresos diarios en dicha area.
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Figura 2.1: Representacién del porcentaje de ocupacién media del drea de Angiologia y cirugia vascular
en cada uno de los meses del ano 2016.

Analizando los datos histéricos correspondientes al afio 2016 (ver Figura 2.1), el porcentaje de
ocupacion media mensual del drea nos permite chequear que se mantiene ligeramente por encima del
60 % a lo largo del afio (con picos puntuales rozando el 70 %). Asimismo, podemos observar que en el
mes de agosto se produce un descenso significativo en el nivel de ocupacion del area, hecho que suele
ser un patrén comun en el conjunto del hospital. Como en esta primera comparativa entre los modelos
buscamos un contexto en el que el nimero de ingresos diarios sea bajo, nos centraremos en este mes.
Dado que la gestion de altas e ingresos diarios puede hacer variar el grado de ocupacion, procedemos
ahora a ver el numero de ingresos diarios en el drea el mes de agosto.

Como era previsible, el nimero de ingresos diarios en este mes es bajo y, de hecho, a la vista de
la Figura 2.2, podemos observar que hay bastantes dias a lo largo del mes en los que no se produce
ningin ingreso en esta drea y varios en los que tan solo se produce uno. Como estos casos tampoco
tendrian demasiado interés a la hora de comparar los dos modelos, seleccionaremos el dia 9 de agosto,
en el que se producen cuatro ingresos. La idea serd entonces tomar los datos de estos cuatro pacientes
que deberian ingresar en el area y ver si en efecto las dos formulaciones del problema obtienen el mismo
valor objetivo (consiguen asignar los pacientes a las camas de una manera éptima) y comprobar si hay
diferencias entre los tiempos de ejecucién de los dos problemas de optimizacién.

Para poder trabajar con los datos reales se le asignard a cada paciente un nivel de riesgo en una
escala del 1 al 10, en funcién de su diagnéstico principal, de su edad y de su duracién del ingreso
esperada, y donde 1 representara el riesgo mas bajo y 10 el més elevado. Ademds, se asignard un valor
de 75 al beneficio por asignar a un paciente al departamento que le corresponde (bp), un valor de 10 al
beneficio asociado al nivel de riesgo del paciente (by) y un valor de 30 al beneficio asociado a evitar la
cancelacién de un paciente programado (bp). Ademds, se considerard un umbral de ocupacién méxima
permitida en el hospital del 85 %. Para estas situaciones en las que se busca comparar los dos modelos
empleando datos de pacientes de un solo drea, consideraremos como camas disponibles las que estan
libres en el area en el momento del estudio, asi como un exceso de 20 camas correspondientes a otras
areas a las que se les podria asignar un paciente en el caso de que se completaran las camas asociadas
al drea de estudio. Como en nuestro caso el area de Angiologia y cirugia vascular tiene niveles de
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Figura 2.2: Representacién del numero de ingresos diarios del area de Angiologia y cirugia vascular en
el mes de agosto del ano 2016.

ocupacion relativamente bajos, tal y como vimos en la Figura 2.1, no se prevé que sea necesario el uso
de esas camas supletorias.

La resoluciéon de cada instancia del problema se hard mediante su implementacion en lenguaje
AMPL y cuyo cédigo se puede ver en el Apéndice C. A modo de comparativa, se empleardn varios
solvers existentes para resolver ambos problemas. Tres de ellos estan disennados para resolver problemas
de programacién entera con restricciones no lineales: BARON, Couenne y OCTERACT. También se
usard un cuarto solver (Gurobi) que si bien su versién general estd especializada en la resolucién de
problemas lineales, tiene una versiéon cuadratica que permite resolver problemas como los resultantes
al emplear el modelo no lineal. Una breve descripcion de cada solver se puede ver en el Apéndice B.

Para comparar el uso de las dos formulaciones del problema, recogeremos en varias tablas, cada una
de ellas asociada a un solver diferente, el valor éptimo de la funcién objetivo obtenido por cada una
de los modelos, asi como el tiempo medio de resoluciéon, medido en segundos, calculado promediando
100 valores obtenidos aplicando el solver con distintos iterantes iniciales y el ntiimero de variables y
restricciones de cada una de las formulaciones. También se expondran el nimero medio de iteraciones
del método simplex empleadas en la resolucién del problema asi como el nimero minimo y maximo de
iteraciones requeridas por cada solver a lo largo de las cien resoluciones del problema. Estos datos se
recogen en la Tabla 2.2.

Con respecto a los datos obtenidos es necesario hacer dos aclaraciones. En primer lugar, cada uno
de los cuatro solvers empleados y en cada una de las cien instancias consideradas para cada uno de
ellos, se logra obtener la soluciéon éptima del problema, por lo que tan solo se presentard un tnico
valor para la funcién objetivo, que estard asociado a la mencionada soluciéon 6ptima. Por otro lado,
es necesario mencionar que tanto BARON como OCTERACT tienen implementado un presolve que
ayuda a resolver de manera mucho mas directa problemas de tamano no excesivamente elevado, como
es el caso. Es por ello que el nimero de iteraciones necesarias por ambos solvers para la resolucién
de este problema no debe tenerse en cuenta', pues es el propio presolve €l que es capaz de obtener el
valor 6ptimo de la funcién objetivo.

En vista de los resultados recogidos en las tablas, observamos que ambas formulaciones consiguen
llegar al valor éptimo de la funcién objetivo de manera muy rdpida (ambas en menos de un segundo),
pese a que ya se aprecia un cierto beneficio de usar el modelo no linealizado tanto en los tiempos medios

1Estos valores para el nimero de iteraciones aparecen sefializados en la tabla con el simbolo *.
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Gurobi NL-PBA | L-PBA BARON | NL-PBA | L-PBA
F.obj. 680 680 F. obj. 680 680
Tiempo 0.037 0.076 Tiempo 0.030 0.031

Var. 140 140 Var. 140 140
Rest. 51 24320 Rest. 51 24320
Iter. 18.05 21.2 Iter. 0~ 0~
Iter. min. 18 21 Iter. min. 0* 0"
Iter. max. 19 22 Iter. max. 0* 0*
Couenne | NL-PBA | L-PBA OCTERACT | NL-PBA | L-PBA
F.obj. 680 680 F. obj. 680 680
Tiempo 0.110 0.86 Tiempo 0.13 0.15
Var. 140 140 Var. 140 140
Rest. 51 24320 Rest. 51 24320
Iter. 37.21 62.40 Iter. 0* 0*
Iter. min. 36 58 Iter. min. 0* 0*
Iter. max. 39 69 Iter. max. 0* 0~

Tabla 2.2: Resumen de los valores caracteristicos en la resolucién éptima del problema con los parame-
tros bp = 75, by = 10, bp = 30 y n = 0.85. Valores 6ptimos de la funcién objetivo alcanzado empleando
cada una de las formulaciones del problema y cada uno de los solvers, asi como el tiempo medio de re-
solucion, el nimero de variables y de restricciones de los dos modelos y el nimero medio de iteraciones
del método simplex empleadas. Numero de iteraciones asociadas a los casos mas y menos favorables.

de resolucion, que son ligeramente inferiores, como en los nimeros de iteraciones del método simplex
necesarias para la resolucién del problema, que también son ligeramente inferiores a las del modelo
linealizado tanto para Gurobi como para Couenne, para el que la diferencia es algo més significativa.
Para explicar estas ligeras diferencias basta fijarse en la fila de las restricciones donde, incluso en un
problema tan pequefio como el que nos ocupa (tan solo ingresan cuatro pacientes) la diferencia en el
nimero de restricciones es demasiado grande.
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2.3.2. Caso II: una situacion de alta demanda hospitalaria

Como caso inicial tratamos un area del hospital en la que el niimero de ingresos diarios era realmente
bajo. En esta seccién consideraremos la situacion opuesta, es decir, nos centraremos en otra area distinta
del hospital en la que la afluencia de pacientes sea mayor. Concretamente, consideraremos el drea de
Cirugia general y digestiva, que tiene asignadas 130 camas, frente a las 20 que tenia asignadas el drea
del ejemplo anterior. Este aumento en el niimero de camas hace prever un incremento en el nimero de
ingresos diarios. Veamos, en primer lugar, el nivel de ocupacién de esta area a lo largo del ano 2016.
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Figura 2.3: Representacién del porcentaje de ocupacion media del drea de Cirugia general y digestiva
en cada uno de los meses del afio 2016.

A la vista de la Figura 2.3 observamos que el mes en el que el nivel de ocupacién del area de
Cirugia general y digestiva es més alta es mayo, por lo que para esta situacién en la que buscamos
un nimero de ingresos diarios relativamente alto nos centraremos en este mes. Veamos ahora cémo se
distribuyen los ingresos a lo largo de este mes. Dentro de este mes de mayo, nos quedaremos con el
dia 3, que, como se puede apreciar en la grafica de la Figura 2.4, es el que cuenta con mayor nimero
de ingresos, con un total de 23 pacientes, de los cuales 9 son mujeres y 14 hombres. Se buscard ahora
repetir el procedimiento del ejemplo anterior con los mismos valores para los pardmetros (bp = 75,
by =10, bp = 30 y n = 0.85). La idea es ver si ahora que aumenta considerablemente el nimero de
ingresos (pese a no ser todavia una cifra elevada), el modelo lineal se ve resentido por el gran niimero
de restricciones que necesita, provocando una diferencia significativa en el tiempo computacional de
resolucién empleado. Nuevamente, se empleardn los cuatro solvers usados en la seccién anterior y
se resolvera el problema considerando cien instantes iniciales distintos y promediando las soluciones
obtenidas para lograr una visién méas global del comportamiento de los dos modelos. Recogemos los
datos de este nuevo ejemplo en la Tabla 2.3. De nuevo, para todos los solvers y todas las instancias
del problema se alcanza el valor éptimo de la funcién objetivo. Ademaés, nuevamente hay que tener
en cuenta que algunos numeros de iteraciones anormalmente bajos estan asociados al uso del presolve
en los solvers BARON y OCTERACT. En este caso y a la vista de las tablas se observan diferencias
bastante mas significativas que en el ejemplo anterior. De hecho, mientras que el nimero de iteraciones
del método simplex no difiere demasiado entre ambas formulaciones (incluso el L-PBA necesita menos
para algunos solvers), los tiempos medios de ejecucion ya si que son considerablemente distintos. Este
hecho es realmente significativo, pues se espera que al realizar un estudio completo de lo que ocurre
en un hospital se esperen bastantes mas de 23 pacientes diarios ingresados, por lo que el tiempo de
resolucién asociado al modelo linealizado se podria ver gravemente incrementado. Este aumento en el
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Figura 2.4: Representacién del nimero de ingresos diarios del drea de Cirugia general y digestiva en
el mes de agosto del ano 2016.

tiempo de resolucién lo podemos nuevamente relacionar con el incremento en el niimero de restricciones
ya que, para un problema relativamente pequeno como el que estamos considerando, son necesarias
mas de tres millones de restricciones. Esto hace que el tiempo empleado por el solver en el proceso de
lectura del L-PBA sea muy superior al del NL-PBA. Todo ello hace prever que a la hora de resolver la
situacién diaria global de un hospital sea més adecuado emplear el modelo no lineal frente al linealizado.
Esto se estudiara en un tercer y tultimo caso.

Gurobi NL-PBA | L-PBA BARON | NL-PBA | L-PBA
F.obj. 4005 4005 F. obj. 4005 4005
Tiempo 0.156 24.86 Tiempo 0.56 5.60
Var. 1081 1081 Var. 1081 1081
Rest. 107 3466102 Rest. 107 3466102
Iter. 412.4 391.8 Iter. 0* 1*
Iter. min. 405 390 Iter. min. 0~ 1*
Iter. max. 422 394 Iter. max. 0* 1*

2.3.3. Caso III: la gestion global de los ingresos en el hospital

Para evaluar la efectividad y la eficiencia de los modelos de optimizacién presentados en esta
seccién se han realizado comparaciones empleando datos asociados a una sola area del hospital. Sin
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Couenne | NL-PBA | L-PBA OCTERACT | NL-PBA | L-PBA
F.obj. 4005 4005 F. obj. 4005 4005
Tiempo 1.55 175.42 Tiempo 1.24 4.60
Var. 1081 1081 Var. 1081 1081

Rest. 107 3466102 Rest. 107 3466102
Iter. 231.89 172.75 Iter. 282.49 315.6
Iter. min. 211 170 Iter. min. 277 314
Iter. max. 251 179 Iter. max. 284 316

Tabla 2.3: Resumen de los valores caracteristicos en la resolucién éptima del problema con los parame-
tros bp = 75, by = 10, bp = 30 y n = 0.85. Valores 6ptimos de la funcién objetivo alcanzado empleando
cada una de las formulaciones del problema y cada uno de los solvers, asi como el tiempo medio de re-
solucién, el nimero de variables y de restricciones de los dos modelos y el nimero medio de iteraciones
del método simplex empleadas. Numero de iteraciones asociadas a los casos mas y menos favorables.

embargo, en esta seccién se ampliard el enfoque buscando aplicar ambos modelos a una situacién
global que considere todas las 32 4reas en las que esta dividido el hospital. Es bésico realizar esta
comparativa global, pues cada area del hospital tiene unas propiedades muy diversas: el niimero de
camas disponibles en cada una de ellas, el porcentaje medio de ocupacién del area, la gravedad de los
pacientes que ingresan en ella, etc. Por todo ello, parece necesario evaluar la capacidad de cada una de
las dos versiones del problema de optimizacién de asignar camas a los pacientes de una manera 6ptima
en el conjunto global del hospital.

Por tanto, en esta tltima casuistica dejaremos de centrarnos en una area concreta para tratar la
situacién diaria del hospital desde una vision més global de su demanda de ingresos hospitalarios.
Para ello, se utilizard un conjunto de datos mucho més amplio y diverso que en los dos apartados
anteriores. El principal problema que surge en esta situacién reside en que no podemos considerar
al hospital como un conjunto de areas independientes entre si, puesto que muchas de ellas estdn en
gran medida relacionadas (material médico similar, personal con formacién parecida,. .. ), por lo que
parece légico considerar que si un paciente no puede ingresar en el area que es 6ptima para tratar
su patologia, pueda hacerlo en un area con caracteristicas relativamente similares para que la calidad
de la atencién médica recibida sea lo més alta posible. Para resolver este inconveniente, se empleara
la organizacion por Institutos de Gestién Clinica con los Servicios Médicos asociados a cada instituto
del Hospital Clinic de Barcelona. Esta estructura organizativa nos permitird realizar una agrupacién
por proximidad que identificard dreas hospitalarias con caracteristicas similares donde los pacientes
puedan recibir una atenciéon médica de calidad.

Centrandonos ya en la comparativa de cada uno de los dos modelos, analizaremos en primer lugar
la ocupacién media mensual del Hospital Clinico Universitario de Santiago de Compostela durante el
ano 2016.

A la vista de la Figura 2.5, se observan unos valores bastante oscilantes de la ocupacién global
del hospital: desde valores cercanos al 60 % en meses de verano como agosto, a valores superiores al
80 % en los primeros meses del afio como febrero, marzo o abril. Para realizar la comparativa entre los
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Figura 2.5: Representaciéon del porcentaje de ocupacién media del Hospital Clinico Universitario de
Santiago de Compostela en cada uno de los meses del ano 2016.

modelos, nos centraremos en el mes que menos porcentaje de ocupacién hospitalaria presenta: agosto.
Dentro de este mes se buscard un dia con un nimero de ingresos intermedio, para el que se espera un
nimero demasiado alto de restricciones asociadas al L-PBA.
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Figura 2.6: Representaciéon del ntimero de ingresos diarios en el Hospital Clinico Universitario de
Santiago de Compostela en el mes de agosto del ano 2016.

A la vista de la Figura 2.6, se escogera el dia 7 de agosto que, con 72 pacientes ingresados, presenta
un nimero intermedio de hospitalizaciones con respecto a la tendencia del mes. Veremos a continuacién
que, si bien el nimero de ingresos no es excesivamente alto, es suficiente para que sea necesario
decantarse por el NL-PBA frente a la version linealizada del mismo.

Para realizar la comparativa de los dos modelos en ese dia, se consideraran los mismos valores para
los pardmetros ((bp = 75, by = 10, bp = 30 y n = 0.85)) que en los dos ejemplos anteriores. En
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este caso se promediaran, para cada uno de los modelos, los resultados procedentes de 10 realizaciones
con distintos puntos de inicio del algoritmo y se recogeran los datos en la Tabla 2.4. En este caso,
se empleard el solver Gurobi a modo ilustrativo, pues las conclusiones extraidas en este caso son
independientes del solver considerado.

NL-PBA L-PBA
Valor de la funcién objetivo 9335
Tiempo medio de resolucion 14.22
Variables 32760 32760
Restricciones 813 55317412680
Iteraciones promedio 143.9
Iteraciones minimas 143
Iteraciones maximas 144

Tabla 2.4: Resumen de los valores caracteristicos en la resolucién 6ptima del problema con los parame-
tros bp = 75, by = 10, bp = 30 y n = 0.85. Valor éptimo de la funcién objetivo alcanzado empleando
cada una de las formulaciones del problema, tiempo medio de resolucién, el niimero de variables y de
restricciones de los dos modelos y el niimero medio de iteraciones del método simplex empleadas.

En este caso, los resultados son bastante més significativos que en los dos anteriores, ya que el
L-PBA no logra obtener la solucién 6ptima del problema en una hora de tiempo limite. De hecho, ni
siquiera consigue devolver una solucién factible, dado que el solver emplea todo el tiempo en la lectura
de datos. Esto se debe, al igual que ocurria en las dos situaciones anteriores, al elevadisimo niimero de
restricciones (més de 50.000 millones). Sin embargo, el NL-PBA proporciona la solucién éptima en un
tiempo relativamente bajo.

Teniendo en cuenta el contexto hospitalario en el que nacen estos modelos, podemos afirmar que
el uso del L-PBA es inviable en la préctica, debido a su elevado tiempo de resolucién. Como en esta
seccién estamos analizando la situaciéon hospitalaria diaria, se necesita un modelo que logre obtener
una buena solucién (idealmente la 6ptima) en el menor tiempo posible, pues no tendria sentido lograr
el valor éptimo cuando ya ha transcurrido gran parte del dia, como podria ocurrir con el L-PBA. Por
todo ello, concluimos que en este problema concreto de asignacién de camas a pacientes del hospital, la
linealizacién del problema general es ineficaz, debido al gran incremento que se produce en el nimero
de restricciones, especialmente para problemas donde tanto el niimero de pacientes como el de camas
disponibles para su uso es elevado. En consecuencia, y a modo de conclusion de esta seccién, se elegira
el NL-PBA como método de abordar el problema de asignar pacientes a camas desde el punto de vista
de la programacién matemaética.
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Capitulo 3

Planificacion en la gestion
hospitalaria: un enfoque estocastico

A lo largo del capitulo anterior se ha buscado solucionar el problema de asignacién diaria de
pacientes a camas del hospital, sin tener en cuenta posibles tendencias en periodos especificos del ano.
Bajo este esquema, se considerarian las posibles variaciones de demanda hospitalarias provocadas por
brotes de alguna enfermedad contagiosa como la gripe a lo largo del invierno, por periodos vacacionales,
o por situaciones de alarma como ocurrié hace unos anos con el virus del COVID-19. Para poder
abordar este tipo de situaciones puede tener sentido considerar una visién més global del problema,
introduciendo esa incertidumbre provocada por la tendencia en el modelo original de este capitulo.

La idea detras de considerar esta percepcién mas global del problema es construir un modelo mas
flexible que no contemple tan solo lo que va a ocurrir un dia en concreto, sino que, en base a unas
ciertas predicciones de demanda hospitalaria, pueda asignar pacientes a las camas del hospital teniendo
en cuenta la posibilidad de que la demanda hospitalaria varie significativamente. Veamos esto con un
ejemplo real.

A menudo, asociamos los meses de invierno con periodos de enfermedades respiratorias. Este in-
cremento en los meses frios de estas patologias se debe a numerosos factores que hacen que la gran
mayoria de los virus respiratorios estacionales presenten picos de contagio en estas épocas del ano.
De entre estos factores destacan las bajas temperaturas asi como el aumento en estos meses de la
propension a estar en espacios cerrados, con escasa ventilaciéon. Todo este tipo de enfermedades, tanto
las contagiosas como las que no lo son, pueden provocar ingresos en el drea de Neumologia del hospi-
tal, por lo que se prevé que haya diferencias significativas entre las capacidades hospitalarias de esta
area en los meses de invierno con respecto a meses méas calurosos. En la Figura 3.1 se pueden ver las
tendencias en la ocupacién anual entre 2016 y 2019 (para evitar la situacién excepcional provocada
por el coronavirus).

Como se preveia, existe una diferencia significativa en todos los anos entre la ocupacion de los
primeros meses del afio (enero, febrero y marzo) y la de los demds meses. En particular, la diferencia
es incluso mas destacada si consideramos el claro descenso de ocupacion en los meses de verano. De
hecho, la ocupacién del area en los primeros meses de cada ano es realmente elevada, llegando a superar
en algtin caso el 100 % de ocupacién’.

A la vista de las gréficas anteriores parece claro que, al menos a nivel de drea, existe una evidente
tendencia en lo referente al porcentaje de ocupacion de la misma a lo largo del ano. Motivado por
este hecho, parece tener sentido poder aprovechar esta informacién sobre la fluctuacién en el nivel de
ocupacién hospitalaria para elaborar un modelo mas complejo que permita obtener soluciones para el

IEntendemos que se supera el 100 % de ocupacién del 4rea hospitalaria si no solo se ocupan la totalidad de las camas
asociadas a esta area del hospital sino que es necesario ingresar a pacientes en otras areas que no serian las 6ptimas para
tratar su patologia.

25
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Figura 3.1: Evolucién en el porcentaje de ocupacién del drea de Neumologia

PBA que puedan anticipar grandes cambios en la demanda hospitalaria de dias o semanas posteriores
al estudio.

Para poder introducir esta variabilidad de la demanda hospitalaria en el modelo de programacién
matematica de este capitulo, emplearemos una nueva rama de la programaciéon matematica, conocida
como programacion estocdstica. La ventaja principal en el uso de este tipo de programacion reside en
la capacidad de modelar la incertidumbre en problemas en los que alguno de los parametros o de los
datos son desconocidos.

El resto del capitulo se organiza como sigue. La Seccién 3.1 recoge una pequena introduccién a la
programacién estocdstica, con una definicién formal de lo que se entiende por un problema de esta
rama, asi como sus caracteristicas comparadas con las de un problema de programacién matematica
general, para finalmente motivar la importancia de esta rama dentro del contexto del PBA. La Seccion
3.2 presenta un modelo de programacion estocastica basado en los modelos del capitulo anterior asi
como un ejemplo de aplicacién a un conjunto de datos reales. Finalmente, en la Seccién 3.3 se presenta
una nueva idea de soluciéon que busca reunir mitigar tanto las desventajas de los modelos del segundo
capitulo como las de los modelos de programacion estocastica.

3.1. Introduccion a la programacion estocastica

En la actualidad, un gran niimero de problemas de toma de decisiones, y en particular, muchos de
los problemas de la investigacién operativa, involucran incertidumbre en algunos de los parametros o
en los datos que emplean. La programacién matemaética general, que emplea enfoques deterministicos,
a menudo no logra modelar de manera exitosa la incertidumbre inherente en estos problemas. Es por
ello que, en dichos casos, la programacién estocéastica se presenta como una herramienta util y valiosa
para modelar y resolver problemas de optimizacién bajo una cierta incertidumbre.

La programacidn estocdstica es una rama de la IO que se centra en la optimizacién de problemas
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en presencia de incertidumbre. La principal diferencia con respecto a los modelos deterministicos
de programaciéon matematica habituales, que suponen un conocimiento total de los pardmetros del
problema, reside en el hecho de que los modelos estocésticos incorporan la incertidumbre asociada a
la variabilidad de alguno de dichos pardmetros.

Maés concretamente, mientras que los modelos generales de programacién matemética asumen que
los pardmetros del problema son fijos y conocidos, la programacion estocastica utiliza variables alea-
torias y distribuciones de probabilidad para modelar la incertidumbre en los parametros. Ademas, los
modelos de programacion estocédstica permiten considerar una amplia gama de escenarios en funcién
de la variabilidad de los pardmetros, asi como la posibilidad de evaluar el impacto de la incertidumbre
en la obtencion de las soluciones 6ptimas. Sin embargo, si bien este tipo de modelos permiten dar
solucién a problemas como el PBA desde un punto de vista més global, la dificultad en su resolucién
es mayor, pudiendo provocar problemas computacionales.

Expongamos ahora la formulacién de un problema de programacion estocdstica para analizar las
diferencias y semejanzas con respecto a un problema deterministico. Para esta formulacién se ha
tomado como referencia la notacién empleada en Birge y Louveaux (2011).

Un problema de programacion estocdstica admite la siguiente formulacion:

minimizar  f(x,§) = E¢[Q(x, )] (3.1)
sujeto a  R(x,¢) <0, |

donde, al igual que ocurria en los problemas de la forma (1.1), x denota el conjunto de variables de

decision del problema y f a la funcién objetivo a minimizar. Sin embargo, en esta nueva formulacién
aparecen dos nuevos términos que facilitan el modelado de la incertidumbre. El primero de ellos
es &, que hace referencia a los pardametros aleatorios del problema y que estd presente tanto en la
funcién objetivo del problema como en sus diferentes restricciones. Estos parametros, si bien no son
controlables, suponemos que tienen distribuciones de probabilidad conocidas, lo que facilitard en gran
medida el trabajo con ellos. El otro término diferente que observamos en la formulacién (3.1) tiene
que ver con la funcién objetivo del problema, y es que la funcién a minimizar (o maximizar) en este
tipo de problemas es el valor esperado de una funcién Q(z,€), que involucra tanto a las variables
de decisién como a los pardmetros aleatorios. Finalmente, el conjunto de funciones R(z,¢) denota
a las restricciones del problema. Si bien por norma general se suelen considerar como restricciones
de desigualdad, también pueden convertirse en restricciones de igualdad con el uso de unas ciertas
variables auxiliares conocidas con el nombre de variables de holgura.

Presentemos ahora en la Tabla 3.1 una comparativa entre la funciéon objetivo y las restricciones de
un problema de programacién matematica deterministico y un problema de programacién estocastica
para poder analizar las ventajas e inconvenientes del uso de cada uno.

Funcién objetivo Restricciones

Modelo deterministico flx) gi(z) <0,i=1,....,m

Modelo estocdastico flz, &) = Ee[Q(x, &) R(x,£) <0

Tabla 3.1: Funcién objetivo y restricciones de un problema de programacién matematica deterministico
y de uno estocastico.



28 CAPITULO 3. PLANIFICACION EN LA GESTION HOSPITALARIA

Ventajas de la programacién estocastica

Existen varios factores clave que permiten motivar el uso de modelos de programacion estocastica
frente a modelos deterministicos generales. De entre ellos, destacamos los siguientes:

= Mitigacion de situaciones conflictivas. El hecho de tener en cuenta la incertidumbre sobre los
parametros del problema permite a este tipo de modelos anticipar posibles situaciones criticas y
poder solventarlas con éxito anticipandose incluso antes de que ocurran. En el contexto hospi-
talario en el que se estd trabajando en este documento, disponer de sistemas predictivos fiables
de la demanda hospitalaria en tiempos futuros puede hacer que interese asignar de una manera
distinta pacientes a camas de manera que se reserven camas en prevision de un dréastico aumento
de pacientes con patologias con condicién grave.

= Robustez de las soluciones. Nuevamente, incorporar la incertidumbre al modelo facilita que,
incluso en los casos en los que los pardmetros tomen valores atipicos con respecto a su funcién
de distribucién, las soluciones obtenidas sean en general preferibles a las obtenidas mediante
procedimientos puramente deterministicos. Esta ausencia de sensibilidad ante variaciones de los
datos permite que las soluciones puedan adaptarse a escenarios muy diversos. En resumen, las
soluciones deterministicas pueden funcionar muy bien para escenarios muy especificos y, por
el contrario, las estocasticas se comportaran mejor en un rango de valores de los parametros
aleatorios mucho més amplio.

= Comprension de la incertidumbre. Si bien realizar un andlisis exhaustivo del comportamiento de
los parametros aleatorios puede ser costoso, este estudio puede conducir a una mejora en la com-
prension de la incertidumbre que permita realizar mejoras en el propio modelo de programacién
estocastica.

Inconvenientes de la programacion estocastica

El uso de estos modelos de programacién estocastica presenta algunas dificultades a considerar en
su empleo. En primer lugar, es necesario recopilar y analizar una gran cantidad de datos historicos
que permitan modelar la incertidumbre del problema, lo cual puede llegar a ser una tarea costosa. Por
otro lado, la consideracion de la incertidumbre sobre el modelo provoca un aumento de la complejidad
computacional en la resolucién de estos problemas. Pese a todo, es habitual que estos inconvenientes
se vean paliados por las ventajas derivadas de introducir incertidumbre en los pardmetros del modelo.

Centrandonos ya en el contexto hospitalario de este trabajo, y méds concretamente en el PBA, se
puede ver que la incorporacion de la incertidumbre en la demanda diaria de pacientes al modelo de la
seccién anterior puede ayudar a reflejar situaciones en la que la demanda hospitalaria varie sustancial-
mente a lo largo de un cierto periodo de tiempo. La idea detras de esta clase de modelos estocésticos
es proporcionar soluciones realistas que permitan minimizar tanto el coste de la asignacién de recursos
hospitalarios como el riesgo de colapso a largo plazo, asociado a un brote de una cierta enfermedad
0 a una catastrofe. Ademds, esta adaptabilidad de los modelos ante muy diversas situaciones permite
que sean ideales para tratar situaciones imprevistas como con las que se tiene que lidiar a menudo en
la actividad diaria de un hospital.

A la vista de las graficas de la Figura 3.2 observamos que la variacion en la tendencia de los ingresos
hospitalarios no solo se produce a nivel interno en cada una de las dreas en el hospital, sino que se
puede apreciar una clara tendencia global. En concreto, entre las semanas 30 y 40 de cada ano se
observa un valle, asociado al decrecimiento de ingresos y de actividad hospitalaria en los meses de
verano. De hecho, también es posible observar que en las primeras semanas del ano es en las que se
produce un mayor incremento en la demanda hospitalaria, debido, en gran medida, a la tendencia
de las enfermedades respiratorias infecciosas a presentar picos de contagio en estas épocas del ano.
Adems4s, incluso en un afio con gran incertidumbre como el 2020, debido a la influencia del COVID-19,
es posible observar claras tendencias en el nimero de ingresos semanales, coincidentes con los picos
de contagio de dicho virus. Por todo ello, parece clara la existencia de patrones en la tendencia de la
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Figura 3.2: Evolucién del niimero de ingresos semanales en el Hospital Clinico Universitario de Santiago
de Compostela entre los afios 2016 y 2020.

demanda hospitalaria y un modelo de programacién estocédstica permitird modelar la incertidumbre
provocada por la variabilidad de la misma.

Por otro lado, y como ya avanzdbamos anteriormente, serd preciso un anélisis de los datos histéricos
de demanda de ingresos para poder modelar con precision la incertidumbre en la cantidad de pacientes
diarios que demandan ingresar en el hospital. Ademads, esta estimacién de la incertidumbre debe ser
precisa, pues de otro modo la calidad de las soluciones obtenidas podria ser notablemente inferior a
la que se lograria con un modelo deterministico como el de la seccién anterior. Ademds, un modelado
exhaustivo de la incertidumbre puede derivar en un aumento substancial de variables y/o de restric-
ciones en el problema, lo que podria provocar un aumento significativo en el coste computacional de
resolucién de este tipo de problemas.
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A modo de resumen, frente a un enfoque diario de resolucién del PBA, la programacién estocéstica
ofrece una mayor capacidad para adaptarse a la incertidumbre y gestionar ciertos riesgos, lo que puede
derivar en una asignacién mas eficiente de camas y otros recursos hospitalarios. Sin embargo, también
requiere un mayor esfuerzo en términos de recopilacion y andlisis de datos, asi como de recursos
computacionales. Veremos posteriormente si este aumento en el coste computacional compensa la
incorporacién de la incertidumbre al modelo.

3.2. El modelo de programacion estocastica

Una vez introducidas las ideas que fundamentan la programacién estocdstica, estamos en con-
diciones de presentar la versién del NL-PBA, incluyendo ahora la incertidumbre sobre la demanda
hospitalaria en fechas posteriores.

Por la complejidad de la notacién requerida para su correcta formulacién, presentaremos en primer
lugar un caso sencillo, con tnicamente dos etapas, que permita la familiarizaciéon con la notacién.
Ademas, se presenta como aplicacién un ejemplo sencillo, con datos reales que facilita la comprensiéon
del propio modelo.

3.2.1. El problema de programacion estocastica: un caso particular

Como avanzabamos en la seccién introductoria de este capitulo, la condicién indispensable en el
modelado de la incertidumbre en un problema de programacion estocéastica pasa por suponer que los
parametros desconocidos del modelo siguen una cierta distribucién que es conocida de antemano.

En este caso, supondremos tres situaciones para la demanda hospitalaria en una fecha posterior:
que aumente en un t; %, con probabilidad ¢''!, que se mantenga constante con probabilidad ¢"2, o
que descienda en un ts %, con probabilidad 1 — ¢! — ¢1'2. Teniendo en cuenta estas tres situaciones,
supondremos que la demanda hospitalaria seguird una distribucién discreta que le asignara probabili-
dad ¢"! al evento asociado a que la demanda hospitalaria aumente, ¢*2 al asociado a que la demanda
se mantenga constante, y 1 — ¢&! — g2 al asociado a que la demanda descienda.

Si bien la consideracion del nimero de ingreso diarios como una variable discreta con tan solo tres
escenarios posibles es demasiado restrictiva, es suficiente para dar una idea general del modelo y de su
aplicacién a situaciones reales.

Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3

Aumento de la demanda | Demanda constante con | Decrecimiento de la de-

en un t; % con probabili- | probabilidad ¢! manda en un £, % con pro-
dad ¢"! babilidad (1 — ¢*! — ¢2)

Tabla 3.2: Comparativa de los distintos tipos de escenarios posibles en funcién de la variacién de la
demandas.

Una vez planteados los distintos tipos de escenarios a considerar y la distribucién que sigue la
demanda hospitalaria, estamos en condiciones de introducir los conjuntos de datos empleados en el
modelo, asi como los pardmetros y las variables de decision. La gran mayoria de estos elementos tendran
base en los modelos del capitulo anterior.

Sin embargo, serd necesario introducir nuevos elementos asociados a la situacién hospitalaria cam-
biante a lo largo de las distintas etapas. En concreto, y a diferencia de lo que ocurria en el contexto
de los modelos del segundo capitulo, se prevé que a lo largo de las distintas etapas de estudio algunos
pacientes reciban el alta hospitalaria, dando lugar a un nuevo nimero de camas disponibles en cada
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situacién. Por todo ello, no solo sera necesaria una nueva notaciéon asociada a las etapas y a los esce-
narios, sino que también se introducirdn nuevos conjuntos, variables y parametros y también nuevas
restricciones en el problema de optimizacién. Mas concretamente, representaremos la etapa con un pri-
mer superindice y el escenario correspondiente con un segundo. Notese que para un modelo dos etapas
y tres escenarios posibles en cada una de ellas, para una etapa i, existen 3° situaciones distintas, ya
que cada escenario dependerd de las situaciones previas de demanda del hospital. Son estas situaciones
las que inducen nuevos conjuntos de pacientes especificos para cada una de ellas. Para familiarizar
al lector con la notacién, en la Figura 3.3 se puede ver un esquema del problema de programacién
estocastica en dos etapas y tres escenarios, incluyendo la notacién para los conjuntos de pacientes en
cada uno de los nodos.

{Escenario 1 (P1’3)}

Pacientes
previos (PV)

Escenario
dnico (P%1)

[Escenario 3 (Pl’?’)}

Figura 3.3: Esquema del problema de programcién estocdstica en dos etapas y tres escenarios.

La situacién inicial hace referencia a la ocupacion hospitalaria en el momento previo al estudio de
las etapas posteriores. Para esta situacion se tiene el conjunto de pacientes que estan en el momento
ingresados en el hospital en sus correspondientes camas. La Etapa 0 representa la asignacién del
conjunto de pacientes que es previsto que lleguen al hospital, es decir, la etapa considerada en los
modelos del capitulo previo; y, finalmente, la Etapa 1 hace referencia a cada uno de los tres escenarios
que pueden tener lugar en fechas posteriores.

Una vez presentado este esquema ilustrativo, pasemos a detallar los diferentes conjuntos de datos
de este nuevo modelo.

Conjuntos

En primer lugar, consideramos los conjuntos de pacientes para cada una de las etapas y cada uno
de los escenarios.

= PY denota el conjunto de pacientes ingresados en una cama del hospital antes de la etapa inicial.
= PY%! denota el conjunto de pacientes en la etapa inicial.

» Pli= Uit je{t,...3) PYJ es el conjunto de pacientes que ingresaron o pretendian ingresar en el
hospital antes de la etapa 1.

= P!J denotas a los conjuntos de los pacientes en la primera etapa y en el escenario j, con j = 1,2, 3.

= PJ? denota el conjunto de pacientes de género femenino ingresados en una cama del hospital antes
de la etapa inicial.
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= PJ? '~ es el conjunto de pacientes de género femenino en la etapa inicial.

= Pf1 =Uc1 P}’j denota al conjunto de pacientes de género femenino que ingresaron o pretendian
ingresar en el hospital antes de la etapa 1.

= Pfl- J ,con j = 1,23, denota al conjunto de pacientes de género femenino en la primera etapa y
en el escenario j.

= PV es el conjunto de pacientes de género masculino ingresados en una cama del hospital antes
de la etapa inicial.

» P%1 representa al conjunto de pacientes de género masculino en la etapa inicial.

» Pl o= Uit jef1,..31} PLJ denota a los pacientes de género masculino que ingresaron o pretendian
ingresar en el hospital antes de la etapa 1.

» PLJ con j =1,2,3, representa el conjunto de pacientes de género masculino en la primera etapa
y en el escenario j.
] Pl?’l es el conjunto de pacientes cuyos ingresos estan programados en la etapa inicial.

= Ppl’j, con j = 1,2,3, denota el conjunto de pacientes programados en la primera etapa y en el
escenario j.

Sin embargo, ademds de los conjuntos relativos a los pacientes, deben considerarse otro tipo de con-
juntos. Estos son:

= T representa el conjunto de las camas totales del hospital/departamento hospitalario.
= H denota el conjunto de habitaciones del hospital.

= H, representa el conjunto de aquellas habitaciones con méas de una cama.

= D incluye a todos los departamentos o areas del hospital.

= N considera los diferentes niveles de prioridad asociado a los pacientes. Estos se corresponden
con valores que se le asignan a cada paciente en funcién de su nivel de riesgo y basados en
caracteristicas del mismo, como la gravedad de su condicién fisica o su edad.

Se puede observar que por cada conjunto de datos asociados a los pacientes que desean ingresar,
es necesario crear nuevos conjuntos asociados a cada uno de los escenarios de demanda hospitalaria
previstos, asi como a las etapas de estudio. Por otro lado, y en contraposicién a lo que se presentaba
en los modelos de programacién matematica general, se considerara el total de camas y no solo las
disponibles en la etapa inicial. Esto se debe a la necesidad de tener en cuenta camas en las que hay
pacientes ingresados que se prevé que puedan recibir el alta hospitalaria en etapas posteriores. Por
todo ello, serd necesario tener una previsiéon de la duracién de la estancia tanto de los pacientes que
ya estan ingresados en el hospital como de los que pretenderan ingresar en cada una de las distintas
situaciones.

Parametros del modelo

Nuevamente, se presentaran modificaciones en la notacion de la misma clase de las empleadas para
definir los conjuntos de datos. Ademads, se introducird un nuevo conjunto de pardmetros relacionado
con la duracién de estancia esperada de cada paciente.
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1, sila camat € T estd en la habitacién h € H.

Ubith -
0, en otro caso.

1, sila habitacién h € H estd en el departamento d € D.
DepHabpg =

0, en otro caso.

o1 1, siel departamento d € D es éptimo para el paciente p € POL.

DepOptp’d =

0, en otro caso.

1, siel departamento d € D es éptimo para el paciente p € P+J.

)

Vj € {1,2,3}, DepOpt,;] =
0, en otro caso.

1, siel paciente p € PY ocupa la cama t € T antes de la etapa inicial.

0 _
X =

0, en otro caso.

] FI? denota, para cada paciente p € P?, el valor de la duracién esperada de su estancia en el
hospital, medida en nimero de etapas. Para los pacientes ingresados previamente en el hospital
se considera su duracién esperada de la estancia como el niimero de etapas, a partir del momento
del estudio, que se prevé que continte ingresado.

= Fg’l representa, para cada paciente p € P%!, el valor de la duracién esperada de su estancia en
el hospital, medida en ntimero de etapas.

= RiesgoPac)' es, para cada paciente p € P%', el valor de riesgo n € N asociado.

= RiesgoPac,”, con j € {1,2,3}, asocia a cada paciente p € P/ el valor de riesgo n € N asociado.
= bp representa la tasa de beneficio por situar a un paciente en el departamento adecuado.

= by representa la tasa de beneficio por ingresar a un paciente con prioridad alta.

= bp representa la tasa de beneficio por evitar la cancelacién de un paciente programado.

= 7) representa el umbral de saturaciéon maxima permitida en la ocupacién hospitalaria.

= ¢!, con j = 1,2,3, denota la distribucién de probabilidades para cada uno de los escenarios

posibles.

Nuevamente observamos que el nimero de pardmetros se incrementa. Si bien esto no tendria porque
derivar en un aumento en el nimero de restricciones, si que podria provocar que el tiempo de lectura
de los datos del problema y el de manejo de la incertidumbre aumentase.

Variables del modelo

En el segundo capitulo se consideraban dos tipos distintos de variables de decisién para este pro-
blema. El primer tipo guardaba relacién con la cama que se le asigna a cada paciente (si es que se le
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asigna una) y el segundo tipo se referia a saber si el paciente ingresa en el departamento que le deberia
corresponder seglin su patologia.

Sin embargo, en este modelo estocastico es necesario considerar un nuevo tipo de variables relacio-
nadas con la ocupacién de las camas antes de cada etapa.

o1 1, sise le asigna la cama t € T al paciente p € P%! en la etapa inicial.

pt

0, en otro caso.

L 1, sise le asigna la cama t € T al paciente p € P17 en la etapa 1.
Vj e {1,2,3}, 2 =

0, en otro caso.

1, sial paciente p € P%! se le asigna una cama del departamento més apropiado.

vt =
0, en otro caso.
1, sial paciente p € P! se le asigna una cama
; 1J — ) .
vj € {1,2,3}, Yp 7= del departamento més apropiado.
0, en otro caso.
o 1, sila cama t € T estd ocupada por el paciente p € P antes de la etapa inicial.
Zp =
0, en otro caso.
) 1, sila camat € T estd ocupada por el paciente p € P! antes de la etapa 1.
Zpt =
0, en otro caso.

En este caso, el nimero de variables del modelo se ve aumentado aproximadamente en un 300 %.
Este porcentaje es en realidad variable, pues depende del tamano de los conjuntos de datos de pa-
cientes. Sin embargo, consideraremos esto como una aproximacién suponiendo que |P17| = |P%|,
Vj € {1,2,3}. Este incremento, al contrario del que se daba para los conjuntos de datos y los pardme-
tros del modelo, puede ser significativo, ya que influird en el tiempo de resoluciéon del problema.

Formulacién del modelo estocastico

Una vez introducidos los conjuntos de datos, los pardmetros y las variables, estamos en condiciones
de definir el modelo de programacién estocdstica en dos etapas y considerando tres situaciones.
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maximizar Z yg’ldD + Z Z:cg’thiesgoPacg’le + Z ng’tlbp
pePOL pePOLtET pepd ! teT
+ ¢t Z yzl)’ldp + Z Zx RzesgoPacl oy + Z prt bp
pePL1 pePLLteT pepy ' t€T
vt (X gt Y YeiRicsgoractig + Y Y| )
pePL;2 pePL.2teT epl 2 teT
+(1- ql’1 — q1’2) Z y;’SdD + Z Zzll,’fRiesgoPac;ﬁbN
pePL:3 pePL3 teT
1,3
D D
pepz}>3 teT
sujeto a Zm <1,Vie{0,1},Vj € {1,...,3}, ¥p € P™ (3.3)
teT
oyl <1,vie {01}, Ve {l,..., 3}, VteT (3.4)
pEPHI
T Z Zx;’tj—k Z Zzp’t <n,Vie{0,1},Vje{1,...,3"} (3.5)
pePii teT p'€POLeET

y5l = 3" 3" ST 2l Ubi DepHabnaDepOpt'y) = 0, ¥i € {0,1}, Vj € {1,...,3'},  (3.6)
teT he H deD

Vp € P (3.7)
S apl <|PYI|Vie{0,1}, V) € {1,...,3"} (3.8)
pGP,S’j teT
(> > aUbin) (D> > apiUbin) =0,Vie{0,1}, Vj € {1,...,3}, Vh € Hy (3.9)
pePi‘j teT pept 2J teT
(YD 2, Ubien) (> Y apiUbin) =0, Vi€ {0,1}, V5 € {1,...,3'}, Vh € Hy (3.10)
pept teT peP7 2 teT
(Y2 > apfUbin) (> D 2, Ubism) =0, Vi€ {0,1},Vj € {1,...,3'}, Vh € Hg (3.11)
pepm teT pePi teT
o+ zpt = X, min{F) 2}, Vpe P’ Vte T (3.12)
z;t = xpt "min{FJ"! 1,1}, Vpe P* vt e T (3.13)
pt, Vpe PO, VteT (3.14)
z;t —zp <0,¥pe PO Wt eT (3.15)

(Zz;tx > xpt)_o Vie{0,1},Vje{l,...,3},vteT (3.16)

peP? p'€Pi:d
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Se denotard a este problema de optimizacién como PBA-s a lo largo del trabajo. Tanto la estructura
de la funcién objetivo como la de las restricciones ha cambiado, por lo que es necesario pararse a
entender las diferencias explicando el porqué de cada modificacion.

= En primer lugar, la funcién objetivo en (3.2) mantiene los tres primeros sumandos similares a
los del modelo de programacién matematica del capitulo anterior. Sin embargo, posteriormente
se introducen nuevos sumandos correspondientes a los nuevos escenarios de demanda de hospi-
talizacién. Cada uno de ellos estd multiplicado por las probabilidades ¢, que representan los
incrementos en la funcién objetivo asociados a la asignacién de los pacientes de la primera etapa
a las camas disponibles del hospital.

= Para las restricciones, si bien algunos bloques se mantienen practicamente idénticos, es necesario
introducir algunos nuevos, por lo que se detallardn todos los bloques, tanto los nuevos como los
que no lo son.

— Al igual que ocurria para el NL-PBA, el bloque de restricciones en 3.3 modela el hecho de
que a un paciente que ingresa en la etapa ¢ no se le puede asignar més de una cama.

— El bloque de restricciones en 3.4 tampoco es nuevo, y controla que no se le asigne la misma
cama a dos pacientes que ingresan en la etapa .

— Para las restricciones en 3.5 se sigue buscando que el nimero total de camas usadas no
supere el umbral 7. Sin embargo, es necesario considerar en este caso también las variables
z que representan la ocupacién de una cama antes de cada etapa.

— Los bloques 3.6 y 3.8 también son similares a los del modelo general y son necesarios para
relacionar las variables x e y y para regular el nimero total de pacientes programados que
ingresan en el hospital, respectivamente.

— Las restricciones en 2.7 regulaban que no hubiera en la misma habitacién dos personas de
distinto género. Sin embargo, debido a la inclusién de las variables z, estas restricciones
se transforman en los bloques 3.9, 3.10 y 3.11, que modelan no solo el hecho de que no
pueden ingresar en la misma etapa dos personas del distinto sexo en la misma habitacién,
sino también que una persona no podré ingresar en una cama si en esa misma habitacion
ya hay ingresada otra persona de sexo opuesto.

= Hasta el momento, se han detallado las nuevas versiones de las restricciones del modelo general.
Sin embargo, es necesario aniadir bloques nuevos de restricciones con objeto de relacionar las
variables z con las x asi como de actualizar los valores de las variables z en funcién de los valores
de los pardmetros F'.

— Maés concretamente, las restricciones en 3.12 inicializan las variables z asignadas a pacientes
va ingresados en el hospital, de manera que estas variables tomaran el valor 1 segin la
duracién esperada de la estancia del paciente que ocupa la cama.

— Por otro lado, el bloque de restricciones en 3.13 sirve para modelar en cada etapa i las
actualizaciones de las variables z en funcién de las asignaciones x,; y de la duracién esperada
de la estancia del paciente.

— Los bloques de restricciones en 3.14 y 3.15 relacionan las variables entre si. Més especifi-
camente, las restricciones 3.14 regulan los valores que puede tomar cada variable z,; en
funcién de la situacién del paciente en la etapa previa, mientras que las restricciones 3.15
relacionan las variables x de la etapa inicial con las variables z de la primera etapa.

— Finalmente, el bloque de restricciones en 3.16 controla el hecho de que si hay algin paciente
ocupando la cama ¢ antes de la etapa i, esta cama no podra ser asignada a un paciente que
ingresa en dicha etapa.
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Una vez introducido el problema, no es dificil ver que, incluso para una situacién de tamano
relativamente pequeno como la de esta seccion, el niimero de restricciones y variables ha aumentado
considerablemente con respecto al NL-PBA presentado en el capitulo 2.1. Al igual que ocurria con el
L-PBA, este incremento en la complejidad del problema sera significativo en términos del tiempo de
resolucién del mismo. De nuevo, se comprobara esto con un ejemplo con un conjunto de datos reales.

3.2.2. Comparativa con el NL-PBA

El modelo estocastico presentado en la seccién anterior tiene como objetivo proporcionar una
asignacion de los pacientes a las camas teniendo en cuenta la incertidumbre asociada a la variabilidad
de demanda hospitalaria prevista en fechas posteriores. Este modelado de la incertidumbre puede ser
de especial utilidad en situaciones en las que se perciba una cierta tendencia al alza en el niimero de
casos asociados a un area particular del hospital, debido a distintas casuisticas como el pico de contagio
de una cierta enfermedad. El objetivo de esta seccidn sera analizar si, en efecto, un buen estudio de la
demanda de pacientes facilita que el PBA-s logre un incremento significativo en el valor de la funcién
objetivo.

En primer lugar, el PBA-s debe nacer en un contexto en el que exista un método predictivo eficaz
para la demanda hospitalaria. Para la elaboracion de este modelo predictivo se empleara la herramienta
Prophet ideada en Taylor y Letham (2018) y que tiene como objetivo realizar predicciones de datos
cronoldgicos. Se recurrird a esta herramienta debido a la dificultad de encontrar un modelo ARIMA
no demasiado complejo que modele el nimero de ingresos diarios en el hospital. El c6digo en lenguaje
R asociado a la prediccion del nimero de ingresos se puede ver en el Apéndice C.

Para buscar una situacién idénea en la que el uso del modelo estocdstico se espera que produzca
una notable mejoria con respecto al NL-PBA, basta con observar de nuevo la Figura 3.1 en la que se
presentan graficas asociadas al porcentaje de ocupacién del area de Neumologia entre los anos 2016
y 2019. Se observaba la existencia una gran diferencia entre los primeros meses del ano, en los que
algunas enfermedades respiratorias estacionales tienen picos de contagio, y los demdas meses. Ademas,
en estos primeros meses del ano se observaban ocupaciones del drea muy elevadas, que incluso podian
llegar a sobrepasar el 100 %?2. Esta tendencia anual que presenta el valor del porcentaje de ocupacién
del area de Neumologia, asi como la saturacion parcial o total del drea durante los primeros meses del
ano, hacen que esta sea una situacién ideal para realizar la comparativa entre el PBA-s y el NL-PBA
del segundo capitulo.

En la Figura 3.4a se pueden ver en color azul las predicciones propuestas para el nivel de ocupacién
del area de Neumologia. Ademads, en esta gréfica se puede apreciar no solo que las primeras semanas
de cada ano son las mas criticas, sino que existen tendencias claras en el resto de los meses. Es por ello
que la fecha inicial que se ha escogido es el domingo 12 de enero de 2020. Esta eleccion se debe no solo
a la ubicacion del dia en el calendario, sino también al propio dia de la semana, ya que, a menudo, los
domingos son dias con pocos ingresos en el drea (y en el global del hospital también) y los lunes son
dias con mucha afluencia de pacientes. Por todo ello, compararemos el uso del modelo estocéastico en
dos etapas y tres escenarios sobre este dia, es decir, se tomard el dfa 12/01/2020 como etapa inicial
y el dia 13/01/2020 como primera etapa. Antes de comenzar el dia 12, hay ingresados en el drea de
Neumologia un total de 62 pacientes ocupando en torno a un 93 % de las 67 camas habilitadas para
dicha area, por lo que solo hay 5 camas disponibles asociadas al drea de Neumologia. Ademads, se sabe
que el propio dia 12 buscaran ingresar 4 pacientes con patologias diversas.

2Esto ocurre cuando no solo se ocupan todas las camas del 4rea asociada, sino que es necesario ingresar a pacientes
en otras dreas que no le corresponderian segin su patologia.
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(a) Evolucién de predicciones del porcentaje de ocupacién del drea de Neumologia
tomando como base los datos hasta el domingo 12 de enero de 2020.

- L]
- - - .
L] - -
15- - - -
L]

(b) Evolucién de predicciones del nimero de ingresos diarios en el drea de Neumologia
tomando como base los datos hasta el domingo 12 de enero de 2020.

Figura 3.4: Predicciones, en color azul oscuro, y bandas de confianza, en color azul claro, tanto para el
porcentaje de ocupacién como para el nimero de ingresos diarios del area de Neumologia, empleando

la herramienta Prophet.
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Por otro lado, la prediccién para el dia 13 de enero es que un total de 9 pacientes® buscaran
ingresar en el area de Neumologia, es decir, el modelo predictivo anticipa que la demanda hospitalaria
aumentaréd en un 125 %. Este serd el primer escenario que se considerard para el modelo estocdstico y
se le otorgard una probabilidad del 80 %. Ademés, también se tendrd en cuenta el escenario en el que
la demanda hospitalaria se mantenga constante (4 pacientes) y al que se le otorgard una probabilidad
del 15 % vy, finalmente, un tercer escenario, con probabilidad del 5% en el que la demanda hospitalaria
decaera un 25 %, teniendo tan solo 3 pacientes a ingresar el dia 13. Estos escenarios estéan recogidos
en la Tabla 3.3.

Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3

Aumento de la demanda | Demanda hospitalaria | Decrecimiento de la de-

hospitalaria en un 125% | constante con probabili- | manda hospitalaria en

con probabilidad 0.8. dad 0.15. un 25% con probabilidad
0.05.

Tabla 3.3: Comparativa de los distintos tipos de escenarios posibles en funcién de la variacién de la
demandas.

Una vez presentados los distintos escenarios y las probabilidades asociadas a cada uno de ellos, se
puede resolver el problema empleando el PBA-s en dos etapas y tres escenarios presentado en la seccion
anterior. El cddigo en lenguaje AMPL de este ejemplo se puede consultar en el Apéndice C. La idea de
esta comparativa es buscar evitar, en la medida de lo posible, la saturacién del area de Neumologia, por
lo que, al contrario que en los ejemplos de las Secciones 2.3.1 y 2.3.2, no se considerard un ntmero de
camas anadidas en otra area en previsién de que no queden camas disponibles. Ademaés, como se busca
estudiar el posible colapso del area, se tomard n = 1. Para realizar la comparativa entre las funciones
objetivo asociadas a cada uno de los dos modelos debemos definir previamente qué entendemos por
funcién objetivo del NL-PBA al considerar varias etapas. Con respecto a esto y a lo largo de todo el
trabajo, se considerard como valor de la funcién objetivo el asociado a la etapa inicial sumado a los
asociados a las etapas posteriores promediados en funcién de la probabilidad de cada escenario.

En la Tabla 3.4 se puede ver la comparativa entre los resultados obtenidos para cada uno de los
enfoques del problema. En ella se puede observar que, pese a que tanto el nimero de variables y de
restricciones es mas elevado que si consideramos el enfoque diario, esta diferencia no es demasiado
significativa en los tiempos de resolucién del problema, ya que, a excepcién del solver Couenne para
el cual la diferencia es algo més significativa, se obtiene la solucién del problema en pocas décimas de
segundo. Sin embargo, el detalle mds importante de esta tabla estd en la fila del valor de la funcién
objetivo, ya que el uso del PBA-s logra aumentar en 27.5 unidades el valor de esta funcién. Esto se
debe a que el modelo predictivo permite anticipar un incremento en el nimero de ingresos que facilita
el aumento en el valor de la funcién objetivo gracias a la flexibilidad del modelo estocastico. Mas
concretamente, la soluciéon 6ptima consiste en no ingresar en la etapa inicial a dos pacientes que si
tienen una cama asignada en la soluciéon asociada al modelo original, para asignarles esas camas a
dos pacientes que ingresan el dia posterior con un cuadro mas grave y cuyos ingresos, por lo tanto,
producen una mejora notable en el valor de la funcién objetivo.

Si bien el PBA-s no tiene por qué siempre producir una mejora en el valor de la funcién objetivo,
este es un claro ejemplo en el cual la implementacién de un modelo predictivo eficaz sumado al uso
del modelo estocdstico supone un beneficio sustancial en el valor de la funciéon objetivo y, por tanto,
en la calidad de los servicios proporcionados por el hospital. Sin embargo, como se vera en secciones
posteriores, no todo son ventajas al considerar el enfoque estocastico, y es que si bien en la Tabla
3.4 no se observan diferencias muy significativas en el tiempo de resolucion pese a que el nimero de

3A modo de curiosidad, el dia 13 de enero, ingresaron 9 pacientes en el drea de Neumologia.
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NL-PBA PBA-s
Variables 104 454
Restricciones 67 330

Valor de la funcién objetivo 1230 1257.5

Tiempo medio de resolucion 0.08 - 0.11 - 0.04 — 0.03 | 0.03 —0.22 — 2.65 — 0.03

Numero medio de iteraciones 33 —0* —22.86 — 0* 205 —1* —64.3 — 1~
Numero minimo de iteraciones 32—-0"—-22-0* 20— 1* —63 —1*
Niumero maximo de iteraciones 34 —-0*—-23-0* 21 —1* —-65—1*

Tabla 3.4: Comparativa del nimero de variables y de restricciones de los modelos asociados a cada uno
de los distintos enfoques, asi como el valor de la funcién objetivo alcanzado y los tiempos de resolucién
empleando cuatro solvers diferentes: Gurobi, BARON, Couenne y OCTERACT, en el orden respectivo.
Se han considerado cien instantes iniciales distintos para cada solver. Los valores de los pardmetros
del modelo empleados son: bp = 75, by =10, bp =30y n = 1.

variables y restricciones es mas de cuatro veces mas que las que se tenian para el NL-PBA, es posible
que para otro tipo de escenarios estas diferencias en el tamano de problema provocasen un incremento
grave en el tiempo de resolucién del problema. Para poder analizar estas posibles desventajas, se debe
formular primero un modelo estocéstico general para un nimero k de etapas y considerando m posibles
escenarios distintos para cada etapa.

3.2.3. El problema de programacién estocastica: formulacion general

Una vez presentada la version reducida del modelo estocéstico para el caso de dos etapas vamos a
formalizar el modelo de programacion estocastica para el caso general, en el que se tenga un nimero
general k de etapas, es decir, en el que el horizonte de estudio del PBA sea tan lejano como se
desee. Ademads, se mantendra la suposicién de que el nimero de ingresos seguird una distribucién
discreta, pero sujeta en este caso a m escenarios distintos en cada una de las k etapas. El hecho de
poder considerar un nimero general de escenarios posibles dota de versatilidad al modelo para poder
reflejar de manera fidedigna la realidad. Pese a todo, estas mejoras en la adaptabilidad del modelo
incrementaran la dificultad en su resolucion.

Con respecto a la ofrecida en la seccién anterior, la formulaciéon general del problema de progra-
macién estocdstica no es tan sencilla en cuanto a su escritura, si bien la estructura se mantiene. La
notacién para este modelo sera similar a la introducida para el modelo previo, empleando superindices
que reflejen no solo la etapa correspondiente sino también el escenario asociado. Sin embargo, ahora
serd algo maés tediosa, especialmente en cuanto a la funcién objetivo, debido a que un ntmero general
de etapas y de escenarios dificulta en cierta medida el trabajo con los superindices.

Para reflejar esta dificultad en la notacién, y con propédsito de ayudar a la comprension de la
expresion de la funcion objetivo del problema, se puede ver en la Figura 3.5 un diagrama en arbol para
un modelo en tres etapas y con m escenarios distintos en cada una de ellas. En este diagrama en arbol
se recogeran, ademas de los escenarios posibles en cada etapa, la notacién asociada a los mismos para
los conjuntos de pacientes. El resto de conjuntos, pardmetros y variables mantendran una notacién
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analoga.

[Escenario 1 (P2’1)}
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/
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Figura 3.5: Esquema del problema de programacion estocastica en tres etapas y m escenarios.

Mas alla de la notacién, el principal problema que presentan este tipo de problemas generales de
programacion estocastica reside en las dimensiones asociadas. De hecho, en el diagrama 3.5 se puede
ver como el niimero de conjuntos de pacientes sufre un crecimiento exponencial de la forma m?, donde
m es el nimero de escenarios e ¢ el nimero de etapa correspondiente. Esto puede provocar que no
sea posible dotar de un elevado nimero de escenarios a la variable aleatoria discreta que describe
la incertidumbre en la demanda de pacientes, pues esto provocaria un incremento muy elevado en el
numero de conjuntos del problema. Ademads, tampoco serfa viable considerar horizontes muy lejanos en
el tiempo, pues de nuevo un numero elevado de etapas dispararia el nimero de conjuntos de datos del
problema. Si bien un incremento en el nimero de conjuntos no tendria por qué producir un incremento
significativo en el tiempo de resolucion del problema, es comun que la creacién de nuevos conjuntos de
datos supongan un incremento en el nimero de variables o restricciones y, como se verd a continuacion,
este problema no sera una excepcion.

Con el proposito de evitar la repeticion en la definiciéon de los conjuntos, parametros y variables
del modelo, que se definen de forma analoga al modelo en dos etapas, pasemos a definir el problema
de programacion estocastica en el caso general, con k etapas y m escenarios.
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Cometiendo un pequenio abuso en la notacién, se empleara el término PBA-s para referirnos tan-
to al modelo en dos etapas y tres escenarios como a este modelo mdas general. Como avanzabamos
en la seccion introductoria de este capitulo, si bien la programacién estocastica permite modelar la
incertidumbre asociada, en este caso, a la demanda hospitalaria diaria, presenta el inconveniente de
incrementar, a veces en gran medida, el nimero de variables y restricciones del modelo. Veamos este
incremento en un pequeno analisis descriptivo del modelo estocastico con respecto al NL-PBA del
capitulo anterior. A modo de recordatorio y como se puede ver en la Tabla 2.1, el NL-PBA est4a for-
mado por |P|(|C| + 1) variables y 2|P| + |C| 4+ |H4| + 2 restricciones. Veamos ahora qué ocurre con el
modelo de programacion estocastica en k etapas y considerando m escenarios diferentes.

Comencemos estudiando el nuevo nimero de variables. Si bien en el PBA-s se siguen empleando
el mismo tipo de variables de decisién (x e y) que en los modelos del capitulo anterior, también se ha
anadido un nuevo bloque de variables, z, que no estaban presentes. Ademads, pese a que las variables x
se definen de manera similar para este modelo, estan indexadas en conjuntos distintos, pues mientras
que para el NL-PBA tan solo se consideraba el conjunto de camas disponibles en el instante inicial,
en este modelo se tiene en cuenta el conjunto total de camas, T'. Por todo ello, se puede ver que se ha
pasado de |P|(|C| + 1) variables, donde |C| representa el nimero de camas disponibles en el instante

k—1 m® k—1
inicial, a un total de Z Z |PHI|(|T] + 1) + Z | P*||T|, que es un niimero notablemente mayor.
i=0 j=1 i=0

Para las restricciones, a modo de evitar dificultad en la expresion, supondremos a modo de apro-
ximacién que el ntimero de pacientes es constante y lo denotaremos por |P|, es decir, |P| := |P%J|,
Vi€ {1,...,k—1}, Vj € {1,...,m'}. Pese a considerar esta aproximacién, también se produce un
aumento considerable en el nimero de restricciones, pasando de las 2|P| 4 |C| + |Hy| + 2 restricciones

k
—m
— [2|P| 4+ 2|T| + 2 + 3|Hy| + |T||P|] + k|P||T|*.

1
del modelo original a un total de

NL-PBA PBA-s
k=1 m® k—1
Variables |P|(|C] +1) STIPH(TI+1) + > [P
=0 j5=1 =0
1—mk

Restricciones | 2|P| + |C| + |Hq4| + 2

— [2|P| 4 2|T| + 2+ 3|Hq4| + |T|| P|]

+k|P||T|

Tabla 3.5: Nimero de variables y de restricciones del modelo de programaciéon matematica original
versus el modelo estocéstico.

k k—1
proviene del resultado de la serie geométrica E m'.
i=0

4La expresién
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Pese a que tanto la expresion para el nimero total de variables del modelo estocastico como la
del nimero de restricciones son relativamente complejas, no es dificil ver que se ha producido un gran
aumento en ambos casos. Este aumento puede provocar problemas computacionales como los que se
vefan para el caso del L-PBA si se consideran horizontes muy lejanos en el tiempo (un nimero elevado
de etapas de estudio) o si los conjuntos de pacientes tienen un tamario considerable.

3.2.4. Comparativa para el modelo general

Para comprobar si efectivamente un aumento en el nimero de etapas del modelo incrementa drasti-
camente el tamanio del problema de optimizacién, aplicaremos de nuevo el modelo estocéastico, pero
esta vez ante un modelo en cuatro etapas y considerando tan solo dos escenarios distintos en cada
etapa. Al igual que en el ejemplo de la Seccién 3.2.2 tan solo tendremos en cuenta un drea del hospital
con intencién de estudiar su posible saturacion. En este caso se busca que los conjuntos de datos tengan
tamano relativamente elevado, para poder ilustrar el posible aumento en el tiempo de resolucion del
problema, por lo que se tomardn datos procedentes del drea del hospital con més camas asignadas:
el drea de Medicina Interna. Esta area tiene picos que superan los 40 ingresos diarios, por lo que es
esperable una gran afluencia de pacientes. Por simplicidad, se tomaran como referencia las mismas
fechas de la comparativa de la Seccién 3.2.2, ampliando en este caso dos dias méas asociados a las
etapas extra consideradas en este ejemplo.

Al igual que ocurria para el area de Neumologia, los primeros meses del ano son de mucha actividad
hospitalaria en el area de Medicina Interna, por lo que se prevé una importante tendencia al alza en
el nimero de casos diarios. Como se avanzaba previamente, en esta comparativa se consideraran tan
solo dos escenarios disponibles para cada etapa: el primero de ellos estara asociado a un incremento en
la demanda de pacientes, al que se le asignard una probabilidad del 80 %, y el segundo de ellos a una
estabilidad del ndmero de ingresos, al que se le asignard una probabilidad del 20 %. Para elaborar las
predicciones de la demanda de pacientes se seguird utilizando la herramienta Prophet, con la variacion
de que, al estar considerando en este caso un niimero superior de etapas, se elaboraran las predicciones
de manera individual para cada nodo del drbol de escenarios. En la Figura 3.6 se puede ver un diagrama
de arbol que representa los distintos conjuntos de datos de pacientes en funcién de cada escenario
posible, indicando su notacién y el nimero de pacientes que los conforman. Es de especial importancia
notar que incluso para un problema con un nimero de etapas no demasiado elevado y para un nimero
muy pequeno de escenarios, el niimero de conjuntos de datos empieza a ser considerable. En concreto,
tan solo teniendo en cuenta los conjuntos de la forma P%7, son necesarios 15 conjuntos, frente a los 4
del ejemplo de la Seccién 3.2.2°.

Los parametros para este ejemplo seréan los considerados a lo largo de este trabajo, manteniendo el
valor de n = 1 para la constante que regula el nivel total de saturaciéon permitido, ya que se pretende
estudiar el posible colapso del area de Medicina Interna. Los resultados de aplicar el modelo estocastico
a los datos de ingresos del area de Medicina Interna, empleando los cuatro solvers considerados a lo
largo del documento, estdn recogidos en la Tabla 3.6. En esta tabla también se recogen los resultados
asociados a resolver la situacién real de manera diaria.

A la vista de la tabla se observan los primeras desventajas en el uso de la programacién estocéastica,
frente a un enfoque diario, y es que si bien es cierto que la solucién obtenida empleando el PBA-s
logra una mejorfa de 55 unidades en el valor de la funcién objetivo frente a la solucién asociada al
modelo original, el rendimiento del método dista de ser ideal. En primer lugar, el niimero de variables
se ha multiplicado por un nimero cercano al medio millar mientras que el aumento en el niimero de
restricciones es todavia méas notable, que se multiplican por més de 13.000. Esto provoca que tres
de los cuatro solvers empleados a lo largo de este documento para resolver problemas de este tipo
no sean capaces de resolver el problema en tiempos razonables, incurriendo incluso algunos de ellos
en problemas de memoria. Ademas, para el tnico solver que logra obtener la solucién en un tiempo

5Ademaés, a estos conjuntos de pacientes hay que afiadir los asociados a personas de género femenino y masculino,
pacientes programados, etc.
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P21(28) P22(22) P23(21) P24(18)
[+ () Qe Qe Qe

P31(36)  P32(28)  P33(25)  P34(22) P35(25)  P3S(21)  P37(21)  P33(18)

Figura 3.6: Representacion en arbol de los conjuntos de pacientes del ejemplo en cuatro etapas y
dos escenarios. Ademds de los nombres de cada conjunto se representa entre paréntesis el niimero de
ingresos esperados para la etapa y el escenario correspondiente. Los signos “+” indican un incremento
en el nimero de pacientes para ese escenario y los signos “=" una estabilizacién en el crecimiento de
la demanda hospitalaria.

NL-PBA PBA-s
Variables 786 375843
Restricciones 398 5323184

Valor de la funcién objetivo 2240 2295 - —— — — —

Tiempo medio de resolucién 1.18-1.09-4.82-1.98 | 906.36 - — — — — —

Numero medio de iteraciones 19 -0* —33 - 0* 47— —————
Numero minimo de iteraciones 19 — 0* — 33 - 0* 479 - —————
Numero maximo de iteraciones 19 - 0* — 33 — 0* 47— —————

Tabla 3.6: Comparativa del nimero de variables y de restricciones de los modelos asociados a cada
uno de los distintos enfoques, asi como el valor de la funcién objetivo alcanzado y los tiempos de
resolucién empleando cuatro solvers diferentes: Gurobi, BARON, Couenne y OCTERACT, en el orden
respectivo.Se han considerado diez instantes iniciales distintos para cada solver. Los valores de los
parametros del modelo empleados son: bp = 75, by = 10, bp =30y n = 1.

razonable, Gurobi®, las diferencias en los tiempos de ejecucién son notables con respecto al enfoque
diario. Todas estas aclaraciones acerca de los resultados obtenidos en esta comparativa hacen pensar

6Las diferencias entre Gurobi y los tres solvers restantes en la aplicacién a este problema podria residir en el tipo de
no linealidades que permite resolver Gurobi, que son muy especificas, con respecto a los demads solvers de problemas de
programacién entera no lineal que permiten no linealidades mas complejas, como se puede consultar en el Apéndice B.
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que el modelo estocastico asi definido serd muy sensible al aumento en el niimero de etapas y de
escenarios, asi como del nimero de pacientes. En particular, para un estudio hospitalario en el que
se busque proporcionar una asignacion de camas Optima, probablemente en el conjunto global del
hospital, con cierta rapidez, no parece que el modelo estocédstico asi definido sea capaz de predecir
tendencias en la demanda de pacientes a largo plazo, debido al dréstico incremento en el tamano del
problema.

3.3. Simplificando el modelo estocastico general: el expected
value

En la Tabla 3.5 se observaba que, para horizontes muy lejanos en el tiempo (muchas etapas) o para
problemas en los que se considera un numero elevado de escenarios en cada etapa, la resolucion del
modelo estocdstico aparece como un desafio computacional demasiado significativo. Esto provoca que
el beneficio asociado al modelado de la incertidumbre pueda no ser tal, debido a un incremento en el
tiempo de resolucién del problema. La idea en esta seccién es proporcionar una soluciéon que mantenga
las propiedades de mejora en el valor de la funcién objetivo asociadas al modelado de la incertidumbre
del nimero de ingresos, pero que no presente un incremento demasiado significativo en el niimero de
restricciones.

Bajo esta idea nace un nuevo enfoque bastante comun en problemas de programacion estocéstica:
el expected value (EV) o valor esperado. La idea, como su nombre indica, es buscar el valor esperado de
la variable que modela el nimero de ingresos diarios. Una vez se tenga este valor se colapsara el arbol
que contiene a los distintos escenarios posibles con sus probabilidades asociadas, obteniendo un tnico
escenario para cada etapa, en el que la demanda sera el valor esperado de la demanda promediando las
demandas en cada escenario con sus correspondientes probabilidades. Usando la formulacién general
del problema de programacion estocastica sobre el diagrama colapsado, la solucién que el expected
value proporciona puede interpretarse como aproximacién de la solucién del problema de partida.

Para el caso en el que se tenga un problema con dos etapas y tres escenarios como el de la Seccién
3.2.1, el esquema del problema de programacién estocéstica se puede ver en la Figura 3.7.

Pacientes EsceI}ar;Llo ﬁnjlco
a 0 L. 0,1 Segun emanaa
DRLEVIOS (P ) dnico () esperada (P1)

Figura 3.7: Esquema del problema de programacién estocdstica en dos etapas y tres escenarios em-
pleando el expected value.

La idea detrds del colapso en las ramas del drbol busca simplificar la informacién de entrada al
problema y reducir el nimero de conjuntos de datos, asi como el nimero de variables y restricciones
del problema, facilitando la resolucién del mismo. La desventaja que tiene este tipo de solucién es la
pérdida de informacién con respecto al modelo de programacién estocéstica inicial, ya que el valor
esperado no es tan representativo sobre la variable que regula el nimero de ingresos diarios como la
propia distribucién de la variable. Sin embargo, para situaciones en las que se presuponga una eficacia
casi total del modelo predictivo, el expected value podria ser una soluciéon muy interesante otorgandole
todo el peso al escenario asociado a la prediccion de la demanda hospitalaria.

Veamos ahora las propiedades de esta nueva solucién sobre los ejemplos considerado en las Secciones
3.2.2 y 3.2.4. Comencemos por la comparativa para el modelo en dos etapas y tres escenarios. En ella
se consideraba un primer escenario en el que la demanda de pacientes era de 9 con una probabilidad
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del 80 %; un segundo escenario en el que el niimero de pacientes a ingresar se mantenia en 4, con una
probabilidad del 15% ; y, finalmente, un tercer escenario en el que la demanda de ingresos descendia
hasta un total de 3 pacientes, con probabilidad del 5%. Teniendo en cuenta estos datos, la demanda
esperada de pacientes para el dia 13 de enero es de:

EV (Demanda de pacientes) =0.8-9+40.15-4 + 0.05 - 3 = 7.95 ~ 8 pacientes.

Teniendo en cuenta esta demanda esperada, el problema resultante para el caso de que se consideren
dos etapas y los tres escenarios recogidos en la Tabla 3.3 es el siguiente:
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Para este problema cada conjunto, pardmetro o variable de la forma A'! hace referencia al escenario
asociado al valor de demanda esperado para la segunda etapa. El resto del problema de optimizacién
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es idéntico al de la Secciéon 3.2.1. Ademds, es sencillo ver que el nimero de variables y de restricciones
ha disminuido significativamente, pues el segundo de los dos superindices permanece fijado al tratar
con un tnico escenario en cada etapa.

Para estudiar el comportamiento de este nuevo modelo, se aplicarda al mismo conjunto de datos
del ejemplo de la Seccién 3.2.2 para comparar los valores de la funcién objetivo éptimos que propor-
ciona cada uno de los tres modelos: NL-PBA, PBA-s y ezpected value. Ademds, también se realizara
una comparativa entre los niimeros de restricciones y de variables de cada modelo, asi como de los
tiempos medios de resolucién empleando distintos solvers. Como las iteraciones de los solvers no eran
excesivamente elevadas en ninguno de los ejemplos considerados, se omitiran en esta comparativa.

NL-PBA | PBA-s | Expected value

Variables 104 454 302
Restricciones 67 330 152
Funcién objetivo 1230 1257.5 1240
Tiempo Baron 0.11 0.22 0.14
Tiempo Couenne 0.04 2.65 0.43
Tiempo Octeract 0.03 0.03 0.03
Tiempo Gurobi 0.08 0.03 0.03

Tabla 3.7: Comparativa del nimero de variables y de restricciones de tres modelos asociados a cada
uno de los distintos enfoques, asi como el valor de la funcién objetivo alcanzado y los tiempos de
resolucién empleando cuatro solvers diferentes: Baron, Couenne, Octeract y Gurobi. Los valores de los
pardmetros del modelo empleados son: bp = 75, by = 10, bp =30y n = 1.

En la Tabla 3.7 se recogen los resultados de realizar la comparativa de la Seccién 3.2.2 anadiendo
la solucion del expected value. Como se podia preveer, el valor de la funcién objetivo ha disminuido
con respecto al asociado al modelo estocastico. Sin embargo, el valor es ligeramente superior al que se
obtiene mediante el estudio diario. M&s concretamente, este incremento en 10 unidades del valor de la
funcién objetivo se debe a que la solucién del expected value propone ingresar a un paciente el segundo
dia con una unidad m&s de riesgo que un paciente que ingresa el primer dia al resolver el NL-PBA.
Esto implica que, pese a que la diferencia en la funcién objetivo no parece excesivamente elevada, si es
significativa, ya que se logra ingresar a un paciente con cuadro mas grave del que se ingresaria con una
perspectiva diaria. Ademads, si bien el ndmero de variables y de restricciones de este nuevo modelo son
superiores a las del NL-PBA, el incremento es bastante menos significativo que el que tenia lugar para
el PBA-s. Esto se ve ligeramente reflejado en los tiempos medios de ejecucion con cada solver, que son
algo inferiores a los del modelo estocastico, pese a que estas diferencias no son demasiado significativas
debido a que todos los tiempos son relativamente pequenos.

Veamos ahora qué ocurre para el caso de la Seccion 3.2.4 en el que se consideraban cuatro etapas y
dos escenarios. De manera andloga al caso anterior, se calcula el valor esperado de pacientes a ingresar
en cada etapa.
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EV(13/01/2020) = 0.8 - 224 0.2 - 18 = 21.2 &~ 21 pacientes.
EV(14/01/2020) = 0.8 - (0.8 -28 +0.2-22) + 0.2 - (0.8 - 21 4+ 0.2 - 18) = 25.52 ~ 26 pacientes.
EV(15/01/2020) = 0.8 - (0.8 - (0.8-36+0.2-28) +0.2- (0.8 -25+ 0.2 - 22))
+0.2-(0.8-(0.8-25+0.2-21))4+0.2-(0.8-21+40.2-18))
= 33.87 = 34 pacientes.

Para este caso, se omitird la definicién del nuevo modelo por ser en esencia andloga a la del ejemplo
anterior pero considerando en este caso un nimero superior de etapas.

Finalmente, en la Tabla 3.8 se presentan los resultados empleando el solver Gurobi para diez
instancias del problema comparandolos con los obtenidos empleando el NL-PBA y el PBA-s.

NL-PBA | PBA-s | Expected value
Variables 786 375843 2046
Restricciones 398 5323184 4398
Funcién objetivo 2240 2295 2265
Tiempo medio de resolucion 1.18 906.36 6.78

Tabla 3.8: Comparativa del nimero de variables y de restricciones de tres modelos asociados a cada
uno de los distintos enfoques, asi como el valor de la funcién objetivo alcanzado y los tiempos medios
de resolucién empleando el solver Gurobi. Los valores de los parametros del modelo empleados son:
bD:75abN:107 bP:?)Oy??:]..

A la vista de la tabla parece claro que, si bien la solucién obtenida empleando el expected value
pierde precisién en el modelado de la incertidumbre en la demanda de pacientes, se logra un incremento
en el valor de la funcién objetivo con respecto al enfoque diario y se mantienen tiempos de ejecucion
pequeiios (de escasos segundos). Por ello, y a la vista de los dos ejemplos trabajados en este capitulo,
el expected value se presenta como una solucién alternativa al PBA que logra reunir en cierto modo
las ventajas del PBA-s pero evitando un aumento demasiado elevado en el tamano del problema.
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Capitulo 4

Métodos heuristicos para el PBA

La dificultad en la resoluciéon de problemas de programaciéon matematica, bien por la complejidad
del modelo o bien por el excesivo volumen de informacién involucrada, hace necesaria la utilizacion de
procedimientos alternativos como los descritos en el Capitulo 1. Los métodos heuristicos tienen como
proposito principal abordar los problemas de programacién matemaética de forma maés simple y dejando
a veces la resolucion analitica del problema en un segundo plano. Estos métodos no garantizan alcanzar
el 6ptimo exacto del problema, sino que proponen una solucion, generalmente bastante proxima a la
solucién real del problema, en una cantidad de tiempo muy inferior a la requerida en la resolucién del
problema original.

La idea de este capitulo serd presentar métodos heuristicos para resolver los problemas PBA y
analizar sus ventajas y desventajas con respecto a los métodos clasicos de resolucién presentados en
los capitulos anteriores. El resto del capitulo se estructura de la siguiente manera. En la Seccién 4.1
se introduce un primer método heuristico basado en el tiempo computacional de resolucién de los
problemas y se realiza una comparativa de casos en los que la heuristica es eficaz y en los que no.
Por otro lado, en la Seccion 4.2 se describe un algoritmo que se aproxima bastante a la organizacién
cotidiana de un hospital pero desde un punto de vista matematico. También se ilustrara la eficacia del
algoritmo con ejemplos.

4.1. Restriccion del tiempo computacional

A menudo, en problemas de optimizacién entera como es el caso del PBA, e incluso para situaciones
en las que no es posible encuadrar al problema dentro de la programacion lineal entera, los métodos de
obtencién de 6ptimos globales recurren internamente al uso de algoritmos de branch and bound. Como
se puede ver en el primer capitulo de este documento, la idea detras de estos algoritmos de ramificacién
y acotacion es ir seleccionando y descartando ramas del arbol buscando una mejora progresiva en la
funcién objetivo. Este descarte de las ramas que no ayudan a mejorar el valor de la funcién provoca
que una gran parte del tiempo computacional de resolucién de estos problemas empleando algoritmos
de branch and bound se emplee en rechazar aquellas ramas que no interesan. Es por ello que, pese
a que a menudo los algoritmos de resolucién de problemas de programacién entera logran obtener el
valor 6ptimo para dicho problema en un tiempo no excesivamente elevado, la tarea de confirmar que
el valor obtenido es, en efecto, 6ptimo, es tediosa y puede ser necesario una gran cantidad de tiempo
para llevarla a cabo.

Por todo ello, un primer método heuristico muy sencillo pero que busca explotar las propiedades
de los problemas de programacién entera como el PBA reside en aplicar un método cldsico como los
estudiados en capitulos anteriores pero restringiendo el tiempo méximo de resolucién permitido al
solver correspondiente. La idea detrds de este método es suponer que el solver llegard en menos de
ese tiempo al valor 6ptimo del problema (o al menos a un valor no demasiado alejado), esperando que
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el solver emplee la gran mayoria del tiempo de resolucion del problema en el proceso de descarte de
ramas y no en la obtencién del valor éptimo.

Sin embargo, més alla de las suposiciones anteriores sobre el comportamiento del solver, este método
heuristico presenta algunos inconveniente que hacen que a menudo sea de poca utilidad. Uno de ellos,
y quizds el més importante reside en que en situaciones en las que se tiene un nimero elevado de
restricciones y variables y los conjuntos de datos tienen un tamano considerable, el solver empleara
gran parte del tiempo méaximo de ejecucién permitido en la propia lectura de datos, lo que puede
provocar un grave empeoramiento en la calidad de la soluciéon propuesta.

Resolviendo el PBA deterministico

Un caso extremo de estas situaciones que se menciona se corresponde con el ejemplo considerado en
la Seccién 2.3.3. Segun la Tabla 4.1, que incluye informacién comparativa de la resolucién del problema,
el solver no lograba ni siquiera proporcionar una solucién factible en una hora de tiempo limite para
el modelo linealizado. Este empleaba todo el tiempo en la lectura de los datos. Esta lentitud del solver
para resolver este problema hace que restringir el tiempo limite de calculo del solver no produzca
ninguna mejora en la resolucién del problema, ya que seguiria sin obtenerse ni siquiera una solucién
factible.

NL-PBA L-PBA
Valor de la funcién objetivo 6210
Tiempo medio de resolucion 14.22
Variables 32760 32760
Restricciones 813 55317412680
Iteraciones promedio 143.9
Iteraciones minimas 143
Iteraciones maximas 144

Tabla 4.1: Informacién sobre la resolucién del ejemplo de la Seccién 2.3.3.

Resolviendo el problema PBA estocastico

Empleemos ahora este método sobre el problema de programacién estocastica. En concreto, se
estudiard qué ocurre con los valores de la funcién objetivo para el ejemplo de la Seccién 3.2.4, asociado
al area de Medicina Interna. En este ejemplo, y considerando el modelo estocastico, Gurobi necesitaba
mas de 15 minutos para obtener la solucién éptima. En este caso se buscara limitar el tiempo maximo
de ejecucién a 5 y 10 minutos para comparar los resultados con los obtenidos sin limite de tiempo. Los
resultados obtenidos estdn recogidos en la Tabla 4.2.

A la vista de la tabla se observa que en las diez instancias del problema para las que se ha limitado
el tiempo maximo de ejecucion del solver a 10 minutos se obtiene la solucién 6ptima, por lo que el
solver emplearia los 5 minutos posteriores en confirmar que esta solucién es, en efecto, éptima. Sin
embargo, para los casos en los que se considera un tiempo limite de 5 minutos el valor de la solucién
objetivo obtenido dista mucho del valor 6ptimo.
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Modelo estocastico | 10 minutos | 5 minutos
Variables 375843 375843 375843
Restricciones 5323184 5323184 5323184
Funcién objetivo promedio 2295 2295 1090.8
Tiempo de resolucién promedio 906.36 600 300

Tabla 4.2: Comparativa de valores especificos del problema asociado en funcién del tiempo limite de
ejecucién permitido para el solver Gurobi. Para cada version se han considerado 10 instancias distintas
con diferentes instancias iniciales.

Este ejemplo ilustra perfectamente las ventajas y los inconvenientes de este algoritmo. En primer
lugar, con una buena seleccién del tiempo limite proporciona soluciones muy cercanas a la éptima, o
incluso la propia solucién éptima. Sin embargo, a priori no se sabe qué tiempo limite sera el adecuado,
y para una elecciéon deficiente del tiempo limite, la solucién obtenida puede estar muy alejada del
6ptimo.

Otro de estos inconvenientes, que de hecho es comin en muchos de los métodos heuristicos es que,
si bien al aplicar el algoritmo a un caso concreto es dificil que se produzca un caso patolégico en el
que el valor propuesto por el método diste mucho del 6ptimo real del problema, a lo largo del tiempo,
la probabilidad de que esta situacion tenga lugar aumenta. A veces, dependiendo del contexto del
problema de optimizacién correspondiente esta circunstancia puede no llegar a ser muy preocupante.
Sin embargo, en el contexto hospitalario en el que nace el PBA, una asignacion subdptima de pacientes
a camas en un cierto dia puede tener graves consecuencias en la calidad de los servicios sanitarios
proporcionados, asi como un posible incremento en las listas de espera.

4.2. Método basado en el arbol de decision

Otro algoritmo heuristico que se plantea para resolucion del PBA esta basado en los arboles de
decision. La idea de un método de este estilo es disenar, en funcién de las necesidades del hospital, una
serie de preguntas encadenadas con respuesta dicotémica (principalmente “S{” y “No”). En funcién
de cada una de estas respuestas, se van recorriendo las distintas ramas del arbol para finalizar en un
nodo terminal que determinard una cierta accién sobre cada paciente.

Una de las principales ventajas que presenta un algoritmo de este estilo es que permite resolver
problemas de PBA online, es decir, problemas en los que el conjunto de pacientes que pretenden ingresar
en el hospital es dindmico, donde estos llegan al hospital de manera progresiva (como en un servicio
de urgencias). De hecho, un modelo genérico como el que se presenta en la Figura 4.1 no dista mucho
del procedimiento llevado a cabo en los hospitales en la actualidad. Ademas, no seria dificil introducir
el componente mateméatico en un arbol de decision como el mostrado en la Figura 4.1, ya que bastaria
con tener en cuenta los niveles de riesgo considerados en los modelos de los capitulos anteriores para
cada paciente, y considerar como criterio la elecciéon de los pacientes que menos penalizan el valor de
la funcién objetivo en el modelo de programacion matematica. Por otro lado, la implementacién de un
modelo de este estilo serfa relativamente sencilla, ya que tan solo serian necesarias una secuencia de
condiciones logicas anidadas. En concreto, el codigo implementado en lenguaje R asociado al arbol de
decisién de la figura se puede encontrar en el Apéndice C.
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[g)Hay sitio en su érea?]

Hay alguna habitacién

individual libre? [;}Tiene riesgo alto?]

Si No Si No

Ingresa en una
habitacion
individual

libre.

Ingresa en una
habitacién doble
vacia o con alguien
del mismo sexo en ella.

;Hay algtin paciente
con riesgo bajo que
pueda ser trasladado?

;Hay disponibilidad
en otra area?

Si No St No

Se traslada
a ese paciente

y el nuevo
ocupa su cama.

Hay algtn
programado
en el drea?

[Ingresa] [No ingresa]

Si No

Cancelar
ingreso
programado.

‘ JHay disponibilidad
en otra area?

Si No

[Ingresa] [No ingresa]

Figura 4.1: Ejemplo de un algoritmo de arbol de decisién para resolver el PBA.
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4.2.1. Situacién favorable para la heuristica

Para evaluar el comportamiento del algoritmo, se aplicara al mismo conjunto de datos del ejemplo
de la Seccion 2.3.3 para la situacién global del hospital, realizando en este caso 50 reordenaciones del
vector de pacientes'. Como en este caso la comparativa entre nimero de variables y de restricciones
no tiene mucho sentido, se compararan los valores obtenidos de la funcién objetivo y los tiempos
promedio de resolucién. Para el método heuristico se tendran en cuenta las soluciones obtenidas con
las 50 permutaciones del vector de pacientes y para el NL-PBA se recuperardn los datos de la Tabla
2.4.

NL-PBA | Arbol de Decisién

Valor de la funcién objetivo 9335 9335

Tiempo medio de resolucion 14.22 0.02

Tabla 4.3: Valor promedio de la funcién objetivo éptimo alcanzado resolviendo el NL-PBA y el arbol
de decision, asi como los tiempos medios de resolucién. Para ambos modelos se han considerado los
parametros n = 0.85, BD =75, BN =10y BP = 30.

A la vista de la pequenia comparativa de la Tabla 4.3 se puede observar que el método heuristico
logra obtener el valor 6ptimo de la solucién independientemente de la ordenacion del vector de pacientes
considerada. Adems4s lo logra en un tiempo notablemente inferior al modelo original. Este es un claro
ejemplo donde el uso de un modelo heuristico logra reducir notablemente el calculo computacional y
no solo proporciona una solucién buena, sino que ademas es la éptima.

4.2.2. Situacion desfavorable para la heuristica

Sin embargo, al igual que para el método heuristico de la seccién anterior, también existen incon-
venientes en el uso de un arbol de decisién para resolver el PBA. En primer lugar, la consideracién de
posibles tendencias en el nimero de ingresos en fechas posteriores no es tan “directa” como ocurria
para los modelos generales, en los que se empleaba la programacién estocastica. Esto hace que no sea
posible tener en cuenta situaciones cambiantes a lo largo del tiempo, como un brote de una enfermedad
infecciosa, al menos de una forma directa. Por otro lado, si bien un algoritmo como el descrito en 4.1
parece regular bien la situacién hospitalaria, tampoco tiene en cuenta factores claves como el nimero
esperado de pacientes a ingresar en un mismo dia, provocando que dias en los que se espere una gran
afluencia de pacientes, pueda llegar a colapsarse el hospital incluso sin llegar a ingresar a los pacientes
mas graves y provocando una asignacién de pacientes subéptima. Para la situacién global del hospital
considerada esto no ocurria, pues el porcentaje global de ocupacién distaba mucho del umbral prefi-
jado del 85 %. Veamos qué ocurre en un caso en el que la ocupacién hospitalaria sea méas elevada. En
concreto, elegiremos el dia 14 de enero de 2020, en el cual el porcentaje de ocupacién del hospital esta
cercano al 85 %. Ademds, ese mismo dia pretenden ingresar 149 pacientes, por lo que se prevé que se
pueda alcanzar el umbral de saturacion del hospital prefijado. En la Tabla 4.4 se recogen los valores
o6ptimos obtenidos tanto por el NL-PBA como por el método heuristico, asi como los tiempos medios
de ejecucion obtenidos de igual manera al ejemplo anterior.

En este caso, si bien nuevamente el tiempo de resolucién empleando el método heuristico es bastante
inferior al asociado al NL-PBA, la diferencia entre las soluciones proporcionadas por ambos métodos
es notable. Esto se debe a que, ante una gran presién hospitalaria, el método heuristico no logra tener

IEs importante notar que la solucién obtenida por este método heuristico puede depender del orden de los pacientes
que ingresan en el hospital. Como los datos de las horas de llegada de los pacientes son desconocidas, se realizardn
permutaciones del conjunto de pacientes y se analizardn las soluciones obtenidas.
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NL-PBA | Arbol de Decisién

Valor de la funcién objetivo 16905 16820.8

Tiempo medio de resolucion 17.94 0.23

Tabla 4.4: Valor promedio de la funcién objetivo éptimo alcanzado resolviendo el NL-PBA y el drbol
de decisién, asi como los tiempos medios de resolucién. Para ambos modelos se han considerado los
parametros n = 0.85, BD =75, BN =10y BP = 30.

una visién mas global que evite que entren pacientes que realmente no tienen una patologia tan grave
como los que llegaréan posteriormente. Este es un claro ejemplo en el cual el uso de un método heuristico
puede producir una asignacién sub6ptima, provocando un empeoramiento en la calidad de la atencion
médica.

Nuevamente, al igual que ocurria para el método de la seccidon previa, este método heuristico
presenta unas ciertas propiedades positivas realmente interesantes, pero también posee desventajas
derivadas de la posibilidad de obtener un valor lejano al 6ptimo, asi como de la dificultad para modelar
la incertidumbre en el nimero de pacientes.



Capitulo 5

Conclusiones

La asignacién eficiente de camas hospitalarias se ha convertido en un problema usual en el dia a dia
de la gestion hospitalaria. Este problema puede ser abordado desde diferentes perspectivas, como la
econdémica, minimizando el gasto hospitalario, la social, garantizando que todos sus usuarios tengan la
posibilidad de ser hospitalizados, y desde el punto de vista sanitario, que garantice la hospitalizacién
en el servicio que mas se adectie a la patologia de cada uno de los pacientes.

A lo largo de este documento se han presentado distintas formas de resolver el PBA desde un enfo-
que matematico y mas concretamente, de la investigacion operativa. En concreto, hemos considerado
una base de datos real, que contiene informacién de 215171 pacientes hospitalizados en el Complejo
Hospitalario Universitario de Santiago de Compostela (CHUS), para la validacién y evaluacién de las
propuestas descritas. De forma genérica, en este trabajo hemos alcanzando, entre otros, los siguientes
objetivos:

= Hemos analizado desde un punto de vista descriptivo la base de datos proporcionada con el
objetivo de identificar las areas de hospitalizacién que presentan un indice de ocupacién mas
critico.

= Esa informacién ha sido utilizada con el objetivo de validar la primera propuesta de problema de
programacion matemaética que optimice la eficiencia del sistema hospitalario. Aqui se han desa-
rrollado varias tareas, desde la modelizacién del mismo, su implementacién en cédigo AMPL que
permitié su resolucién, y la validacién de los resultados sobre la base de datos real originalmente
proporcionada.

= Kl modelo original ha permitido considerar metodologias especificas para la planificacién y la
gestién hospitalaria en escenarios a largo plazo. Esta visién global proporciona mucha maés infor-
macioén que la primera opcién, aunque la complejidad computacional asociada se presenta como
su principal handicap.

= Por dltimo, hemos presentado alternativas que proporcionen soluciones inmediatas aunque sin
garantias de optimalidad.

A continuacién, se detallan los objetivos alcanzados. Pese a ser un problema dificil de tratar, se ha
propuesto un modelo inicial conceptualmente sencillo de programacién entera para asignar de manera
diaria pacientes a las camas del hospital. También se presenté una versiéon del modelo que se encuadra
dentro de la programacion lineal entera, pero que presentaba la desventaja de incrementar en exceso
el tamano del problema y provocando que su resolucion fuese inviable para conjuntos de pacientes
relativamente grandes. Por ello, el modelo original de programacién entera no lineal se concluye que
es un buen método para intentar resolver el PBA desde un punto de vista diario.

Sin embargo, las situaciones en un hospital tienden a ser mas complejas y surge la necesidad de
considerar una visién mas a largo plazo y que permita tener en cuenta posibles tendencias en el niimero
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de ingresos diarios. En ese contexto se define el modelo estocéstico que, apoyado en una prediccion del
namero de ingresos, busca modelar la incertidumbre asociada al mismo. Las conclusiones extraidas de
las comparativas realizadas en esta seccién confirman que una vision mas global tiende a favorecer una
mejor asignacién de pacientes a las camas. Sin embargo, esta mejoria en el valor de la funcién objetivo
se ve enturbiada por el aumento significativo del tamano del problema cuando el nimero de etapas y de
escenarios considerados aumenta. Para intentar abordar esta desventaja del modelo estocéstico se define
una nueva solucion, el expected value, que busca limitar las desventajas computacionales que surgen
bajo este enfoque. Ademads, en los casos reales considerados se puede ver que la mejora en términos de
dificultad computacional es notable, lo que probablemente compense un ligero empeoramiento en la
calidad del valor de la funcién objetivo en el 6ptimo. Por todo ello, se puede concluir que el expected
value, que no es mas que una ligera modificacion del modelo estocastico, es un método muy interesante
para dar solucién al PBA.

Con el objetivo de reducir los esfuerzos computacionales en la practica, donde los servicios de
hospitalizacion correspondientes buscan herramientas réapidas y eficientes en la toma de decisiones, se
introducen dos métodos heuristicos. Estos buscan proporcionar soluciones al problema original aun-
que sin garantias de optimalidad. En general, si bien presentan buenas propiedades en términos de
la complejidad computacional medida en términos del tiempo en proporcionar soluciones, la primera
propuesta estd algo més restringida y su rendimiento puede verse muy limitado ante ligeras modifica-
ciones en los conjuntos de datos. Sin embargo, el método basado en el drbol de decisién parece que
proporciona resultados positivos.

A modo de resumen, el mejor modelo que se presenta en este trabajo para dar solucién al PBA
es el modelo de programacion estocastica introduciendo la versién que incluye la solucién del expected
value, ya que logra reunir las ventajas de los modelos de programacién matemética generales (tamafo
del problema relativamente pequefio) y las del modelo estocdstico (incorporacién de la incertidumbre
en el nimero de pacientes). Ademds, para casos en los que los tamafios de estos problemas sean
muy elevados, los métodos heuristicos pueden suponer una herramienta muy util para proporcionar
soluciones suficientemente buenas que permitan ofrecer una asignacién eficiente de pacientes a las
camas del hospital.

Como trabajo futuro, debe abordarse el empleo de técnicas especificas de resolucién de problemas de
programacion matematica que reduzcan la complejidad de resolucion aparente asociada al tamano del
problema que resulta. En ese contexto, las técnicas de descomposicién se presentan como herramientas
utiles para reducir esa dificultad, y concretamente las descomposiciones Lagrangiana (Ver Geoffrion
(1974) y Fisher (1981)) y la generalizada de Benders (ver Geoffrion (1972) y Rahmaniani et al. (2017)).



Apéndice A
Descripcion de la base de datos

Este apéndice proporciona una descripcién detallada de la base de datos de pacientes proporcionada
por el FIDIS y que ha sido empleada tanto en la motivacién como en los ejemplos de este trabajo.
Ademas, esta base de datos es de especial importancia ya que la informacién que contiene ha sido la
base fundamental en la elaboraciéon de modelos de optimizaciéon cuyo objetivo es la asignacién éptima
de pacientes a camas del hospital.

La base de datos contiene una gran cantidad de informacién relevante acerca de los pacientes,
no solo en relacién a las patologias de cada paciente y a sus caracteristicas fisicas, sino también a
datos demograficos, fechas de ingreso y de alta, tipo de ingreso, etc. Esta cantidad de informacién
permite tener una visién global del conjunto de pacientes y facilita el disefio de herramientas de toma
de decisiones en la asignacién de camas. A continuacién, se describiran las variables recogidas en la
base de datos, haciendo especial énfasis en aquellas de especial relevancia para la elaboracién de los
modelos.

A.1. Descripcion global de la base de datos

La base de datos recoge informacién de 215171 pacientes ingresados en el Complejo Hospitalario
Universitario de Santiago de Compostela (CHUS) entre el dia 01/01/2016 y el dia 18/11/2021. Si bien
la base de datos proporcionada por el hospital se ocupa de recoger las caracteristicas de cada paciente,
es importante subrayar el hecho de que los datos se presentan de manera anénima, sin distintivos que
permitan identificar al paciente, con el propdsito de cumplir con las leyes de protecciéon de datos.

Cabe destacar también que la recopilacion de los datos a lo largo del tiempo permiten el estudio
de tendencias en la ocupacién del hospital o del nimero de ingresos. Este hecho es de gran valor de
cara a posibles predicciones de escenarios futuros.

A.2. Anadlisis de las variables

En esta seccién se introducira brevemente cada una de las variables y se realizara un breve anélisis
descriptivo de las variables que conforman la base de datos, en especial de las que son de utilidad para
la construccién de los modelos.

= Ano: Variable cuantitativa discreta que representa el ano de ingreso del paciente. Como los datos
estan tomados entre los anos 2016 y 2020, esta variable tomara los mismos valores.

= Céd. diag. ppal.: Variable cuantitativa que representa el codigo alfanumérico asociado al diagndsti-
co principal del paciente. Su utilidad reside en el sistema de organizacién interna del hospital,
pero no serda empleado en la elaboracion de los modelos del PBA de este trabajo.
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Figura A.1: Numero total de ingresos anuales en el Hospital Clinico Universitario de Santiago de
Compostela entre los anos 2016 y 2020.

= Diagndstico principal: Variable cualitativa que describe el diagnéstico principal de cada pa-
ciente ingresado. Es de especial utilidad para identificar la gravedad en la condicién de un pa-
ciente.

= Tipo ingreso: Variable cualitativa que recoge el tipo de ingreso de cada paciente. Los més
comunes son los ingresos de urgencias, ya sean procedentes del servicio de urgencias o de consultas
externas, y programados. Es de especial utilidad de cara a la elaboracién de los modelos pues
permite identificar a los pacientes programados.

# PROGRAMADO = URXENTE DE CONSULTAS EXT. m URXENTE DE URXENCIAS = OTROS

Figura A.2: Proporcién de pacientes segun el tipo de ingreso.

= C4d. tipo ing.: Variable cuantitativa que asocia un cédigo a cada paciente en funcién del tipo
de ingreso. Al igual que el codigo del diagnéstico principal, no serd de mucha utilidad en la
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elaboracion de los modelos.

= Data ingreso: Variable cuantitativa discreta que recoge la fecha en la que ingresa cada paciente.
Permite estudiar el niimero de ingresos diarios y, combinada con la variable Data de alta permite
conocer el nimero de pacientes que hay ingresados en el hospital en un determinado dia.

= Motivo alta: Variable cualitativa que recoge el motivo por el cual se da de alta a un paciente. El
motivo de alta mas comun estd asociado a que el paciente pueda regresar a su domicilio, seguido
por los fallecimientos, exitus, con una proporcién mucho menor. No se ha tenido en cuenta esta
variable para la elaboracién de los modelos, pero contiene informacion relevante que podria ser
de utilidad para predecir la duracién de estancia esperada de un paciente.

= DOMICILIO = EXITUS = QTROS

Figura A.3: Proporcién de pacientes en funcién del motivo de alta.

= C6d. mot. alta: Al igual que para las variables Cdd. diag. ppal. y Céd. tipo ing. es una variable
cuantitativa que asocia cada motivo de alta con un cédigo interno del hospital. De nuevo no serd
de utilidad en la elaboracién de los modelos.

= Data de alta: Variable cuantitativa discreta que recoge la fecha en la que recibe el alta cada
paciente. Junto con la variable Data de alta permite conocer el nimero de pacientes que hay
ingresados en el hospital en un determinado dia.

= GFH alta: Variable cualitativa que representa el subarea hospitalaria a la que fue asignado cada
paciente. Se consideran 58 subdreas que se agrupan en el trabajo en 32 areas mas globales.

= Id. hospitalizacion: Variable cuantitativa discreta que identifica de manera tnica a cada pa-
ciente que ingresa en el hospital. Es la manera de identificar al paciente sin incurrir en violaciones
de la ley de proteccién de datos.

= Altas céd. val.: Variable cuantitativa que representa un cédigo interno del hospital asociado
al alta del paciente. No sera de utilidad para la creacién de modelos ni para la realizaciéon de
ejemplos.

= Céd. conc. res.: Variable cuantitativa discreta que recoge el cédigo postal del concello de re-
sidencia del paciente. Como para ninguno de los modelos empleados se han hecho distinciones
seguin el lugar de procedencia del paciente, no se tendra en cuenta esta variable.
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= Concello residencia: Variable cualitativa que contiene el nombre del concello de residencia del
paciente. Esta variable y la variable Céd. conc. res. estan directamente relacionadas.

= Sexo: El sexo (Mujer u Hombre) del paciente. Es una variable cualitativa y su uso es indispensable
en la formulacién de los modelos, pues se ha restringido a lo largo del trabajo que no pueda haber
en la misma habitacién pacientes de diferente sexo.

= MUJER
= HOMBRE

Figura A.4: Distribucién de mujeres y hombres entre los pacientes del hospital.

= Idade anos: Recoge la edad en anos de cada paciente. Es una variable cuantitativa discreta que
es muy util para identificar el nivel de gravedad de cada paciente. Ademads, permite hacer estudios
de todo tipo, como la edad promedio de cada tipo de patologia o de cada area del hospital.

120 120

100 100
80 80
40 40
20 20
0 0 i
1 1
(a) Edad de las pacientes de sexo femenino. (b) Edad de los pacientes de sexo masculino.

Figura A.5: BoxPlot que representan la distribucién de la edad segin el sexo de los pacientes.



Apéndice B

Descripciéon de los solvers
empleados

En este apéndice se presentaran brevemente los cuatro solvers para la resoluciéon de problemas de
optimizacién que han sido empleados a lo largo de este documento. Es decir, se presentard BARON,
Couenne, OCTERACT y Gurobi.

B.1. BARON

BARON es un solver de optimizacion global disenado hace casi treinta afos y que es uno de las
herramientas mas potentes para resolver problemas de optimizacién de muy distintos tipos. De entre
estas clases de problemas destacan:

= problemas de programacién lineal,

= problemas de programacién no lineal,

= problemas de programacién entera,

= problemas de programacién entera no lineal.

Pese a la amplia variedad de problemas que es capaz de resolver, el uso més destacado de BARON es la
resolucién problemas no lineales, tanto con variables enteras como sin ellas. De hecho, estd considerado
el primer solver comercial con capacidad para resolver problemas de programacién no lineal y de
programacion entera no lineal. Es en este tipo de problemas donde emplea algoritmos de branch and
reduce, similares a los de ramificacién y acotacién, combinados con el uso de heuristicas, para hallar
la solucién 6ptima del problema. Adem&ds, BARON no precisa un punto de inicio proporcionado por
el usuario para inicializar el algoritmo. Mas alld de las caracteristicas técnicas del solver, BARON
posee otra ventaja importante con respecto a algunos de sus competidores y es que se adapta a varios
lenguajes de programacién: MATLAB, JuMP, Pyomo, AMPL, GAMS, ...

Para mas informacién acerca del solver, se puede consultar el link https://minlp.com/baron
-solver.

B.2. Couenne

Al igual que BARON, Couenne es otro solver de optimizacién global con bastantes afios uso. Sin
embargo, su caracteristicas son mas limitadas, ya que esta disenado especificamente para la resolucién
de problemas de programacién entera no lineal. En este tipo de problemas, el procedimiento del solver
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es similar al de BARON, buscando reformularlos para convertirlos en problemas de programacién lineal
aproximados y sobre los que aplicar algoritmos de ramificacién y acotaciéon. Ademds, Couenne admite
menos lenguajes de programacién que BARON (AMPL y GAMS).

Mas informacion acerca de Couenne se puede consultar en https://www.coin-or.org/Couenne/.

B.3. OCTERACT

OCTERACT es un solver mucho més reciente (2017) que BARON y Couenne, con un enfoque
completamente distinto. En primer lugar, OCTERACT estd especializado en problemas no lineales,
tanto enteros como no, y produce resultados significativamente peores que los demas solvers si se
emplea para resolver problemas lineales. Sin embargo, el enfoque para abordar problemas no lineales
es completamente distinto al empleado por los solvers anteriores en los que se utilizaban técnicas
similares al algoritmo de branch and bound, y es que OCTERACT emplea técnicas de Machine Learning
innovadoras y que buscan mejorar los métodos clasicos de resolucién para este tipo de problemas.

De nuevo se puede consultar mas informacién acerca del solver en https://octeract.gg/.

B.4. Gurobi

Finalmente, Gurobi es un solver creado en 2008 y cuyo objetivo principal es bastante diferente al de
los tres anteriores, ya que esta especializado en la resolucién de problemas lineales. Es un optimizador
global muy potente con muy buen comportamiento para resolver problemas de programacién lineal.
Ademads, posee una versién que permite introducir restricciones cuadréticas empleando el atributo
nonconver=2. Como las restricciones no lineales que se tratan en este documento son de esta forma,
Gurobi es también un solver adecuado para resolver los problemas que se formulan.

Maés imformacién acerca de Gurobi se puede consultar en https://www.gurobi.com/.
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Apéndice C

Cddigos AMPL y R para el PBA

En este apéndice se detallan los cédigos empleados para la resolucion de los diferentes problemas
descritos a lo largo de esta memoria. Cabe destacar que todos ellos son de creacién propia y especificos
para la estructura de la base de datos proporcionada, aunque su uso seria ficilmente extensible a
cualquier otro esquema de informacién. Se trata de cédigos R y AMPL.

C.1. Cdédigo AMPL para el NL-PBA

A continuacién se presenta el cédigo, en lenguaje AMPL asociado al problema de optimizacién no
lineal NL-PBA presentado en la Seccién 2.1. Se definen los conjuntos de datos, los pardmetros y las
variables del modelo para posteriormente definir el problema de optimizacion.

#Conjuntos de datos del problema

set pacientes ordered; #Conjunto de pacientes

set camas ordered; #Conjunto de camas

set departamentos ordered; #Conjunto de departamentos
set habitaciones ordered; #Conjunto de habitaciones

set habdobles ordered; #Conjunto de habitaciones dobles
set hombres ordered; #Conjunto de hombres

set mujeres ordered; #Conjunto de mujeres

set pacprog ordered; #Conjunto de pacientes programados

#Parametros del problema

param P:=card{pacientes}; #Numero de pacientes

param C:=card{camas}; #Numero de camas

param PP:=card{pacprog}; #Numero de programados

param BD>=0; #Beneficio por departamento adecuado

param BN>=0; #Beneficio por nivel alto de riesgo asignado

param BP>=0; #Beneficio por tratar a un paciente programado

param umbraltotal>=0; #Umbral de ocupacion maxima en el hospital

param 0 default O; #Numero de camas ocupadas antes del estudio

param G default O; #Numero total de camas

param RiesgoPac {p in pacientes}; #Nivel de riesgo de cada paciente

param Ubi {c in camas, h in habitaciones} binary; #Ubicacion de cada cama

param DepHab {h in habitaciones, d in departamentos} binary; #Ubicacion de cada habitacion

param DepOpt {p in pacientes, d in departamentos} binary; #Departamento optimo para cada
paciente
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param suma default O;
#Variables del problema

var y {p in pacientes} binary;
var x {p in pacientes, c in camas} binary;

#PROBLEMA DE OPTIMIZACION

##Funcion objetivo a maximizar

maximize Total_Beneficio: sum{p in pacientes} y[p]*BD + sum{p in pacientes, c¢ in camas}

x[p,c]*RiesgoPac[p]*BN + sum {p in pacprog, ¢ in camas}x[p,c]*BP;
##Restricciones

#No puede haber un paciente con mas de una cama asignada
subj to UnicaCamaf{p in pacientes}:
sum{c in camas} x[p,c]l<=1;

#No puede haber una cama con mas de un paciente asignado
subj to UnicoPaciente{c in camas}:
sum{p in pacientes} x[p,c]l<=1;

#E1 numero total de camas usadas no puede superar un umbral
subj to UmbralOcupacion:
(O+sum{p in pacientes, c¢ in camasl}x[p,c])/G <=umbraltotal;

#Relacion entre las variables
subj to RelacionVar{p in pacientes}:
y[pl=sum{c in camas,h in habitaciones,d in
departamentos}x [p,c]*Ubi[c,h] *DepHab [h,d]*DepOpt [p,d] ;

#Habitaciones mismo sexo
subj to MismoSexo{h in habdobles}:
(sum{i in hombres,c in camas}x[i,c]*Ubi[c,h])*(sum{j in mujeres, c in
camas}x[j,c]*Ubi[c,h])=0;

#Ajuste programados
subj to AjusteProgramados:
sum{p in pacprog, ¢ in camas} x[p,c]<=PP;

C.2. C(Cébdigo AMPL para el L-PBA

Para evitar la repeticién de practicamente la totalidad del cédigo anterior, se presenta el inico
bloque de restricciones que diferencia la formulacién del L-PBA de la Seccién 2.2 con la del NL-PBA.

#Habitaciones mismo sexo

subj to MismoSexoHombres{c in camas, b in camas, h in habdobles, i in hombres, j in mujeres}:

(1-x[i,c]-x[j,b])*Ubilc,h]*Ubi[b,h]>=0;
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C.3. Cdbdigo R para el modelo predictivo

En esta seccién se presentard el cédigo en lenguaje R del modelo predictivo considerado en el
trabajo empleando la herramienta Prophet. Antes de presentar el cédigo, se detallan algunos elementos
empleados en él extraidos de la base de datos de pacientes.

= historia hace referencia a la secuencia temporal que se ha considerado para disenar el modelo
predictivo.

= Ingreso es el vector compuesto por las fechas de ingreso de cada paciente de la base de datos.
= Alta es el vector compuesto por las fechas de alta de cada paciente de la base de datos.

= numcamas es el numero total de camas del hospital.

install.packages(’prophet’)
library(prophet)

capacidad<-c()

ingresos<-capacidad

k<-1

for (i in historia){
capacidad[k]<-(sum(Ingreso<i & Alta>=i))/numcamas
ingresos[k]<-sum(Ingreso==1i)
k<-k+1

}

df_ing<-data.frame("ds"=historia,"y"=ingresos)

m_ing <- prophet(df_ing,daily.seasonality=TRUE)

future_ing <- make_future_dataframe(m_ing, periods = 365)

tail (future_ing)

forecast_ing <- predict(m_ing, future_ing)
tail(forecast_ing[c(’ds’, ’yhat’, ’yhat_lower’, ’yhat_upper’)])
plot(m_ing, forecast_ing,xlab="",ylab="")
prophet_plot_components(m_ing, forecast_ing)

dyplot.prophet (m_ing, forecast_ing)

df _cap<-data.frame("ds"=historia,"y"=capacidad)

m_cap <- prophet(df_cap,daily.seasonality=TRUE)

future_cap <- make_future_dataframe(m_cap, periods = 365)

tail (future_cap)

forecast_cap <- predict(m_cap, future_cap)
tail(forecast_cap[c(’ds’, ’yhat’, ’yhat_lower’, ’yhat_upper’)])
plot(m_cap, forecast_cap,xlab="",ylab="")
prophet_plot_components(m_cap, forecast_cap)
dyplot.prophet(m_cap, forecast_cap)

C.4. Cédigo AMPL para el PBA-s

En esta seccién se presenta el cédigo AMPL asociado al PBA-s. Por simplicidad, solo se presentara
el cédigo asociado al ejemplo de la Seccién 3.2.2, pero para el caso con cuatro etapas seria andlogo.

#Conjuntos de datos del problema
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set pacientesO ordered;
set pacientesOl ordered;
set pacientesl ordered;
set pacientesll ordered;
set pacientesl2 ordered;
set pacientesl3 ordered;
set camastotales ordered;
set departamentos ordered;
set habitaciones ordered;
set habdobles ordered;
set hombresO ordered;

set hombresO1 ordered;
set hombresl ordered;

set hombresll ordered;
set hombresl2 ordered;
set hombres13 ordered;
set mujeresO ordered;

set mujeresOl ordered;
set mujeresl ordered;

set mujeresll ordered;
set mujeresl2 ordered;
set mujeresl3 ordered;
set pacprog0Ol ordered;
set pacprogll ordered;
set pacprogl2 ordered;
set pacprogl3 ordered;

#Parametros del problema

param T:=card{camastotales}; #Numero de camas

param PPO1:=card{pacprog0O1}; #Numero de programados

param PP11:=card{pacprogli};

param PP12:=card{pacprogl2};

param PP13:=card{pacprogl3};

param BD>=0; #Beneficio por departamento adecuado

param BN>=0; #Beneficio por nivel alto de riesgo asignado

param BP>=0; #Beneficio por tratar a un paciente programado

param umbraltotal>=0; #Umbral de ocupacion maxima en el hospital

param RiesgoPacOl {p in pacientesO01}; #Nivel de riesgo de cada paciente

param RiesgoPacll {p in pacientesil};

param RiesgoPacl2 {p in pacientes12};

param RiesgoPacl13 {p in pacientes13};

param Ubi {t in camastotales, h in habitaciones} binary; #Ubicacion de cada cama

param DepHab {h in habitaciones, d in departamentos} binary; #Ubicacion de cada habitacion

param DepOptOl {p in pacientesOl, d in departamentos} binary; #Departamento optimo para cada
paciente

param DepOptll {p in pacientesll, d in departamentos} binary;

param DepOptl12 {p in pacientesl2, d in departamentos} binary;

param DepOpt13 {p in pacientesl3, d in departamentos} binary;

param X0 {p in pacientesO, t in camastotales}; #Ubicacion previa de los pacientes

param FO {p in pacientes0}; #Tiempo de estancia esperado de cada paciente

param FO1 {p in pacientesO1};

param F11 {p in pacientesil};

param F12 {p in pacientes12};

param F13 {p in pacientes13};

param suma default O;
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param qll default O; #Probabilidad del escenario 1
param ql2 default O; #Probabilidad del escenario 2

#Variables del problema

var yO1 {p in pacientesO1} binary;

var yl1 {p in pacientesll} binary;

var y12 {p in pacientes12} binary;

var y13 {p in pacientes13} binary;

var x01 {p in pacientesOl, t in camastotales} binary;
var x11 {p in pacientesll, t in camastotales} binary;
var x12 {p in pacientesl2, t in camastotales} binary;
var x13 {p in pacientes13, t in camastotales} binary;
var z0 {p in pacientesO, t in camastotales} binary;
var z1 {p in pacientesl, t in camastotales} binary;

#PROBLEMA DE OPTIMIZACION
##Funcion objetivo a maximizar

maximize Total_Beneficio: sum{p in pacientesO1} yO01[p]#*BD + sum{p in pacientesOl, t in
camastotales} x01[p,t]*RiesgoPac01[p]*BN + sum {p in pacprog0l, t in
camastotales}x01[p,t]*BP+qli*(sum{p in pacientesll} y11[p]*BD + sum{p in pacientesil, t
in camastotales} x11[p,t]*RiesgoPac11[p]*BN + sum {p in pacprogll, t in
camastotales}x11[p,t]*BP)+ql2*(sum{p in pacientes12} y12[p]*BD + sum{p in pacientesl2, t
in camastotales} x12[p,t]*RiesgoPac12[p]*BN + sum {p in pacprogl2, t in
camastotales}x12[p,t]*BP)+(1-q11-q12)* (sum{p in pacientes13} y13[p]*BD + sum{p in
pacientesl13, t in camastotales} x13[p,t]*RiesgoPac13[p]*BN + sum {p in pacprogl3, t in
camastotales}x13[p,t]*BP);

##Restricciones

#No puede haber un paciente con mas de una cama asignada
subj to UnicaCamaOl{p in pacientesO1}:
sum{t in camastotales} x01[p,t]<=1;
subj to UnicaCamalil{p in pacientesli}:
sum{t in camastotales} x11[p,t]l<=1;
subj to UnicaCamal2{p in pacientes12}:
sum{t in camastotales} x12[p,t]l<=1;
subj to UnicaCamal3{p in pacientes13}:
sum{t in camastotales} x13[p,tl<=1;

#No puede haber una cama con mas de un paciente asignado
subj to UnicoPacienteO1{t in camastotales}:
sum{p in pacientesO01} x01[p,t]<=1;
subj to UnicoPacientell{t in camastotales}:
sum{p in pacientesi1} x11[p,t]l<=1;
subj to UnicoPacientel2{t in camastotales}:
sum{p in pacientes12} x12[p,t]<=1;
subj to UnicoPacientel3{t in camastotales}:
sum{p in pacientes13} x13[p,t]<=1;

#E1 numero total de camas usadas no puede superar un umbral
subj to UmbralOcupacionO1:
(sum{p in pacientesOl, t in camastotales}x01[p,t]+sum{r in pacientesO,t in
camastotales}zO[r,t])/T <=umbraltotal;
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subj to UmbralOcupacionll:
(sum{p in pacientesll, t in camastotales}xll[p,t]+sum{r in pacientesl,t in
camastotales}zl[r,t])/T <=umbraltotal;
subj to UmbralOcupacionl2:
(sum{p in pacientesl2, t in camastotales}x12[p,t]+sum{r in pacientesl,t in
camastotales}zl[r,t])/T <=umbraltotal;
subj to UmbralOcupacionl3:
(sum{p in pacientesl3, t in camastotales}x13[p,t]+sum{r in pacientesl,t in
camastotales}zl[r,t])/T <=umbraltotal;

#Relacion entre las variables
subj to RelacionVarOl{p in pacientesO1}:
yO1[pl=sum{t in camastotales,h in habitaciones,d in
departamentos}x01[p, t]1*Ubi[t,h]*DepHab [h,d]*DepOpt01[p,d];
subj to RelacionVarll{p in pacientesli}:
y11i[pl=sum{t in camastotales,h in habitaciones,d in
departamentos}x11[p, t]*Ubi[t,h]*DepHab[h,d]*DepOptii[p,d];
subj to RelacionVar12{p in pacientes12}:
y12[pl=sum{t in camastotales,h in habitaciones,d in
departamentos}x12[p, t]1*Ubi[t,h]*DepHab [h,d]*DepOpti12[p,d];
subj to RelacionVar13{p in pacientes13}:
y13[pl=sum{t in camastotales,h in habitaciones,d in
departamentos}x13[p, t]*Ubi[t,h]*DepHab[h,d]*DepOpt13[p,d];

#Ajuste programados
subj to AjusteProgramadosO1:

sum{p in pacprogOl, t in camastotales} x01[p,t]<=PPO1;
subj to AjusteProgramadosil:

sum{p in pacprogll, t in camastotales} x11[p,t]<=PP11;
subj to AjusteProgramadosl2:

sum{p in pacprogl2, t in camastotales} x12[p,t]<=PP12;
subj to AjusteProgramadosi3:

sum{p in pacprogl3, t in camastotales} x13[p,t]<=PP13;

#Habitaciones mismo sexo (a)
subj to MismoSexoaOil{h in habdobles}:
(sum{i in hombresO1l,t in camastotales}x01[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in mujeresOl, t in
camastotales}x01[j,t]*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexoall{h in habdobles}:
(sum{i in hombresll,t in camastotales}x11[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in mujeresll, t in
camastotales}x11[j,t]1*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexoal2{h in habdobles}:
(sum{i in hombres12,t in camastotales}x12[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in mujeresl2, t in
camastotales}x12[j,t]1*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexoal3{h in habdobles}:
(sum{i in hombres13,t in camastotales}x13[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in mujeresi3, t in
camastotales}x13[j,t]*Ubi[t,h])=0;

#Habitaciones mismo sexo (b)
subj to MismoSexobO1l{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresO,t in camastotales}zO[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresO1l, t in
camastotales}x01[j,t]*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexobli{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresl,t in camastotales}z1[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresll, t in
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camastotales}x11[j,t]1*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexobl2{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresl,t in camastotales}z1[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombres12, t in
camastotales}x12[j,t]1*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexobl3{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresl,t in camastotales}zO[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombres13, t in
camastotales}x13[j,t]1*Ubi[t,h])=0;

#Habitaciones mismo sexo (c)
subj to MismoSexocO1l{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresOl,t in camastotales}x01[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresO, t in
camastotales}z0[j,t]*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexocli{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresll,t in camastotales}x11[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresl, t in
camastotales}z1[j,t]*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexoc12{h in habdobles}:
(sum{i in mujeresl12,t in camastotales}x12[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresl, t in
camastotales}z1[j,t]*Ubi[t,h])=0;
subj to MismoSexoc13{h in habdobles}:
(sum{i in mujeres13,t in camastotales}x13[i,t]*Ubi[t,h])*(sum{j in hombresl, t in
camastotales}z1[j,t]*Ubi[t,h])=0;

#Inicializacion z’s
subj to Inicializacion{p in pacientesO, t in camastotales}:
z0[p,tl+z1[p,t]1=X0[p,t]*min(FO[p],2);

#Actualizacion z’s
subj to ActualizacionOl{p in pacientesOl, t in camastotales}:
z1[p,t]1=x01[p,t]*min(FO1[p]l-1,1);

#Restriccion z’s
subj to Restriccion{p in pacientesO,t in camastotales}:
z0[p,t]1>=z1[p,t];

#Relacion z’s y x’s
subj to Relacionzx{p in pacientesOl,t in camastotales}:
z1[p,t]-x01[p,t]1<=0;

#Restriccion ocupacion
subj to RestOcupOil{t in camastotales}:

sum{p in pacientes0}z0[p,t]*sum{r in pacientes01}x01[r,t]=0;
subj to RestOcupll{t in camastotales}:

sum{p in pacientesil}zl[p,t]*sum{r in pacientes11}x11[r,t]=0;
subj to RestOcupl2{t in camastotales}:

sum{p in pacientes1}zl[p,t]*sum{r in pacientes12}x12[r,t]=0;
subj to RestOcupl3{t in camastotales}:

sum{p in pacientesi}zl[p,t]l*sum{r in pacientes13}x13[r,t]=0;

C.5. C(Cdbdigo R para el arbol de decisiéon

Antes de presentar el cdigo en lenguaje R asociado a la heuristica del arbol de decisién de la
Seccién 4.2 se describen a continuacion los conjuntos empleados extraidos directamente de la base de
datos de pacientes.

= pacientes es el conjunto de pacientes que buscan ingresar en el hospital.
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= programados es un subconjunto de pacientes que contiene a los de tipo de ingreso programado.
= riesgopac es un vector que almacena el nivel de riesgo de cada paciente.

= corresp es un data frame que relaciona cada subdarea del hospital con su correspondiente area
asociada mediante un nimero.

= Sexo recoge el sexo de cada paciente.

= dobleslib es un vector que almacena el nimero de camas disponibles en cada area que se en-
cuentran en habitaciones dobles.

progs<-numeric(length(pacientes))
riesgos<-numeric(length(pacientes))
areas<-numeric(length(pacientes))
num_pac<-numeric(length(pacientes))
sexos<-c()
u<-1
for (i in pacientes)q{
if(i %in% programados) progs[u]l<-"Si"
else progs[u]<-"No"
riesgos[ul<-riesgopac[i]
areas[u]<-as.numeric(subset(corresp, area == AreaDiag[i], select = num))
sexos [u]<-Sexo[i]
num_pac [u]<-u
u<-u+l

}
set.seed(123)

#Se crea un data frame que se actualizara en cada iteracion del algoritmo
df <- data.frame(num_pac,pacientes,riesgos,areas,sexos,

camas_asignadas = rep(NA, length(pacientes)),

progs)

#Se crea un vector de listas, donde cada entrada se corresponde con la capacidad de las
camas libres segun el sexo
dobleslib_sexos <- vector("list", 32)
for(i in 1:32){
dobleslib_sexos[[i]] <- data.frame(
camal = rep(NA, dobleslib[i] %/% 2),
cama2 = rep(NA, dobleslib[i]l %/% 2)

# Funcion para trasladar un paciente de bajo riesgo a otra area
trasladar_paciente <- function(df, camasdep, camaslibres, camasocupadas, libresind,
dobleslib, dobleslib_sexos, area){
# Identificar pacientes de bajo riesgo en el area que pueden ser trasladados
pacientes_traslado <- which(df$areas == area & df$riesgos < 5 & !is.na(df$camas_asignadas))
# Si no hay pacientes que puedan ser trasladados, devolver NULL
if (length(pacientes_traslado) == 0) return(NULL)
# Elegir un paciente para trasladar (el primero en la lista)
pac_traslado <- pacientes_trasladol[1]
# Buscar el area con el mayor numero de camas libres
area_alternativa <- which.max(camaslibres)
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# Actualizar el departamento del paciente y la informacion de la cama
df [pac_traslado, ’areas’] <- area_alternativa
return(list(df, area_alternativa, pac_traslado))

}

# Funcion para buscar pacientes programados que hayan ingresado previamente
buscar_paciente_programado <- function(pacientes, pac) {
indice_pac <- match(pac, pacientes)
# Verificar si el paciente actual esta en la lista de pacientes
if (!is.na(indice_pac)) {
# Buscar pacientes previos al paciente actual en la lista
pacientes_previos <- pacientes[1:(indice_pac - 1)]
# Buscar el primer paciente programado en los pacientes previos
indice_paciente_programado <- match("Si", progs[pacientes_previos])
# Si se encuentra un paciente programado, devolverlo
if (!is.na(indice_paciente_programado)) {
paciente_programado <- pacientes_previos[indice_paciente_programado]
return(paciente_programado)
}
}
# Si no se encuentra un paciente programado, devolver NULL
return(NULL)
}

# Funcion para asignar cama a un paciente
asignar_cama <- function(df, camasdep, camaslibres, camasocupadas, libresind, dobleslib,
dobleslib_sexos, BN, BD, pac){

area <- df [df$pacientes == pac, "areas"]
riesgo <- df [df$pacientes == pac, ’riesgos’]
sexo <- df [df$pacientes == pac, ’sexos’]

# Si hay camas disponibles en el area
if (camaslibres[area] > 0){

# Si hay camas individuales libres, asignar una

if (libresind[area] > 0){
df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 1
camaslibres[area] <- camaslibres[area] - 1
camasocupadas [area] <- camasocupadas[area] + 1
libresind[area] <- libresind[area] - 1
if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list(BN * riesgo + BD + BP, df, dobleslib_sexos))
}
else return(list(BN * riesgo + BD , df, dobleslib_sexos))

}

# Si no hay camas individuales libres, verificar camas dobles

else if(doblesliblarea] > 0){
# Identificar habitaciones dobles con al menos una cama libre
habitaciones_disponibles <- which((is.na(dobleslib_sexos[[areal]l$camal) &

is.na(dobleslib_sexos[[areal]$cama2)) |
(is.na(dobleslib_sexos[[areal]l$camal) &
dobleslib_sexos[[areal]$cama2 == sexo) |
(dobleslib_sexos[[areal]$camal == sexo &
is.na(dobleslib_sexos[[areal]$cama2)))

# Si hay una habitacion doble compatible, asignar la cama y actualizar dobleslib_sexos
if (length(habitaciones_disponibles) > 0){
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df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 2
camaslibres[area] <- camaslibres[area] - 1
camasocupadas [area] <- camasocupadas([area] + 1
dobleslib[area] <- doblesliblarea] - 1
if (is.na(dobleslib_sexos[[areal]] [habitaciones_disponibles[1], ’camal’]){
dobleslib_sexos[[areal] [habitaciones_disponibles[1], ’camal’] <- sexo
} else{
dobleslib_sexos[[areal] [habitaciones_disponibles[1], ’cama2’] <- sexo
}
if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list (BN * riesgo + BD + BP, df, dobleslib_sexos))
}
else return(list(BN * riesgo + BD , df, dobleslib_sexos))

else return(list(0,df,dobleslib_sexos))

}
}

else if(riesgo <= 8) {
# Buscar el area con el mayor numero de camas libres
area_alternativa <- which.max(camaslibres)

# Si hay un area alternativa con camas libres, asignar una cama
if (camaslibres[area_alternatival] > 0){

# Si hay camas individuales libres, asignar una

if (libresind[area_alternatival > 0){

}
#

df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 1
camaslibres[area_alternativa] <- camaslibres[area_alternatival] - 1
camasocupadas [area_alternativa] <- camasocupadas[area_alternativa] + 1
libresind[area_alternativa] <- libresind[area_alternatival - 1
if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){

return(list (BN * riesgo + BP, df, dobleslib_sexos))
}

else return(list(BN * riesgo , df, dobleslib_sexos))

Si no hay camas individuales libres, verificar camas dobles

else if(dobleslibl[area_alternatival] > 0){

# Identificar habitaciones dobles con al menos una cama libre y del mismo sexo
habitaciones_disponibles <- which((is.na(dobleslib_sexos[[areal]$camal) &
is.na(dobleslib_sexos[[areal]$cama2)) |
(is.na(dobleslib_sexos[[areal]l$camal) &
dobleslib_sexos[[areal]$cama2 == sexo) |
(dobleslib_sexos[[areal]]$camal == sexo &
is.na(dobleslib_sexos[[areall$cama2)))

# Si hay una habitacion doble compatible, asignar la cama y actualizar dobleslib_sexos
if (length(habitaciones_disponibles) > 0){
df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 2
camaslibres[area_alternativa] <- camaslibres[area_alternatival] - 1
camasocupadas [area_alternativa] <- camasocupadas[area_alternatival + 1
dobleslibl[area_alternatival] <- doblesliblarea_alternatival - 1
if (is.na(dobleslib_sexos[[area_alternatival] [habitaciones_disponibles[1], ’camal’]){
dobleslib_sexos[[area_alternatival] [habitaciones_disponibles[1], ’camal’] <- sexo
} else{
dobleslib_sexos[[area_alternativa]] [habitaciones_disponibles[1], ’cama2’] <- sexo

}
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if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list (BN * riesgo + BP, df, dobleslib_sexos))

}
elseq{
return(list (BN * riesgo, df, dobleslib_sexos))
}
}
}
}
}
else{

# Intentar trasladar a un paciente de bajo riesgo
traslado <- trasladar_paciente(df, camasdep, camaslibres, camasocupadas, libresind,
dobleslib, dobleslib_sexos, area)

# Si se puede trasladar a un paciente, hacerlo y asignar la cama al paciente actual
if (!is.null(traslado)){

df <- traslado[[1]]

area_alternativa <- traslado[[2]]

pac_traslado <- traslado[[3]]

# Actualizar la informacion de la cama para el paciente trasladado
df <- asignar_cama(df, camasdep, camaslibres, camasocupadas, libresind, dobleslib,

dobleslib_sexos, BN, BD, pac_traslado) [[2]]

# Asignar la cama al paciente actual

df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- df [pac_traslado, ’camas_asignadas’]
df [df$pacientes == pac_traslado, ’camas_asignadas’] <- NA

camaslibres[area] <- camaslibres[area] + 1

camasocupadas [area] <- camasocupadas[area] - 1

if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list (BN * riesgo + BD + BP, df, dobleslib_sexos))
}
else return(list(BN * riesgo + BD , df, dobleslib_sexos))
}
elseq{
paciente_programado <- buscar_paciente_programado(pacientes, pac)

if (!'is.null(paciente_programado)) {
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# Actualizar la contribucion del nuevo paciente y restar la contribucion del paciente

programado cancelado

if (df [df$pacientes == pac, ’progs’] == "Si") {
return(list (BN * (riesgo - df [df$pacientes == paciente_programado, ’riesgos’]), df,
dobleslib_sexos))
} else {
return(list (BN * (riesgo - df [df$pacientes == paciente_programado, ’riesgos’]) -
BP, df, dobleslib_sexos))
}
}
else{

# Si hay un area alternativa con camas libres, asignar una cama
if (camaslibres[area_alternatival] > 0){
# Si hay camas individuales libres, asignar una
if (libresind[area_alternatival > 0){
df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 1
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camaslibres[area_alternativa] <- camaslibres[area_alternatival] - 1
camasocupadas [area_alternativa] <- camasocupadas[area_alternativa] + 1
libresind[area_alternatival] <- libresind[area_alternatival - 1
if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list(BN * riesgo + BP, df, dobleslib_sexos))
}
else return(list(BN * riesgo , df, dobleslib_sexos))
}
# Si no hay camas individuales libres, verificar camas dobles
else if(dobleslib[area_alternatival] > 0){
# Identificar habitaciones dobles con al menos una cama libre y del mismo sexo
habitaciones_disponibles <- which((is.na(dobleslib_sexos[[areal]l$camal) &
is.na(dobleslib_sexos[[areal]$cama2)) |
(is.na(dobleslib_sexos[[areal]l$camal) &
dobleslib_sexos[[areal]$cama2 == sexo) |
(dobleslib_sexos[[area]]$camal == sexo &
is.na(dobleslib_sexos[[areal]$cama2)))

# Si hay una habitacion doble compatible, asignar la cama y actualizar
dobleslib_sexos

if (length(habitaciones_disponibles) > 0){
df [df$pacientes == pac, ’camas_asignadas’] <- 2
camaslibres[area_alternativa] <- camaslibres[area_alternativa] - 1
camasocupadas[area_alternativa] <- camasocupadas[area_alternativa] + 1
dobleslib[area_alternativa] <- dobleslib[area_alternatival] - 1
if (is.na(dobleslib_sexos[[area_alternatival] [habitaciones_disponibles[1],

’camal’]){
dobleslib_sexos[[area_alternatival] [habitaciones_disponibles[1], ’camal’] <-
sexo
} elseq{
dobleslib_sexos[[area_alternatival] [habitaciones_disponibles[1], ’cama2’] <-
sexo

}

if (df [df$pacientes == pac, ’progs’]=="Si"){
return(list (BN * riesgo + BP, df, dobleslib_sexos))

}

else return(list(BN * riesgo , df, dobleslib_sexos))

return(list (BN * riesgo, df, dobleslib_sexos))

# Bucle principal

beneficio_total <- 0
contribuciones<-numeric(length(pacientes))
m<-1

tiempo<-system.time (

for(pac in pacientes){
if (sum(camasocupadas)/sum(camasdep)>=eta) break
resultado <- asignar_cama(df, camasdep, camaslibres, camasocupadas, libresind, dobleslib,
dobleslib_sexos, BN, BD, pac)
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contribuciones[m]<-resultado[[1]]

beneficio_total <- beneficio_total + resultado[[1]]
df <- resultado[[2]]

dobleslib_sexos <- resultado[[3]]

m<-m+1

7
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