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Capitulo 1

Problemas de arboles de minimo
coste

La formacién de redes es un problema ampliamente estudiado tanto en la investigacién operativa
como en la doctrina econdémica. Inicialmente, el diseno eficiente de algoritmos y la optimizaciéon compu-
tacional son cuestiones analizadas en la investigacién operativa. Sobre la base de estos conocimientos,
el &mbito econdémico se centra en el procedimiento de distribucién de los costes, asi como el diseno de
mecanismos para formar las redes.

En el problema del drbol minimo coste (abreviado, mcstp por sus siglas en inglés), un grupo de
varios agentes/jugadores, ubicados en distintos puntos territoriales, precisan de una asistencia determi-
nada, suministrada por un distribuidor en comun denominado fuente. Los agentes reciben el servicio
mediante conexiones que acarrean cierto coste. La intenciéon de este problema se fundamenta en la
localizacion de aquel arbol de minimo coste en el que la totalidad de los agentes estén vinculados,
directa o indirectamente a la fuente, al menor coste posible.

Existen numerosos métodos aplicables para obtener un arbol que conecte a los agentes a la fuente
del recurso, de manera que el coste de la red seleccionada sea minimo. Podemos encontrar situaciones
reales que pueden ser modeladas de acuerdo a este enfoque como es el caso de Bergatinos y Lorenzo
(2004) en el que se analiza un caso real en la que los habitantes de un determinado pueblo deben pagar
el coste de la construccién de tuberias desde sus respectivas casas hasta el suministro de agua.

Cuando se obtiene el arbol minimo, la distribucién de los costes entre los agentes de la red es
un tema ampliamente investigado en la literatura y en el que se han propuesto multiples soluciones
(véase Bergantinos y Vidal-Puga 2021 para andlisis comparativos). Sin embargo, la situacién es més
compleja cuando, ademés del coste, intervienen otros elementos que se identifican en la red, como las
restricciones de calidad y que se representan mediante problemas de drbol de expansién multiobjetivo.

Por esta razon, se considera imperioso una precedente sipnépsis de los arboles de minimo coste
para tratar de identificar el esquema que una todos los agentes con la fuente al menor coste. Asimismo,
se estudiard su distribucion donde, ademads del coste, también haya asociado otro parametro.
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1.1. Modelizaciéon formal

En primer lugar, se introducen una serie de definiciones para contextualizar los problemas de arbol
de minimo coste. El contenido de este capitulo se ha diseiado tomando como referencia el trabajo
desarrollado por Fraga Canosa (2022) para su trabajo de fin de méster, dado que comparten una base
de contextualizacién comun.

Un mestp implica un conjunto finito de agentes o nodos, siendo N = {1,...,n} el nimero de agen-
tes que precisan conectarse a la fuente, la cual se denota por 0, y se define Ny = N U {0}. Los agentes
estdn conectados mediante arcos o aristas. La notacién (i, j) representa el arco i,j € Np, @ # j. A cada
arco, se le asigna un peso c¢;; el cual representa el valor numérico asociado a la conexién entre nodos
(usualmente el coste).

Los arcos pueden estar orientados si iinicamente se pueden recorrer en una direccién, o no orien-
tados si no se distingue entre el nodo origen y el nodo de destino. Asumimos la premisa estandar de
los problemas de arbol de minimo coste, donde se trabaja con arcos no dirigidos ¢;; = ¢;;. Asimismo,
se considera un grafo completo ya que son posibles todas las conexiones entre los agentes, donde se
conocen dichos costes de conexion.

Definicién 1.1. Un problema de drbol de minimo coste es un par (No, C), por el cual:
= Ny = NU{0}
v C = (¢ij)ijeNys Cij > 0 para todo i,j € N,cij = ¢j; y ¢ii =0 para todo i € Ny

La matriz de costes C = (c¢;5)i,jen, representa los costes de conexién entre los pares de nodos.
Designamos al conjunto de la matriz de costes de Ny como CV. Considerados C, C’ € CV se dice que
C<(Csicy; < cgj para todo i,j € Ny.

Definicién 1.2. Un grafo G sobre Ny es un subconjunto de {(i,7) : i,j € No,i # j} cuyos elemen-
tos se demominan arcos.

Definicién 1.3. Dado un grafo G y un par de nodos i,j, un camino de i a j en el grafo G es una
secuencia de arcos diferentes {(is_1,1s)}_, que satisface (is_1,is) € G para todo s € {1,2,..., P},
o =1 e ip = j. Se dice, por tanto, que 7,5 € N estan conectados en G, si existe un camino de 7 hasta
j. En caso de que ip = ip se tiene un ciclo. GV denota el conjunto de todas las redes sobre Ng, y G
denota todas las redes sobre Ny, de tal modo que todo agente estd conectado a la fuente.

Definiciéon 1.4. Un drbol de expansion t es un grafo no dirigido que satisface que para todoi,j € N,
hay un unico camino de © a j, i # j. Para cada arbol ¢, se asocia un vector de imputacién de pesos
¢! = (ch);en donde ¢, el peso asociado al agente 4, coincide con ¢;; donde j es el primer agente en el

camino Unico desde 7 a la fuente.

El arbol de minimo coste sera aquel arbol que lleve asociado el menor coste de todos. Es decir, la
suma de los pesos de los arcos es menor o igual a la suma de los pesos de los arcos de cualquier otro
arbol de expansién asociado al grafo.

Definicién 1.5. Un drbol de minimo coste para (Ny,C),abreviado mt por sus siglas en inglés, es
un drbol t tal que C(t) = min > ¢.
GeGY (i,j)eG Y
Definicién 1.6. Dado un mestp (No,C), denotamos el coste asociado con cualquier mt como
m(N(), C)
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Del mismo modo que en los mestp se dispone de un mt, también es posible que no necesariamente
sea Unico, ya que puede haber mas de un arbol de coste minimo.

Para evidenciar esta situacién, tomamos como ejemplo un caso que nos sera de utilidad para des-
cribir las diversas problematicas que se expondran a lo largo del capitulo.

Ejemplo 1.1. Situacién con més de un arbol de minimo coste. Consideremos el siguiente mcstp
(Ng, C) donde N = {1,2,3} y la siguiente matriz de costes C.

© or ot O
W ot O Ut
co O W Ut
O o0 N ©

Figura 1.1: Matriz de costes y grafo asociado

El grafo mostrado en el ejemplo sirve para demostrar el supuesto contemplado con anterioridad en
cuanto a la posibilidad de que no haya una sola solucién tnica y que existan varios arboles de minimo
coste.

1 1
AR 7
0 3 3 0 ———— 3
N .

Figura 1.2: Arboles de minimo coste.

Estas definiciones, aunque no abarcan toda la terminologia de la teoria de grafos, nos aportan un
punto de origen para abordar los problemas que se presentan a continuacién. Como hemos observado
previamente, los datos de partida siempre consistirdn en un conjunto de nodos y arcos que conforman
un grafo completo con pesos, siendo el objetivo construir un arbol de expansién de minimo coste a
partir del mismo. Estos detalles especificos se concretaran en funcién del tipo de problema que se
presente, si bien en esta seccién, nos centraremos en los problemas de darboles de coste minimo.
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1.2. Algoritmos para el calculo del arbol de coste minimo

La literatura sobre los problemas de drbol de minimo coste comienzan con la definicién de algorit-
mos para su construccion.

A menudo, los pesos de los arcos son identificados como costes debido la gran variedad de problemas
en los que se modela esta situacién. Por esta razon, se emplea el significado de arbol de expansién de
coste minimo o arbol de coste minimo. En lo sucesivo se trataran ambos términos de manera equiva-
lente.

El objetivo, dado un grafo no dirigido y completo, radica en la buisqueda de un arbol que una
todos los nodos y que la suma del peso de los arcos sea inferior o igual a la suma del peso de los
arcos que forman cualquier otro arbol de expansién presente en el grafo. A través de los afnos, se han
planteado numerosos algoritmos de biisqueda, si bien nos centraremos en aquellos tres mas extendidos
y utilizados. Estos son: el algoritmo de Prim, el de Kruskal y el de Boruvka.

1.2.1. Algoritmo de Prim

Debido a su sencilla implementacién, el algoritmo de Prim es ampliamente utilizado en la teoria de
grafos y en la optimizacion de redes. Este algoritmo fue desarrollado en 1930 por el matematico checo
Vojtéch Jarnik, ahora bien, no seria hasta 1957 que se publicaria de manera independiente a manos
del matematico e ingeniero informético Robert C. Prim, mientras trabajaba en la Bell Telephone La-
boratories. En aquel momento, la compafiia estaba interesada en encontrar soluciones eficientes para
la construccién de redes telefénicas y, en particular, en la bisqueda de un drbol de expansién minimo
para una red de lineas de comunicacién. Prim disené el algoritmo para esta finalidad y posteriormente
lo publicé en un articulo titulado “Shortest Connection Networks and Some Generalizations”.

El planteamiento, que Prim propone para resolver el problema, radica en la idea de conectar los
nodos consecutivamente hasta alcanzarlos a todos. Contando con un grafo no dirigido, comenzamos a
partir de un nodo escogido como punto de partida y proseguimos seleccionando en cada etapa el arco
de menor coste (en caso de arcos con mismo coste, se elige de manera aleatoria) para unir el nodo del
arbol con aquel que atin no esta incluido. Tras su vinculacién, repetimos el proceso hasta incorporar
todos los nodos y tener un arbol de expansién cuyo coste serd minimo.

El algoritmo de Prim (1957) se elabora a través de las siguientes etapas:
Iniciamos con S° = {0} y GY(C) = 0.
= Etapa 1: Tomamos el arco (0, %) de forma que cp; = mij{[l{coj}. Si existen varios arcos que cumplen
je
esta condicién, se escoge uno. Ahora, S* = {0,i} y G*(C) = {(0,1)}.

= Etapa p+1: Dados SP C Ny y GP(C), se selecciona el arco (i,j) con j € SP e i € Ny \ SP

de forma que ¢;; = min {cix}. Si existen varios arcos que cumplen esta condicién, se
€SP, keNo\SP

selecciona uno. Ahora, SP*! = SP U {i} y GPT1(C) = GP(C) U {(4,5)}

El proceso es completado en n etapas y se denota G™ al drbol obtenido a través del algoritmo de
Prim.

Ejemplo 1.2. Ejemplo de ejecucién del algoritmo de Prim.
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Grafo Inicial Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
1
5 12/ \5
20
3 0 3
4
C LA
2
Figura 1.3: Etapas del algoritmo de Prim
Con mayor detalle, se presenta el procecimiento de las etapas:
S0 ={0}y G°(C) =10
= Etapa 1
coi = g%f]{[l{COj} = min{co1, co2, co} = min{co1}
St ={0,1} y G1(C) = {(0, 1)}
= Etapa 2
Cij = g glelgo\y{qk} = e un o = min{coz, co3, c12, c13} = min{cia}
5?2 ={0,1,2} y G*(C) = {(0,1),(1,2)}
= Etapa 3
Cij = leSQ,rI?EHJ\l/o\W{clk} = le{ofgl}f}kew} ¢ = min{coz, co3, €13, C23} = min{ci3}

5% ={0,1,2,3} = No y G*(C) = {(0,1),(1,2),(1,3)}

Obtenemos,de esta forma, un mt, formado por la adherencia de los arcos (0,1) — (1,2) — (1, 3).
m(No,C) = co1 + c12 + 13 = 12+ 4+ 5 = 21. En este caso en particular, podemos comprobar que
existe un tnico mt, sin embargo, podria no darse esta situacién (como se observa en el ejemplo 1.2).

1.2.2. Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal para encontrar un arbol de expansién de minimo coste fue propuesto por
el matemdtico estadounidense Joseph Kruskal en 1956.

Tanto el algoritmo de Prim como el de Kruskal se utilizaron por primera vez en la décadada de
1950 para la construccién de redes telefénicas, y desde entonces se han empleado en una gran variedad

de aplicaciones, como en el diseno de redes de ordenadores y en la optimizacién de rutas de transporte.

La idea detras del algoritmo radica en la construcciéon de un arbol mediante la incorporaciéon pro-
gresiva de arcos con el menor coste sin fomar ciclos.

Formalmente el algoritmo de Kruskal (1956) se define como:

Empezamos con A°(C) = {(,5)|i,j € No,i # j} y G°(C) = 0.
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= Etapa 1: Sea (i,j) € A°(C) un arco de forma que ¢;; = ] eAU(C){ Cl}-

Si existen varios arcos que cumplen esta condicién, se selecciona uno.
Tenemos que (i'(C), 5'(C)) = (i, 5), AH(C) = A%(C) \ {(i.)} y G (C) = {(i*(C), 5 (C))}.
= Etapa p—|—1 Definidos los conjuntos A?(C) y GP(C), sea (i,j) € AP(C') un arco de forma que
i = (K, l)eAp {Ckl}
Si existen varios arcos que cumplen esta condicién, se selecciona uno. Ahora, SP™ = SP U {i} y

GPTH(C) = GP(C)U{(i,7)}. Existen dos posibilidades:

1. GP(C)U{(i,7)} contiene un ciclo. Ir al principio de la Etapa p+1 con AP(C) = AP(CH\{(¢,5)}
y GP(C) igual.

2. GP(C)U{(i, j)} no tiene ciclos. Establecemos (i?*1(C), j771(C)) = (i, j), APT1(C) = AP(C)\
{(G,5)}, y GPTHC) = GP(C) U{(@PTH(C), 771 (C))}. Ir a la etapa p+2

El proceso es completado en n etapas. Conduce a un érbol G"(C), el cual puede no ser tnico.

Ejemplo 1.3. Ejemplo de ejecucién del algoritmo de Kruskal (Grafo del ejemplo 1.3).

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
1
AR
20
0 3
4
14\ /8

2

Figura 1.4: Etapas del algoritmo de Kruskal

Anélogamente, se incorpora el procecimiento de las etapas:

A= {(07 1),(0,2),(0,3),(1,2),(1,3), (2’3)} y GO(C) =0

= Etapa 1
Cij = @ k)er { 1} = min{cio}
ANC) = A(C )\{(1»2)} GH(C) ={(1,2)}
= Etapa 2
Cij = (z,k)ng%(C){Clk} = min{ci3}

A%(C) = A°(0)\ {(1,2),(1,3)} G*(C) = {(1,2)(1,3)}
= Etapa 3 La seleccién del arco (2,3) formaria un ciclo por lo que se descarta.

Cij = “ k)eAO(C){Clk} = min{cp1 }

A% =A%)\ {(0,1),(1,2), (1,3)} y G*(C) = {(0,1),(1,2), (1,3)}
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Obtenemos asi, un mt, formado por la consecucién de los arcos (0,1) — (1,2) — (1,3). m(No,C) =
001+612+613 =12+4+5=21.

A diferencia del algoritmo de Prim, cuya formacién parte de un vértice seleccionado y establece el
arbol de expansién minima sobre el mismo, el algortimo de Kruskal construye el drbol de expansién
minima a partir de las aristas de menor peso del grafo.

1.2.3. Algoritmo de Boruvka

El algoritmo de Boruvka fue propuesto por el matemadtico checo Otakar Boruvka en 1926 para
encontrar la ruta mads eficiente de una red eléctrica. A pesar de que fuera descubierto en varias oca-
siones de manera independiente con posterioridad, se le atribuye el fundamento de ser el primero en
modelizar este tipo de problemas, asi como de formular un algoritmo para su resolucién.

La principal diferencia de este algoritmo frente a los anteriormente descritos, es que el algoritmo
de Boruvka hace uso de una aproximacién distinta centrada en la conexién de componentes. En con-
secuencia, una componente conexa es un arbol de G en el que todos lo nodos estdn conectados entre
si por un camino.

La idea es obtener un arbol anadiendo secuencialmente, para cada componente conexa, el arco con
menor peso que una esta componente conectada con otras componentes vinculadas en atencién a la no
formacion de ciclos.

Definicién 1.7 Dado un grafo G € G, S C Ny es una componente coneza inducida por G si se
satisface:

= Para cada i,j € S, existe un camino en G de i a j.
m Siie S yje Ng\S, entonces i y j no estin conectados en G.

Formalmente, dado un grafo G, P(Ny, G) es la fragmentacién de Ny en componentes conexas in-
ducida por G. Denotamos por S; la componente conexa a la que pertenece el jugador i.

A continuacién, se exponen las distintas etapas del algoritmo de Boruvka (1926):

Comenzamos con G = (), por lo tanto, P(No, G) = {{i}ien, }

= Etapa 1: Para cada i € P(Ny, G), sea j; tal que ¢;;, = min Cik }-
( ) ! (kGNo\{i}){ J

En caso de que haya varios arcos (i, j;) atendiendo esta condicién, se selecciona uno sin crear
ciclos. Tenemos que G = U {(4,4:)}

1€ No
Existen dos posibles casos:

1. P(Np, G) = Ny. El algoritmo se termina y tenemos un mt en nuestro grafo G.
2. P(No,G) # Ny. Ir a la etapa p+1.

= Etapa p+1: Para cada S € P(Ny, G), sea j; tal que ¢;;, = min Cri .
pa p (No, G) J q j (kGNO\S{Z_}){ ki)

En caso de que haya varios arcos (i, j;) atendiendo esta condicién, se selecciona uno sin crear

iclos. T G=GU U i 3i) 1)
ciclos. Tenemos que (SeP(Ng,G){(Z’j )})
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Tras alcanzar este procedimiento, regresamos a los dos posibles casos. En el supuesto de que
P(Ny,G) # Ny ir a la etapa p+2

Este proceso es completado en un niimero finito de etapas. El algoritmo conduce a un arbol, el cual
puede no ser unico.

Ejemplo 1.4. Ejemplo de ejecucién del algoritmo de Boruvka (Grafo del ejemplo 1.3).

. Etapa 1
Grafo Inicial Etapa 1

1 G =0y P(Ny,G) = {{i}ien, }

12 < 7 _
TN " et
0 20

@) min {Clk} = C12

3 (k€No\{i})

4 7
o min {ecok} =co1
14 /8 (keNo\{i})
2 © oty ok ) = e

Figura 1.5: Etapas del algoritmo de Boruvka

Contemplamos a partir de este ejemplo que G = _GLJJV {(i,7:)} = {(0,1),(1,2),(1,3)}.
i€No

Ya que P(Ny, G) = Ny, en la etapa 1 obtenemos un mt para el grafo G.

1.3. Cooperacion en arboles 6ptimos

En el supuesto de drboles de coste minimo se asume que los agentes, que se identifican con nodos
de un grafo, construyen un mt; ahora bien, una vez se obtiene este, aparece una cuestion igual de
relevante, repartir entre ellos el coste de alguna determinada manera.

Pese a todo, debemos anadir que si tomamos en consideracion situaciones reales que encajan en el
marco de los mcstp, el reparto de costes sigue distintos planteamientos en la teoria de juegos. Por un
lado estéa el punto de vista no cooperativo, donde los agentes actiian independientemente, sin establecer
acuerdos vinculantes. Bergantinos y Lorenzo (2004) reflexionan el supuesto de que cada agente tome
sus decisiones por separado, lo que provoca que la necesidad del bien proporcionado por el proveedor
(la fuente) sea diferente. En consecuencia, el agente i puede beneficiarse del hecho de saber que la co-
nexién es extremadamente importante para j. Es por ello que el agente ¢ podria conectarse a través de
7, ya que este se conectara a la fuente con toda seguridad, acogiéndose a un menor coste. Por otro lado,
en el punto de vista cooperativo, se asume que los agentes se pondran de acuerdo a la hora de construir
el arbol de minimo coste y se buscaran soluciones de reparto de dicho coste global. Muchos problemas
de investigacién operativa se han tratado desde el punto de vista de la teoria de juegos cooperativos,
como son los problemas de transporte o inventario (Meca et al 2003). Dentro del presente estudio, nos
ocuparemos de este segundo enfoque.

Conociendo esto, en circunstancias como las que acabamos de considerar en donde tenemos varios
agentes conectados a una fuente, se considera necesario ahondar en la definicién de una serie de concep-
tos relacionados para entender la via en la que han de dividirse los costes entre los agentes implicados.

Los juegos cooperativos son aquellos en los que se consideran situaciones en las que participan un
conjunto de individuos con capacidad para alcanzar acuerdos vinculantes para asi, lograr un beneficio
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en comun. Del mismo modo, nos centraremos en aquellos juegos con utilidad transferible (abreviado,
TU por sus siglas en inglés) en donde se asume que los costes generados por cualquier coalicién se
pueden repartir de cualquier forma entre sus miembros.

Definicién 1.8. Un juego cooperativo de utilidad transferible, es un par (N,v), donde:
= N={1,2,...,n} es un conjunto de jugadores.

= v es la funcidn caracteristica, que asocia a cada coalicion S C N un nimero real v(S), que
representa el valor de la coalicion S. Se considera que v : 2N — R y que v(()) = 0.

Por consiguiente, hay dos posibles formas de definir las reglas de asignacién en los mestp. Por un
lado esta el planteamiento directo por el cual, a través de algoritmos como los que se presentaron con
anterioridad, se determina el coste atribuido entre los agentes. Por otro lado, esta la posibilidad de
adoptar un planteamiento indirecto mediante los juegos cooperativos. Este ultimo enfoque se basa en
la asociacién de un juego TU (N,v) con un mestp (Ng, C), en el que se calcula su reparto de acuerdo
a las reglas ya conocidas dentro de la literatura de los juegos cooperativos.

A continuacion, se describen los juegos cooperativos méas importantes en la literatura de mestp.
Juego pesimista

Se conoce como juego pesimista aquel juego TU presentado por Bird (1976), segin el cual cada
coalicién S C N pagaria su coste minimo de conexién asumiendo que los agentes que no figuran en la
coaliciéon no participan.

Definicién 1.9. Dado un problema de drboles de minimo coste (Ny, C), el juego pesimista asociado
es un par (N,v¢) tal que

'Uc(S) = m(So, C)

El enfoque pesimista hace referencia a la suposicién de que los agentes N \ S no cooperan, por lo
que condiciona que sus nodos no estén disponibles para su conexién a la fuente.

Juego optimista

Alternativamente, se puede adoptar un criterio optimista. Bergantinos y Vidal-Puga (2007a) aso-
cian a cada mestp un juego TU donde el coste de cada coaliciéon S C N se obtiene asumiendo que
aquellos agentes que no pertenecen a la coalicién, ya estan conectados a la fuente. Ademas, la conexién
a través de ellos es posible sin inducir en un coste adicional.

Definicién 1.10. Dado un problema de drboles de minimo coste (Ny,C), el juego optimista aso-
ctado es un par (N,v%) tal que

v3(8) = m (Sp, CHN)

con ;N\ = cij para todos los agentes i, € S y CI)(N\S) =

¥ min ¢;; para todo i € S .

JE(N\S)o

Juego monétono

Por otra parte, Bird (1976) analiza otro tipo de criterio en el que se permite vincular libremente a
los miembros de la coalicién S junto con otros agentes de fuera de la coalicién, asumiendo los gastos
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de dichas conexiones ajenas a la coalicién, con el objetivo de minimizar el coste por el que se conectan
a la fuente. (Se ahondard este criterio en el préximo capitulo.)

Definicién 1.11. Dado un problema de drboles de minimo coste (Ny, C), el juego mondtono aso-
ciado es un par (N,v%) tal que

v (S) =m (Ty,Cr): SCTCN

donde m (Ty, Cr) denota el coste minimo de conexion de un drbol de expansion para un (Ty, C).

Dado un mestp (Ng, C), se pueden asociar dos juegos adicionales utilizando su forma irreducible:
(N;UC*) y (N7U8’*)

Forma irreducible

La forma irreducible de un mestp (No, C) se identifica como un grafo minimal (No, C*) = (No, C?)
asociado a un 4rbol de minimo coste t. Bird (1976) define al grafo minimal (Ng, C?) como aquel que se
obtiene reduciendo el coste de un arco (4, j) al méximo coste del arco que hay en el tinico camino de ¢,
que une los dos nodos del arco (i, j). Cabe destacar que la forma irreducible, si bien se calcula a través
de un mt, no depende del mismo. En consecuencia se denota como C*. (Véase Aarts and Driessen,
1993 para profundizar en las comprobaciones)

Por lo tanto, la forma irreducible (Ny, C*) tiene la propiedad de que si se reduce el coste de un
arco, el coste minimo de conexién de todos los agentes a la fuente también se reduce. Por anadidura,
Bergantinos y Vidal-Puga (2005) prueban que (Ng, C*) es irreducible si y sélo si existe solo un mt en
(Ng, C*) que satisface las siguientes dos condiciones:

1. Se encuentra un arbol de coste minimo donde los agentes estdn en linea, empezando por el nodo
fuente ¢ = {(ip—1,1p);—; donde ig =0

2. Dado ip,i4 € No, p < g, entonces ¢; ;, = prgrag{q{ci"*li’”}

Ejemplo 1.5. Obtencién de los distintos tipos de juegos asociados al problema del ejemplo 1.3.

Coalicion  vc(S) v&(S) wve-(S) v&.(9)

Arbol de minimo coste Forma Trreducible {1} 12 4 12 4
) {2} 14 4 12 4

17 Q (3} 20 5 12 5

0 20 T 3 {1,2} 16 9 16 9
1h A (1,3} 17 9 17 9

2 (2,3} 22 9 17 9

(N} 21 21 21 21

Figura 1.6: Coaliciones del juego pesimista, optimista y su forma irreducible.
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Como podemos constatar a través de este ejemplo, en el caso de un juego pesimista, el valor de una
coalicion se reduce al mejor valor que puedan lograr por si mismos. En cambio, en los juegos optimistas,
los agentes estan dispuestos a colaborar entre si. Es decir, pueden conectarse mediante integrantes de
su coalicion o de manera directa, asi como por aquellos agentes restantes, dado que se asume su previa
conexion a la fuente.

1.4. Reglas de reparto

Como ya se ha mencionado, una de las cuestiones mas estudiadas en la literatura sobre los mcstp
es conocer de qué manera se puede repartir el coste del arbol minimo. Para ello se considera pertinente
profundizar en la definicién de reglas de asignacién de costes.

Definicién 1.12. Una regla de asignacion de costes es una funcion ¥ que asigna a cada problema
de drboles de coste minimo (Ny,C), el vector (Ny,C) € RN tal que:

> 1i(No, C) = m(No, C)

iEN

donde 1;(Ny, C) es el coste asociado al agente i y m(No,C) es el coste minimo de conexion de los
agentes a la fuente, es decir, el vector proporcionado por la regla es eficiente.

De esta forma, dado un problema de drboles de expansién (Ny, C), la regla de asignacién indica el
coste atribuido de los agentes en N. Nétese que la fuente 0 no es un agente activo y por lo tanto, no
soporta ninguna parte del coste. Con ello, existen numerosas reglas propuestas en la literatura relativa
a los problemas de arboles de minimo coste. Se presentan a continuacion aquellas reglas més conocidas:

1.4.1. Regla de Bird

El procedimiento seguido por Bird (1976) para la norma de imputacién de costes se fundamenta en
el algoritmo de Prim. Los agentes se conectan a la fuente en base a las etapas de este algoritmo (descrito
en el apartado 1.2.1.), y cada agente paga su correspondiente coste de conexién al predecesor inmediato.

Definicién 1.13. Dado un problema de drboles de minimo coste (No,C), la regla de Bird para la
astgnacion de costes:

BZ(N(),C) = Cia(i) Vie N
donde (i) es el primer agente en el camino que une el agente i a la fuente en el drbol de minimo coste.

La regla de Bird se concreta con respecto a un arbol especifico, asumiendo el coste de aquel arco
que le conecta, directa o indirectamente, a la fuente.

Ejemplo 1.6. Asignacién de costes asociado al mestp siguiendo la regla de Bird del ejemplo 1.3.
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Btapa 1 Regla de Bird

Bl(N(),C) = Co1 — 12

12/ \5 By(Ny,C) =cia =4
20
AN

3 B3(No,C) =c13 =5
4/
8 o B(No,C) = (12,4,5)

Figura 1.7: Reparto de asignacién de costes segin la regla de Bird

Cabe senalar que esto no define una regla si C' da lugar a mas de un mt. No obstante, cuando C'
no induce a un dnico mt, Dutta y Kar (2004) vuelven a recurrir a la regla de Bird para cada mcstp
derivado de C'. Tomando posteriormente, una combinacién convexa de las asignaciones correspondien-
tes a cada mest como regla.

Definicién 1.14. Dado un problema de drboles de minimo coste (No,C) con dos o mds mt.
Sea Iy el conjunto de los posibles drdenes sobre N, y dado m € Iy, se define B™(Ny,C) como la
asignacion obtenida cuando se aplica el algoritmo de Prim sobre (No,C) y la asignacion se resuelve
seleccionando el primer agente dado por w. Asi pues:

P™(No,C) = ﬁ Z B™(No, C)

welln

Ejemplo 1.7. Asignacién de costes asociado al mcstp siguiendo la regla de Bird para méas de un
mest (Tomamos el grafo del ejemplo ejemplo 1.2).

Grafo Inicial

(1,2,3) — (5.3,2)

= (0D, (12, (13) (13.2) — (5,32
2= (0,2),(1,2),1,3) &3 =652
(2,3,1) — (3,5,2)

(3,1,2) — (5,3,2)

(3,2,1) — (3,5,2)

Figura 1.8: Reparto de asignacién de costes segun la regla de Bird para varios mcst

Siendo el reparto correspondiente:

1
P™(Ny,C) = & > B(No,C) = (4,4,2)
melln
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1.4.2. Regla de Dutta-Kar

Otra regla de reparto en problemas de drboles de minimo coste es la regla de Dutta-Kar. B. Dutta y
A. Kar (2004) partieron una vez més del algoritmo de Prim para conectar secuencialmente los agentes
a la fuente. Si bien, a través de esta regla, se distribuyen los costes de manera que cada agente se
conecta escogiendo el minimo coste entre lo que le corresponderia y su secuencia inmediata.

Definicién 1.15. FEl algorimo de Dutta-Kar procede del siguiente modo:
Dado A° = {0}, G®=10,t"=0
» Paso 1: Seleccionamos el par ordenado (a',b') tal que:

(a',b') = argmin ¢
(,5)EA® X AQ

Denotamos A, al complementario de una coalicion A C N, es decir, A. = N \ A.
Definimos t* = max(t°, co1 1), A = A°U{b'}, G' = GO U {(a’,b")}.

s Paso k: Definimos el par ordenado

(a®,b%) = argmin  ¢;;.
(i) €A1 AL

Definimos t* = mazx(t* 1, coryr), AF = AF=LU {b*}, GF = GF~1 U {(a*,b")}.
Determinamos que DKyi—1 (N, C) = min(t* =1, corpe).
El algoritmo termina cuando k = |N| = n, luego DKy (Ny, C) = t"

Por consiguiente, el coste que asignamos al agente b*~! se determina a través del minimo entre el
coste de las conexiones establecidas (t*71), y el coste de la conexién en el paso k, es decir, cqrps-

Ejemplo 1.8. Asignacién de costes asociado al mcstp siguiendo la regla de Dutta-Kar del ejemplo
1.8.

Grafo Inicial

0 12 5 9
12 0 4 5
¢= 14 4 0 8
20 5 8 0

Figura 1.9: Representacion de un mcstp para la asignacion de costes segtn la regla de Dutta-Kar

Procedemos con t° =0 y A% = {0}.
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Etapa 1: Tenemos (a!,b') = (0,1), t! = ¢y = 12, A = {0, 1}.

Etapa 2: Seguidamente (a?,b?) = (1,2), DK; = min(t!,c12) = 4, t* = méax{tl, cjp} = 12
A% ={0,1,2}.

Etapa 3: A continuacién tenemos (a®, %) = (1,3), DKy = min(t?, c13) = 5, t3 = max{t?,c13} = 12
A3 =1{0,1,2,3).

Puesto que A® = Ny, DK3 = t3 = 12, el algoritmo finaliza con una asignacién de DK (Ny,C) =
(4,5,12).

A través de este ejemplo, podemos contrastar que no es necesario que a un nodo se le atribuya el
coste de su arista anterior o sucesiva. En este caso, el agente 2 paga el coste de (a®,b%) = (1, 3).

Andlogamente, Dutta y Kar (2004) proponen una definicién alternativa de la regla para el caso en
el que hay multiplicidad de arboles de minimo coste. En este caso, se consideran las permutaciones
m € IIy como procedimiento de desempate ante aristas del mismo coste.

Definicién 1.16. Dado un problema de minimo coste arbitrario (Ny,C), se denomina como
DK™ (No,C) a la asignacion de costes obtenida del algoritmo anterior empleando las permutacio-
nes de m € Iy como medidas de prioridad para desempatar aquellas aristas con el mismo coste. Por
tanto:

1

> DK™(Ny,C)

welln

Ejemplo 1.9. Asignacién de costes asociado al mcstp siguiendo la regla de Dutta-Kar para maés
de un mt (Tomamos el grafo del ejemplo ejemplo 1.2).

Grafo Inicial m DK™ (N, C)
(1,2,3) — (2,5,3)

L1 =1{(0,1),(1,2),(1,3)} (1,3,2) — (2,5,3)

£={(0.2),(1,2), (1,3 *LY 235

(2,3,1) — (2,3,5)

(3,1,2) — (2,5,3)

(3,2,1) — (2,3,5)

Figura 1.10: Reparto de asignacion de costes segun la regla de Dutta-Kar para multiples mcst

Como este problema de drboles de expansién presenta dos mit, para obtener DK (Ng,C), debe-
mos calcular DK™ (Ny, C) para cada una de las ordenaciones de m € ITy. Tomamos como ejemplo
7 = (2,1,3) que se corresponde con t? y procedemos con el algoritmo:

Tenemos que t° =0y A° = {0}.

Etapa 1: Proccedemos con (al,b) = (0,2), t! = oo = 5, Al = {0,2}.
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Etapa 2: Seguidamente (a?,b?) = (1,2), DKy = min(tl,c12) = 3, 2 = max{t!,c1o} = 5
A% =1{0,1,2).

Etapa 3: A continuacién, tenemos (a®,b%) = (1,3), DK; = min(t2, ¢13) = 2, t3 = max{t?,c13} = 5
A3 =10,1,2,3).

Puesto que A® = Ny, DK3 = t3 = 5, el algoritmo finaliza con una asignacién de DK™ (Ny, C) =
(2,3,5). Este proceso se repite para todas las ordenaciones de m, disponiendo de los resultados en la
precedente tabla.

Siendo el reparto correspondiente:

1
DK (No,C) = ¢ > DK™(No,C) = (2,4,4)
welln

Como podemos comprobar, el reparto de costes no es igual al que se obtuvo al aplicar la regla de Bird
con el mismo ejemplo. Se obtiene una solucién diferente a pesar de que, en ambos repartos, los agen-
tes se incorporan mediante el algoritmo de Prim. No obstante, en la regla de Dutta-Kar, los agentes
conectados previamente, pueden aprovecharse de los posibles intercambios en los costes asignados en
cada etapa.

De esta manera comprobamos que los agentes que se conectan primero a la fuente pueden presentar
un reparto de costes mucho mas favorable. El agente 1 presenta una diferencia sustancial en cuanto al
coste que se le asigna ya que en la regla de Bird es el vector (12,4,5), mientras que aplicando la regla
de Dutta-Kar, se aplica una asignacién de (4, 5,12).

1.4.3. Regla Folk

La ultima de las reglas de asignacién de costes estudiada en esta seccion es la regla Folk. Intro-
ducida independientemente por Feltkamp et al. (1994) bajo el nombre de la regla de ERO (Equal
Remaining Obligation), y presentada también bajo otras definiciones alternativas por Bergantifios y
Vidal-Puga (2007b). Posteriormente, Bergantinos y Lorenzo-Freire (2008) fundamentan que la regla
Folk para mcstp coincide con la regla de ERO.

Debido a la gran variedad de formas de calcular esta regla, se considera pertinente centrarse en
aquellas mas estudiadas en la literatura: por un lado a partir del algoritmo de Kruskal y por otro
basado en los juegos cooperativos. En esta dltima, Bergantinos y Vidal-Puga (2007a) demuestran que
se puede obtener como el valor de Shapley del juego optimista o del irreducible.

El valor de Shapley es una medida de distribucién en teoria de juegos en el que se reparte, de
manera equitativa, los costes entre los agentes que se encuentran en la coalicién S. Shapley (1953)
introduce un concepto en el que, llegado un nuevo jugador ¢, podemos medir cudl es la aportacién de
este jugador a la coalicidn, lo que se conoce como su contribucién marginal: v(S U ) — v(S).

En concreto, el valor de shapley hace uso de dichas contribuciones marginales para cuantificar
qué importancia tiene cada jugador para la cooperacién global y por lo tanto qué asignacion deberia
recibir. Para determinar estas contribuciones, se contemplan todas las permutaciones posibles de los
jugadores, evaluandose el beneficio que produce cada jugador si se integra o no en la coalicién.
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Definicién 1.16. Dado un juego TU (N,v) se define al valor de Shapley, para todo i € N, y siendo
Pre(i,m) el conjunto de elementos de N que preceden a i en el orden 7, como:

Shi(N,v) = ﬁ S [o(Pre(i, ) U{i}) — v(Pre(i, )]

welln

Definicién 1.17. Dado un problema de drboles de minimo coste, la regla Folk para la asignacion
de costes se define como:

Folk(Ny,C) = Sh(N,vg) = Sh(N,vex)

Donde (N, vg) es el juego optimista asociado al problema, y (N, vc+) se corresponde con el juego
pesimista asociado a su forma irreducible.

Valor de Shapley del juego optimista

Dado que el valor de shapley es la media de las contribuciones marginales, podemos obtener la
regla Folk calculando estas asignaciones a través del juego optimista vg para cada posible orden.

Ejemplo 1.10. Célculo de la regla Folk mediante el valor de Shapley del juego optimista. (Toma-
mos el ejemplo 1.6).

Para su resolucién, mostramos los grafos con respecto a cada una de las posibles coaliciones del
ejemplo 1.6 adecuandose al juego optimista calculado previamente.

Figura 1.11: Juego optimista para cada coalicion.

A continuacion, se procede a calcular las contribuciones marginales para calcular el valor de Shapley
y asi, obtener la regla Folk para este juego.

Folk(Ny,C) = (6.83,6.83,7.3)
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Orden Jugador 1 Jugador 2 Jugador 3
(1,2,3) ve({1}) =4 ve({1,2}) —vg({1}) =5 vg(N) —vz({1,2}) = 12
(1,3,2) ve({1}) =4 ve(N) —ve({1,3}) =12 vz({1,3}) —vz({1}) =5
(2,1,3) vz({1,2}) —vz({2}) =5 ve({2}) =4 ve(N) —vg({1,2}) =12
(2,3,1)  vg(N) —ve({2,3}) =12 ve({2)) =4 ve({2,3}) —va({2}) =5
(3,1,2) we({1,3) —va (8D =4 va (V) —e({1,3) = 12 we({3}) =5
(3:2,1)  vg(N) —ve({2,3}) =12 vz({2,3}) —vz({3}) =4 ve({3}) =5
Media £ £ g

Valor de Shapley para el juego pesimista del problema irreducible.

Anélogamente, podemos calcular la regla Folk a través del valor de Shapley con el juego pesimista
asociado a su forma irreducible de uno de los drboles de minimo coste.

Ejemplo 1.11. Célculo de la regla Folk mediante el valor de Shapley del juego pesimista. (Toma-
mos el ejemplo 1.6).

La forma irreducible asociada al mcstp del juego pesimista, calculada previamente, se descompone
en las posibles coaliciones mostradas:

S ={1} S ={2} S = {3} S={1,2}
1
12 5 12 b 12/
0 12 0 12 3 0 12
4 4 ,
12\ 5 12 5 12\
2 2
S ={2,3} S ={N}
1
12 5 12/ V
12 20
0 3
3 1 0 1 3
12 5 12\ /5 14\ /8
2 2

Figura 1.12: Juego pesimista de la forma irreducible para cada coalicion.

A continuacién, se procede con el célculo de las contribuciones marginales, de forma que se obtiene
el siguiente reparto, segtin la regla Folk:

Folk(Ny,C) = (6.83,6.83,7.3)
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Orden  Jugador 1  Jugador 2  Jugador 3

Arbol de minimo
coste

Forma Irreducible

(1,2,3) 12 4 5
1 (1,3,2) 12 4 5

12 5
/ \ (2,1,3) 4 12 5

12

0 7 3 (2 3,1) 4 12 5
N4 RN ! 12
2 (3,2,1) 4 5 12
Media % % 4Ts4

La dificultad que presentan los métodos anteriormente mencionados radica en la complejidad del
calculo del valor de Shapley al aumentar el nimero de jugadores. Es por ello que resulta pertinente
obtener la regla Folk por otras vias, es decir, recurriendo al uso de los algoritmos de obtencién de
arboles de minimo coste.

Regla Folk a través del algoritmo de Kruskal

Este procedimiento, propuesto por Feltkamp et al (1994) aplica las etapas del algoritmo de Kruskal
para el reparto de costes. En principio, cada agente parte con unas obligaciones de pago asociadas de
una unidad cuando la red estd vacia, es decir, los agentes no estan conectados. Segiin Tijs et al. (2006)
en cada etapa del algoritmo, se reparte el coste del arco construido entre los agentes que se benefician
del mismo. Este reparto se hace de acuerdo a las funciones de obligaciéon que asignan a cada coalicién
S un vector O(S) € R? tal que:

= Si la coalicién contiene a la fuente, O;(S) = 0 para todo i € S.
= Si la coalicién no contiene a la fuente, O;(S) > 0y ademds ), ¢ O;(S5) = 1.

= Por otro lado, la obligaciéon de un agente decrece a medida que la coalicién a la que pertenece
aumenta, es decir, cuando i € S C T, O;(S) > O;(T).

En cada etapa del algoritmo de Kruskal, el coste del arco escogido (iP,jP) se reparte entre los
agentes que se aprovechan de esta unién. Cada uno de estos agentes paga la diferencia entre su obli-
gacion antes de anadir el arco a la red y después de anadirlo. Ademas, una vez que los agentes estan
conectados a la fuente, no presentan ninguna obligacién .

Definicién 1.18. La regla Folk a través de las etapas del algoritmo de Kruskal se define como:
Folk;(Ny,C Zczw ((SP7Y(i)) — O:(SP(i))] Vi e N

Siendo SP(i) la componente conexa a la que pertenece el agente i en la etapa p y O;(S) la funcidn de
obligacion para todo i € S C Ny

,0¢ S
) - 151>
0i(5) { 0, cuando 0 € S
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Ejemplo 1.12. Célculo de la regla Folk mediante el algoritmo de Kruskal . (Tomamos el ejemplo
1.4 en donde se ha aplicado el algoritmo de Kruskal).

Etapa 1: Como se muestra en la Figura 1.13, se afiade la arista (1,2) y los agentes 1 y 2 son igual
de responsables de su coste. Por tanto, el coste en la etapa 1 es 4 - (%, 0).

1
2

Etapa 2: Se afiade la arista (1,3). La contruccién de este arco beneficia también al agente 2, por lo
que se distribuye el coste proporcional al estar unido con el agente 1, es decir, (%) entre ambos agentes
y resto (%) al agente 3. Por tanto, el coste en la etapa 2 es 5 - (%, %, %)

Etapa 3: En la dltima etapa, se finaliza con el arco (0, 1) cuya construccién beneficia a los agentes
2 y 3, por lo que también se reparto el coste del arco entre los agentes (%) Por consiguiente, el coste

en la etapa 3 es 12 - (%, %, %)
Grafo Inicial Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
1 1
NN
3 0 3
4 4
2 2

Figura 1.13: Etapas del algoritmo de Kruskal para el calculo de la regla Folk

Etapas ‘ Arcos ‘ Jugador 1 ‘ Jugador 2 ‘ Jugador 3

Etapa 1 | (1,2) | 4(0:({1}) — (O1({1,2})) | 4(0:({1})) - (O:({1,2})) 0

Etapa 2 | (1,3) | 5(0:({1,2})) = (O1({N})) | 5(01({1,2})) = (O:1({N})) | 5(0:({3})) — (O1({N}))

Btapa 2 | (0,1) | 12(0:1({N})) = (O1({No})) | 12(01({N})) = (O:1({No})) | 12(O:1({N})) = (O1({No}))

11 112 111 PO
Folk(Ny,C) = 4- (57 5,o) +5. (6’ & §> +12- (5, 3 g) = (6.83,6.83,7.3)

Tras la aplicacion de las tres reglas de reparto expuestas en el presente estudio, se concluye que
pueden dar lugar a diferentes repartos de costes. Para el caso de las reglas de reparto de Bird y de
Dutta-Kar se ha tratado de extender el algoritmo para ocuparse de aquellos problemas con més de un
arbol de minimo coste.

Es razonable considerar que los agentes de un determinado juego, con capacidad para alcanzar
acuerdos vinculantes satisfagan, ademéas de la eficiencia, los principios de racionalidad coalicional e
individual, siendo estos los criterios de la definicién del ntcleo.

El ntcleo de un juego en el problema clasico hace referencia a aquellas asignaciones de coste
x = (x1,x9,...,%,) en las que ninguna coalicién puede proponer una alternativa en la que todos sus
miembros mejoren su situacion. Asi pues, las condiciones que permiten determinar si una asignacién
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pertenece al ntcleo se dan si:

core(N,v) = {m eRN: Zwi =o(N)y Zazl <w(S),VS C N}

iEN €S

Un reparto es estable cuando pertenece al ntcleo, por lo que su composicién dependerd del tipo de
juego que estemos empleando en cada momento. De igual forma, en el caso de los arboles de minimo
coste, el nucleo de los juegos optimista, pesimista, mondtono e irreducible es no vacio ya que es posible
encontrar un reparto estable del coste del 4rbol minimo entre los agentes. (Véase Granot y Huberman
1981 para su demostracion.)

Sin el pretexto de ahondar en los fundamentos de las distintas propiedades, se procede a presentar
un par de ellas:

Definicién de propiedades 1.1. Dado una regla de reparto de costes v, se satisface la propiedad
de seleccion del nicleo, si para un mcstp (No, C) y toda coalicion S C N tenemos:

> (S0, C) < m(So, C)

i€EN

Esto indica que no existe una coalicién en una posicion més beneficiosa para formar su propia red,
en lugar de soportar los costes correspondientes asignados en la regla de reparto.

Tanto la regla de Bird, como la regla expuesta por Dutta-Kar satisfacen esta propiedad. (Véase
Dutta y Kar 2004 para profundizar en las demostraciones). Asimismo la regla Folk también la satisface.
(Véase Bergantinos y Vidal-Puga 2007b para su demostracién).

Definicién de propiedades 1.2. Diremos que una tegla de reparto de costes ¥, satisface la
propiedad de monotonicidad del coste, si para todo par de mestp (Ny, C) y (No,C") para los que se
verifica C < C" con arreglo a it € N, j € Ng y por lo demds cx = ¢}, tenemos que :

Z%(No; C) < ¥i(No, C")

iEN

Esta propiedad contribuye a que los agentes no se encuentren en una posicién mas ventajosa en el
caso que varie el coste de conexién con respecto al agente ¢, manteniéndose las deméas conexiones, con
respecto a la cantidad a pagar que la regla le asigna. Es decir, impide que si algiin coste se incrementa,
ningin agente pueda pagar menos de lo que pagaba antes.

En relacién a las reglas de reparto expuestas, Bird no satisface esta ultima propiedad, mientras que
la regla de Dutta-Kar y Regla Folk a través del algoritmo de Kruskal, si que presenta monotonicidad
de costes. (Véase Dutta y Kar 2004 para profundizar en las demostraciones).



Capitulo 2

Arboles de expansion optimos
multicriterio

Los problemas de arboles de expansién de minimo coste analizan las situaciones en las que agentes
o individuos, ubicados en lugares diferentes, quieren conectarse a la fuente para obtener un bien o
un servicio. En el capitulo anterior, se pone de manifiesto los distintos métodos de conexién de los
agentes a la fuente, de manera que el coste de dicha red es minimo (véase Boruvka 1926; Kruskal
1956; Prim 1957, entre otros). El reparto de los costes, una vez que se conoce el arbol de expansién de
coste minimo, fue un tema también tratado en donde se analizaron diferentes métodos propuestos en
la literatura, como es el caso de: la regla de Bird (Bird 1976); regla de Dutta-Kar (Dutta y Kar 2004);
regla Folk (Feltkamp et al. 1994, Bergantifios y Vidal-Puga 2007, entre otros).

Una vez planteados estos conceptos, se aborda una situacién mas realista en la que se considera
varios atributos que definen la red de conexién, establecidos dentro de los problemas multicriterio de
arbol de coste minimo. Para la elaboracion de este capitulo se ha realizado una revisién del trabajo de
(Ferndndez et al. 2003), en donde el coste de los arcos, en lugar de ntimeros, son vectores.

El trabajo realizado por Ferndndez et al. (2003), se fundamenta en los problemas de arbol de
expansién de coste minimo (mestp). Si bien estos juegos son el resultado de analizar la asignacién de
costes de un arbol de expansién entre los agentes del grafo, sin contar con la particiapcién del nodo
fuente en el reparto, las situaciones en las que el coste asociado a una arista es un vector en vez de un
ndmero, requieren de un mayor analisis.

2.1. Introduccion

A la hora de trabajar con problemas de optimizacién, los modelos de investigacién operativa cons-
tituyen la base por la que varios decisores analizan la manera de actuar de forma 6ptima. Por ello, si
queremos contemplar situaciones més verosimiles, se considera pertinente estudiar el problema de arbo-
les de expansion donde ademas del coste, los arcos pueden llevar asociadas otras magnitudes de interés.

Para contextualizar esta situacién, tomemos el ejemplo proporcionado por Majumder et al. (2022),
en el que se considera una empresa de transporte, la cual pretende conectar las principales ciudades
de un pais. La empresa debe planificar un horario que minimice los costes de los servicios asi como el
tiempo estimado del desplazamiento. Estos atributos, los cuales puede suceder que tengan una natu-
raleza conflictiva entre ellos, se consideran criterios de un problema multicriterio de minimo coste.

21
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Ferndndez et al. (2002) destacan la teoria de juegos cooperativos con valores vectoriales, como
forma realista de modelar este tipo de problemas. La gran mayoria de las veces, se debe considerar
simultdneamente varios criterios que no se pueden modelar de forma aislada, es decir, estudiar ca-
da atributo por separado puede conducir a situaciones no resolutivas. De ahi que se trate de buscar
soluciones que sean buenas conjuntamente para todos los escenarios en los que pueda plantearse el
problema.

Definiciéon 2.1. Dado un problema de drbol de expansion multicriterio con un grafo completo
(No, E), donde No = N U{0}, siendo N el conjunto de agentes y 0 la fuente. E es el conjunto de arcos
y asociado a cada (i,7) € E hay un coste vectorail € = (e),e3,...,e;)) asociado al arco (ij) € E.

Supongamos que existe un coste multicriterio asociado a un grafo que debe distribuirse entre los
agentes del mismo. Esta situacion se puede formular como un juego con N jugadores y una funcién
caracteristica que asocia a cada coalicién S, un conjunto v(S) que representa el coste minimo de
Pareto de construir una red de suministro entre los agentes de S a partir de la fuente 0.

En particular, puede suceder que en un conjunto v(,S) con varios valores, no haya un caso en el que
uno esté dominado por el otro.

Del mismo modo, en el célculo de v(S) se suman los costes de conexién pudiendo hacer uso de
las ubicaciones de fuera de S. Es por ello que, como es el caso de los juegos mondtonos, se puedan
utilizar nodos que estén fuera del conjunto seleccionado. (Nétese la diferencia con el juego optimista
mencionado previamente ya que en este caso, el agente se hace cargo del coste total de formar el camino
hasta la fuente.)

Definicion 2.2. Un problema de drbol de expansion de minimo coste de Pareto, asociado a un
grafo G = (Ny, E), es un par (N,v) donde N es el conjunto de agentes y v es la funcion caracteristica.
Ey,, representa el conjunto de arcos del drbol de expansion (ts,), que contiene So =S U{0} y v —min
denota la minimizacion de Pareto. Definida como:

1. v(0)=0

2. Para cada coalicion no vacia S C N
v(S)=v—min > ¥

tso (iaj)eEtsO

En el contexto de juegos cooperativos, la minimizaciéon de Pareto implica buscar soluciones que re-
duzcan los desequilibrios y minimicen los perjucios para los agentes, sin que ninguno de ellos empeore
en comparacion con la situacién actual. Se considera conveniente mostrar un ejemplo en donde el coste
asociado a la arista sea un vector, calculando asi, el problema de arbol de expansién de coste minimo
de Pareto.

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente G = (Ny, E) donde N = {1,2,3} y E el conjunto de
aristas.

Nétese que el arbol de expansién resultante tg, contiene a los agentes de Sy pese a que puede con-
tener nodos adicionales. En v(3) es (7> ya que el arbol de expansién minimo de Pareto, que contiene
los nodos 0 y 3 es el arbol inducido por los arcos (0,2) y (2,3). A diferencia del caso optimista, se debe

2
pagar todos los costes de los arcos que lo conectan a la fuente, por ello se produce la suma de (3> y (2) .
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Grafo Inicial

Coalicion, {1} 2} {31 {1,2} {1,3} 12,3} (N}

o {OF G G G} AG.GF (G} {6).())

Figura 2.1: Coaliciones del juego de arbol de expansiéon multicriterio.

2.1.1. Concepto de nicleo

Tras un mecstp multicriterio, la cuestién sigue recayendo en cémo repartir justamente un vector que
esté contenido en v(N). Denotamos este vector como 2V € v(N).

En el caso de los juegos TU con un conjuntos de valores, una asignacién consiste en una matriz
X € R¥*". La columna X* = (z%, 5, ... ,2t)! constituye los pagos o costes del i-ésimo jugador para
cada criterio, mientras que la fila X; = (le-,:z:?, . ,x?) representa los pagos de cada jugador por un
mismo criterio. La suma X = Yics X' es el coste total obtenido por la coalicién S.

Definicién 2.3. La matriz X es una asignacion del juego (N,v) si XN =3, X* € v(N). De-
notamos el conjunto de asignaciones de un juego como I*(N,v).

Ademas de la eficiencia, se considera necesario establecer los conceptos de nicleo para problemas
de arboles de minimo coste multicriterio.

Ante una situacién de mcstp multicriterio, comprobaremos que v(S), en algunos casos, presenta
diferentes alternativas, por lo que en funcién de la importancia que se le atribuya a cada una de las
opciones, se determinaran distintos tipos de nicleo del juego. Nos centraremos en el nicleo de pre-
ferencia y el nicleo de dominancia.

Niicleo de preferencia

Es razonable suponer que una coalicién sélo aceptard una asignaciéon de pagos si los costes atribui-
dos a esa coalicién , son menores o iguales que todos los costes que estan en su conjunto caracteristico.
En consecuencia, los costes asignados no deben superar los costes que la coalicién puede garantizar
por su cuenta, sin colaborar con otros agentes.

Definicién 2.4. Se define como nicleo de preferencia de un juego (N,v), al conjunto de asigna-
ciones X € I*(N,v) tal que X° < v(S) VS C N. Denotamos este conjunto como C(N,v;<).
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Con el objetivo de establecer una condicién necesaria y suficiente para que el niicleo de preferencia
sea no vacio, se considera un vector Z € R¥, no necesariamente en v(V), siendo k el niimero de criterios
que se estudian, y los juegos k escalares que se procede a definir.

Definicién 2.5. Un juego escalar I-componente (I = 1,2,...,k) vinculado a Z, es un par (N,vf)
donde N es el conjunto de agentes y vf es la funcion caracteristica definida como:

1. vf(0) =0

2. Para cada coalicion no vacia S C N
vP(S)=min Y e/
s §j€E:
donde Ey, es el conjunto de arcos de un drbol de minimo coste (tg) en el grafo Gg = (So, Es),
con Sy = S U{0}.

3. vf(N) =7

Se observa que para cada coaliciéon S, el trabajar con componentes k escalares nos permite sim-
plificar este tipo de problemas en donde la funcién caracteristica denota un conjunto de vectores. En
consecuencia, si la asignacién X del juego (N, v), verifica que X < v(S), entonces X < 2*(9), siendo
2*(S) = (vi(S),v3(S),...,vi(S)) un vector escalar k-dimensional del problema planteado. Andloga-
mente, si X° < 2*(9) entonces X*° < v(S). Como ya se ha mencionado, en Fernandez et al. (2003) se
demuestra esta condicién de reciprocidad.

Nitcleo de dominancia

La imposicién de coaliciones en las que sélo se acepten asignaciones con un coste menor o igual,
elemento a elemento, a todos los vectores de su conjunto caracteristico es una situacién demasiado
fuerte (como es el caso del niicleo de preferencia). Se supone, por tanto, una condicién menos restric-
tiva en la que las coaliciones S acepten una asignacién que no necesariamente sea superior en todas
las componentes de su conjunto caracteristico v(S).

Definicién 2.6. Se define como nicleo de dominancia de un juego (N,v), al conjunto de asigna-
ciones X € I*(N,v) tal que X° # v(S) VS C N. Denotamos este conjunto como C(N,v; #).

En el caso de este niicleo de dominancia, no se aprecia esta misma relacion de reciprocidad a través
de los juegos escalares [-componente.

2.2. Reparto de costes multicriterio mediante juegos coopera-
tivos

Una de las posibles reglas de asignacién de costes podria ser la ya mencionada por Bird (1976), en la
que asignamos a cada agente, el vector de la arista incidente del inico camino que lo conecta a la fuente.

Ejemplo 2.2. Situacién con més de un drbol de expansién de coste minimo de Pareto. (Tomamos
el ejemplo 2.1).
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0 <§> 3 0 3
LI

Figura 2.2: Arboles de coste minimo de Pareto

En el ejemplo empleado anteriormente, se obtienen dos arboles de expansién de minimo coste de
Pareto asociados al grafo G para la coalicén total N.

El primero se corresponde con el pago (3) € v(N), y el segundo atiende al pago (;) € v(N).

A través del juego escalar l-componente (N, va), [l =1,2, dado por:

Coalicion {1} {2} {3} {1,2} {1,3} {2,3} {N}
vi(s) 2 2 2 4 4 2 4

i (S) 4 3 7 5 7 7 9

podemos verificar que el vector zV = (4,9)! puede ser repartido entre los agentes por medio de
asignaciones en el ntcleo de preferencia.

Una de las distribuciones que pueden ser obtenidas aplicando la regla de Bird, para uno de los
arboles asociados al grafo G, (4,9)" € v(N) es la matriz X € C(N,v; <), la cual pertenece al niicleo
de preferencia. Siendo:

Por otro lado, el vector 2V = (7,8)! € v(N) no se puede dividir mediante una asignacién que
pertenezca al ntcleo de preferencia a través de la regla de Bird X’ ¢ C(N,v; <). En el caso expuesto,
la coalicién {2,3} dispondria de un gasto asociado de X’{23} = (5,6)%, por tanto no se verifica que
X123} < 0({2,3}), siendo v({2,3}) = (2, 7)".

Paralelamente, como se demuestra en Ferndndez et al. (2002), la regla de asignacién de costes de
Bird es una asignacién del nicleo de dominancia. Por lo que el vector (7,8)" € v(IV), a pesar de no ser
divido entre los agentes por una asignacién que perteneciera al nicleo de preferencia, X' € C(N,v; 2)
es un elemento del nicleo de dominancia. Siendo:

,_223)
X‘(233
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La adopcion de los juegos cooperativos en la distribucién de costes es un tema ampliamente estu-
diado en donde el terreno multicriterio induce a considerar los repartos de manera que se aborde la
totalidad de los componentes. Ahora bien, la extensién natural de los resultados de la teoria de juegos,
y de ahi la problemética en su reparto, es la de disponer de una estructura decisiva que permita
subsanar esta diferencia entre criterios para su asignacién de costes.

Como hemos podido constatar, la generalizacion en el caso escalar refleja que atender al reparto de
costes elemento a elemento induce a una situacién profundamente restrictiva. Si no se dispone de una
eleccion en los atributos expuestos para los responsables de la toma de decisiones, la solucién obtenida
puede no ser la adecuada. En el proximo capitulo se abordara el estudio de una clase de problemas de
arboles de minimo coste multicriterio en el que se dard preferencia a un atributo frente al otro.



Capitulo 3

Arboles de expansion optimos
multicriterio con variables binarias

Dentro de los drboles de expansién éptimos multicriterio, existen situaciones en la que se presentan
variables dicotémicas. Este tipo de variables sirven para modelar grafos en las que intervienen parame-
tros que pueden contribuir a incluir o excluir ciertos elementos de un problema. Para la elaboracién de
este capitulo se ha realizado una revisién del trabajo de Subiza y Peris (2020), en donde se analiza una
situacion de arbol de expansion multiobjetivo a través de un caso de una red de abastecimiento de agua.

En el ejemplo empleado por Subiza y Peris (2020), el agua debe ser suministrada a un conjunto
de individuos desde la fuente. Estas conexiones tienen asociado un coste, asi como un parametro de
calidad debido a las caracteristicas del terreno en donde se construyen las posibles conexiones. Ante
este contexto, el objetivo radica en la conexién de todos los individuos a la fuente, proporcionando
conexién de alta calidad entre el mayor nimero de agentes, al minimo coste posible.

3.1. Introduccién

Si bien el modelo clasico formulado para arboles de expansién de minimo coste facilita la modeliza-
cién de este nuevo escenario, es imprescindible presentar ciertos conceptos para su entera aclaracion.
A diferencia de los problemas de drboles de minimo coste, en los problemas de drboles de expansiéon
multiobjetivo, as{ como se indicé en el anterior capitulo, los arcos presentan mds de un atributo (coste
de conexidn, costes de mantenimiento, calidad de la conexién, por ejemplo).

Consideremos que cada arista del modelo tiene un coste no negativo y un nivel de calidad, represen-
tado por un valor binario. Una calidad baja constituye un 0, mientras que una calidad alta un 1. Para
cadapari,j € No, i # j, ¢;j € RT y ¢;; = {0,1}, siendo g;; la calidad del arco de A = {(i,7) | 4,5 € N}.

Definicién 3.1. Un problema de drbol de expansion de coste minimo de calidad (qgmestp) es repre-
sentado por (No, C,Q), donde C = (¢;j)ijen, Y Q@ = (Gij)ijeN, son matrices simétricas que equivalen,

respectivamente, al coste y a la calidad de cada conexion en el grafo.

Al igual que en el problema cldsico. vamos a denotar por G, al conjunto de &rboles que conectan
a todos los agentes con la fuente.

27
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Para cualquier arbol de expansion, la calidad que cada agente obtiene depende de todas las cone-
xiones entre los agentes y la fuente, es decir, dado un arbol ¢, si se dispone de un arco con calidad
baja, no sélo el agente vinculado a ese arco tiene una conexion de baja calidad, sino todos los agentes
que dependen de dicho arco para obtener el recurso.

Definicién 3.2. Por cada agente i y dado un drbol de expansion t € GY denotamos la calidad que
el agente i recibe, donde Q*(t) € {0,1}, como:

t(i)—1

Q'(t) = H ek (i)ek+1(d)
k=0

donde {(tk(i),tk+1(i))}2(i)o_l es el dnico camino en t que une al agente i con la fuente.

Asi pues, el objetivo en un arbol de expansién de coste minimo de calidad es establecer un arbol
de expansién con la mayor calidad posible, en la medida en que el mayor nimero de agentes disponen
del recurso con maxima calidad. Y de entre estos arboles, se selecciona el de menor coste.

Definicién 3.3. Un drbol de expansion dptimo de calidad en un gmestp (No, C, Q) es un drbol de
expansion M; € G, siendo m(M;) el coste de My € GY, que satisface:

1. Q(My) > Q(t) Vt € GY
2. m(My;) < m(t) Vt € G, tal que Q(M,) = Q(¢t)

Ejemplo 3.1. Dado un gmestp siendo N = {1, 2, 3}, el par en cada arista denota, respectivamente,
el coste y la calidad de dicha arista.

Grafo Inicial

Figura 3.1: Arbol de expansién de coste minimo de calidad.

A través de este ejemplo podemos observar que sélo el agente 1 recibe una calidad alta directamente
de la fuente, ahora bien el agente 2 puede disponer de alta calidad conectandose con el agente 1, con
tal de que este agente esté ligado a la fuente. Nétese que el clasico mestp puede ser considerado como
un problema multicriterio con variables binarias, considerando una matriz con calidades, todas iguales
a [0]. Los problemas (Ny, C') son equivalentes a (Ng, C, [0]).

3.2. Construcciéon de arboles 6ptimos de maxima calidad

Para la construccién de arboles 6ptimos de méxima calidad se debe considerar la particién en el
conjunto de agentes debido a los requisitos de calidad. Es por ello que aquellos agentes que son capaces
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de recibir alta calidad Q'(t) = 1, en un &rbol de expansién t € GJ' se denotan por N1, mientras que
el resto de los agentes que reciben una baja calidad se denotan por N°.

Definicién 3.4. Se definen los conjuntos de N' y N° como:
N'={i€ N:Q(t) =1 para algtin t € Gj)'}

N% = {i e N:Q'(t) =0 para todo t € G{'}

De esta manera, se expone que la presencia de conexiones de alta calidad entre los agentes de N°
y N no es posible ya que en el caso de que exisitiera una vinculacién de alta calidad, el agente de N
podria disponer de esta conexién, y por lo tanto perteneceria a N'.

3.2.1. Algoritmo de Prim modificado

En base al algoritmo de Prim (1975), anteriormente expuesto, Subiza y Peris (2020) modifican el
método para arboles de expansion de coste minimo de calidad. En esta nueva adaptacién, proporcionar
una alta calidad al mayor nimero de agentes es el fundamento para encontrar el darbol de expansiéon
optimo. La idea general del algoritmo es la siguiente:

= Etapa 1: Se identifican los agentes en N'. Andlogamente los agentes N° = N \ N! también se
definen

= Etapa 2: Se modifican los costes de conexién entre los agentes de Ny de la siguiente forma;

c’--—{ +oosii,j € NFyqij =0
W | ¢; delo contrario

Como podemos observar, esta nueva matriz de costes C’ hace hincapié en los arcos de conexién
con calidad alta, asignando un valor fuera de rango a aquellas conexiones que no cumplen esta
condicién.

= Etapa 3: Se aplica el algoritmo de Prim clasico para encontrar el drbol de expansion de coste
minimo de (Ng, C’|ny), restringido tnicamente a los agentes de Ny con los costes dados de C".

En consecuencia, los agentes de N' estdn conectados a la fuente con calidad alta.

» Etapa 4: El agente de N con menor coste de conexién se vincula a N}. Se repite el proceso
empleando el clésico algoritmo de Prim para conectar los agentes restantes de N°.

En el trabajo de Subiza y Peris (2020), se demuestra que el algoritmo de Prim modificado propor-
ciona un &rbol de expansién éptimo de maxima calidad para cualquier gmestp (Np, C, Q)

Consideremos el ejemplo anterior en el que se presenta un grafo completo con dos variables o
atributos; el coste de conexién y la calidad. Este ltimo se presenta a través de variables binarias,
representando con un 0 una baja calidad, y por un 1, una conexién de calidad alta. A continuacion, se
aplica las etapas del algoritmo de Prim modificado.

Ejemplo 3.2. Ejemplo de ejecucién del algoritmo de Prim modificado. (Tomamos el ejemplo 3.1).
Tal como se obtuvo oN' = {1,2} y oN? = {3}.
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Grafo Inicial Etapa 3 (N570/|N3)

1 1
(20,1) \(30,0) V 30
(6,0) 6
3 0
(% 5
(2,0) (4,0) +o& 4
2 2
Etapa 4 m(M,;) =29 Grafo final
1 1
V Y) (20, 1)/
6
0 3
’ A~T ’ 6.1
+x A (4,0)
2) 2

Figura 3.2: Etapas del algoritmo de Prim modificado.

Para obtener el arbol de expansién 6ptimo de maxima calidad, se comienza conectando los agentes
de N1, siendo el agente 1 aquel que presenta el menor coste efectivo para conectarse a la fuente. Poste-
riormente el agente 2 se conecta al agente 1. Una vez que tenemos todos los agentes de N' conectados
a la fuente, se procede a vincular el agente de N° con el menor coste de conexién a N}, contando con
un coste de m(M;) = 29 y recibiendo una alta calidad los agentes 1y 2.

3.3. Reparto del coste de los arboles de expansién 6ptimos de
maxima calidad

Una vez que se obtiene un arbol de expansion, el desafio vuelve a recaer en el reparto de los costes
entre los agentes. Para ello se debe adaptar la regla de asignacion de costes para cualquier arbol de
expansién 6ptimo de calidad M; € S(Ny).

Definiciéon 3.5. Una regla de asignacion de costes es una funcion 1 que asigna a cada gmestp
(No, C,Q), el vector )(No, C, Q) = (Y1, %2, ...,1n) € RN tal que:

> 1i(No, C, Q) = m(My)
1EN

En este tipo de problemas, la cooperacién entre los agentes sigue siendo necesaria para poder al-
canzar una red eficiente. No obstante, en el presente problema con variables de calidad, los agentes si
que estarian interesados en pagar mas que su coste minimo, si esto les asegura una conexién de calidad.

Es por ello que ahora, la distribucién del coste no sélo depende del coste de las aristas, sino también
de la calidad que estos agentes perciben en el arbol de expansion.
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La optimizacién de la calidad en los arboles de expansién conduce a una modificaciéon en la fun-
cién caracteristica, teniendo en cuenta Unicamente aquellos arboles de expansién que aseguren una
méaxima calidad. Es decir, cuando se tiene una coalicién S, para calcular este tipo de juegos, podemos
emplear las conexiones de los deméds agentes T, que no tienen por qué estar en S, con el fin de mejorar
su calidad. El uso de estas conexiones, asi como se indicé anteriormente, acarrea el pago de las mismas.

Por tanto, de entre todos los posibles arboles que maximizan la calidad, lo que se busca es minimi-
zar su coste.

Definicién 3.6. Dado un gmcestp (No, C,Q), para cada coalicion S C N, la funcidn caracteristica
vq se define como:

v4(5,C, Q) = m(M(To,Clr, Q7)) : SCTCN

donde m(M(To, Clr,Q|T)) indica el minimo coste de conexion de drbol dptimo de calidad.

El nicleo de calidad (g-core) sigue manteniendo los principios cldsicos, en cuanto a que en las
asignaciones del coste obtenido, ningin agente o conjunto de agentes tiene incentivos para interrumpir
o ir por su cuenta, ya que no pueden mejorar en calidad ni reducir su coste.

Definiciéon 3.7. El nicleo de un problema de drbol de expansion de coste minimo de calidad
(No, C,Q), se define como:

g-core(Np, C, Q) = {w e RV : Zwi =vg(N) y Zz/% < ,y(9),VS C N}

ieN €S

Dentro de las propiedades habituales que una solucién en problemas de arbol de expansién de mini-
mo coste debe cumplir (véase Bogomolnaia y Moulin 2010 para monotonicidad del coste y continuidad,
entre otros) debemos introducir una serie de propiedades relativas a los requisitos de calidad. En este
caso, y sin animo de adentrarnos en las propiedades asociadas, se describe aquella mas importante: la
coherencia o consistencia de la calidad (quality consistency en inglés).

La coherencia de calidad es una propiedad que implica que el coste adicional por obtener una maxi-
ma calidad no perjudicard a los agentes que no se beneficien de esta alta calidad. Parece razonable
considerar que aquellos que estén dispuestos a incrementar su coste para obtener una conexién de alta
calidad, se hagan cargo del mismo.

Definicién 3.8. Para cualquier gmestp (No, C, Q), una regla v verifica la coherencia de la calidad
para todo i € N°(Q), si:

¥i(No, C, Q) < 1;(No, C, [0])

A continuacién, se procede a contemplar la regla propuesta por Bird (1976) para este caso multi-
criterio.

Definicién 3.9. Dado un gmestp (No,C,Q), la regla de Bird proporciona un reparto en el que
cada agente paga por el coste de conexion que usa directamente. Para el drbol de expansion optimo de
calidad M, € S(Ny):

B{(No, C, Q) = cing, (i)
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La propuesta de Bird (1976) proporciona una solucién que pertenece al nicleo del juego, tal como
se contempld con los problemas de arboles de expansién multicriterio, asi como en el problema clasico.
No obstante, la solucién obtenida puede incumplir la coherencia de la calidad. Como se muestra
en este nuevo ejemplo, la solucién puede asignar a un agente en Ny un pago superior al que asumiria
en el mestp, aunque obtenga baja calidad.

Ejemplo 3.3. Asignacion de costes asociado al siguiente gmcestp siguiendo la regla de Bird. Dado
N = {1,2,3} y tal como se obtuvo N! = {3} y N* = {1,2}.

Grafo Inicial mestp m(t) = 12 gmestp m(M;) = 14

1 1

Figura 3.3: Reparto de asignacién de costes segin la regla de Bird para un gmestp.

La solucién que presenta la regla de Bird en los mestp es una asignacién BY(Ny, C, {[0]}) = (6,2,4),
mientras que en el problema de calidad BY(Ny, C,Q) = (2,4,8). El agente 3 estd dispuesto a asumir
un coste adicional para obtener una conexién de alta calidad, si bien al agente 2 se le asigna un mayor
pago sin que se vea alterada su calidad de conexién.

3.3.1. Extension de la Regla Folk

A la hora de buscar un reparto de costes con mejores propiedades, la regla Folk vuelve a surgir como
una posible solucién. Subiza y Peris (2020) fundamentan su distribucidn a través de la matriz de costes
irreducible, la cual minimiza los costes de cada arista, sin comprometer la eficiencia global del problema.

Definicién 3.10. Dado un gmestp (Ng,C,Q), la matriz de costes g-irreducible se define como la
matriz mds reducida C*, de tal forma que C* < C y que vy(S,C*, Q) = v,(S,C, Q).

Para la obtencién de la matriz de costes g-irreducible (C*), los autores proporcionan los pasos que
se exponen a continuacién (con el objeto de simplicar las etapas empleadas, el drbol de expansién
obtenido se extrae mediante el algoritmo de Prim modificado):

» Paso 1: Para todo i,j € N&, se identifica la matriz de coste g-irreducible como:

max cpt osig =1
o= { (k,leMtl(i,j)){ } qi,j

1] .
0 de lo contrario

Como podemos observar, My, (i,7) € N} es el tinico camino que conecta los nodos i y j.

» Paso 2: Para todo i, j € N, se identifica la matriz de coste g-irreducible como:

* ’
;= méx  {cm}
(k1M (i.9))

Siendo M, (i, ) € N el tinico camino que conecta i y j.
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= Paso 3: Para todo i € N°, y j € N se identifica la matriz de coste g-irreducible como:

* *

Cij = Cio

Siendo ¢}, el coste de conectar el agente de N con el agente de Ng.

Una vez se construye la matriz de coste g-ireducible (C*), con el proceso expuesto previamente, se
define la regla de reparto ¢-Folk, ejerciendo el valor de Shapley del juego cooperativo (No, C*, Q).

Definicién 3.11. Dado un gmestp (No, C, Q), el reparto de g-Folk distribuye para cadai € N y un

v () = vy(S,C*, Q) la cantidad:

Folk!(Ny, C, Q) = Sh(N,v})

Cabe mencionar que la solucién de ¢-Folk, ademdas de mantener las propiedades de la regla Folk
convencional, satisface la coherencia de calidad. (Véase Subiza y Peris 2020 para las demds propiedades
que cumple, entre otros.)

Como en el ejemplo 3.2 ya se selecciond el arbol de expansion minimo de calidad a través del
algoritmo de Prim modificado etapa por etapa, nos serviremos de estos resultados para calcular el
reparto de los costes con la solucién de ¢-Folk.

Ejemplo 3.4. Aplicacién segin caso practico de la regla ¢-Folk, teniendo en cuenta el ejemplo 3.1.

Matriz g-irreducible del problema de arboles de minimo coste de calidad:

gmestp m(M,;) = 29 Forma

g-irreducible

0 20 0 4
(20 0 5 4
“lo 5 04

4 4 40

Figura 3.4: Matriz de costes g-irreducible del gmestp

A continuacién, a través de la forma g-irreducible (No,C*,Q), se obtiene el juego v; asociado al
problema.

Coalicion {1} {2} {3] (L2} {L3) {2,93} !

v (S) 20 25 4 25 24 2 29

La regla de ¢-Folk, la cual se obtiene mediante el valor Shapley del juego cooperativo definido a lo
largo de los costes irreducibles, para este juego:
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Folk(Ny,C*,Q) = (10, 15,4) para un m(M;) =29

Orden  Jugador 1  Jugador 2  Jugador 3

(1,2,3) 20 5 4
(1,3,2) 20 5 4
(2,1,3) 0 25 4
(2,3,1) 0 25 4
(3,1,2) 20 5 4
(3,2,1) 0 25 4
Media 10 15 4

Después de haber calculado la regla Folk para un problema de arboles de minimo coste de calidad,
se comprueba que el resultado es Folk? = (10, 15,4). Lo que se desprende de los repartos obtenidos
es que los tres jugadores obtienen el reparto mas favorable, maximizando el nimero de agentes que
consiguen méaxima calidad y minimizando su coste. Concretamente, se verifica la selecciéon de aquel
arbol de menor coste entre los que presentan una alta calidad. Si comparamos la asignacién obtenida
para el mestp (sin considerar las restricciones de calidad), Folk = (3.67,3.67,4.67), los agentes que
obtuvieron una alta calidad se reparten el coste adicional. A diferencia de lo que sucedi6 con el reparto
asignado con la regla de Bird, la extension de este problema a través de la soluciéon de Folk, mantiene
las propiedades principales, asi como las extensiones en relacién a los rasgos de calidad.



Capitulo 4

Conclusiones y futuras lineas de
desarrollo

El objetivo del presente estudio se basa en realizar un andlisis de uno de los problemas clasicos de
la investigacién de operaciones. Para ello, se considera pertinente introducir una serie de notaciones
y definiciones para contextualizar los problemas de arboles de minimo coste. De esta manera, se ha
procurado que este estudio sirviera para aquellos lectores, con independencia de sus conocimientos
previos, como manual detallado y sintético de este tipo de problemas.

Tras contextualizar los problemas de drboles de minimo coste, se ha tratado de desarrollar de ma-
nera coherente los diferentes apartados del trabajo, tratando que la explicacién fuese accesible sin que
perdiera su rigurosidad matemaética. A tal efecto, se han incluido grafos tras cada aplicacién practica
de algortimos, reglas de reparto o cédlculos de los juegos cooperativos, con el fin de facilitar su inter-
pretacién.

La parte principal del trabajo se centra en la revisién y presentacion de un enfoque adicional me-
diante la conexién de varios nodos a la fuente a un coste minimo. Se plantea la situacién en la que
haya més de un criterio, como es el caso de los problemas multiobjetivo. En el trabajo de Subiza y
Peris (2020), se afiade un nuevo elemento que indica la calidad de las conexiones en la red, a través
de variables binarias. Se presenta, por tanto, una prolongacién de los problemas de arboles de minimo
coste, en donde se otorga una mayor importancia a la calidad que estos agentes reciben. Asimismo,
Subiza y Peris (2020) proponen una solucién basada en la regla Folk, la cual mantiene las propiedades
clésicas de la seleccion del nicleo; ya que a través de esta regla de reparto, ningtin agente, ni coalicién
de agentes tienen incentivos para salirse de la gran coalicién.

La aplicacion de esta regla ¢-Folk nos aporta una asignacién que asegura que todos los agentes que
puedan disponer de una calidad alta, la obtendran. Ademas, todos los agentes que no se beneficien de
una conexién de alta calidad, no se veran obligados a asumir el coste adicional del arbol de calidad
optima aplicado.

Con respecto a futuras lineas de desarrollo, seria interesante estudiar el caso con valores continuos
de calidad, para lo cual se podria proporcionar otros algoritmos de biisqueda, o bien abordar en detalle
los juegos cooperativos para analizar sus propiedades. Asimismo, podria plantearse, en el ambito de la
programacién ‘R, realizar la implementacién del reparto del coste de los arboles de expansiéon 6ptimos
de maxima calidad, a través de los contenidos descritos en el trabajo.
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