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Resumen

Resumen en espanol

El objetivo de este trabajo es estudiar la aplicacién de la metodologia basada en la correlacién
de distancias a la hora de caracterizar la independencia entre variables en el contexto del Analisis de
Supervivencia.

Comenzamos introduciendo los conceptos més relevantes en Anélisis de Supervivencia y revisan-
do los principales métodos de estimacién de la funciéon de distribucién y la funcién de distribucién
condicionada en presencia de covariables.

A continuacién planteamos el problema més sencillo de deteccién de correlacion y estudiamos las
propiedades del coeficiente de correlacion lineal de Pearson. Una vez establecidas las limitaciones de las
técnicas cléasicas a la hora de identificar relaciones generales de dependencia, introducimos la correlacion
de distancias y sus principales resultados como solucién a dicha problematica. Presentaremos distintos
estimadores de dicha magnitud que nos permitiran definir estadisticos de contraste para testar la
existencia de cualquier tipo de dependencia.

Finalmente extendemos las técnicas y tests anteriores al contexto de datos censurados por la derecha
e ilustramos su implementacion de las herramientas presentadas sobre datos simulados.

English abstract

This work aims to study the application of distance correlation methodology to characterize inde-
pendence in Survival Analysis.

We start by introducing basic concepts of Survival Analysis. Then, we review the most common
methods to estimate the distribution function and conditional distribution function when covariates
are involved.

Next, we pose the problem of correlation detection and study the properties of Pearson’s linear
correlation coefficient. Once we have established the limitations of classic techniques to identify the
existence of general dependency, as a solution we introduce correlation distance and related results.
We pay special attention to its connections with U-statistics theory. Besides its theoretical properties,
we explore the construction of general independence tests based on different empirical estimators of
correlation distance.

Finally, we study how to extend previously presented techniques and tests to right censored data.
To illustrate these methods we simulate several samples and apply all the tools presented throughout
the text.
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Prefacio

El problema de caracterizacién de independencia es crucial a la hora de afrontar el andlisis de
datos en presencia de covariables. Poder confirmar la independencia entre dos variables a menudo nos
permite simplificar los modelos empleados o utilizar técnicas que requieren de esta condicién.

La solucién al problema de caracterizacién de independencia se encuentra en la metodologia de
correlacién distancias. Esta propuesta, planteada por Gabor J. Székely en 2005, aparece definida por
primera vez en Székely y col. (2007) y se encuentra actualmente en plena expansién tanto a nivel
tedrico como aplicado. En particular, vamos a centrarnos en las recientes propuestas de aplicacién de
estas técnicas al Anilisis de Supervivencia.

En el ambito del Analisis de Supervivencia, el objeto de estudio suele ser el tiempo hasta un
determinado evento de interés. El planteamiento més habitual en presencia de covariables es tratar de
determinar si dichas variables o factores de riesgo influyen en cuan pronto observamos dicho evento. La
particularidad de esta disciplina es que lo mas comtin es tener limitaciones en la observacion del tiempo
hasta el evento en la muestra, siendo la mas habitual la censura aleatoria por la derecha. El reto a la
hora de adaptar la novedosa metodologia de correlacion de distancias sera, por tanto, conseguir trabajar
sobre la muestra de observaciones parciales utilizando la mayor cantidad de informacién posible.

El Analisis de Supervivencia cuenta con numerosas aplicaciones a distintas dreas que se podrian
ver beneficiadas por el desarrollo de herramientas para la identificaciéon de independencia. Entre ellas
podemos citar investigaciones y seguimientos del a&mbito biomédico, andlisis de datos genéticos, estu-
dios de riesgo financiero, macroeconémicos o de fiabilidad entre muchos otros. Como ejemplos donde
ya se han comenzado a implementar este tipo de soluciones podemos ver Kong y col. (2012), Hua
y col. (2015), Li y col. (2012) o Edelmann y col. (2021) entre otros.

Asi pues, pasamos a presentar el contenido del trabajo que estd organizado como sigue:

= Capitulo 1: Introduccién al Andlisis de Supervivencia

En este capitulo se presentan las nociones fundamentales de Anélisis de Supervivencia. Comenza-
mos explicando sus principales elementos de interés y las situaciones de censura y truncamiento.
A continuacién presentamos distintos métodos de estimacién de la funcién de distribucién ba-
sados en maxima verosimilitud en el contexto de censura aleatoria por la derecha: los métodos
paramétricos (revisando algunas distribuciones notables) y los no paramétricos (Kaplan-Meier
y Nelson-Aalen). Finalmente introducimos la presencia de covariables y revisamos los principa-
les métodos paramétricos, semiparamétricos y no paramétricos de estimacion de la funcién de
supervivencia condicionada.

= Capitulo 2: Correlaciéon de distancias

Comenzamos este capitulo revisando el caso de la dependencia lineal y las bondades del coeficiente
de correlacién de Pearson. A continuacién introducimos el contraste de independencia en el caso
general y explicamos como se construyen la covarianza de distancias y la correlacién de distancias.
Tras definir dichas magnitudes, presentamos los estadisticos para estimarlas: vemos primero la
propuesta inicial de Székely y col. (2007) para a continuacién explorar la versién insesgada
del estimador. Esto nos conecta con la teoria de los U/-estadisticos que serd la que nos permita
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adaptar estas técnicas al contexto de censura aleatoria por la derecha como veremos en el capitulo
siguiente.

Capitulo 3: Correlacion de distancias en presencia de censura

En este apartado exploraremos la propuesta de Edelmann y col. (2021) para extender los méto-
dos presentados en el capitulo anterior al caso de censura aleatoria por la derecha. Utiliza el
planteamiento de los estadisticos IPCW, que nos permite tomar un U-estadistico ordinario y
adaptarlo al caso de censura aleatoria por la derecha. Aplicaremos este razonamiento sobre la
version insesgada de estimador de la correlacion de distancias vista en el capitulo anterior para
obtener un test de independencia aplicable sobre muestras censuradas por la derecha.

Capitulo 4: Simulaciones

Aplicamos las técnicas anteriores sobre conjuntos de datos simulados para ilustrar su implemen-
tacién explicando como interpretar y utilizar cada propuesta.

Para finalizar en el Capitulo 5 planteamos algunas lineas de trabajo abiertas que esperamos poder
abordar en el futuro.



Capitulo 1

Introduccion al Analisis de
Supervivencia

El Analisis de Supervivencia es una rama de la Estadistica versada en estudiar y hacer inferencia
sobre el tiempo Y transcurrido hasta que sucede un determinado evento de interés. Dependiendo de
la naturaleza de este evento nos encontramos con aplicaciones a distintos ambitos: el evento puede ser
el alta o el fallecimiento de un paciente en estudios biomédicos, el impago de un crédito en trabajos
econdmicos y financieros o el fallo de una méquina en cuestiones relacionadas con la ingenieria. Co-
mo muestra de la diversidad de aplicaciones del Anélisis de Supervivencia puede consultarse Ferger
y col. (2017), donde se revisan aplicaciones al campos de las finanzas, Lépez-Cheda y col. (2018) donde
se presentan extensiones de los modelos cldsicos para tratar datos de cancer de colon o Lépez Mon-
toya (2011), donde se hace una breve revisién del uso del Anédlisis de Supervivencia para predecir la
evolucién de infraestructuras como las redes de suministro de agua.

Debido a la multitud de aplicaciones en &mbitos tan dispares, la variable Y recibe varios nombres
siendo los méas comunes tiempo de fallo o tiempo de supervivencia.

Es evidente que la variable tiempo de fallo Y tal y como la hemos descrito sera necesariamente no
negativa Y > 0. En general su distribucién puede ser tanto continua como discreta (puede interesarnos
saber cuantos dias transcurren hasta que se da el evento por ejemplo). En este trabajo nos centraremos
tinicamente en el caso en que la distribucién de Y es absolutamente continua.

Para estudiar el comportamiento de la variable de interés Y recurriremos, como es habitual, a su
observacién en una muestra aleatoria de la poblacion que queremos estudiar. La principal particularidad
del Analisis de Supervivencia, y lo que marca la diferencia con respecto a otras areas de la Estadistica,
es que la variable de interés Y no es siempre plenamente observable en la muestra. Para algunos
individuos es posible que solo logremos obtener observaciones parciales de Y, con lo que las técnicas
que utilicemos para tratar los datos obtenidos deben ser capaces de tener en cuenta esta limitacién e
integrar la informacion obtenida en estos casos con el resto de informacion extraida de las observaciones
completas. En funciéon de como sean las restricciones a la hora de observar la variable hablaremos de
censura, truncamiento o bien una combinacion de ambos.

El objetivo de esta disciplina es desarrollar herramientas anédlogas a las que se utilizan en el estudio
de variables completas (no censuradas o truncadas) que nos permitan estimar el comportamiento del
tiempo de fallo Y y realizar regresién e inferencia sobre ella.

Comenzaremos presentando las principales funciones de interés en Anilisis de Supervivencia uti-
lizando por simplicidad datos completos. A continuacion se describiran las situaciones de censura y
truncamiento detallando sus peculiaridades para pasar, en la siguiente seccién, a abordar el desarrollo
de técnicas especificas para el Anélisis de Supervivencia en el contexto de censura aleatoria por la
derecha. Los objetivos de estas herramientas son estimar la distribucion del tiempo de fallo, comparar
distribuciones entre distintos grupos y evaluar el efecto de covariables sobre el tiempo de supervivencia.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

En este caso nos interesa especialmente este tltimo aspecto.

Estudiaremos los principales métodos de estimacién de la distribucion basados en maximizar la ve-
rosimilitud aplicando tanto hipétesis paramétricas (veremos las distribuciones notables mds empleadas
en la literatura) como no paramétricas (estimadores de Kaplan-Meier y Breslow). Finalmente tratare-
mos el estudio del tiempo de fallo Y en presencia de covariables, es decir, las técnicas de regresion con
datos censurados. Explicaremos como extender los modelos paramétricos a este contexto, presentare-
mos los modelos semiparamétricos mas utilizados (tiempo de fallo acelerado y riesgos proporcionales
de Cox) y modelos no paramétricos como el estimador de Kaplan-Meier adaptado a la presencia de
covariables.

1.1. Funciones de interés

Es bien conocido que cualquier variable aleatoria, en este caso el tiempo de fallo Y, estda univoca-
mente determinada por su funcién de probabilidad acumulada o funcién de distribucién F':

Fy) =P(Y <y). (L.1)

En Anélisis de Supervivencia a menudo nos interesard conocer la probabilidad de que la variable
supere un cierto valor (por ejemplo la posibilidad de que un individuo sobreviva mds de dos meses
después de una operacién, o que una pieza tarde mds de dos afios en averiarse). Por este motivo se
suele trabajar directamente con la funcién opuesta a la de distribucién, la funcién de supervivencia

Sy) =P >y)=1-F(y), (1.2)

que a la vista de su definicién esta claro que también determina univocamente el comportamiento de
la variable.

Las propiedades de esta funcién también son sencillas de deducir a partir de las de la funcién de
distribucién F' y teniendo en cuenta que Y > 0:

» S(0)=1ylimy, S(y) =0.
» S mondtona decreciente.
= S continua por la derecha.

Las siguientes definiciones son validas tanto en el caso de tiempos de fallo continuos como discre-
tos. Para el desarrollo ulterior inicamente nos centraremos en los casos en los que la distribucién es
absolutamente continua y por ello inicamente presentaremos las férmulas para este caso!.

En el caso de las variables continuas, es bien conocido que ademds de con la funcién de distribucién
se suele trabajar con su derivada, la funcién de densidad?, que describe la probabilidad infinitesimal

de fallo en cada punto del dominio:

_ < B -
fy = EW g Pyt W) —Fly) _ g PO <y+h) —PY <y)
dy h—0 h h—0 3
. Ply<Y <y+h) _
= lim )
h—0 h

Esta magnitud se interpreta como la probabilidad instantanea de que el fallo se produzca en el instante
Y.

Para aligerar la notacién a lo largo de este trabajo identificaremos la probabilidad instantanea
anterior con

fly) =PY =y) (1.4)

1En el caso de variables discretas el papel de la funcién de densidad lo asume la funcién de masa de probabilidad,
para més informacién se puede consultar Iglesias Pérez (2021).
2La funcién de densidad f = F’ est4 bien definida tinicamente si la variable es absolutamente continua.




1.2. CENSURA Y TRUNCAMIENTO 3

donde claramente estamos abusando de la notacién pues al tratarse de una variable continua P(Y =

y) =0.
De la definicién de funcién de supervivencia (1.2) se sigue inmediatamente que:

fly) = _95W) (1.5)

dy
Supongamos ahora que nos estamos centrando en un individuo particular de la muestra. Seria
muy natural que, en cualquier momento del estudio, nos interesase conocer la probabilidad de fallo
para ese individuo en ese instante. Al contrario de lo que pueda parecer, esta informaciéon no nos la
proporciona la probabilidad de fallo instantdneo pues en ese caso no se tiene en cuenta que el individuo
va ha sobrevivido sin experimentar el fallo hasta el instante en cuestién y. La funcién que nos permite
conocer esta informacién para cada instante es la funcion de riesgo o razon de fallo que se define como:

Ply<Y < hlY >

h—0 h (1.6)

y proporciona la probabilidad infinitesimal de fallo en un momento y + h habiendo sobrevivido hasta
Y.

Como para toda magnitud definida instantdneamente, se puede definir también la funcién de riesgo
acumulado o razon de fallo acumulada que no es més que la acumulacién de la probabilidad anterior
hasta el instante de interés:

Aly) = /Oy Auw)du. (1.7)

Existen importantes relaciones entre estas funciones que acabamos de definir. Algunas son obvias
sin mas que observar la definiciéon y otras, bastante directas también, las detallamos a continuacién.

Aplicando la definicién de probabilidad condicionada a la definicién de funcién de riesgo y teniendo
en cuenta que Y sigue una distribucién absolutamente continua:

. Ply<Y<y+hY>y) . Ply<Y<y+hY >y)
)‘(y) = lim = lim
h—0 h h—0 h - P(Y > y) (1 8)
b BSY<y+h) _ fly) _ [ '
P(Y > y) h—0 h Sy=) Sy)

De esta igualdad se siguen facilmente las siguientes sin més que aplicar la relacién vista en (1.5):

Ay) = —In(S(y)), (1.9)
S(y) = e M) = ¢ Jo' As)ds (1.10)

1.2. Censura y truncamiento

Tal y como se ha comentado en la introduccién del capitulo, una situacién muy frecuente en Anélisis
de Supervivencia es aquella en la que existen problemas a la hora de observar la variable tiempo de
fallo o tiempo de supervivencia Y en la muestra. Estos problemas pueden ser fundamentalmente de
dos tipos: censura o truncamiento.

Censura

Se habla de censura cuando de algunas observaciones solo se sabe que han ocurrido dentro de
un intervalo de tiempo determinado mientras que las demads son observadas con exactitud. Este tipo
de restricciones en la informacién accesible estd muy relacionado con el diseno del experimento y
la recogida de datos. Veamos qué tipos de censura hay y como se formalizan de acuerdo con Klein
y Moeschberger (2003).



4 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

En general la presencia de censura consiste en la existencia de una variable C' que interfiere en la
observacién de Y en la muestra. La variable C' no es més que el tiempo que transcurre hasta que se
produce un evento denominado censura que compite con el evento de interés de manera que para cada
individuo o bien observamos C'y ya no podemos observar Y (observacién censurada) o bien observamos
Y y ya no podemos observar C (observacién no censurada). Al tiempo C > 0 lo llamaremos tiempo
de censura.

Considérese una muestra con n individuos en los que el objetivo es observar las realizaciones
de la variable de interés Y. Un tipo de censura muy comin, especialmente en trabajos con datos
longitudinales como puede ser el seguimiento de pacientes, es la censura por la derecha. En esos casos
solo es posible observar el tiempo hasta el evento que se produzca primero: si se produce primero la
censura se habla de observacién censurada y si se produce primero el evento de interés, de observacién
no censurada. Las variables observables serian por tanto las siguientes: el tiempo observado

T =min{C,Y} >0, (1.11)

y el indicador de no censura, que informa de si la observacién es censurada o no

0 si la observacién estéd censurada

d=1IY <0) = (1.12)
1 si se observa el tiempo de fallo.

Por tanto las observaciones que obtendriamos sobre una muestra de tamano n serian los n pares:
{(T3,00) }iea (1.13)

En funcién de como sea la variable censora C' podemos diferenciar distintos tipos de censura por
la derecha: se habla de censura tipo I si el tiempo de censura C' se corresponde con un valor constante
prefijado. Variantes de censura tipo I son aquellas en las que se fijan distintas constantes para distintos
grupos de individuos en la muestra (tipo I progresivo) o, incluso, podria darse el caso en el que cada
individuo tenga su propio tiempo de censura (tipo I generalizado).

Por su parte, en el caso de censura tipo II el estudio continiia hasta que r individuos experimentan
el fallo, siendo r < n un entero fijado de antemano. El tiempo de censura no toma un valor fijo que
podamos conocer previamente, sino que depende de la muestra en cuestion. Nuevamente podriamos fijar
distintos r; para varios subgrupos de la muestra y hablariamos entonces de censura tipo II progresiva.

El caso mas general es el caso de censura aleatoria por la derecha. En él se supone que los individuos
de la muestra experimentan eventos competitivos Y (evento de interés) y C' (censura, cualquier evento
que nos impida observar el tiempo de fallo, puede ser de diversa naturaleza), cada uno de los cudles con
su propio comportamiento desconocido. Es crucial en este caso suponer que la censura es no informativa
0, dicho de otro modo, que las distribuciones de Y y C son independientes.

Denotaremos por G a la funcién de distribucién de la variable tiempo de censura C, por Sg = 1-G
a la correspondiente funcién de supervivencia, por g = G’ a la funcién de densidad, y por H a la funcién
de distribucién conjunta de Y y C. Entonces la condicién de censura independiente se traduce en que

H(y.c) = B(Y <y,C < c) = B(Y < y)P(C < ¢) = F(y) - G(0). (1.14)

Esta condicién es fundamental para todo el desarrollo que presentaremos a continuacién. En los casos
de censura informativa, la funcién de verosimilitud cambia y necesitariamos técnicas méas complejas
para analizar los datos.

Es muy habitual encontrar simultdneamente censura tipo I y censura aleatoria. Por ejemplo, un
estudio sobre el tiempo hasta la muerte por un tipo especifico de céancer posiblemente contemple
censura administrativa (tipo I, el tiempo de seguimiento es limitado y no podremos observar eventos
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posteriores a la fecha de finalizacién del estudio) y censura aleatoria (muerte por otras causas, pérdida
de seguimiento o dropout...). En este caso serfa importante comprobar que, por ejemplo, la censura
por dropout es en efecto independiente del suceso de interés. Podria ser que la evolucién acelerada de
la enfermedad dificultase la permanencia en el estudio y aumentase la probabilidad de censura por
dropout al mismo tiempo que las probabilidades de que se experimente el suceso. En ese caso seria
importante tener presente esta asociacion a la hora de trabajar con los datos.

De forma andloga a la definicién de censura por la derecha se define también la censura por la
izquierda. En este caso solo es observable el tltimo evento, es decir, observaremos un tiempo de fallo
solo cuando el evento de interés se produce después de la censura Y > C'y viceversa. La informacién
observada puede recogerse nuevamente en forma de dos variables, tiempo observado e indicadora de la
censura, definidas como sigue:

T = max{Y,C},

0  si hay censura

iy s (1.15)

1 en caso contrario.

Por tanto la informacién relevante obtenida de una muestra serfa {(7T;, ;) }7 ;.

En caso de que se produzca simultaneamente censura por la derecha y por la izquierda, sigue siendo
posible sintetizar la informacién observada a través de un par de variables (T, x). Se habla entonces de
censura doble. Si denotamos por C* a la variable tiempo de censura por la derecha y CZ a la variable
tiempo de censura por la izquierda, las variables tiempo observado e indicadora de censura se podrian
definir como sigue:

T = max{min{Y, Cf}, C*},

1 si C<T<CEno hay censura,

(1.16)
X=949 0 si T > CF® censura por la derecha,

—1 si T < C* censura por la izquierda.

La informacién obtenida sobre una muestra con n individuos se resumiria en {(7}, x;)}™ ;.

Por tdltimo, cabe notar que tanto la censura por la derecha como por la izquierda son casos par-
ticulares de censura por intervalo, situacion en la que podemos observar el tiempo de fallo exacto
de algunos los individuos mientras que para otros solo sabemos que el evento sucede en un intervalo
especifico. La censura por la derecha e izquierda corresponden a los casos degenerados en los que dicho
intervalo es (—oo, CY) y (C, 00) respectivamente.

A lo largo de todo este documento nos limitaremos a tratar el caso de censura no informativa, es
decir, independiente. En caso de que las distribuciones de C' e Y estuviesen relacionadas se introdu-
cirfa un sesgo en las estimaciones. Habria que desarrollar herramientas especificas para corregir este
problema, no ahondaremos en esta cuestién, para més informacién sobre censura dependendiente se
puede consultar Klein y Moeschberger (2003) o Lawless (2011).

A la hora de estudiar como se extienden las herramientas basadas en correlacién de distancia a
Analisis de Supervivencia en los capitulos siguientes, vamos a restringirnos a la situacién de censura
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aleatoria por la derecha independiente o no informativa. La censura tipo I estaria incluida como caso
particular.

Truncamiento

Hablamos de truncamiento cuando solo son observables aquellos individuos en los que se cumple una
determinada condicién. Para los restantes no disponemos de informacién de ningun tipo, ni siquiera
podemos constatar su existencia (a diferencia de lo que sucede en caso de censura, donde s{ disponemos
de informacién al menos parcial acerca de todos los individuos de la muestra).

Se habla de truncamiento por la izquierda cuando la condicién para que un individuo sea observado
debe ocurrir antes del evento de interés. Es el tipo méas comin de truncamiento. Por ejemplo, en un
estudio sobre enfermedades neurodegenerativas en los que el evento de interés sea la muerte puede
suceder que solo se incluyan aquellos individuos que den muestras de padecer este tipo de problemas
desde que se inicia el estudio. Todos los individuos que hayan sucumbido a la enfermedad antes no
seran incluidos.

En presencia de truncamiento por la derecha, por su parte, solo seran observables individuos para
los que haya tenido lugar el suceso. Por ejemplo en el estudio de enfermedades neurodegenerativas
en el que el evento de interés es la muerte, el diagnéstico para confirmar la enfermedad que padece
cada individuo de la muestra solo puede ser obtenido mediante la autopsia, asi que solo seran incluidos
aquellos individuos para los que el fallo ya haya ocurrido.

Es evidente que ambas situaciones pueden darse simultdneamente y se habla entonces de doble
truncamiento. Este seria el caso de los estudios de enfermedades que requieren confirmaciéon por au-
topsia, como sucede en el trabajo sobre el Alzheimer de Rennert (2018) de donde se han extraido los
ejemplos anteriores, o de estudios en los que el intervalo de incorporaciéon de individuos depende de
caracterfsticas individuales como puede ser el caso de Moreira y Ufia-Alvarez (2010) sobre la edad de
diagnostico de cancer infantil en el norte de Portugal.

1.3. Estimacion de la distribucion

A continuacién estudiaremos distintos estimadores de la funcién de distribucién. Todos ellos pue-
den obtenerse utilizando métodos de méaxima verosimilitud, algunos de ellos imponiendo hipétesis
paramétricas y otros seran estimadores no paramétricos. Comentaremos las principales caracteristicas
de ambos tipos.

En cada caso particularizaremos los estimadores para el que serd nuestro contexto de interés a la
hora de extender las herramientas de correlacion de distancias: la presencia de censura aleatoria por
la derecha.

Las hipétesis de partida que asumiremos en todo momento son:

1. La censura es independiente (no informativa), es decir, las distribuciones de Y y C cumplen la
condicién (1.14) o equivalentemente:

H(y,c) =P(Y <y,C<c)=PY <y)P(C <c)=(1-5())1 - Sa(c)) (1.17)

2. Las distribuciones F' del tiempo de fallo y G de la variable censura son comunes para todos los
individuos de la muestra.

3. Las distribuciones F' y G son absolutamente continuas.

Comenzaremos definiendo la funcién de verosimilitud, que es la base de nuestro procedimiento de
estimacién.
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1.3.1. Funcién de verosimilitud

Dada una muestra de una variable aleatoria de interés, en este caso el tiempo de supervivencia Y, la
verosimilitud indica la probabilidad de observar dicha muestra concreta condicionada a la distribucion
desconocida F'. A la hora de estimar F', escogeremos aquella que haga las muestra observada mas
probable.

Llamamos funcién de verosimilitud a la probabilidad de observar la muestra condicionada a la
funcién de distribucion F':

Ln(F) = Ln(Fly) =P(Y = y|F) =Pr(Y =y), (1.18)

donde estamos denotando por Y a una muestra aleatoria simple de la variable en cuestién e y a
la realizacién concreta de dicha muestra que hayamos observado. Si la muestra es independiente e
idénticamente distribuida la funcién de verosimilitud se puede expresar como:

Lo(F) =]Pr(Y =u). (1.19)
=1

Lo que nos va a interesar a la hora de estimar la funcién de distribucién es maximizar la funcién
anterior sobre F

F= argrﬁggﬁn(F), (1.20)
donde F es en principio todo el conjunto de funciones de distribucién. Este conjunto puede reducirse
asumiendo hipdtesis a priori sobre F. Una forma de hacerlo puede ser asumir una forma paramétrica
concreta, como veremos en la Seccién 1.3.2, pero también se puede obtener un estimador no paramétrico
como haremos en la Seccion 1.3.3.

El primer reto con el que nos encontramos es que, a diferencia de cuando tratamos con datos
completos, en situaciones de censura o truncamiento no vamos a disponer de una muestra aleatoria
simple de observaciones de la variable de interés. Comenzaremos entonces viendo como se particulariza
la funcién de verosimilitud para el caso de censura aleatoria por la derecha.

Censura aleatoria por la derecha

En primer lugar recordemos que, por hipdtesis, estamos asumiendo que las variables Y y C' siguen
sendas distribuciones F'y G absolutamente continuas e independientes, y contamos con una muestra de
observaciones parciales de Y formada por n observaciones independientes e idénticamente distribuidas
del par de variables observadas (7, d) descritas en (1.12).

Por tanto, dada una muestra concreta {(7;,0;)}", si adaptamos la ecuacién (1.19) a nuestra
muestra obtendremos

Lo(F) = [[Br((T.8) = (T1,8) = [[ Be(T = T = ). (1.21)
i=1

i=1

Ahora bien, cada uno de los factores del producto anterior se puede descomponer teniendo en cuenta
que § € {0,1}. Entonces:

Pe(T =T;,0 = §;) = Pe(T =T, 6; = 1)% - Pp(T = Ty,6; = 0)1 = (1.22)
Calculamos las probabilidades conjuntas utilizando las definiciones:
Pr(T=Ti,0=1)=Pp(T'=T,,Y <C)=Pp(Y =T;,Y <C)=Pp(Y =T;,T; < C) (1.23)
y teniendo en cuenta que por hipédtesis de independencia de Y y C tenemos (1.17) nos queda

Pr(Y =T,,T, < C) = Pp(Y = T)Pp(T; < C) = f(T)(1 - G(T)). (1.24)
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Procediendo del mismo modo obtenemos que:

PF(T:TZ,(SZO) :PF(T:T‘Z,Y>C) :PF(C:TZ,Y>T1) ZPF(C:TZ,Y>T1)

=Pr(C=T,)Pr(Y >T,;) =g(T;)(1 — F(T})) (1.25)

Sustituyendo (1.24) y (1.25) en (1.21):

Lo(F)=T[Pr(T=T:,6 =6) = [[IF (@)@ - G@)” - T[lo(T) (1 — FT@))'"".  (1.26)

i=1 =1 i=1

Como lo que nos interesa es estimar la funcién de distribucién de Y, nos bastara trabajar con la
parte de la ecuacién de verosimilitud que depende de F', ya sea de forma directa o a través de la funcién
de densidad (su derivada f = F’). Por tanto vamos a obviar el resto de los términos que no influyen
en la estimacién y a considerar

n

Lo(F) =] £(T)% - (1 - F(T3)% (1.27)

i=1

o equivalentemente, haciendo uso de la hipétesis de continuidad de Y y de la relacién (1.8)

Lo(F) =] MT)% - S(Ty). (1.28)

1.3.2. Estimacién parameétrica

El enfoque paramétrico se basa en fijar como hipdtesis a priori que la funcién de distribucién tiene
una forma especifica que depende de una cantidad finita de pardametros. Formalmente, se dice que la
funcién de distribucién de interés F pertenece a una familia paramétrica

Y ~ F e {Fy}toco (1.29)

donde la tnica incégnita es el valor del pardmetro o pardmetros que denotaremos por 6 € O.

En esta situacién, la estimacién de la funcién de distribuciéon por maxima verosimilitud se reduce
a estimar el pardmetro desconocido con lo que el problema de maximizacién sobre la funcién de
distribucién pasa a ser un problema de maximizacion sobre el valor del pardmetro. En esta situacion,
denotamos por

La(0) = Lo (Fy). (1.30)

Censura por la derecha

Las funciones de verosimilitud (1.27) y (1.8) se pueden reescribir como:

n

:L (1.31)
‘Cn(e) = H /\Q(tz)& S(tz)
i=1
El estimador del parametro se obtendria del siguiente modo:
0 = argméx L, (6). (1.32)

0c©

Este problema es equivalente a maximizar el logaritmo de £, (f) lo que frecuentemente simplifica el
problema en la préctica.
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Este estimador  es asint6ticamente insesgado y consistente bajo hipdtesis de regularidad bastante
generales. En general las estimaciones obtenidas utilizando modelos paramétricos son mas eficientes
que las no paramétricas y presentan mejores propiedades cuando los supuestos del modelo se cumplen.

La principal limitacion de estos métodos es que imponer una forma paramétrica para la funcién
de distribucién es una condicién muy exigente que puede no cumplirse en muchos casos. En particular
si no hay mucha literatura sobre la variable a estudiar habria que aplicar primero tests de bondad
de ajuste que no son sencillos y pueden no funcionar bien. Si se realiza la estimacién suponiendo un
modelo paramétrico concreto y esta hipdtesis resulta ser falsa los resultados no tienen ninguna validez.

Los métodos no paramétricos, en cambio, apenas imponen restricciones a priori sobre la variable
de manera que son de aplicacion mas general. Trabajan casi en exclusiva con la informacién propor-
cionada en la muestra lo que los hace menos eficientes que los andlogos paramétricos (que tienen mds
informacién que utilizar) pero con las mejoras a nivel computacional son plenamente competitivos y
preferibles en aquellos casos en los que no tengamos mucha informacién sobre la variable a estudiar.

Ambos enfoques presentan ventajas y limitaciones, lo importante es saber en qué casos es mads
adecuado cada uno de ellos y combinar su uso para aprovechas sus respectivos puntos fuertes.

Modelos paramétricos notables

Vamos a hacer una breve resefia de las distribuciones continuas méds comunes en Analisis de Super-
vivencia de acuerdo con la seleccién realizada en Iglesias Pérez (2021).

Distribucién Exponencial
La distribucién exponencial de pardmetro 7 se denota Y ~ Exp(v). Su funcién de supervivencia viene
dada por:

S(y) =e Y, (1.33)

y se caracteriza por ser la unica distribucién cuya funcién de riesgo es constante

Ay) =1 (1.34)

Es una distribucién absolutamente continua muy sencilla cuya media y varianza vienen dadas por

1 (1.35)

Var(Y) = ot

sin embargo en la préactica es poco habitual encontrar aplicaciones en las que el riesgo se mantenga
constante a lo largo del tiempo.

Distribucién Weibull
La distribucién Weibull Y ~ Weibull(a, ) generaliza a la distribucién exponencial. Se caracteriza
por el pardmetro de forma o € R y el pardmetro de tasa (rate) v > 0. Su funcién de supervivencia
tiene la siguiente forma:

S(y) = e W7, (1.36)
Su media y varianza vienen dadas por las siguientes expresiones:
1 1
E(Y)=-T (1 + ) ,
~y @
(1.37)

Var(Y) :% [r <1+Z> —I? <1+;>] :

donde I' es la funcién gamma de Euler.
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La correspondiente funcién de riesgo es
Ay) = ay*y* " (1.38)

Esta distribucién es muy utilizada porque permite modelizar tanto situaciones en las que el riesgo
crece de forma monétona (« > 1) como situaciones en las que el riesgo decrece de forma mondtona
(a < 1). El caso o = 1 se corresponde con el caso de la exponencial W (1,v) = Exp(y).

Distribucién log-normal
A la hora de aplicar métodos estadisticos generales, lo méas habitual cuando hay que establecer hipétesis
paramétricas es trabajar con la distribucién normal. En el caso del Andlisis de Supervivencia esto no
es adecuado ya que la variable de interés Y es no negativa. Esto nos permite, sin embargo, extender
el dominio también a los valores negativos aplicando una transformacién logaritmica, obteniendo asi
una variable que ya podemos modelizar con una distribucién normal.

Una variable Y que cumple que

In(Y) ~ N(u,0), >0 (1.39)
se dice que sigue una distribuciéon log-normal
Y ~ LN(u,o0). (1.40)

Sus funciones de distribucién, supervivencia y riesgo se obtienen a partir de las de la normal
X ~ N(u,0) sin més que tener en cuenta que Y se obtiene como transformacién monétona de X

Y =eX, X ~N(uo). (1.41)

Distribucién log-logistica
La distribucién log-logistica obedece a un planteamiento similar a la log-normal solo que en este caso

log(Y) ~ L(p, 0), (1.42)
donde L(u, o) es la distribucién logistica con funcién de supervivencia dada por
1

r—p "

S(z) = ———
(z) =

(1.43)

En tal caso se dice que el tiempo de supervivencia Y sigue una distribucién log-logistica y se denota
por
Y ~ LL(u,0). (1.44)

Modelos de localizacién escala
Cualquiera de las distribuciones anteriores (exponencial, Weibull, log-logistica y log-normal) admiten
una expresion equivalente de la siguiente forma:

In(Y) = p+ oe, (1.45)

donde p es el pardmetro de localizacion, o el parametro de escala y ¢ el error aleatorio que sigue una
distribucién
= Valor extremo (extreme value distribution) en el caso en el que Y ~ Weibull(«, 7). La exponencial
seria el caso con o = 1.
= Normal estdndar en el caso de Y ~ LN (u,0).

= Logistica en el caso en el que Y ~ LL(u,0).

Veremos que esta formulacion es particularmente 1til en el caso de los modelos de tiempo de fallo
acelerado (AFT).
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1.3.3. Estimacién no paramétrica

Los métodos de estimacion no paramétricos trabajan con hipétesis muy poco restrictivas y se
basan sobre todo en la informacién proporcionada por la muestra. Esto los convierte en métodos muy
generales y flexibles.

Al depender tanto de la muestra sus resultados estaran supeditados al tamano muestral n, algo que
también sucede en los métodos de estimacién paramétricos pero se acentia en este caso. En general,
cuanto més grande sea la muestra mas fiables serdn los resultados obtenidos.

En el caso de la estimacién de la funcién de distribuciéon con datos completos, el estimador no
paramétrico por excelencia es la funcién de distribucién empirica, que se construye a partir de una
muestra aleatoria simple {Y;}? ; de la variable de interés del siguiente modo

n n
F)y=)1Yi<t) < S{t)=> IY;>1), (1.46)
i=1 i=1
es decir, estima la probabilidad de que la variable sea menor que un determinado valor por la proporcién
de observaciones de la muestra menores que dicho valor.

En presencia de censura o truncamiento este estimador no es consistente ya que ignora el hecho de
que las observaciones son parciales o de que estdn condicionadas al cumplimiento de una determinada
condicion.

Veremos como se realiza la estimacion de la distribucién en este contexto. En general en Anélisis de
Supervivencia estos problemas se plantean como problemas de estimacion de la funcién de supervivencia
S =1— F ya que su interpretacién suele ser mas 1til en las aplicaciones.

Censura aleatoria por la derecha

En los casos de censura aleatoria por la derecha la funciéon de distribucién empirica en general
infraestima el tiempo de supervivencia. El estimador no paramétrico por excelencia de la funcién de
supervivencia en estos casos es el estimador de Kaplan-Meier que pasamos a definir.

Estimador de Kaplan-Meier

Consideremos la muestra {7}, 0;}!" ; ordenada en funcién de los tiempos observados:
T <Tp, <..<T,.

Denotemos por d; a la cantidad de fallos que tienen lugar en el instante T; y por n; a la cantidad de
individuos a riesgo en T; (individuos que no han experimentado fallo ni censura antes de T;).
El estimador de Kaplan-Meier se define como sigue

Sy =T —h. (1.47)
T; <t
donde
h; = —, (1.48)
y podemos interpretar h; como la estimacion de la razén de fallo A(T;).

Si consideramos que no existe la posibilidad de empate en los tiempos observados, una suposicién
muy razonable en nuestro caso®, entonces T} < T < ... < T, v el estimador anterior se expresaria

como sigue
N n—1

T:;<t

3 A nivel tedrico, por tratarse Y y C de variables absolutamente continuas e independientes, la probabilidad de empate
es cero.
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El estimador de Kaplan-Meier se puede obtener como estimador de méxima verosimilitud no pa-
ramétrico de la funcién de riesgo, pero también utilizando el método del producto (motivo por el que
también se le llama estimador limite-producto), el método de Efron o un método basado en procesos
empiricos.

Para ver las demostraciones en detalle se puede recurrir a Kaplan y Meier (1958). Un esbozo de
dichas pruebas acompanado de ejemplos se puede encontrar en Iglesias Pérez (2021).

Para entender de manera intuitiva qué es lo que hace este estimador vamos a explicar el razona-
miento detrds del método de deduccién de Efron. Dada la muestra ordenada en funcién de T

(Th,61), (T2,02), ..., (Th, 0n) (1.50)

partimos de la situacién que tendriamos en el caso de datos completos. En ese caso asignariamos la
misma probabilidad % a cada una de las observaciones de la muestra y estimariamos la funcién de
distribucién como hemos visto en (1.46).

En nuestro caso mantendremos esta asignacién de pesos hasta encontrarnos con la primera obser-
vacién censurada T;. De acuerdo con la definicién de censura aleatoria por la derecha en (1.12), que
una observacién esté censurada significa que lo Unico que sabemos sobre el tiempo de fallo para ese
individuo es que es estrictamente mayor al tiempo observado. Seria 16gico por tanto repartir el peso %
correspondiente al tiempo de fallo del j-ésimo individuo a partes iguales entre todos los posibles valores
que puede tomar: T' > T}. Sin embargo, recordemos que solo se asigna probabilidad a los valores de las
variables observados en la muestra, con lo que repartiremos el peso % entre los tiempos de la muestra
mayores estrictamente? que 7Tj, que como la muestra estd ordenada sersn: {T%}k>;. Estos tiempos
observados T}, pasaran a tener una probabilidad asignada de

1, 1/n 1, 1n 1, 1
n o #{ke{l,.,n}k>3} n k—j n nlk—7)

(1.51)

Procederemos del mismo modo cada vez que nos encontremos una observacién censurada.

En resumen, el estimador de Kaplan-Meier asigna probabilidad dnicamente a los tiempos de fallo
de la muestra pero para asignar dichas probabilidades utiliza la informacién que le proporcionan los
tiempos de censura.

Este estimador tiene un problema de definiciéon cuando el mayor tiempo observado en la muestra
es un tiempo de censura. En ese caso la probabilidad acumulada en dicha observacién no se puede
asignar (porque no hay ningin tiempo de fallo posterior) con lo que la funcién S no llega a valer 0 y
no es estrictamente hablando una funcién de supervivencia. Existen varias maneras de solucionar este
problema pero la més sencilla es imponer que la iltima observacién sea no censurada.

El estimador de Kaplan-Meier es asintéticamente normal con media la verdadera funcion de super-
vivencia S(t). Debido a su sencillez es el estimador més establecido en la literatura.

Estimador de Nelson-Aalen

Un estimador alternativo de S(t) se puede obtener a partir del estimador de Nelson-Aalen de la
funcién de riesgo acumulada utilizando la relacién (1.10).

El estimador de Nelson-Aalen se obtiene a partir de la estimacién no paramétrica de la razén de
fallo detallada en (1.48) sin més que discretizar la relacién entre A y A transformando la integral en

un sumatorio: i
A=Y 2 1.52
> U (152
T, <t
Sustituyendo en (1.10) obtenemos entonces la siguiente estimacién de la funcién de supervivencia

Sna(t) =e 2O, (1.53)

4En caso de empate entre una muestra censurada y otra no censurada consideraremos primero la no censurada.
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1.4. Censura en presencia de covariables

Hasta ahora hemos hablado de como estudiar la variable tiempo de fallo Y a partir de su observacién
en una muestra. Sin embargo, el objetivo del trabajo es mas bien establecer la relacién entre la variable
respuesta Y y una serie de covariables X = (X!,..., X?) € RP. En particular, lo que nos interesa es
tomar una herramienta que caracteriza la independencia entre variables (o vectores) aleatorios y ver
cémo adaptarla al caso en que una de las variables involucradas sufre censura por la derecha.

Veamos en primer lugar la notacién, las distintas covariables se denotardn por X con1<j <p
y dada una muestra, la observacion correspondiente a cada individuo se denotara por un subindice 7
como veniamos haciendo hasta ahora:

(X, Ti, 040, Xi= (X}, .., XD) (1.54)

Pasamos a presentar las técnicas clasicas para lidiar con la presencia de covariables en los casos
de censura aleatoria por la derecha, es decir, las técnicas de regresion con datos censurados. Los dos
modelos més habituales en literatura son el modelo de riesgos proporcionales de Cox y el modelo de
tiempo de fallo acelerado (AFT).

En ambos casos, las hipdtesis de partida son las siguientes:

1. Las variables tiempo de fallo Y y tiempo de censura C' son condicionalmente independientes dada
la variable X. Es decir, fijado un valor X = z, Y|z y C|z son independientes.

2. Las covariables no varfan con el tiempo®.

La relacion entre las covariables y el tiempo de fallo se formaliza a través de la funcién de dis-
tribucién condicionada. Para estimarla volvemos a utilizar técnicas basadas en la maximizacién de la
verosimilitud®, en este caso de la funcién de verosimilitud condicionada al valor de la covariable.

Veamos cual es su expresion. Para ello establecemos la siguiente notacién

YIX=2 ~ F(x),

CX =z ~ Gl (1.55)

y andlogamente las funciones de densidad serfan f(-|z) y g(+|) respetivamente.
Siguiendo un procedimiento andlogo al visto para la estimacién de la funcién de distribucién in-
condicional, la funcién de verosimilitud condicionada se puede expresar entonces del siguiente modo:

Lo(F) = [TA@IX) (1 = PG X)) - [T o(Tlx)® (1 - G(Ti X)), (1.56)

i=1 i=1
y por la hipétesis 1 de independencia condicional de Y y C', podemos quedarnos solo con la parte que
involucra a la distribucién de interés F' obteniendo

Lo(F) =[] A(TIX:)% (1 = F(T3| X)) %, (1.57)
i=1

o, utilizando las relaciones detalladas en (1.8) y (1.10)

Ln(F) =[] M@ X;)% e MTIXD, (1.58)
i=1

5E] caso en el que varfan con el tiempo es una extensién de la teoria que veremos aqui que requiere un tratamiento
aparte, ver por ejemplo Therneau y Grambsch (2000) o Lin y Fleming (2012).
SDependendiendo del modelo también se pueden realizar ajustes de otro tipo, por ejemplo por minimos cuadrados.
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1.4.1. Modelos paramétricos

Estos modelos se basan en utilizar familias paramétricas de funciones de distribucién y extender
estos modelos para incluir covariables. Veamos por ejemplo como se extenderia un modelo Weibull
para considerar la relacion entre el tiempo de supervivencia y las covariables tal y como lo formulan
en Lawless (2011).

Supongamos que contamos con una variable tiempo de fallo Y que sigue una distribucién Weibull
W (e, ~y) conforme hemos descrito en la Seccién 1.3.2. Una manera de incorporar el efecto de un vector
de covariables X € RP es permitir que alguno de los dos pardmetros dependa de él. Lo mas habitual
es incluir ese efecto en el parametro 7, de manera que la funcién de supervivencia condicionada para
un tiempo y quedaria

S(ylz) = e~ O@W” 4 >0, (1.59)

En estas circunstancias la proporcién entre razones de fallo para dos individuos no depende del
tiempo:
-1
Aylz) _ (@) A (=)
== - T (1.60)
Aylz*) — \v(@*) v (2*)

En el planteamiento clésico la dependencia se introduce a través de un modelo log-lineal del siguiente
modo:

v(z) = 'z, (1.61)

aunque también se podrian plantear formulas mas flexibles.
Tal y como sucedia para la estimacion de la distribucién, el modelo anterior admite una formulacién
equivalente para log(Y’) como sigue
logY = p(z) + oe (1.62)

donde ya hemos indicado que € sigue una distribucién valor extremo y p(z) = v(z) = 24 (un modelo
log-lineal sobre Y| X equivale a modelizar linealmente log(Y|X)).

En cualquier caso, la principal limitacién de estos métodos es evidente: solo son validos cuando
el tiempo de fallo sigue la distribucién asumida, en este caso una Weibull. Seria muy valioso, por
tanto, contar con herramientas mas generales validas cuando no se cumpla o cuando no sea posible
comprobarla.

1.4.2. Modelos semiparamétricos

Estos modelos combinan una parte paramétrica (normalmente el efecto de las covariables) con una
parte no paramétrica que dependiendo de nuestros objetivos no siempre es necesario calcular.

El precio por esta flexibilidad es que imponen una forma concreta para la relacién entre funciones
de supervivencia (AFT) o funciones de riesgo (Cox).

Modelo de tiempo de fallo acelerado (AFT)

El modelo de tiempo de fallo acelerado es un modelo paramétrico libre de distribucion, es decir,
general para distintas distribuciones que encajen en los supuestos del modelo.
El modelo tiene la siguiente forma

S(ylz) = So (Oy) , (1.63)

donde 6 = 6(z) captura el efecto conjunto de las covariables o factor de aceleracién y Sy la funcién de
supervivencia basal que en principio puede ser desconocida. De nuevo lo méas habitual es introducir el
efecto de las covariables a través de un modelo log-lineal de manera que:

S(ylz) = So (e‘ﬁt’”y) ; (1.64)
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es decir, se asume que las covariables influyen en el ritmo de avance de la funcién de supervivencia.
Si B; > 0, entonces e P se denomina factor de deceleracién y significa que el efecto de aumentar la
covariable X9) es que el tiempo se ralentiza. Si B; > 0, se acelera. El caso B9 = 0 serfa, 16gicamente,
que la variable X () no tiene efecto (bajo la estructura del modelo lineal, es decir, solo nos sirve para
identificar correlacién entre la covariable y log(Y)).

Este modelo admite una formulacién equivalente sobre la variable log(Y):

logY = u(z) + oe, (1.65)

con p(xz) = log(6(x)) es la funcién de localizacién que captura el efecto de las covariables, o se
denomina parametro de escala y ¢ sigue una distribuciéon independiente de las covariables. Debido a
esta formulacion, estos modelos también se conocen como modelos de localizacién-escala.

El modelo equivalente a (1.64) seria aquel en el que el efecto de las covariables sobre log(Y) es
lineal:

wu(z) = o (1.66)

Aunque en principio estos modelos son semiparamétricos, donde la parte que recoge el efecto
de las covariables tiene una forma prefijada y se le da libertad a Sy (o a la distribucién del error
dependiendo de la formulacién que utilicemos), en la practica se utilizan a menudo como modelos
puramente paramétricos presuponiendo una distribucién paramétrica para el tiempo de supervivencia
(o su logaritmo). En este sentido son muy ttiles las formulaciones de distintas distribuciones en forma
de modelo de localizacién escala presentadas en el apartado 1.3.2.

En cuanto a su aplicaciéon como modelo semiparamétrico, estd poco establecida en la literatura. El
ajuste mas destacable es el de Buckley-James pero presenta importantes inconvenientes en la practica
y no hay estrategias de validacién claras.

Para validar el modelo de tiempo de fallo acelerado paramétrico serviria con comprobar que se
cumple la hipétesis del modelo (las covariables tienen un efecto multiplicativo sobre la funcién de riesgo)
y realizar tests de bondad de ajuste. Ninguna de estas herramientas nos proporciona, en principio,
manera de identificar dependencia en general entre las variables y la respuesta.

Para maés detalles sobre la aplicacién, validacion y ejemplos de ajuste de modelos semiparamétricos
de tipo tiempo de fallo acelerado (AFT) o modelos de Cox en el dmbito de la fiabilidad se puede
consultar Lépez Montoya (2011).

Modelo de riesgos proporcionales de Cox

El modelo de riesgos proporcionales de Cox es el mas comun en la literatura. Presupone a priori la
siguiente forma semiparamétrica para la funcién de riesgo o razén de fallo

AMyla) = do(y)e” ™, 8 € R?, (1.67)
en el que se diferencian los siguientes elementos:

= Parte no paramétrica: el riesgo basal A\ (t)

Es una curva que puede tener cualquier forma y representa la funcién de riesgo cuando las
covariables son cero. Si dichas covariables estan centradas, puede interpretarse como la funcién
de riesgo para un individuo promedio. Veremos que no es necesario estimar la forma del riesgo
basal para poder estimar el efecto de las covariables sobre el riesgo.

= Parte paramétrica: el efecto de las covariables eh'e

Impone una forma muy especifica para el efecto de las covariables sobre el tiempo de fallo. Su
forma recuerda a la de un modelo lineal generalizado con funcién link exponencial (modelo log
lineal) para la proporcién entre funciones de riesgo y se comporta de manera similar. Deshaciendo
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la transformacién dada por la funcién link vemos que, en efecto, es equivalente a modelizar de
manera lineal la siguiente magnitud:
A
1n< (ym) = Bz (1.68)

Ao(y)

Esta parte paramétrica del modelo es evidentemente la parte mas restrictiva.

El nombre del modelo proviene de que como consecuencia de (1.67), la razén entre dos funciones
de riesgo de individuos distintos es constante en el tiempo y solo depende de las diferencias entre sus
covariables:

Aylz)

Aly|z)
a esta magnitud se la denomina riesgo relativo o hazard ratio (HR).

La ecuacién anterior permite establecer una interpretacién clara para los coeficientes del modelo.
En el caso de que la covariable X () sea continua, si X ) aumenta en una unidad y todas las demads
se mantienen constantes, el riesgo se multiplica por €. Si e?’ = 1 significa que el riesgo no depende
de la variable XU). Si la variable es categdrica, entonces se establece una categorfa de referencia y e
es la magnitud por la que se multiplica el riesgo al pasar de dicha categoria a la categoria j.

Como consecuencia de la forma de la funcién de riesgo condicionada, utilizando la definicién (1.7)
y la relacién (1.10) obtenemos que la funcién de riesgo acumulado condicionada y la funcién de super-
vivencia condicionada también han de tener una forma especifica:

= Blz, (1.69)

1

Alylz) = Ao(y)el?, Ao(y)=/O Ao(u)du, (1.70)

S(ylz) = So(y)*P P, Sy(y) := exp(—Ao(T)).

Graficamente esto significa que las curvas de la funcién de supervivencia de dos individuos nunca se
van a cruzar y ademsds el logaritmo de sus razones de fallo acumuladas seran paralelas.

Un ejemplo de distribucion que encaja en los supuestos del modelo de riesgos proporcionales de
Cox es la distribucién Weibull (la dnica distribucién que cumple la hipétesis de riesgos proporcionales
y de tiempo de fallo acelerado simultdneamente).

La estimacién de los coeficientes S se obtiene maximizando la funcién de verosimilitud parcial,
que se obtiene como verosimilitud perfil a partir de la verosimilitud condicional y es el producto de
la probabilidad condicional de fallo dadas las observaciones a riesgo en cada tiempo T; de la muestra.
Para maximizar esta funcién no es necesario conocer la funcién de riesgo basal \p(y).

Existen extensiones de este modelo que incorporan efectos més flexibles a la hora de introducir a las
covariables. Asi, el ajuste en (1.68) se podria modelizar también utilizando splines como ilustra Flores
Flores (2011) o modelos aditivos con suavizado como se plantea en Lin y Fleming (2012). Estos ajustes
permiten capturar efectos no lineales que la modelizacién paramétrica no podria, pero lo habitual es
usar modelos paramétricos.

Testar efecto de las covariables

De los tres modelos presentados hasta ahora (paramétrico, AFT o Cox) sin duda el més extendido
en la literatura es el modelo de Cox. A lo largo de esta seccion presentaremos las herramientas clésicas
con las que contamos para estudiar el efecto de las covariables centrandonos en este tipo de modelos.
Algunas de estas técnicas son aplicables a AFT y a modelos paramétricos.

A raiz de los estimadores del modelo de Cox se puede construir, como sucede en los modelos lineales,
tests para evaluar hipotesis simples de la forma

HO : 5 = 50 (171)

que se utilizar en general para testar la hipdtesis de no efecto 5y = 0.
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Los tests més utilizados para realizar estos contrastes son el test de Wald, el test de razén de
verosimilitudes y el score test. Los dos primeros se pueden adaptar ademads al caso en el que solo nos
interesa ver qué sucede con un subconjunto de pardmetros de 3.

= El test de Wald se basa en la normalidad asintética del estimador de méxima verosimilitud, que
bajo hipétesis nula cumple . o
(B = Bo)'I(B)(B— Bo) ~ Xz (1.72)

donde I(3) es la matriz de informacién de Fisher.

= El test de razoén de verosimilitud se plantea en los siguientes términos:
Hy : Modelo simplificado f§ =0 (k grados de libertad),

R 1.73
H; : Modelo estimado 8 =8 (k4 p grados de libertad), ( )

y compara la verosimilitud obtenida bajo ambos supuestos utilizando el siguiente estadistico:
2(In L(B) — n L(By)) ~ 2. (1.74)

= Kl score test se basa en comparar el puntaje de eficiencia que se define como

OL(Blx)
U(B) = , 1.75
® =55 (1.75)
que también es asintoticamente normal con media nula y matriz de varianzas covarianzas la
matriz de informacién de Fisher, con lo que

U(Bo) I(Bo) " U(Bo) ~ x;- (1.76)

Estos son los enfoques clasicos a la hora de lidiar con la presencia de covariables con respuesta
censurada. Los tests anteriores, ademas de poder aplicarse inicamente cuando se cumplen las hipdtesis
del modelo, solamente testan la relaciéon bajo la forma paramétrica estricta dictada por el modelo. Por

ejemplo, bajo el modelo de Cox de riesgos proporcionales presentado anteriormente si una variable

Aylz)
A(y[X™)

El test de razon de verosimilitudes es el mas general y el que mejores propiedades estadisticas tiene.
Sirve en general para comparar cualesquiera dos modelos anidados.

Existe, sin embargo, una herramiento mucho més interesante relacionada con el modelo de regresién
de riesgos proporcionales de Cox para tratar el caso de dependencia general. Para presentarla debemos
ver primero como se estima la funcién de riesgo acumulado condicional bajo este modelo.

El estimador de la funcién de riesgo acumulado basal se llama estimador de Breslow y es un
estimador no paramétrico que se obtiene a partir de la funciéon de verosimilitud condicional:

5 2 I(Ti =y, 0i=1)

tiene un efecto no lineal sobre In ( ) estos tests no seran capaces de identificarla.

/\O(y) = 27‘11 H(Tl > y)eﬂtX'i ) (177)
con lo que
Ao(y) = Z Xo(y)I(T; < y) (1.78)
i=1

y sin més que sustituir en (1.67) y (1.70) nos permite obtener los estimadores de la funcién de ries-
go condicional Ag(y|z), de la funcién de riesgo acumulado condicional Ag(ylz) y de la funcién de
supervivencia condicional Sp(y|z).

Las extensiones del modelo de riesgos proporcionales de Cox tales como el uso de residuos para la
validacién de hipdtesis se sustentan en su formulacién como proceso de conteo (counting process) tal
y como se explica en la seccién Extending the Cox Model, pdginas 51 a 84 en Lin y Fleming (2012), o
en Flores Flores (2011).

En dicha formulacién cada individuo i de la muestra se representa por un proceso de conteo donde



18 CAPITULO 1. INTRODUCCION AL ANALISIS DE SUPERVIVENCIA

= N;(y) es el nimero de eventos acumulados hasta tiempo y para el individuo 4: 0 o 1.
= Y;(y) es un indicador de si el individuo esta a riesgo en ¢.

Cada individuo ¢ puede entenderse entonces como una observacién de un proceso de Poisson con
intensidad constante.

Entre las extensiones del modelo basadas en esta representacién se incluye el tratamiento de va-
riables dependientes de tiempo, el tratamiento de modelos estratificados (con estratos dependientes
o no de tiempo), con intervalos de riesgo discontinuos o el uso de residuos para validar las hipGtesis
del modelo. Nos centraremos en este ultimo aspecto. Para mas informacion estas extensiones se puede
consultar Therneau y Grambsch (2000), Lin y Fleming (2012) o Iglesias Pérez (2021).

Vamos a centrarnos en el analisis de un tipo de residuos que nos va a permitir detectar cualquier
forma de dependencia entre una covariable y la variable respuesta: los residuos martingale o martingala.

La obtencién de estos residuos se basan en calcular para cada individuo 7 de la muestra la diferencia
entre el proceso observado y el predicho por el modelo:

Mi(y) = / Yi()(dN;(y) — dAi(y))dy, (1.79)

donde el primer término de la resta se corresponderia al valor observado y el segundo al esperado.
Como estamos bajo las hipétesis del modelo de Cox podemos estimar la funcién de riesgo acumulado
utilizando el estimador de Breslow, obteniendo el residuo martingale para cada individuo

mily) = Mi(y) = / I(T; > 4)(dNi(y) — dAi(y))dy. (1.80)

donde N; es la cantidad de fallos que ha experimentado el individuo hasta y, asumiendo que las
covariables no varfan con el tiempo nos quedara

miy) = Nify) — ' /Oyﬂm > 5)dAo(s)ds = N; — ¥ Ro(y)

(1.81)
= Ni — Ai(ylz),
y consideramos para cada individuo su residuo martingala
mi = my(Ty) = 6 — Ay(T3| X3) (1.82)

Podemos interpretar estos residuos como la diferencia entre la cantidad de fallos que experimenta
el individuo hasta T; (incluido) y la estimacién de la cantidad de fallos que seria esperable para dicho
individuo utilizando el modelo ajustado.

Las propiedades de estos residuos son:

1. E(M;) =0,

2. Cov(M;, M;) =0,

3. S M; =0,

4. Cov(M;, M;) = 0 (consecuencia de la anterior),
5. M; € [0,1].

y presentan una notable asimetria.

Se utilizan para descubrir la verdadera forma funcional con la que una variable X ) est4 involucrada
en el modelo. Lo que se hace es representar los residuos suavizados de un modelo de referencia frente
a la covariable X ). Esto se puede realizar de varias formas.
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El enfoque més sencillo se puede encontrar en Therneau y col. (1990). Consiste en tomar como ajuste
inicial el modelo nulo (sin efecto de ninguna covariable, 5 = 0) y calcular sus residuos martingale. La
hipétesis de partida, sumamente flexible, es que el efecto de la variable X () sobre la razén de fallo
tiene la forma

P (X)), (1.83)

donde f puede ser cualquier funcién. Al representar los residuos martingale suavizados m; frente a las
observaciones de la covariable Xi(J )7 el gréfico representard la forma funcional de f ya que

E(M;) ~ cf(X;). (1.84)

De este modo podremos transformar los datos de manera adecuada para que la variable transformada
pueda entrar con un efecto lineal en el modelo.

Este método inicial presenta algunos problemas, por ejemplo si existe correlaciéon entre variables
es posible que identifique relaciones espireas con la respuesta. Ademds no esté claro como obtener las
bandas de confianza para la tendencia representada.

Los mismos autores proponen solucién a estos problemas tal y como se detalla en Lin y Fle-
ming (2012) tomando sencillamente como modelo de partida el modelo de Cox ajustado para todas las
covariables, obteniendo sus residuos martingale y utilizando estos residuos como respuesta para ajustar
un modelo de regresion de Poisson con suavizado en aquellas covariables de las que nos interese ver
su forma (se incluye dentro de los modelos lineales generalizados o GAM). En la préctica se sigue
utilizando maés la representacién directa de los residuos con suavizado debido a su sencillez.

En general si en lugar del modelo nulo consideramos otro ajuste de partida, entonces si la covariable
no estd incluida en el modelo, el grafico suavizado mostrara la forma del efecto de esa covariable. Si la
variable ya estd en el modelo y estd bien modelada, el grafico no deberia mostrar tendencia.

Este método grafico es muy informativo ya que ademaés de identificar la independencia nos permite,
si hay dependencia, determinar su forma. Sin embargo, presenta varios inconvenientes. En primer lugar
solo es aplicable si se cumplen las hipétesis de riesgos proporcionales de Cox. En segundo lugar es un
método cualitativo que requiere la interpretacion de gréaficas, con lo que determinar la independencia
de un nimero moderado de covariables puede ser ya una tarea ardua. En tercer lugar, solo es aplicable
para covariables unidimensionales. Por tanto, no es una herramienta que nos vaya a ser util en contextos
de datos de alta dimension o con covariables multidimensionales. Ademas, los test construidos en base a
estos residuos muestran potencias muy bajas a la hora de identificar dependencias de tipo no monétono
entre covariables y respuestas.

1.4.3. Modelos no paramétricos

En Beran (1981) se propone un estimador integramente no paramétrico para estimar la funcién
de supervivencia condicionada S(y|x) bajo censura aleatoria. Las unicas hipétesis utilizadas serdn la
hipétesis de no negatividad de Y y C' y la hipétesis de independencia condicional entre Y|z y Clz.

El punto de partida de este estimador es la siguiente expresién probada inicialmente por Cox (1972)
para el caso en que S tiene un conjunto de discontinuidades D(z,.S) finito y extendido después por
Beran (1981) al caso general:

y . “1z) — " I(t<y)
AV (t| )) 1 [1_V(t |z) — V(t]z) (1.85)

Sle) = e“”’( ) Sr(ile) St ) ’

teD(z,V)
donde Sp(y|z) es la funcién de supervivencia del tiempo observado T = min{Y, C'} condicionado a

X = z definida por
St(yle) =P(T > y|X = 2), (1.86)

y denotamos por V(y|z) a
Vylz) =P(T > y,0 = 1| X = x), (1.87)
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siendo V. su componente continua y D(z, V) el conjunto de discontinuidades.

Basta entonces con encontrar estimadores no paramétricos de V(y|x) y St(y|z) y sustituir en la
expresién anterior para poder estimar S(y|x). Utilizando los estimadores propuestos por Stone (1977)
que son sumas ponderadas de las observaciones muestrales cuyos pesos W, ;(z) > 0 dependen de la
covariable y suman 1, el estimador buscado quedaria del siguiente modo:

S = S Whi()I(T; > t) I(t<y)
sub= 11 (1 O Wi (@)I(T; > t,6; = 1)) ; (1.88)

teD(z,V)

y se conoce como estimador de Beran.

Los resultados de consistencia para los estimadores 1% y Sr garantizan la consistencia de este
estimador.

Ademds, en Gonzalez-Manteiga y Cadarso-Suarez (1994) a partir de la expresién del estimador
Kaplan-Meier generalizado (GKM), que coincide con el estimador de Beran cuando los pesos utiliza-
dos suman 1, propone una representacién casi segura del mismo como suma de variables aleatorias
independendientes. Esto permite obtener resultados de convergencia asintética a una normal para los
estimadores de S(y|z) tanto en el caso de datos completos como bajo censura.



Capitulo 2

Correlacion de distancias

En este capitulo vamos a introducir una nueva metodologia para caracterizar la independencia
entre variables aleatorias de dimensién arbitraria. Lo primero que hemos de hacer, por tanto, es definir
de manera precisa qué significa que dos variables o vectores aleatorios sean independientes.

Se dice que X e Y son independientes cuando la probabilidad de observar una realizacién concreta
del par (X,Y) es igual al producto de las probabilidades de observar el valor de cada variable por

separado:
P(X,Y) = (z,9)) = P(X = 2)P(Y =y). (2.1)

Es decir, el valor que tome una de las variables no afecta a la otra.

Esta condicion de independencia se puede reexpresar de muchas formas distintas. La més habitual
quizéds sea en términos de la funcién de distribucién. Denotamos por Fx y fx a las funciones de
distribucién y de densidad (si existe) de la variable X, andlogamente para la variable Y.

La condicién de independencia en términos de la funcién de distribucién es que la funcién de
distribucién de Y condicionada a X sea igual a la distribucién marginal de Y (o viceversa). Es decir:

Fy|x = Fy, (2.2)
o equivalentemente que la distribucién conjunta de ambas variables es producto de las marginales:

FX,Y(x7y)

T (2) =F(y) & Fxy(z,y) =Fx(@)Fy(y). (2.3)

Fy x(ylz) =
En la practica, para variables continuas suele presentarse muchas veces en términos de la funcién

de densidad:
fxy(z,y) = fx () fy (y). (2.4)

Recordemos que las funciones caracteristica y de distribucion existen siempre, no asi la de densidad.
En general a lo largo de este trabajo consideraremos variables continuas para las que no habra problema.

2.1. Dependencia lineal: correlacion de Pearson

De todas las relaciones de dependencia que pueden existir entre dos variables aleatorias, la mas
sencilla, la més estudiada y para la que contamos con herramientas mas consolidadas es la relacién
lineal o correlacién.

Si denotamos por X,Y € R dos variables aleatorias arbitrarias, la medida bésica de la relacién
lineal existente entre ellas es la llamada covarianza, que mide la variabilidad conjunta entre ambas
variables del siguiente modo:

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y). (2.5)

21
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Cuando esta magnitud toma el valor cero, decimos entonces que las variables X e Y son incorreladas
0 no tienen relacion lineal entre si. Es evidente, en vista de la expresién anterior, que cualquier par
de variables aleatorias independientes sera incorrelado, mas no se cumple en general la implicacién
opuesta pues existen muchos tipos de dependencia distintos de la lineal.

De la definicién (2.5) también se sigue, sin més que usar las propiedades bésicas de la esperanza,
que esta magnitud es invariante ante cambios de localizacién, pero no de escala.

En cuanto a su interpretacién, el signo nos indica si la relacién lineal es directa o inversa, pero
la magnitud es dificil de interpretar debido a que sus unidades son las unidades de X multiplicadas
por las unidades de Y. Ademads esto hace que sea dificil comparar la correlacién entre dos pares de
variables distintos.

Para solventar los problemas de interpretacién y comparabilidad, nos basta con reescalar el valor
anterior teniendo en cuenta la desviacién tipica de las variables involucradas, es decir, la dispersién
intrinseca a cada una de ellas.

La variabilidad propia de cada variable involucrada se obtiene calculando la varianza, es decir, la
covarianza de una variable consigo misma

Var(X) = Cov(X,X) = E[(X — E(X))?] = E(X?) — [E(X)]>. (2.6)

Esta magnitud tendrs como unidades las unidades de X 2. Si queremos una medida de dispersién en las
unidades de la variable original debemos calcular su raiz cuadrada, que llamaremos desviacién tipica,

desviacion estandar o error tipico:
ox =/ Var(X). (2.7)

Anélogamente se obtendrian la varianza y la desviacion tipica de Y.
De esta forma, reescalando la covarianza con ayuda del error tipico, definimos el coeficiente de
correlacién lineal de Pearson:
Cov(X,Y) E[(X -EX))Y —EY))

pPXY = = ) (2.8)
ox0y OxX0y

una magnitud que solventa algunos de los problemas que nos planteaba la covarianza entre variables.

Es evidente a partir de la definicién (2.8) que el coeficiente de correlacién de Pearson es invariante
ante cambios de escala y, ahora si, también de localizacién. En cuanto a su interpretacién, el signo nos
sigue indicando si la relacién lineal es directa o inversa, pero ahora ademds se trata de una magnitud
adimensional que toma valores en el intervalo acotado [—1, 1] de manera que cuanto més préximo a 1
esta su valor absoluto més fuerte es la correlacién, con lo que es mucho mas interpretable y se puede
comparar facilmente el coeficiente de correlacién obtenido para distintos pares de variables.

Podemos decir, por tanto, que contamos con una medida de la correlacién lineal entre variables
aleatorias muy sencilla de calcular, de interpretar y con propiedades muy deseables a la hora de trabajar
con ella.

Las limitaciones de la correlaciéon de Pearson como medida de dependencia se pueden resumir en
dos aspectos: solo esta definida para dos variables aleatorias y solo caracteriza la dependencia lineal.

En el primer aspecto, si tratamos con un vector aleatorio X € RP,p > 1 podemos utilizar la
correlacién de Pearson para determinar el grado de dependencia lineal entre cada par de componentes
del mismo. Del mismo modo, podemos medir el grado de relacién lineal entre pares de componentes
de dos vectores aleatorios de dimensiones arbitrarias X € RP e Y € R?, pero no contamos con una
medida global de la correlacién entre ambos.

En cuanto a la segunda cuestion, es interesante destacar el caso de la poblacién normal bivariante.
Si trabajamos con un vector normal bivariante

(va) ~ NQ(/’L’E) (29)

entonces es bien sabido que la distribucién marginal de cada una de sus componentes es normal y
ademaés dichas componentes son independientes si, y solo si, son incorreladas. Entonces en este caso
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tan particular el coeficiente de correlacién de Pearson es una magnitud que nos permite caracterizar
la independencia entre X e Y y, en caso de que exista dependencia, determinar su magnitud.

La carencia de medidas mas generales que nos permitan testar dependencia entre variables aleatorias
que sigan cualquier distribucién y, méas ain, entre vectores u objetos aleatorios mas genéricos no ha
pasado inadvertida en la literatura. Sin embargo, los intentos clasicos de testar la independencia se han
revelado poco eficaces, bien porque requieren de hipdtesis muy restrictivas a la hora de trabajar con
datos reales, porque no son efectivos a la hora de trabajar con datos de alta dimensién (muy comunes
en genética) o, en general, porque son poco sensibles ante determinadas formas de dependencia (por
ejemplo dependencia no monétona). Un primer acercamiento al problema utilizando la metodologia
de correlacién de distancia se puede encontrar en Bakirov y col. (2006).

El objetivo en Székely y col. (2007) es presentar una medida de dependencia entre dos vectores
aleatorios de dimensiones arbitrarias, siendo dicha magnitud en muchos sentidos una extensién de las
ideas subyacentes a la correlacion lineal de Pearson similar en interpretacién y propiedades.

2.2. Dependencia general: correlacion de distancias

El desarrollo fundamental de la propuesta para caracterizar la independencia basada en la distancia
entre objetos estadisticos se puede encontrar en Székely y col. (2007). En dicho trabajo se propone la
correlacién de distancias R como medida de la dependencia entre dos variables o vectores aleatorios
de dimensiones arbitrarias, generalizando asi el coeficiente de correlacién lineal de Pearson en varios
sentidos. A continuacion veremos brevemente la idea que hay detras de su definicién y probaremos que
cumple las siguientes propiedades:

= R(X,Y) estd definida para X € RP e Y € R? variables/vectores aleatorios de dimensiones
arbitrarias p > 1,q > 1. Hablaremos indistintamente de variables o vectores aleatorios para
abreviar, en cualquier caso estamos considerando cualquier dimensiéon p > 1.

= R(X,Y) caracteriza la dependencia entre X e Y

R(X,Y)=0 <« XeY sonindependientes. (2.10)

= R(X,Y) €[0,1].
= R(X,Y) es invariante ante cambios de localizacién y escala.

Para el caso de la normal bivariante el coeficiente de correlacién de Pearson ya funcionaba perfec-
tamente, con lo que el objetivo es que R herede en lo posible este buen comportamiento. En particular,
veremos que se cumple

R(X,Y) < |p(X,Y))], (2.11)

lo que garantiza que en todos los casos en los que se detecta independencia con la correlacion de
Pearson se detectara también utilizando R. Ademas indica que como medida de la dependencia lineal
la correlacién de distancias aspira a ser como mucho igual de eficaz que la correlacion de Pearson.

2.2.1. Distancia entre funciones caracteristicas

Al inicio del capitulo hemos visto distintas formas de expresar la condicién de independencia siendo
la més general y de las més utilizadas (2.3). En Székely y col. (2007) se parte de una expresién
equivalente de dicha condicién en términos de funciones caracteristicas.

Dado un vector aleatorio X € RP, la funcién caracteristica de X es una funcién compleja ¢ : RP —»
C que se define como sigue:

ox(t) =E (ei<t’X>) t € RP, (2.12)
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donde trivialmente en el caso de una variable aleatoria (p = 1) la expresién anterior se reduce a
px(t) =E (") ,te R (2.13)

Recordemos que la funcién caracteristica, que existe siempre, determina la distribucién de probabilidad
de X existiendo una relacién biunivoca entre ¢ x y Fx (atin cuando alguna de ellas no se pueda expresar
en términos de funciones sencillas). En caso de que exista, la funcién de densidad fx también estd, por
tanto, caracterizada por ¢x, en particular una es transformada de Fourier de la otra. Andlogamente
denotaremos por ¢y a la funcién caracteristica de Y y por ¢xy : RP x R? — C a la funcién
caracteristica del par (X,Y’) definida como sigue:

exy(t,s)=E (e“t’X)H(S’W) ,(t,5) € R? x R? = RPT, (2.14)
Es evidente a la vista de las relaciones anteriores que (2.3) es equivalente a

OXY = PXPY, (2.15)

Nuestro objetivo es entonces encontrar un estadistico que nos permita realizar el siguiente contraste

de hipdtesis:
Hy: ¢xy =¢xpy (independencia), (2.16)
Hy: ¢xy #oxpy (dependencia). ’

Determinar si existe dependencia entre X e Y se reduce entonces a encontrar una forma adecuada
de medir la distancia entre las funciones caracteristicas ¢x y ¢y, de forma que satisfaga una serie
de exigencias que veremos a continuaciéon. Una vez establezcamos una forma adecuada de medir esta
distancia hemos de plantear un estadistico de contraste evaluable sobre la muestra.

La idea de construir estadisticos evaluados no sobre la muestra sino sobre distancias entre elementos
de la muestra es la clave del desarrollo propuesto en Székely y col. (2007) y, méds en general, del
desarrollo de los llamados Energy Statistics en Székely y Rizzo (2017), un marco tedrico global que
permite proponer técnicas no solo para identificar la independencia sino para otras muchas aplicaciones
como contrastes de bondad de ajuste, clutering o comparaciones de muestras entre otros.

Queremos por tanto definir una distancia entre funciones complejas px y ¢y que sea adecuada a
nuestros propdsitos. Vamos a considerar el espacio Lo ponderado de funciones complejas definidas en
R? x R? = RP*4 dotado de la norma |||, que hemos de definir de manera conveniente.

Sea g : RPT? — C una funcién cualquiera en el espacio anterior, en general una norma Lo
ponderada obedece a la siguiente expresion:

lott )2 = [ lott)Putta)dras 2.17)

donde |g(t,s)| = g(t,s)g(t,s) = /Re(g(t,s))2 + Im(g(t,s))? denota el médulo complejo y w(t,s)
define la funcién de pesos, una funcién positiva tal que la integral anterior existe.
La eleccién de la funcién de pesos no es unica, sin embargo la eleccién de los autores en Székely
y col. (2007) presenta importantes ventajas tales como que la norma resultante presenta propiedades
deseables y sus andlogos muestrales admiten una interesante interpretacion como veremos mas adelante.
El proceso de seleccion se enfoca hacia lograr que la magnitud

VA, Yiw) = oxy (ts) = ox(B)ev (s),

— /RPM lox.y (t,s) — ox )y (s)[2w(t, s)dtds, (2.18)

cumpla:

= V2(X,Y;w) debe estar bien definida en todo (s,t) € RPT9, es decir, la integral anterior ha de ser
finita.
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= Queremos que caracterice la independencia, es decir,

VI(X,Y;w)=0 < XeY son independientes. (2.19)

= Impondremos que en caso de dependencia, la magnitud anterior tome valores estrictamente po-
sitivos V2(X,Y;w) > 0.

Asi tendriamos una medida que seria analoga a la covarianza en el caso de la dependencia lineal,
con la salvedad de que ahora el signo es siempre positivo y no es informativo (lo cual es légico,
en el caso del andlisis de la existencia de correlacién los datos pueden apartarse de la hipétesis de
incorrelacién unicamente en dos sentidos: o bien la correlacion es positiva o bien es negativa, con lo
que se puede disenar un estadistico que asigne un signo diferente en cada uno de estos casos. En el
caso de dependencia general, sin embargo, existen infinitas formas en que la funcién puede apartarse
de la independencia).

Las condiciones anteriores suponen restricciones importantes a la hora de elegir la funcién de pesos,
pero no son las unicas. Otras restricciones que afectardn a la eleccién de w(t, s) tienen que ver con
que, del mismo modo que a partir de la covarianza definiamos el coeficiente de correlacién de Pearson,
también ahora nos interesara definir una medida andloga reescalando V?(X,Y;w) de forma que se
tenga en cuenta la variabilidad intrinseca de cada variable

V(X,Y;w)

Ru = V(X;w)V(Y;w)’

(2.20)

donde la notacién anterior significa respectivamente

V(X,Y;w) =+/V2(X,Y;w),

V(X;w) =/ V32X, X;w)

=

= ([ lexx(t.s) = px(px(o)Pult. syands) o)
V(Yiw) =V (Y, Y;w)

1
2

= ([ lovirtt:9) = ov oy )P, satas)

Igual que en el caso de la correlaciéon lineal de Pearson, R, es una medida adimensional, que toma
valores entre 0 y 1, e impondremos ademads que sea invariante ante cambios de escala.

Teniendo en cuenta estas condiciones, se prueba que si w(t, s) es una funcién integrable, entonces
R puede tomar valores arbitariamente préoximos a cero en casos de dependencia. La solucién entonces
es escoger una funcién de persos w(t, s) no integrable. De este modo, a la vista de la expresién (2.18)
es evidente que la integral V?(X,Y;w) solo se anulard cuando lo haga el médulo de la diferencia entre
la funcién caracteristica conjunta y el producto de las individuales

lox,y(t,s) —ox(t)ey(s)| =0, (2.22)

es decir, en caso de independencia. Sin embargo, hemos de tener cuidado, pues en caso de dependencia
necesitamos que dicha medida V2(X,Y;w) esté bien definida, es decir, que tome un valor (positivo)
finito.

Los autores proponen como eleccién natural la siguiente funcién de pesos que, si bien no es unica,
veremos que conduce a expresiones sencillas de los estadisticos empiricos

1

wlts) = o s

(2.23)
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donde | - | es la norma euclidea (cuando exista riesgo de confusién especificaremos la dimensién con un
subindice, por ejemplo |t|,) ¥ ¢p ¥ ¢q son dos constantes dadas por

1+d
m 2

et (2.24)

Cq =

La primera aparicién de esta funcién de pesos se remonta a la propuesta de Feuerverger (1993) de
construccién de un test basado en la distancia entre funciones de distribucién para testar la dependencia
bivariante. Para mas detalles sobre la justificacién de esta eleccion de la funciéon de pesos se puede
consultar Székely y col. (2007). En Bakirov y col. (2006) se puede encontrar otra posible eleccién de
la funcién de pesos w pero no conduce a una expresion tan interesante del estadistico muestral.

En estas condiciones se prueba que V?(X,Y;w) estd bien definida (la integral existe) siempre que
las variables involucradas tengan media finita!, o equivalentemente:

E(1X]p + [Y]g) < o0 (2.25)

Hemos definido por tanto la norma |||, asociada al espacio Ly ponderado de las funciones complejas
que toman valores en RPT4, donde mediremos la distancia entre la funcién caracteristica conjunta de
(X,Y) y el producto de las marginales. Hemos visto también que el comportamiento de esta norma
satisface las exigencias detalladas siempre que los vectores aleatorios X e Y tengan momento de orden
1 finito. En lo sucesivo, denotaremos por ||| = ||-||,, a dicha norma L, ponderada donde w es la funcién
de pesos definida en (2.23).

2.2.2. Covarianza y correlacién de distancias

Con lo dispuesto en el apartado anterior estamos en condiciones de definir la covarianza de distancias
y la correlacién de distancias.

Definicién 2.2.1 (Covarianza de distancias). Se define la covarianza de distancias dCov entre dos
vectores aleatorios de dimensiones arbitrarias X € R? e Y € RY tales que sus momentos de primer
orden son finitos E(|X|,) < 00, E(|Y],) < oo como la magnitud no negativa V(X,Y) dada por

VAX,Y) = oxy (t.5) = ox (e (s)]I”

L[ lexo(t9) = exWev ()P (226)
- 1+p|4|1+q tds.
Cpcq Rp+a ‘t| |S|
Para aligerar la notacién, denotaremos por
1
dw = —————————dtds, (2.27)

CpCqlt|MHP|s|1Ha
y la definicién anterior se puede reescribir como
V)= [ fexs(ts) - pxlter(s) . (225)
Rpr+a

Igual que sucedia en el caso lineal en (2.6), a partir de la covarianza de distancias se puede definir
la varianza de distancias dV ar de un vector aleatorio X, que no es mas que la covarianza de distancias
de un vector consigo mismo:

VA(X) = VA(X, X) = [lox x (t,5) — ex (Dex ()] (2.29)

Respetando de nuevo la analogia con el caso de correlaciéon lineal, definimos a partir de la covarianza
de distancias la correlacién de distancias.

!Esta condicién se puede relajar a E(|X|% + |Y|¢) < oo y trabajarfamos entonces con medidas dependientes de la
distancia . Para més detalles consultar Székely y col. (2007), seccién 3.1.
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Definicién 2.2.2 (Correlacién de distancias). Se define la correlacién de distancias dCor entre dos
vectores aleatorios no degenerados de dimensiones arbitrarias X € RP e Y € RY tales que sus momentos
de primer orden son finitos E(|X|,) < oo, E([Y],) < oo como la raiz cuadrada de la siguiente magnitud

R*(X,Y) = _VXY) (2.30)

VVEOWR(Y)
De nuevo es inmediato que el objeto definido es, por definicién, siempre no negativo
R?(X,Y) > 0. (2.31)

Observacion 2.2.3. En el caso de que las variables o vectores aleatorios X e Y sean degenerados se
define por separado ya que \/V(X)V(Y) = 0. En esta situacién se considera que R*(X,Y’) = 0.

Observacion 2.2.4. Las versiones poblacionales de dCov y dCor pueden definirse sin funciones carac-
teristicas, para méas detalles puede consultarse el trabajo de Lyons (2013) donde desarrollan la teoria
para espacios métricos y caracterizan aquellos para los que la covarianza de distancias caracteriza la
independencia: los espacios métricos de tipo fuertemente negativo.

2.2.3. Caso normal bivariante

En el caso de la normal bivariante, como ya hemos dicho, lo que nos interesa es que la correlacién
de distancias se parezca todo lo posible al coeficiente de correlacién lineal de pearson.
En este sentido el resultado mas destacado sobre la relacion entre ambas magnitudes es el siguiente:

Teorema 2.2.5. Si X eY son normales estdndar con correlacion dada por p = p(X,Y), entonces
R(X,Y) < |ol, (2.32)
y la igualdad se tiene en los casos en los que p € {—1,1}.

Demostracion. La demostracion de este resultado se obtiene de manera sencilla sin méas que introducir
la funcién caracteristica de las variables aleatorias normales estandar en la definicién de correlacion de
distancias y utilizar el desarrollo en serie de Taylor de la exponencial para ver que R2(X,Y) se reduce
al producto de p? por un término creciente acotado por 1. O

2.2.4. Estadisticos empiricos

Las magnitudes anteriores, dCov, dVar y dCor han sido escogidas de manera que satisfagan las
propiedades exigidas en la Seccién 2.2.1 con lo que su buen comportamiento estd garantizado. Sin
embargo, en la prictica vamos a necesitar trabajar con estadisticos empiricos, es decir, obtener versiones
de dichas magnitudes que sean evaluables sobre nuestra muestra.

La principal diferencia entre los estadisticos que obtendremos con respecto a los enfoque clésicos es
que en lugar de ser funciones de la muestra seran funciones evaluadas sobre distancias entre elementos
de la muestra (imitando el planteamiento tedrico). Por este motivo se les conoce como estadisticos
dependientes de distancia. Esta diferencia serd clave a la hora de comparar objetos aleatorios de
distinta naturaleza (siempre que tomen valores en un espacio métrico). Veremos en la seccién siguiente
que esta idea conecta los estadisticos obtenidos con una teoria mas general, la de los Energy Statistics.

Veamos entonces como definir los estadisticos muestrales de la covarianza de distancias y la corre-
lacién de distancias. Cabe destacar que para obtener estos estimadores es necesario contar con mas de
una observaciéon de cada una de las variables involucradas.

Consideremos una muestra aleatoria simple (X,Y) = {(X;,Y;)}?, de observaciones completas de
los vectores aleatorios X € RP e Y € R?. Vamos a suponer que nuestras variables se encuentran en
espacios euclideos dotados con la norma euclidea correspondiente a su dimension | - |.
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Tomamos la matriz de distancias doblemente centrada para cada una de las variables observadas,
esto es, calculamos la distancia entre cada par de observaciones y las centramos por filas y por columnas
para obtener una matriz cuya media por filas, por columnas y global es cero. Por ejemplo para la
variable X € RP la matriz de distancias doblemente centrada A = (ag;) € My xn(R) se obtendria del
siguiente modo:

ap = | X — Xilp,

1« 1 < 1 <
ap. = — E gy, G =— ) ag, 4.=— E ki (2.33)
n n n
=1 k=1 k=1

Apl = ap — ag. — a. + a..

De un modo similar obtendriamos la matriz de distancias doblemente centrada B = (bg;) € M, xn(R)
para la variable Y definiendo por by = |Y; — Y|, la distancia en norma euclidea entre las observaciones
de Y y procediendo de manera similar.

Contamos entonces con dos matrices cuadradas A, B de dimensién n X n y obtenemos a partir de
ellas la covarianza de distancias empirica.

Definicién 2.2.6 (Covarianza de distancias empirica). Se define la covarianza de distancias empirica
V(X ,Y) como la raiz cuadrada del niimero no negativo siguiente:
1 n
VAX,Y) = ) > AuBu, (2.34)
k=1
siendo Ay; vy By las matrices de distancias doblemente centradas obtenidas a partir de los vectores de
observaciones X e Y respectivamente.

Igual que definiamos la varianza de distancias a partir de la covarianza, podemos hacer lo mismo
con las magnitudes empiricas, con lo que la varianza de distancias empirica de una variable, por ejemplo
de X, se definiria como sigue:

1 n
=D A (2.35)

k=1

Es evidente en vista de la definicién anterior que la varianza de distancias empirica sera cero si y
solosi Ay =0 Vk,l=1,...n, y es sencillo ver que esto solo sucede si ax; = | Xy — X;|p, = 0 para todo
k,l =1,..n. Es decir, si todas las observaciones X1, ..., X, son idénticas.

Las propiedades expecificas de la varianza de distancias se resumen en el siguiente enunciado?.

Teorema 2.2.7 (Propiedades de dVar). Las siguientes propiedades se cumplen para vectores aleatorios
con momentos de primer orden finitos:

1. dVar(X)=V(X)=0 < X =E[X] casi sequro.
2. dVar(a+bCX) = |bldVar(X) para cualquier a € RP, b e R y C € M,x,(R).
3. dVar(X+Y) <dVar(X)+dVar(Y) para vectores aleatorios independientes X € RP ¢ Y € RP.

De manera similar a lo que sucedia en el caso de la dependencia lineal, podemos también reescalar
las covarianzas de distancias empiricas para obtener la correlacién de distancias empirica:

2La demostracién se puede encontrar en Székely y col. (2007), teorema 4.
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Definicién 2.2.8 (Correlacién de distancias empirica). La correlacién de distancias empirica R, (X,Y")
para vectores aleatorios no degenerados se define como la raiz cuadrada de la siguiente magnitud:

V2(X,Y) .4y
R(X,¥) = | vwiomay S VAR >0 (2.36)
0 si V2(X)V2(Y) = 0.

Es facil ver que tanto V2(X,Y’) como R2 (X, Y) son invariantes ante movimientos rigidos y R2(X,Y)
es ademds invariante a cambios de escala como indican en Székely y Rizzo (2017).

Propiedades

En este apartado enunciaremos algunas propiedades generales de los anteriores estadisticos basados
en distancias entre observaciones y, mas importante, presentaremos los principales resultados que
establecen su convergencia al correspondiente parametro poblacional.

Veamos en primer lugar las propiedades de la covarianza de distancias empirica. Lo primero que
podriamos pensar es que, vista la definicién de la covarianza de distancias en (2.18)

VAXY) = llexy (8 s) — ox ey ()]l (2.37)

una manera intuitiva de definir la covarianza de distancias empirica podria ser introduciendo en la
expresion anterior las funciones caracteristicas empiricas obtenidas a partir de la muestra observada.
Entonces si definimos dichas funciones caracteristicas del siguiente modo:

n 1 = 7
@X(t)zgze X,
=1

N (2.38)
n 1 i(s,Y;)
ey (s) = n Z €
=1
y la funcién caracteristica conjunta empirica como

O y(t,s) Ze’<tX DFisYi) (2.39)

podriamos definir la covarianza de distancias empirica del siguiente modo:
Va(X,Y) = [0k v (t5) — ox (0% ()] - (2.40)

El primer resultado importante es que la definicién de la covarianza de distancias empirica es
consistente con esta segunda definicién (gracias a la forma en la que hemos definido la norma ||-|[,,)-

Teorema 2.2.9. Sea (X,Y) una muestra de la distribucidn conjunta de (X,Y) variables aleatorias
de dimension arbitraria, entonces la magnitud V2 definida en (2.18) cumple que

Va(X,Y) = lloxy™(ts) — ox" (B)ey " (s)II” (2.41)

Este resultado no solo valida la eleccién de la funcién de pesos sino que permite concluir de forma
inmediata que V2 es un estimador no negativo. Para mds detalles sobre la demostracién se puede
consultar el Teorema 1 en Székely y col. (2007).

En cuanto a las principales propiedades de la correlaciéon de distancias y su estimador empirico se

resumen en el teorema siguiente?.

3Para més detalles sobre la demostracién se puede consultar en Székely y col. (2007), Teorema 3.
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Teorema 2.2.10 (Propiedades de dCor). Sean X e Y wariables aleatorias de dimension arbitraria,
entonces

1. SiE(|X|, 4+ |Y]q) < 00, entonces 0 <R <1y

R(X,Y)=0 <& X e Y son independientes. (2.42)

2.0<R, <1

3. SiR,(X,Y) =1, entonces existe a € RY, b € R, b # 0 y C € M,p»y(R) una matriz ortogonal tal
que

Y =a+bXC. (2.43)

Veamos ahora que, en efecto, los estadisticos muestrales definidos se aproximan al valor teérico
para tamanos muestrales elevados. La consistencia de la covarianza de distancias empirica se tiene
bajo condiciones muy generales.

Teorema 2.2.11. SiE(|X],) < oo y E(|Y],) < 00, entonces se tiene el siguiente resultado de conver-
gencia casi Sequra:

Vu(X,Y) — V(X,Y) & lim V,(X,Y)=V(X,Y). (2.44)
C.S. n—oo

Como corolario se tiene la convergencia casi segura de la correlacién de distancias empirica en las
condiciones del teorema anterior:

R.(X,)Y) — R(X,)Y) & lim R,(X,Y)=R(X,Y). (2.45)
C.S. n—oo

En resumen, tras un proceso de doble centrado sobre la matriz de distancias de las variables
involucradas (distinto del habitual ya que trabajamos con las distancias entre elementos sin elevar al
cuadrado?) el producto escalar por filas de las matrices resultantes adquiere la propiedad de que el
caso en el que vale cero tiene una significacion especial: se corresponde con el caso de independencia.

El estimador V2 de dCov? que acabamos de presentar es bajo hipétesis de independencia un V-
estadistico, con lo que muchos de los resultado asintéticos probados tanto para él como para el es-
tadistico nV2, que serd en el que nos basaremos para contrastar la hipétesis de independencia, pueden
deducirse a partir de la teoria asintética existente para este tipo de estadisticos.

2.2.5. Test de independencia

Por dltimo veamos las propiedades asintoticas del estadistico

n)?
n 2.46
2, (2.46)
donde
1 n n
Sa=—3 k;l | Xk — Xilp k;1 Yy = Yilg (2.47)

ya que en base a estos resultados construiremos un test de independencia consistente contra cualquier
alternativa de dependencia tal y como queriamos inicialmente.

Teorema 2.2.12. Si E(|X|, + |Y|,) < o0, entonces:

4De hecho las propiedades del estimador son vélidas elevando las distancias a cualquier magnitud 0 < o < 2.
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1. Si X eY son independientes (bajo la hipdtesis nula), entonces

nV?2
) (2.48)

donde Q es una forma cuadrdtica no negativa de variables aleatorias centradas y E[Q] = 1.

2. Si X eY son dependientes (hipdtesis alternativa), entonces

2
W — 0. (2.49)
Sg p
Vemos que con estos resultados tenemos un test que rechaza independencia para valores grandes
de nV? consistente ante cualquier alternativa de dependencia.
Es maés, se prueba que el test asi construido, es decir, el test que rechaza la hipdtesis de indepen-
dencia cuando

ny?2 1 o
Gz (1 2) (2.50)
es en general conservador y tiene un nivel de significacién asintético de o como méximo.

Otra forma de ajustar la distribucién del test es plantear un test de permutaciones en el que se
estima el p-valor del estadistico de contraste simulando remuestras a partir de la original bajo la
hipétesis nula y evaluando sobre ellas el estadistico de contraste. Este planteamiento sera el que herede
el test de independencia con datos censurados propuesto por Edelmann y col. (2021) que presentaremos
en la Seccion 3.3.

2.2.6. [Estadisticos muestrales: Energy Statistics

La novedad de la propuesta basada en correlaciéon de distancias con respecto a enfoques previos
es que los estadisticos ahora no son funciones evaluadas directamente en la muestra, sino funciones
evaluadas sobre una métrica definida en el espacio de muestras de tamafo n. Este importante matiz es
el que nos permite evaluar la dependencia entre objetos estadisticos distintos, siempre que pertenezcan
a un espacio métrico, es decir, exista una distancia asociada a ellos.

El resultado que vincula a las magnitudes presentadas con la teoria de los energy statistics (o
estadisticos de energia) es el siguiente.

Sean (X,Y), (X', Y’) y (X",Y") tres copias de pares de variables independientes e idénticamente
distribuidos, entonces se prueba que

VA(X,Y) =E[|X - X'||Y = Y'|] + E[|X — X'[JE[|Y — Y'|] - 2E[|X — X||Y — Y"|], (2.51)

a partir de resultados relacionados con la eleccién de la funcién de pesos w utilizando Fubini y las
condiciones de independencia que obtenemos como consecuencia de contar con una muestra aleatoria
simple.

2.2.7. Relacion con U-estadisticos

En esta seccién vamos a demostrar que existe un estimador insesgado y consistente de VZ(X,Y).
Veremos que es un U-estadistico, lo que nos permitiria utilizar la teoria asintdtica desarrollada para
probar algunos resultados ya vistos. La razén por la que hacemos hincapié en esta relacién, ademas de
su evidente interés, es que nos serd util a la hora de adaptar los estadisticos de correlacion de distancias
y covarianza de distancias al contexto de datos censurados.

Comenzaremos por obtener una version insesgada del estimador del cuadrado de la covarianza de
distancias siguiendo el desarrollo propuesto en Huo y Székely (2016). Para introducirla necesitamos
algunas definiciones previas ya que el proceso de doble centrado de distancias que utilizamos para
construir el estimador presentado en la Definicién 2.2.1 serd ahora sustituido por el U-centrado de las
matrices de distancias involucradas.
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Definicién 2.2.13 (Matriz U-centrada). Sea A = (ai;) € Mpxn(R),n > 2 una matriz simétrica,
cuadrada y cuyos elementos de la diagonal son cero. Se define la matriz U-centrada A como la matriz
cuyos elementos A;; vienen dados por la siguiente expresién:

1 n 1 n 1 n . . .
ij = =5 D=1 Gil ~ 73 2ap—1 Gkj T (n—1)(n—2) Zk,l:l akl, St 1F ]

Ay = (2.52)

0, st 1=17]

En nuestro caso, dada la muestra (X,Y") = {X;, Y}, de los vectores aleatorios X € RP e Y € RY,
consideramos sus matrices de distancias A y B en norma euclidea. Estas matrices se encuentran en las

hipétesis exigidas por la definicién anterior, con lo que podemos calcular sus versiones U-centradas: A
y B. Tenemos entonces el resultado enunciado en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2.14. En las condiciones anteriores, si E(|X|, + |Y|q) < 1, para cualquier n > 3 la
magnitud

(A-B):= L ZAUB” (2.53)
n(n —3) oy

es un estimador insesgado del cuadrado de la covarianza de distancias V*(X,Y).

La demostracién del resultado anterior se puede encontrar en Székely y Rizzo (2014).
Pasamos a trabajar por tanto con el siguiente estimador, que denotaremos por 2,,:

Q, = (A-B), (2.54)
y se prueba que se puede reexpresar en los siguientes términos
1

1 92 n
Q, = m ;aijbij - m ;ai»bi. + n(n—1)(n—2)(n—3) a.b.. (2.55)

Utilizaremos esta expresién de (2, para probar que es un U-estadistico. Para ello utilizaremos el teo-
rema 2.2.16, que establece una condicién necesaria y suficiente para probar que un estadistico es
U-estadistico: la invariancia jackknife.

Definicién 2.2.15 (Invariancia jackknife). Sea r > 1 un entero arbitrario y f, : R” — R un
estadistico definido sobre cualquier muestra (1, ...,2,) con n > r. Sea fi_, el estadistico evaluado
sobre la muestra jackknife, obtenida eliminando la i-ésima observacién de la muestra original (con
f&:= fi(x1)). fn es jackknife invariante de orden r si

ne (@, mn) = i (@1 ) (2.56)
=1

para todo n > r siendo r el menor entero positivo para el que se cumple esta propiedad.

Cabe notar que esta propiedad establece una relacion entre los valores del estadistico evaluado
sobre muestras de diferente tamano.

El siguiente teorema establece que una condicién necesaria y suficiente para que (2, sea un U-
estadistico de orden r es que 2, sea jackknife invariante de orden r.
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Teorema 2.2.16. Q,(z1,...,x,) es un U-estadistico de orden r € N si, y solo si se cumple la siguiente
igualdad para todo n > r

n-Qu(xg, .. xy) = ZQ;fl(xl,...,mn) (2.57)
i=1

Los detalles de la demostracién se pueden consultar en Huo y Székely (2016), teorema 3.1.
Finalmente, estamos en condiciones de probar que, en efecto, €2, es un U-estadistico.

Teorema 2.2.17. El estimador €2, es un U-estadistico con funcidn kernel (o funcién nicleo) igual al
producto interior definido en (2.53) evaluado con n = 4.

Demostracion. La demostraciéon se hara recurriendo al Teorema 2.2.16. Por tanto, lo primero que
debemos hacer es hallar una expresién para el estadistico evaluado sobre la muestra reducida QF, | =
anl(xl, e Lf 1y L1y oeey :vn)

Para ello basta aplicar la férmula (2.55), con lo que si para cada 1 <4 < n, con n > 4 denotamos
por a} ,bi  a’ y b’ alas sumas correspondientes sobre la muestra reducida, obtendrfamos:

n

; 1 2 o
A S < S ab
" —1)(n—4 —1)(n— —4
(D1, 2 (==~ 1) 27, 25
+ 1 % bz
a’bt.
m=1)n-2)n—3)(n—-4) "~
Por tanto, teniendo en cuenta las siguientes igualdades
aj,. = ay. — i,
bl = by — bik,
R e R (2.59)
a’. =a.. —2a.,
bl =b. —2by.
entonces
> oapbi= Y (an — agi) (b — bri),
k=1,k#i k=1,k#i (2.60)
albl = (a. —2a.)(b.. — 2b.;)

y teniendo en cuenta que

Z ap;br; = (n —2) Zakjbkja (2.61)

k#j ki, j#i k#j
tendriamos el resultado buscado. O

La principal ventaja de utilizar un U-estadistico es que se pueden emplear los teoremas clasicos de
Hoeffding (1948) entre otros para obtener sus distribuciones asintéticas.
Para trabajar posteriormente con el estimador consistente de la covarianza de distancias al cuadrado
es conveniente conocer la expresién explicita de su ntcleo h((X1,Y1), (Xo,Y2), (X3,Y3), (X4, Yy)).
En Huang y Huo (2017) obtienen la expresién de este nicleo para un estimador insesgado y con-
sistente de V2(X,Y) que tenga la siguiente forma:
n n3 2n?

0= T +

R P T | ) Kl e [ o (2.62)
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donde
Tl = % Z Z a’i]bZ]7
i=1 j=1
Ty = % ( S ai | DD bi ] (2.63)
i=1 j=1 i=1 j=1
T3 = %Zzzaubzk

s
Il
i
<
Il
_
=~
Il
-

Basta con que probemos entonces que §2, = Q.

Demostracion. En cuanto al primer sumando en (2.54) es suficiente notar que a;; = b; = 0 para
cualquier ¢ € {1,...n} por ser las matrices A = (a;;) y B = (b;;) matrices de distancias. Por tanto es

evidente que:
1 n 1 n n n
n—3 Zaijbij‘ T h_3 Z Zaijbij = mﬂ- (2.64)
i#] i=1 j=1

Para el segundo sumando basta con utilizar las definiciones de las sumas por columnas y las
propiedades de los sumatorios:

2 - 2 n n n
n(n —2)(n—3) ;aﬂm - n(n—2)(n—3) ; ; aij kz::lbik
2n2 1 n o n o n
N mﬁ ;;’;aijbik (2.65)
2n?
= ng.

Y por ultimo, para el tercer sumando nos basta de nuevo con utilizar las definiciones de los suma-
torios dobles a.. y b..:

n

ab 1 n3 n n n
nn—1)(n—2)(n—3)  n(n—1)(n—_2)(n—23)nd PP (ZZ%)

i=1 j=1 i=1 k=1

(2.66)

O

Por tanto, estamos en las condiciones especificadas en Huang y Huo (2017) y se tiene que el kernel
del U-estadistico € serfa:

ha((X1, Y1), (X2, Y2), (X3,Y3), (X4, Yd))
1 1o : : 1
=7 2aubi— g | D ows D bu| g D D b (2.67)
1<4,57<4 =1 \j=1,j#i J=1,j#i 1<i,j<4 1<6,5<4
(] 1F# ] L]

que vemos que coincide con la definicién de €2,, cuando n = 4.
Muchas de las expresiones detalladas en este apartado seran utilizadas en el capitulo siguiente
cuando veamos como adaptar la correlacion de distancias al contexto de datos censurados.



Capitulo 3

Correlacion de distancias en
presencia de censura

En esta secciéon vamos a tratar de extender las nociones de covarianza de distancias y correlacion
de distancias para medir la dependencia entre un vector de covariables X € RP y la variable tiempo
de supervivencia Y € RT sujeta a censura aleatoria por la derecha.

Este tipo de contextos es habitual en Anélisis de Supervivencia, donde a menudo se intenta esta-
blecer la relacién entre una serie de factores de interés y un tiempo de supervivencia. Por ejemplo,
podria interesarnos establecer la relacién entre la edad, el peso, el tabaquismo... y la supervivencia
ante un determinado tipo de cancer. Ademas de las dificultades intrinsecas de tratar con datos de
supervivencia vistas en el Capitulo 1, en algunas aplicaciones se suma que los datos pueden ser de
alta dimension o contener informacién sobre covariables multidimensionales. Por ejemplo, en genética
puede interesarnos detectar qué localizaciones del genoma, de entre decenas de miles, son relevantes a
la hora de desarrollar una patologia concreta y hacerlo utilizando datos de apenas unos cientos o miles
de pacientes.

Como ejemplos en los que ha sido relevante estudiar la dependencia en contextos de Analisis de
Supervivencia tenemos los trabajos de Edelmann y col. (2020), Li y col. (2012), Hua y col. (2015) o
Kong y col. (2012) entre otros

En la Seccién 1.4 hemos mencionado algunas de las técnicas clasicas para lidiar con la presencia
de covariables en situaciones con respuesta censurada y nos hemos detenido especialmente en sus
limitaciones. Los primeros intentos de desarrollar herramientas méas generales se pueden encontrar en

Peng y Fine (2008) y Wood (2013).

El desarrollo en el que nos centraremos se puede encontrar en Edelmann y col. (2021). En él
se presentar una herramienta general para testar relaciones genéricas entre variables bajo censura
aleatoria por la derecha. Se obtendra una versién empirica e insesgada de la correlacién de distancias
evaluable sobre muestras censuradas que satisface las propiedades necesarias para poder derivar tests
de independencia validos para detectar cualquier tipo de relacion entre el tiempo de supervivencia y
las covariables.

El esquema general en base al que vamos a presentar los resultados es el siguiente: comenzaremos
viendo como adaptar un U-estadistico a la presencia de censura presentando los IPCW U-estadisti-
cos propuestos por Datta y col. (2010). Una vez hayamos comprobado que esta versién conserva las
principales propiedades del U-estadistico original, en particular su esperanza, pasaremos a aplicar este
procedimiento sobre el estimador insesgado €2 de V2 definido en (2.62), obteniendo el estimador que
llamaremos QS . A partir de esa primera version del estimador derivaremos otra mas eficiente compu-
tacionalmente y con ella construiremos un test de independencia basado en permutaciones que nos
permita detectar relaciones entre la respuesta censurada y las covariables.

35
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3.1. IPCW U-estadistico

Dado un U-estadistico definido para datos completos en presencia de covariables, veamos como
podemos extenderlo al caso en el que una de las covariables presenta censura aleatoria por la derecha.

Supongamos que tenemos un U-estadistico genérico de orden m definido sobre la muestra de datos
completos {X;, Y;}1 ;:

U = <”) S (X0 Vi) (X0, X)), (3.1)

m . .
1<i1 <...<im<n

donde h,, es la funcién kernel simétrica asociada. Supongamos ademas que U, es un estimador inses-
gado de la magnitud tedrica 6.

Consideremos ahora una muestra con censura aleatoria por la derecha sobre la variable tiempo de
fallo {(X;, T;, ;) }, de acuerdo con (1.12). Asumiremos que la censura es independiente (no informa-
tiva) y que la razén de riesgo de la variable censura

< < >
Ac(t) = lim P(t < C <t+h|C>1t)

h—0 h (3.2)

es absolutamente continua.
En estas circunstancias, lo que nos interesa es definir un estadistico que

1. Incorpore la censura aleatoria, de manera que esté definido sobre la muestra obtenida bajo este
supuesto.

2. Conserve su media, de manera que si el U-estadistico es un estimador insesgado del parametro
0, el nuevo IPCW U-estadistico también lo sea.

3. Serfa conveniente que fuera también un U-estadistico para poder aprovechar toda la teoria desa-
rrollada sobre ellos.

Veamos que todos esto se consigue con el IPCW U-estadistico propuesto por Datta y col. (2010),
que se construye utilizando una reponderaciéon que conserva la media. Veamos como funciona esta
reponderacién tal y como se detalla en Datta (2005).

La idea clave es observar que la esperanza de los tiempos observados ponderados por la inversa de
la funcién de supervivencia en cada tiempo T; de fallo es justo la esperanza de la variable de interés

Y:
| == ()| == ()] 6

donde estamos utilizando que si § = 1 entonces T =Y en la primera igualdad. Entonces, sin mas que
aplicar la definicién de § en (1.12) vemos que

E {IE (SC?;)D/)} =E L"C(YY)E(H(C > YY))} . (3.4)
Y teniendo en cuenta que
EI(C>Y|Y)) =PI(C>Y|]Y)=1=P[C>Y]=5:Y) (3.5)
y que como la distribuciéon G es absolutamente continua
Sc(Y™) =Sc(Y), (3.6)

obtendriamos que
Y

Sc(Y)

E(I(C > Y|Y)) =E { SC(Y)} =E(Y). (3.7)
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Recapitulando acabamos de ver que en efecto

{soir:;)] _E(Y), (3.8)

Esto nos permite aproximar la media de los tiempos observados {Y;}?_; como un promedio ponde-

rado de los tiempos observados
; ; Sc(T;) 3.9)

y serd posible trasladar esta idea al caso de nuestro U-estadistico Q.

De esta forma, utilizando el proceso de reponderacién anterior, podemos definir entonces una versién
TPCW del U-estadistico U,, definido en (3.1) de manera que siga siendo estimador insesgado de 6 y
ademds esté evaluado sobre las variables observables (T, §) en lugar de Y

<n>1 Z (er{il,...im}ék) P (X, s 11)7...,(Xim7yim)>’ (3.10)

1<i1<...<im<n er{il,...im} SC(Tk_)

No solo eso, sino que es inmediato que este estimador es a su vez un U-estadistico también de orden
m cuya funcién nicleo o kernel evaluado sobre la muestra observada {(X;,T;,d;)}; viene dado por

H((Xir Tigs03,)s oy (X T 0 ) (Dt B HKe - ) (3.11)
(2R EaN S 3 WA RS Tm ) Tm ) Ylm er{ll’lm} Sc(Tk_) i .

donde nuevamente trabajar con Ty~ en vez de con T} solamente afecta en caso de empates.

En la préactica, como no conocemos la funcién de supervivencia de la variable tiempo de censura
Sc tendremos que estimarla utilizando el estimador de Kaplan-Meier correspondiente, que se define
igual que en (1.47) pero intercambiando el papel de las observaciones censuradas y no censuradas:

Sey =] <1 - ;) : (3.12)

T, <t

donde ahora ¢; es la cantidad de observaciones censuradas en el instante T; (bajo supuestos de no
empate: 0 o 1).
Por tanto, el IPCW U-estadistico para datos con censura aleatoria por la derecha sera

U:(n)—l > (Mheins iy ) B (Xi T )y (X, T5,) 13

1<ir<.. <im<n iegin,. iy Sc(Tk™)
y no es técnicamente hablando un U-estadistico ya que para evaluarlo sobre cualquier combinacién
{i1, ...im } necesitaremos estimar Sc¢ y para ello utilizamos todas las observaciones de la muestra.

El hecho de que esta expresién sea un promedio ponderado facilita el estudio de sus propiedades

asintGticas. Asi se obtendria facilmente su insesgadez, su normalidad asintdtica y otras propiedades
que utilizaremos a continuacién. Para més detalles se puede consultar Datta y col. (2010).

3.2. Estimador IPCW de la covarianza de distancias

Partimos entonces del estimador insesgado de la covarianza de distancias al cuadrado Q, que de
acuerdo a lo presentado en el capitulo anterior serd un U-estadistico de orden 4 de la forma

N n -1 51‘1 51‘4 4 ‘ ‘ ,
e <4> Z Sc(Ti, ™) »SA'C(Tz'f)h((Xm ia)y s (K Vo), (3.14)

1<ii1 <...<iy<n
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donde la funcién kernel h estd definida en (2.67). Su versién IPCW pasard a ser, de acuerdo con el
desarrollo que acabamos de presentar

—1
A n 5i1 6i2 6753 51’4
QC=() Y e % kT (X T).
1<iip<...<ig<n SC(T”h ) SC (le ) SC (Tla ) SC (Tz4

(3.15)
Por el método de reponderacién empleado sabemos entonces que Q¢ sigue siendo un estimador
insesgado y consistente para VZ(X,Y).

3.2.1. Reduccién de la complejidad computacional

La expresién anterior tiene una complejidad computacional O(n?), lo que supone que en la prictica
no es empleable. A continuacién vemos que es posible reescribir la formula anterior de manera que sea
calculable en tiempo O(n?), lo que harfa a este estadistico competitivo en la implementacién préctica.
Para ello necesitamos algunos resultados preliminares que pasamos a presentar.

Si consideramos la matrix de distancias D = (d;;);';,—; donde d;; = [T; — T}], el kernel evaluado

sobre {(X;,T;)}1_, quedarfa, utilizando su definicién en (2.67):

h((X1,Th), (X2, T3), (X3, T5), (X4, T4)) Zaz] ij
1 <i,j <4
i
= 4 4 1 (3.16)
12 Doy D ity D ) dy
i=1 \j=l,j#i  j=1lj# 1<i,j <4 1<4,5<4
i i#]

El primer lema que nos ocupa nos permite reexpresar el kernel en términos de una coleccién de
subindices {4, j, k, [}.

Lema 3.2.1. La funcion kernel descrita en (2.67) se puede reexpresar del siguiente modo:
ha((X1, Y1), (X2,Y2), (X3,Y3), (X4, Ya))

1 1
:Zaijbij - Ezazjbik + ﬂzazjbik’ (3.17)

1<i,j<4 1<0,4,k <4 1<,k 1<4
iF£ g i, 7, k distintos i, 7, k,l distintos

donde a;; = || X; — X;l|, y bi; = [|Y; = Y]l para cualquier pari,j € {1,2,...,n}.

Demostracion. En primer lugar es evidente que la expresién (2.67) se puede reescribir en los siguientes
términos:

h4((X1; Y1)> (XQa }fQ)a (XSa YE%)? (X4a Kl))

= % Zaijbij - izaijbik + 2714 Zaijbkl, (3.18)

1<i,j<4 1<ijk<4 1Z44kl<4
i#j i# 55 Fk i GEk

Fijémonos en el tltimo sumando. Notemos que tomar subindices {1 < i,5,k,1 < 4|i # j, k # [}
equivale a tomar cuatro nimeros en el conjunto {1,2,3,4} con reemplazamiento de manera que los
dos primeros no sean iguales, el par (¢,7), y los dos tltimos tampocos, el par (k,[). Esto reduce las
posibilidades a tres opciones mutuamente excluyentes:

= Los cuatro indices 4, j, k, | son distintos.
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= Los pares (4,5) y (k,!) tienen solo un elemento en comtn de manera que las opciones se podrian
expresar en términos de tres subindices del siguiente modo:

(i7j7 k? l) 6 {(i7j’ 7:7 k)’ (Z"j7 k’i)’ (i’j7j’ k)? (i7j’ k?j)}?
con i, j, k distintos entre si.
= Los pares (¢,7) y (k,[) tienen dos elementos en comun, de manera que k,l € {(3,7), (4,7)}.

Por tanto y como los subconjuntos descritos son evidentemente disjuntos, el el ultimo sumando de la
expresién anterior se puede reescribir como

d “aijbu = Y _agby + > (aibik + i + aijbik + aijbi;)
1<id,j,k1<4 1<4,j,k 1 <4 1<4,5,k<4
i #£ j,l#k todos distintos todos distintos (3 19)
+ Y (b + aibji),
1<i,j<4
distintos
y aplicando ahora argumentos de simetria obtenemos:
E aijbkl = E aijbkl + 4 E a,;jbjk + 2 E aijbij. 5
1<ijkl<4 1<ijhkl<4 1<i,j k<4 1<ij<4 (3.20)
i #£ j,l#k todos distintos todos distintos distintos

Procediendo de manera similar para el segundo sumando de (3.18), basta observar que la seleccién
de subindices (i,7,k) € {1 < 4,5,k < 4]i # 4,7 # k} equivale a seleccionar tres ndmeros (i, 7, k)
del conjunto 1,2,3,4 con reemplazamiento de manera que el primero es distinto del segundo y el
segundo es distinto del tercero. Es evidente que esto nos deja tinicamente dos opciones que se excluyen
mutuamente:

= Los tres subindices (i, 7, k) son diferentes.
= El primero es igual al tercero y solo difiere el segundo: (4, j, k) = (4, j, ).

Por tanto, podemos reexpresar:

Zaijbik = Zaijbik + Zaijbij'

1<ij k<4 1<ij k<4 1<ij<4
i #£ 4] F#k todos distintos i#£ ]

(3.21)

Sustituyendo (3.21) y (3.20) en (3.18), obtenemos la expresién buscada:
ha((X1, Y1), (X2,Y2), (X5,Y3), (X4, Ya))

1 .
=51 QZaijbij - 2Zaijbik + Zaijbik (8:22)

<i,j <4 1<i,j,k<4 1<4,5,k1<4
i #£ ] i, j, k distintos i, 7, k distintos
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Para mayor simplicidad se puede demostrar que, si denotamos por

di .

W; = ——— (peso asignado a Tj;),

S(Ti™)
ai; = [ X — X1,
dij = |T; — T,

n (3.23)
m = Z Wi,

i=1
M=) W7

i=1

el estimador Q¢ admite la siguiente expresién de complejidad O(n?)

1

. e .. 2_ . PR J— . .
T D023 | 2, Wi — (Wi 15 = M o 2WiI8)

4,j=1

Q:

— QZWZ(m—I- Wz) ZWjaij ZWjdij + QZWl ZWjQCLij ijd” (324)
j=1 j=1 i=1 j=1 j=1

=1
+ QZWZ ZWjaij ZWdeij + Z Winaij Z Wledlj
i=1 j=1 j=1 i,j=1 ij=1

Para detalles sobre la demostracion se puede consultar la informacién complementaria de Edelmann
y col. (2021).

Por 1ltimo, presentamos resultados relativos a las buenas propiedades asintéticas de Q. ESalgunas
condiciones técnicas relativas a:

1. La existencia de momentos de segundo orden de las covariables y del tiempo de supervivencia:
E[|X|] < o0, E[Y|’] < oo, (3.25)

lo que garantiza la existencia del momento de segundo orden de la funcién kernel y, por tanto,
la normalidad asintotica del estimador €) en ausencia de censura.

2. Condiciones sobre la existencia de momentos de segundo orden de la funcién kernel ponderada,
garantizando asi la normalidad asintética del estimador ) en presencia de censura.

3. La tercera condicién atane a la funcién de pesos y garantiza la normalidad asintética cuando en
lugar de utilizar la verdadera funcién de supervivencia de C' utilizamos su estimador de Kaplan-
Meier S¢.

Bajo dichas condiciones tenemos el siguiente resultado sobre la distribucién asintética del IPCW
estimador de V?(X,Y).

Teorema 3.2.2. Bajo ciertas condiciones técnicas, siendo

0% =16Var (W + /[O’OO) w(t)dMC(t)> , (3.26)

entonces, para n — 00, ~
Q— VX, Y). (3.27)
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Si ademds 0% > 0 entonces ~

si 02 =0, entonces R
Vn(Q =V (X,Y)) — 0. (3.29)

En el caso de que X e Y sean independientes se cumple que o2 = 0 y, por tanto,

Q— 0. (3.30)
P

Dada la condicién (1) se cumplen (2) y (3) sin mds que garantizar que A¢ es acotado y los soportes
de Y y C son de la forma [0, 7y], [0, 7¢] cumpliendo 1y < 7¢.

Una cuestién problemédtica es que la condicién (2) nunca se cumple en aquellos casos en los que el
soporte de la funcién de supervivencia es mayor que el de la funcién de censura, 7v > 7¢ lo cual es
muy habitual en estudios clinicos. La solucién que proponen Edelmann y col. (2021) en esos casos es
truncar los tiempos de supervivencia escogiendo una constante no negativa adecuada y trabajar con
ellos en lugar de con los tiempos originales. Una eleccién natural para dicha constante en muchos casos
puede ser el instante de finalizacién del estudio.

3.3. Test de independencia

A raiz de las propiedades presentadas en el Teorema 3.2.2; se deriva directamente la posibilidad de
plantear un test de permutaciones para contrastar la independencia entre un vector de covariables X
y el tiempo de supervivencia Y que sea evaluables sobre una muestra {(X;,T;, d;)}_; obtenida bajo
censura aleatoria por la derecha.

Ese test consiste en asociar de manera aleatoria (sin repeticiones) las observaciones {X;} ; v
{(T3,0:) }j=, y evaluar sobre la muestra obtenida {(X;, T (i), 0x(s)) }i=; €l estimador propuesto Q:

Qr = QU{(Xs, Trgay, (i) Hon)- (3.31)

Si repetimos este procedimiento B veces, siendo B un niimero razonablemente alto, podemos aproximar
el p-valor del estimador evaluado sobre la muestra original 2 como la proporciéon de veces que hemos
obtenido un valor superior al evaluar el estadistico sobre las permutaciones aleatorias m de la muestra:

,= HUEdl o BYQ > Q41

3.32
B+1 ( )

Bajo la hipdtesis nula de independencia, es de suponer que la mitad de los valores obtenidos al
simular quede. por encima del valor Q. Si por el contrario existe dependencia lo esperable serd que
la correlacién de distancias obtenida sobre la muestra original sea en general mayor que la obtenida
bajo censura, lo que conduciria a p-valores pequenos de acuerdo con la formula anterior y, por tanto,
al rechazo de la hipétesis nula tal y como queremos.
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Capitulo 4

Simulaciones

A continuacién vamos a ilustrar el comportamiento de las herramientas presentadas a lo largo del
trabajo sobre muestras de ejemplo obtenidas por simulacién.

4.1. Ejemplo de iteracion

Para que los resultados sean un poco mas robustos, en lugar de simular una muestra y analizar sus
resultados vamos a generar B simulaciones y promediar los resultados. Como se trata de un ejemplo
no tomaremos un nimero de repeticiones B muy grande.

Comenzaremos explicando qué sucede en cada una de las iteraciones y cémo interpretar los resulta-
dos. Esto nos permite ilustrar con gréficas los resultados obtenidos. En la seccién siguiente presentamos
los resultados obtenidos con B simulaciones.

Para comparar el comportamiento del estimador propuesto por Edelmann y col. (2021) que hemos
presentado en el Capitulo 3 con las herramientas clasicas y las técnicas de correlacién de distancias para
datos completos, vamos a simular distintas relaciones de dependencia entre una covariable continua
z € RV y los tiempos de supervivencia observados que denotaremos por y € RV,

El vector de covariables z lo generaremos en cada caso tomando N = 100 realizaciones indepen-
dientes e idénticamente distribuidas que siguen la distribucién

z~ N(0,1). (4.1)

A partir de él vamos a generar cuatro vectores de tiempos de supervivencia no negativos {y; }_,
con las siguientes estructuras de relacion:

1. y1 = cos(z)
2. y2 = log 2|

3. ys =z
4. y4 ~ N(0,1) Independencia

El cédigo correspondiente al ejemplo que desgranamos aqui y con el que hemos generado todas las
graficas de esta seccién se pueden encontrar en el Anexo B.1. En él se puede ver que a la generacion
de los tiempos de supervivencia y; se le han aplicado algunas correcciones técnicas para garantizar que
sean siempre positivos.

La relacién de dependencia entre cada uno de estos tiempos de supervivencia y la covariable z se
puede observar en la Figura 4.1. Es evidente que los tres primeros casos se corresponden a situacio-
nes de dependencia entre la covariable y la respuesta y el Ultimo a una situacién de independencia.
Representamos en rojo el ajuste lineal de estos datos y en linea discontinua azul un estimador lowess

43
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Pz Test F p-value dCor(z,y;) Test dCor p-value
y1 || -0.11208 0.26689 0.52523 0.002
Y2 0.09080 0.36894 0.51195 0.002
Y3 0.97005 0.00000 0.99610 0.002
ya || 0.03216 0.75076 0.12497 0.138

Cuadro 4.1: Medidas de correlaciéon y dependencia de los datos completos

F-test rechaza Hy (incorrelacién) dCor rechaza acepta Hy (independencia)
Y1 FALSE TRUE
Y2 FALSE TRUE
Ys TRUE TRUE
Ya FALSE FALSE

Cuadro 4.2: De acuerdo con el test F sobre el ajuste lineal y con el test de permutaciones basado en
distance covariance que utiliza el estimador con correcciéon de sesgo, vemos en qué casos se detecta
correlacion (F-test) e independencia (dCor test) a un nivel de significacién del 5 %.

local para acentuar la forma de dependencia que captaria un estimador més flexible (no paramétrico).
La dependencia en el caso (3) es bastante parecida al ajuste lineal, por lo que es previsible que la
correlacién de Pearson logre capturarla razonablemente bien, mientras que en los casos (1) y (2) la
recta ajustada apenas guarda relacién con la asociacion observable en los datos.

Cada muestra {(y;, 2)}%_, estd constituida por N pares de datos completos, es decir, lo que ob-
tendriamos si fuésemos capaces de observar todos los tiempos de fallo (sin censura). Por tanto, po-
dremos analizar sus relaciones empleando todas las herramientas presentadas en el Capitulo 2: la
correlacién de Pearson clésica que denotaremos por p(z,y;) y las técnicas de correlacién de distancias
en datos completos. En particular trabajaremos con el estimador de dCor insesgado presentado en
(2.62) para facilitar la comparacién posterior con las técnicas especificas para datos censurados por la
derecha, y lo denotaremos por dCor(z,y;). En cuanto a los tests de independencia, realizaremos un test
F cléasico para testar la existencia de correlacién y el test de independencia basado en permutaciones
sobre el estadistico dCor(z,y;) presentado en la Seccién 2.2.5.

En la Tabla 4.1 presentamos las magnitudes obtenidas sobre la muestra simulada y los p-valores
asociados a los tests. Estos ultimos se traducen en decisiones acerca de si se acepta o no la hipdtesis de
incorrelacién e independencia resumidas en la Tabla 4.2 (asumiendo un nivel de significacién del 5 %).
Vemos que mientras que el test F clasico solo detecta correlaciéon cuando la asociaciéon se parece a una
dependencia lineal (como es el caso de ys3), el test basado en dCor identifica correctamente todas las
situaciones de dependencia e independencia.

Para poder poner a prueba la correlacion de distancias en el contexto del Andlisis de Supervivencia
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y1

y3

(c) y3 = 2* (d) ¥4 ~ N100(0, I100)

Figura 4.1: Relacién entre tiempos simulados {y;}?_; y la covariable z. En rojo se presenta un ajuste
lineal de los datos y en linea discontinua negra un estimador lowess no paramétrico.
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tal y como hemos planteado en el Capitulo 3, no basta haber simulado los tiempos de supervivencia,
es necesario introducir en la muestra censura aleatoria por la derecha. Para ello vamos a simular los
tiempos de censura a partir de exponenciales independientes de la distribucion del vector de covariables
z.

Como es previsible que la proporcién de censura afecte a los estadisticos, para cada y; simularemos
tres vectores procedentes de distintas distribuciones ¢;1, ¢;2, ¢;3 para lograr distintos niveles de censura
y ver el efecto que puede tener en la deteccion de la dependencia.

Las distribuciones en cuestion son las siguientes:

"Y1
c11 = 1,34 511,511 ~ Expy (1),
c12 = 0,7+ S12,S12 ~ El’p]\r(l), (42)
c13 =02+ 5137 Si3 ~ El‘pN(l).
" Y2
co1 = So1, 821 ~ Exzpn(0,03),
Co9 = 522, 522 ~ EZ‘pN(O,13), (43)
c23 = 0,5 4 So3, 523 ~ Expn(0,35).
" Ys3:
c31 = 531,531 ~ Expn(0,2),
C3p = ng, 532 ~ E(L’pN(O,G), (44)
c33 = S33, S33 ~ Expy(1).

cq41 = 2,5+ 541, Sy1 ~ EﬂﬂpN(O,?)),
cag = 0,3 + Sa2, Ss2 ~ Expn(0,3), (4.5)
ca3 = Su3, 843 ~ Expn(0,6).

Al ser tiempos generados a partir de variaciones de la distribucién exponencial tenemos garantizado
que los tiempos de censura seran siempre positivos.

Una vez tenemos estos vectores de tiempos de censura {c¢;; }
de acuerdo con la definicién vista en (1.12):

3,4

=1 definimos los tiempos observados
;

yi; =min{y;,cij}, 05 =Ly < cij) (4.6)

entendiendo las operaciones anteriores como operaciones elemento a elemento. Como los tiempos de
censura han sido originados a partir de distribuciones totalmente independientes de los tiempo de fallo,
la muestra observada (y;;,0;;) presenta censura aleatoria por la derecha.

Las distribuciones que usamos para generar cada c;; han sido definidas ad hoc para lograr diferentes
niveles de censura:

= y,;; tiene poca censura (alrededor de un 20 %).
= y;o tiene alrededor de la mitad de las observaciones censuradas (alrededor de un 50 %).

= y; tiene mucha censura (sobre un 70-80 %).
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cih || 019 015 019 0.05

ci2 || 049 052 049 0.46

cis || 071 082 072 0.77

Cuadro 4.3: Proporcién de censura obtenida en la iteracion de ejemplo

Las proporciones de censura obtenidas en este caso se pueden observar en la Tabla 4.3. Eviden-
temente estos valores no se tienen por qué cumplir para cada muestra simulada, por eso en la Tabla
4.3 hay algunos valores que se alejan bastante del rango que les corresponderia. La Tabla 4.8 recoge
los niveles promedios de censura obtenidos con B iteraciones y vemos que se aproximan a los valores
buscados. A la hora de controlar los niveles de censura nos hemos encontrado con algunas dificultades
técnicas que iremos comentando a lo largo de esta seccién.

Graficamente vemos como varia la muestra obtenida en esta iteracién al modificar la proporcién
de censura en las Figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5.

Obviando las observaciones censuradas: El primer enfoque a la hora de tratar las muestras
con censura podria ser intentar utilizar las técnicas para datos completos empleando solo los datos
correspondientes a tiempos de fallo, es decir, omitir las observaciones censuradas. Bajo este enfoque es
de prever que cuanto mayor sea la proporcién de censura peor se detecte la correlacién o la dependencia.
En nuestro caso, quizds el ejemplo mds claro sea el caso de la relacién logaritmica (y21,021). En la
Figura 4.3a vemos que al haber tan pocas observaciones censuradas el hecho de obviarlas apenas
perjudica a los estimadores, la asociacién sigue estando muy patente. Si pasamos a considerar el caso
de mucha censura como sucede en la muestra (ya3,023), representada en la Figura 4.3¢, vemos que
cada vez la relacién es maés dificil de identificar y el estimador lineal varia ostensiblemente respecto al
ajuste con poca censura.

Podemos observar los cambios en funcién de la proporcién de censura en cada caso en las Figuras
4.2,4.3,4.4y 4.5. En general la relacién sigue siendo muy evidente ya que no hemos introducido ruido.

Veamos cuéles son los valores obtenidos para el coeficiente de correlacién lineal de Pearson p(y;;, 2)
y la correlacién de distancias dCor(y;;, z) cuando obviamos las observaciones censuradas, y asimismo
cudles son los p-valores de los tests asociados. Los resultados los podemos observar en la Tabla 4.4
redondeados a cinco cifras decimales (excepto el p-valor del test de independencia ya que la funcién
implementada en el paquete dcortools da por defecto dnicamente tres cifras decimales).

Modelo de Cox y analisis de residuos martingale: El siguiente paso 16gico en nuestro andlisis
es utilizar, finalmente, técnicas especificas para Andlisis de Supervivencia. En este sentido podemos
utilizar recursos clasicos como ajustar un modelo de Cox y aplicar los tests clasicos para detectar
correlacién, analizar la relacién entre los residuos del modelo y la covariable (que vuelve a ser un
contexto de datos completos) o utilizar el estimador IPCW insesgado de la correlacién de distancias
bajo censura propuesto en el Capitulo 3 y test de independencia asociado.

Veamos en primer lugar las opciones que nos ofrece el modelo de Cox semiparamétrico con un
ajuste log-lineal sobre las covariables (el modelo cldsico). Los primero que haremos es aprovechar las
propiedades de los residuos martingale expuestas en el Capitulo 1. En él se explica que al representar
los residuos resultantes de ajustar un modelo de Cox vacio (sin covariable) respecto a una covariable
el grafico indica la forma funcional correcta en la que esa variable deberia entrar en el modelo. Asi,
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surv$time
surv§time

(b) Censura intermedia: c12

surv§time.

0.0

(c) Mucha censura: c13

Figura 4.2: Muestras correspondientes a los tiempos de supervivencia simulados y; = cos(z) frente
a z. En rojo las observaciones censuradas en cada muestra (yi,d1;) con distintos niveles de censura
c1j. En negro las observaciones no censuradas. La linea negra es un ajuste lineal empleando solo
las observaciones no censuradas. La linea discontinua negra es un estimador lowess utilizando las
observaciones no censuradas. La linea discontinua roja es un estimador lowess utilizando todas las
observaciones.
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surv§time

surv$time

(c) Mucha censura: ca3

surv$time

(b) Censura intermedia: ca2
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Figura 4.3: Muestras correspondientes a los tiempos de supervivencia simulados yo = log|z| frente a z.
En rojo las observaciones censuradas en cada muestra (y2,d2;) con distintos niveles de censura cg;. La
linea negra es un ajuste lineal empleando solo las observaciones no censuradas. La linea discontinua
negra es un estimador lowess utilizando las observaciones no censuradas. La linea discontinua roja es

un estimador lowess utilizando todas las observaciones.
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surv§time

surv$time

(c) Mucha censura: cs3

surv$time

00

CAPITULO 4. SIMULACIONES

(b) Censura intermedia: c32

Figura 4.4: Muestras correspondientes a los tiempos de supervivencia simulados y3 = 22 frente a z. En
rojo las observaciones censuradas en cada muestra (ys, d3;) con distintos niveles de censura cz;. En negro
las observaciones no censuradas. La linea negra es un ajuste lineal empleando solo las observaciones
no censuradas. La linea discontinua negra es un estimador lowess utilizando las observaciones no
censuradas. La linea discontinua roja es un estimador lowess utilizando todas las observaciones.
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surv$time

(a) Poca censura: ca1

surv§time.

(c) Mucha censura: c43

surv§time

(b) Censura intermedia: ca2
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Figura 4.5: Muestras correspondientes a los tiempos de supervivencia simulados y4 ~ N1go(0, I) frente
a z. En rojo las observaciones censuradas en cada muestra (ya,d4;) con distintos niveles de censura

c4j. En negro las observaciones no censuradas. La linea negra es un ajuste lineal empleando solo

las observaciones no censuradas. La linea discontinua negra es un estimador lowess utilizando las
observaciones no censuradas. La linea discontinua roja es un estimador lowess utilizando todas las

observaciones.
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Pz, Test F p-value dCor(z,y;;) Test dCor p-value
Y11 || -0.10748 0.33955 0.51147 0.002
Y1z || -0.14327 0.31588 0.53332 0.002
y1s || -0.14075 0.46646 0.51506 0.004
y21 || 0.05238 0.63397 0.50360 0.002
Y22 || 0.04768 0.74762 0.51285 0.002
Y23 || 0.21177 0.39890 0.49270 0.024
ys1 || 0.96791 0.00000 0.99544 0.002
ysz2 || 0.96267 0.00000 0.99640 0.002
ysz || 0.95031 0.00000 0.99250 0.002
Ya1 || -0.02959 0.77589 0.12427 0.110
Yaz || 0.18328 0.18466 0.12808 0.196
Yas || -0.04316 0.84499 -0.28338 0.962

Cuadro 4.4: Medidas de correlaciéon y dependencia obviando las observaciones censuradas.
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pzmy;  Test F p-value dCor(z,m;;) Test dCor p-value
yi1 || 0.07273 0.47207 0.48245 0.002
Y12 0.12949 0.19912 0.42294 0.002
y13 || 0.03617 0.72091 0.26448 0.004
y21 || -0.00175 0.98624 0.47237 0.002
Y22 || -0.13405 0.18362 0.36798 0.002
Y23 || -0.13184 0.19103 0.19122 0.020
ys1 || -0.85027 0.00000 0.87620 0.002
ysz || -0.70428 0.00000 0.68239 0.002
Y33 || -0.58545 0.00000 0.53549 0.002
Ya1 0.00098 0.99232 0.13191 0.116
Yaz || -0.13293 0.18735 0.13905 0.098
Yasz || -0.06278 0.53493 -0.09595 0.704

Cuadro 4.5: Medidas de correlacion y dependencia de los residuos del modelo de Cox vacio y la
covariable

podemos utilizar las mismas herramientas que hemos empleado hasta ahora para datos completos para
detectar asociacién entre los residuos del modelo m;; y la covariable z.

Gréficamente podemos observar estas relaciones en la segunda columna de las Figuras 4.6, 4.7, 4.8
y 4.9. Incluimos un ajuste lineal que es evidente que, excepto en el caso (2), no se adapta en absoluto
a la relacién entre los residuos m;; y 2.

Los resultados numéricos pueden observarse en la Tabla 4.5. El coeficiente de Pearson solo captara
la existencia de efectos lineales y para capturar estructuras de dependencia mas complejas debemos
recurrir a los estimadores de la correlacién de distancias. En efecto, en vista de los p-valores en dicha
tabla solo se detecta correlacién en el caso (3) mientras que se detecta dependencia en todos excepto
en el (4).

Ajustamos a continuacién un modelo de Cox esta vez si sobre la covariable z. Al representar
los residuos de este modelo m;;* deberiamos haber eliminado la componente lineal de los gréaficos
de residuos del modelo anterior. Graficamente la representacién de los nuevos residuos frente a la
explicativa en la tercera columna de los gréficos 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9. Vemos que en los casos en los que
la dependencia de los residuos del modelo anterior tenia una componente lineal importante el patrén
dibujado por los residuos del nuevo modelo varia notablemente respecto al anterior (este cambio solo
es perceptible en la Figura 4.8).

Si testamos nuevamente la existencia de correlacion y de dependencia entre los residuos de este
nuevo modelo y la covariable, ahora tinicamente el test de independencia podria capturar la asociacién
no modelizada. Para testar la hipdtesis de no efecto de la covariable bajo la estructura del modelo
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Figura 4.6: En la primera columna se representan los tiempos observados y11, Y12 € y13 frente a la
covariable z. En negro se dibujan los tiempos de fallo y en rojo los tiempos censurados. Vemos que la
proporcién de censura cambia sensiblemente en los tres casos. En la segunda columna se representan
los residuos martingale del modelo de Cox vacio (sin covariable) frente a la covariable z. En linea sélida
negra se representa el ajuste lineal para dichos puntos y en linea discontinua negra un estimador lowess
no paramétrico. En la tercera columna se representan los residuos martingale del modelo de Cox sobre
la covariable z frente a z.
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Figura 4.7: En la primera columna se representan los tiempos observados y21, Y22 € ya23 frente a la
covariable z. En negro se dibujan los tiempos de fallo y en rojo los tiempos censurados. Vemos que la
proporcién de censura cambia sensiblemente en los tres casos. En la segunda columna se representan
los residuos martingale del modelo de Cox vacio (sin covariable) frente a la covariable z. En linea sélida
negra se representa el ajuste lineal para dichos puntos y en linea discontinua negra un estimador lowess
no paramétrico. En la tercera columna se representan los residuos martingale del modelo de Cox sobre
la covariable z frente a z.
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Figura 4.8: En la primera columna se representan los tiempos observados ys1, ys2 € yss frente a la
covariable z. En negro se dibujan los tiempos de fallo y en rojo los tiempos censurados. Vemos que la
proporcién de censura cambia sensiblemente en los tres casos. En la segunda columna se representan
los residuos martingale del modelo de Cox vacio (sin covariable) frente a la covariable z. En linea sélida
negra se representa el ajuste lineal para dichos puntos y en linea discontinua negra un estimador lowess
no paramétrico. En la tercera columna se representan los residuos martingale del modelo de Cox sobre
la covariable z frente a z.
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Figura 4.9: En la primera columna se representan los tiempos observados y41, Y42 € ya3 frente a la
covariable z. En negro se dibujan los tiempos de fallo y en rojo los tiempos censurados. Vemos que la
proporcién de censura cambia sensiblemente en los tres casos. En la segunda columna se representan
los residuos martingale del modelo de Cox vacio (sin covariable) frente a la covariable z. En linea sélida
negra se representa el ajuste lineal para dichos puntos y en linea discontinua negra un estimador lowess
no paramétrico. En la tercera columna se representan los residuos martingale del modelo de Cox sobre
la covariable z frente a z.
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Test LR p-value Score Test p-value Test Wald p-value dCor(z,y;;%) Test dCor p-value
Y11 0.17204 0.17437 0.17535 0.48103 0.002
Y12 0.02543 0.02794 0.02915 0.41659 0.002
Y13 0.54945 0.55029 0.55056 0.26335 0.004
Y21 0.99080 0.99080 0.99080 0.47235 0.002
Y22 0.38781 0.38677 0.38796 0.35236 0.002
Y23 0.11838 0.11144 0.11599 0.16824 0.034
Y31 0.00000 0.00000 0.00336 0.14546 0.094
Y32 0.00000 0.00000 0.13868 0.10350 0.206
Y33 0.00000 0.00000 0.53261 0.09578 0.234
Ya1 0.99325 0.99325 0.99325 0.13191 0.092
Ya2 0.23592 0.23818 0.23902 0.09732 0.164
Ya3 0.50735 0.50735 0.50557 -0.09083 0.680

Cuadro 4.6: Medidas de correlacién y dependencia de los residuos del modelo de Cox sobre la covariable
z v la propia covariable.

de Cox se pueden utilizar los tests de no efecto presentados en el Capitulo 1: el test de razén de
verosimilitudes (LR o loglikelihood), el score test y el test de Wald. Estos resultados se pueden apreciar
en la Tabla 4.6. Vemos que los tests de razén de verosimilitudes y score ofrecen resultados coherentes
con lo que acabamos de ver, aceptando la hipétesis de no efecto en todos los casos excepto para yso,
con una excepcién para y; bajo niveles de censura intermedios (este efecto se trata simplemente de
una particularidad de esta muestra concreta, veremos que al analizar los resultados ofrecidos por la
simulacién completa no se observa). El test de Wald, por su parte, se desmarca aceptando la hipdtesis
de no efecto de la covariable en préacticamente todos los supuestos y en este caso, veremos que este
comportamiento se mantiene al realizar la simulacién completa.

En cuanto a la correlacién de distancias, en este caso se acepta la hipdtesis nula de independencia
al 5% tanto para ys como para y4 sea cual sea el nivel de censura. Esto indica que en los casos en
los que la relacion entre la covariable y el tiempo de fallo es muy parecida a una relacién lineal, al
introducir el efecto de dicha covariable utilizando un modelo de Cox la correlacién de distancias ya no
es capaz de detectar la dependencia restante.

dCor en el contexto de datos censurados: Por tltimo, vamos a utilizar el estimador IPCW de
la correlacién de distancias y el test basado en él conforme hemos explicado en el Capitulo 3. Este
estimador se evalia directamente sobre la muestra censurada y esto supone una pequena restriccién
préctica. Si recordamos la expresién 3.13, el estimador IPCW de la correlacién de distancias es un
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dCor®((yij,90i5),2) Test dCor® p-value
Y11 0.52823 0.002
Y12 0.53674 0.002
Y13 0.44187 0.004
Y21 0.50007 0.002
Y22 0.47398 0.002
Y23 0.36133 0.034
Y31 0.99624 0.002
Y32 0.91585 0.002
Yss 0.92268 0.002
Ya1 0.11883 0.150
Yaz 0.15826 0.166
Ya3 -0.18573 0.840

Cuadro 4.7: Medidas de correlacion y dependencia de los datos completos

U-estadistico con una funcién kernel de orden 4 ponderada por unos pesos que tienen en cuenta la
censura y la estimacién de la supervivencia. Para evaluar este estadistico, que denotaremos por dCor®,
es necesario que en cada muestra haya al menos cuatro observaciones no censuradas. Esta condicién
puede dar problemas en la practica si estamos trabajando con porcentajes de censura muy altos
porque puede suceder que en alguna de las muestras simuladas haya menos de cuatro fallos. Para
evitar problemas hemos seleccionado las distribuciones de los tiempos de censura buscando minimizar
el nimero de muestras para las que no podemos calcular el IPCW. Si en una muestra se da este
problema, al estimador de esa muestra se le asigna un valor nulo y se hace el promedio sin tenerlo en
cuenta. Para controlar que la cantidad de veces que esto sucede sea pequena en la simulacién con B
muestras, hemos implementado un contador y fijado una tolerancia del 2 % (veremos que nos quedamos
muy lejos de ese valor).

Los resultados obtenidos para el estimador IPCW de la correlacion de distancias y el p-valor del
test de permutaciones asociado a él se pueden observar en la Tabla 4.7.

Cabe notar que en este caso nuevamente se identifica correctamente la dependencia en los tres
primeros casos y la independencia en el iltimo caso.

Antes de pasar a los resultados obtenidos en la simulacién completa, cabe mencionar que en las
tablas de presentacion de los resultados se muestran a menudo estimadores de la correlacién de dis-
tancias que toman valores negativos. Recordemos que, si bien en el capitulo 2 hemos definido V2 y V2
como magnitudes estrictamente no negativas, en nuestra implementacion estamos trabajando con el
estimador insesgado Q que si puede ser menor que cero.
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c;1 || 0.23656  0.19868 0.26608 0.17196

c;2 || 0.50928 0.56228 0.52948 0.45816

c;i3 || 0.69704 0.78758 0.73200 0.72052

Cuadro 4.8: Niveles de censura promedio en cada uno de los 12 tipos de muestra simulados

p(z,y;) Test F p-value dCor(z,y;) Test dCor p-value
y1 || -0.00836 0.33041 0.54807 0.002
y2 || 0.00252 0.50525 0.52494 0.002
Y3 0.96907 0.00000 0.99564 0.002
Ya 0.00126 0.50785 -0.01110 0.498

Cuadro 4.9: Medidas de correlacién y dependencia de los datos completos obtenidos promediando las
medidas obtenidas para cada una de las B iteraciones.

4.2. Simulacion

Los resultados obtenidos en el apartado anterior han servido para ilustrar que significa cada una
de las magnitudes calculadas y apoyar su explicaciéon con representaciones graficas. Lo que vamos a
hacer ahora es repetir todo el proceso y los calculos anteriores B veces y obtener los estimadores de
interés y los p-valores de los tests realizados promediando los resultados de estas B iteraciones para
tener resultados un poco mas solidos. Vamos a fijar B = 250.

El cédigo correspondiente a esta simulacién se encuentra disponible para consulta en el Anexo B.
Vamos a presentar directamente los resultados obtenidos.

En la Tabla 4.8 se presentan los niveles de censura obtenidos en cada caso promediando la pro-
porcién de censura de cada muestra simulada. Como vemos los valores se mueven en los rangos que
habiamos planteado inicialmente.

En la Tabla 4.9 vemos el promedio de correlaciones de distancias p(z,y;), los p-valores promedio
obtenidos al testar la existencia de correlacion utilizando el test F, el promedio de los estimadores
de la correlacién de distancias dCor(z,y;) y el promedio de p-valores del test de independencia a él
asociado. Los resultados obtenidos muestran valores altos de correlacién tinicamente para los tiempos
de supervivencia y3 tal y como habiamos explicado en el ejemplo de iteracién anterior. Las discrepancias
respecto a la Tabla 4.1 pueden deberse en parte a las modificaciones introducidas para garantizar que
los tiempos de supervivencia sean positivos. Lo que nos interesa es comparar el resultado para datos
completos con los obtenidos para las demads técnicas. La correlacién de distancias presenta valores altos
en todos los casos excepto en el ultimo. Los niveles de significacién obtenidos concuerdan con estas
observaciones.

En la Tabla 4.10 se presentan medidas analogas a las de la tabla anterior pero teniendo en cuenta
Unicamente las observaciones sin censurar dentro de cada muestra simulada. En este caso es eviden-
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P F Test p-value dCor insesgado Test dCor p-value
y11 || -0.00675 0.36730 0.51906 0.00200
Y12 || -0.00971 0.39942 0.51702 0.00228
y13 || -0.01071 0.39665 0.51694 0.00715
y21 || 0.00222 0.51452 0.52994 0.00200
Y22 || -0.00133 0.47380 0.54766 0.00260
y23 || -0.00156 0.46274 0.57731 0.02561
ys1 || 0.96544 0.00000 0.99522 0.00200
ys2 || 0.96122 0.00000 0.99432 0.00200
ys3 || 0.95658 0.00000 0.99317 0.00200
Ya1 || -0.00524 0.50101 -0.00569 0.47928
Yyaz || -0.01215 0.48719 -0.01147 0.48757
ya3 || 0.00436 0.50393 -0.03285 0.50768

Cuadro 4.10: Promedios obtenidos sobre las muestras simuladas obviando la censura del coeficiente de
correlacién de Pearson, de la correlacion de distancias y de los p-valores obtenidos con el F test y el
test de independencia.

te que para niveles de censura bajos tanto los estadisticos como los p-valores se parecen mas a los
resultados de la Tabla 4.9. En cualquier caso el efecto del nivel de censura sobre los p-valores no es
muy pronunciado con lo que la decisiéon sobre el contraste en esta situaciéon donde la dependencia
es tan clara no se modifica: el F-test solo rechaza la hipotesis nula de incorrelacién en las muestras
obtenidas a partir de y3 mientras que el test de independencia rechaza correctamente la hipotesis nula
de independencia en las muestras obtenidas a partir de y1, y2 € y3.

La Tabla 4.11 es un resumen de los resultados obtenidos analizando los residuos de los modelos
de Cox: uno vacfo (ajustado sin covariables) y el otro ajustado con covariables. Vemos que a nivel
cualitativo el resultado del F-test no cambia en cuanto a aceptar/rechazar correlacién. Del mismo
modo, las decisiones del test realizado sobre los residuos del modelo de Cox vacio m;; tampoco varian
aunque vemos que en el caso yo3 (alta proporcién de censura) el p-valor estd mucho méds préximo a
aceptar la hipétesis de incorrelacion, lo que ilustra que la cantidad de censura podria, en efecto, llegar
a modificar el resultado del test. Al residuos mj; del modelo de Cox sobre la variable z solo podemos
aspirar a captar la dependencia no recogida por el modelo, que vemos que en el caso de los tiempos
de supervivencia generados a partir de y3 ya no sera lo suficientemente importante como para que se
detecte independencia. Evidentemente tampoco se detecta en el caso de independencia y,.

Por dltimo, la Tabla 4.12 ofrece los resultados obtenidos promediando los valores del estimador
IPCW dCor(z,yi;) y el p-valor del test de independencia asociado al él. Lo primero que vemos es
que a un nivel de significacién del 5% seguimos identificando de forma correcta las situaciones de
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p(z,m;;) Ftest p-val dCor(z,m;;) dCor test p-val dCor(z,m?;;) dCor? test p-val
y11 || 0.00503 0.51416 0.49512 0.00200 0.48598 0.00200
yi2 || 0.00575 0.43826 0.43400 0.00200 0.41958 0.00202
Y13 0.00030 0.40992 0.34929 0.00283 0.33171 0.00290
Y21 || -0.00794 0.30528 0.48624 0.00201 0.46626 0.00200
Y22 || -0.00505 0.33907 0.34677 0.00325 0.32872 0.00416
Y23 0.00041 0.43343 0.23739 0.03268 0.23497 0.02358
ys1 || -0.80293 0.00000 0.82443 0.00200 0.02007 0.42168
ysz2 || -0.67957 0.00000 0.66226 0.00200 0.03217 0.40297
yss || -0.54965 0.00000 0.50162 0.00201 0.01654 0.44901
Yar 0.00346 0.52075 -0.01512 0.50482 -0.07663 0.69764
Yaz || 0.00478 0.49129 -0.01420 0.48991 -0.07072 0.67031
Yasz || -0.00392 0.48084 -0.00748 0.47979 -0.04155 0.58514

Cuadro 4.11: Residuos de los modelo de Cox: correlacion y tests de incorrelacién sobre el modelo vacio
y correlacién de distancias y test de independencia tanto sobre el modelo vacio como sobre el modelo
lineal sobre la covariable z.
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dCor®(z,y;;) Test dCor® p-value
Y11 0.54507 0.00200
Y12 0.54094 0.00205
Y13 0.52650 0.00427
Y21 0.52242 0.00200
Y22 0.50213 0.00335
Y23 0.41387 0.07644
Y31 0.98750 0.00200
Y32 0.97452 0.00200
Yss 0.92335 0.00200
Ya1 -0.00555 0.48006
Y42 -0.01479 0.49406
Ya3 -0.01082 0.48376

63

Cuadro 4.12: Estimador IPCW de la correlacién de distancias y p-valor correspondiente al test de

independencia basado en él.

dependencia/independencia con la excepcién del caso ya3, €l caso al que los niveles altos de censura
le afectan de manera mas acusada. Ademas si nos fijamos en los valores concretos vemos que estan
sumamente préximos a los valores obtenidos para datos completos de la Tabla 4.9, compitiendo con
los obtenidos obviando las observaciones censuradas y mejorando las estimaciones obtenidas con los
residuos del modelo de Cox. El motivo por el que obviar las observaciones censuradas funciona tan
bien en este caso podria ser que al tratarse de relaciones tan limpias (no hemos introducido error ni

hay efectos mezclados) aun teniendo menos datos el desempenio de los estimadores es bueno.

En conclusién:

= Vemos que tanto los valores de la correlacién de distancias obtenidos obviando la censura como
los obtenidos utilizando el estimador IPCW estan bastante préximos a los valores tedricos. Los
obtenidos analizando los residuos del modelo de Cox vacio se quedan un poco mas lejos aunque
su rendimiento es aceptable en los casos de poca censura y empeora notablemente a medida que

esta aumenta.

» Los resultados obtenidos utilizando solo los datos no censurados (Tabla 4.10) y los obtenidos con
el estimador IPCW (Tabla 4.12) son muy similares entre si. De hecho el primer enfoque capta la
dependencia incluso mejor. Hemos de tener en cuenta que al no haber introducido error ni efectos
cruzados la dependencia se marca notablemente incluso censurando una parte importante de la
muestra. En cualquier caso, de los dos el mas afectado por niveles altos de censura parece ser el

estimador IPCW.
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= Los resultados basados en la correlacién de Pearson en general solo presentan un comportamiento
aceptable identificando independencia en el caso de la relacién (3) debido a su gran similitud con
la relacién lineal tal y como cabia esperar.

= El coeficiente de correlacién de Pearson de los residuos del modelo de Cox funciona peor que el
que obvia la censura a la hora de detectar relaciones de tipo lineal o similares.

En definitiva, en este ejemplo hemos visto como se implementan las herramientas basadas en corre-
lacion de distancias y son capaces de detectar tipos de dependencia mas general que la correlacién de
Pearson. En el caso de datos censurados, lo que mejor resultado nos ha dado es obviar las observaciones
censuradas (quizds debido a la pureza de las relaciones en nuestro ejemplo) pero el estimador IPCW
resulta ser plenamente competitivo y aproxima razonablemente bien los valores teéricos. El analisis de
residuos de un modelo de Cox vacio con técnicas de correlacion de distancias también resulta 1til para
detectar asociacion, aunque estima peor la dependencia especialmente cuando hay mucha censura. Por
tultimo, el andlisis de residuos de un modelo de Cox sobre la covariable permite identificar en qué casos
existen efectos no lineales que se quedan sin capturar en el modelo ajustado.



Capitulo 5

Trabajo Futuro

A lo largo de este texto hemos intentado ofrecer una visién global sobre como resolver el problema
de la caracterizacién de la independencia en el contexto del Andlisis de Supervivencia. Para ello hemos
intentado seleccionar los trabajos mas relevantes e ir guiando al lector a través del desarrollo tedrico
que conduce a las propuestas de Edelmann y col. (2021).

Hemos intentado que se trate de un trabajo autocontenido incluyendo las cuestiones basicas sobre
Analisis de Supervivencia y ahondando en cuestiones especificas relativas a la correlacién de distancias
(conexién con U-estadisticos, propuestas IPCW para datos censurados) para poder enlazar mejor todo
el contenido.

Las aplicaciones de la correlacion de distancias se encuentran en franca expansién actualmente.
Existen multitud de lineas de investigacién abiertas y las propuestas de extensién a Anélisis de Su-
pervivencia son pocas y muy recientes. Relacionado de manera directa con el trabajo presentado se
podria plantear:

= Extensiéon de los estadisticos y tests de independencia vistos al caso de truncamiento.

= Extensién de los estadisticos y tests de independencia vistos al caso de censura informativa o
dependiente.

= Adaptacién de las técnicas de correlacién de distancias a situaciones especificas con covariables
categoéricas: como definir las distancias de manera conveniente.

= Diseno de un estudio de simulacién exhaustivo que permita explorar la influencia de los niveles
de censura o la dimensién de la covariable sobre la implementacion de estas herramientas.

Mas en general, como hemos mencionado la correlacién de distancias no es mas que una de las
herramientas englobadas dentro de los denominados Energy-Statistics (estadisticos de energia). Del
mismo modo que se ha extendido el test de independencia al caso de censura aleatoria por la derecha
se puede pensar en extender otros tests basados en estadisticos de energia a ese u otros contextos
especificos del Analisis de Supervivencia, por ejemplo tests de bondad de ajuste o tests de comparacion
de poblaciones.

Por tltimo, seria interesante utilizar estos métodos para analizar bases de datos reales de interés
en algiin ambito concreto, especialmente bases de datos de alta dimensién o con covariables multidi-
mensionales.
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Apéndice A
Implementaciéon en R

Existen dos paquetes fundamentalmente para implementar las técnicas presentadas en este trabajo
disponibles para el software estadistico R.

A.1. Paquete dcortools

El paquete utilizado en las simulaciones es el paquete dcortools, un paquete centrado en imple-
mentar de manera sencilla y eficiente las técnicas que hemos presentado a lo largo del trabajo.
En particular las funciones que hemos empleado han sido:

= distcor: permite calcular la correlacién de distancias entre dos vectores X e Y. Con el argumento
bias.correct = TRUE permite obtener el estimador insesgado presentado en la Seccién 2.2.7.

= distcov.test: permite realizar tests de correlacién de distancias. Por defecto utiliza el argumento
method = ”permutation” con lo que implementa el test presentado en la Seccién 2.2.5. Si ademés
fijamos el argumento bias.correct = TRUE se toma como estadistico de contraste el estimador
insesgado de la covarianza de distancias presentado en la Seccién 2.2.7.

= ipcw.dcor: permite calcular el estimador IPCW de la correlacién de distancias derivado de 2.62.
Al menos uno de los argumentos ha de ser una muestra censurada (a diferencia de las funciones
anteriores).

= ipcw.dcov.test: realiza el contraste de independencia presentado en la Seccién 3.3. En este caso
no es necesario especificar nada, por defecto el calculo del p-valor se hace por permutaciones y
el estadistico de contraste es el estimador IPCW de la covarianza de distancias (insesgado).

Para méas informacién sobre las opciones que ofrece este paquete se puede consultar Jochen Fied-
ler (2021).

A.2. Paquete energy

El paquete energy es un paquete mas general que no solo implementa los métodos de correlacién
de distancias vistos sino que incluye funciones para implementar la mayor parte de Energy Statistics
propuestos en Székely y Rizzo (2017).

Incluye varias funciones que permiten realizar los calculos que hemos realizado con dcortools con
la excepcion del calculo directo de los estimadores IPCW sobre muestras censuradas.

Para maés informacién se puede consultarGabor Szekely (2022).
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Apéndice B

Caddigo

B.1. Cédigo iteraciéon de ejemplo

# Ejemplo ilustrativo:
library (dcortools)
library (survival)

library (mgcv)

set.seed (1)

B =1

k=1

N = 100

rel = 4

L = 3%rel

prop_cens = as.data.frame(matrix(nrow=L,ncol=B))

rownames (prop_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",

"cens33","cens41","cens42","cens43")

ctrol_elim = as.data.frame(matrix(0,(rel*3),1))

rownames (ctrol_elim) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",

"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Sin censura:

pearson_cor = as.data.frame (matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (pearson_cor) = c("y1","y2" "y3", "y4")
Ftest_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))

rownames (Ftest _pvalue) = c("y1","y2","y3","y4")

distcor = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (distcor) = c("y1","y2","y3","y4")

distcor_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (distcor_pvalue) = c("yi1","y2","y3","y4")
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# Con cemsura:

# Usando las mismas herramientas que antes para las obs falladas:

pearson_cor_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_cor_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

Ftest_pvalue_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3) ,ncol=B))

rownames (Ftest _pvalue_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

distcor_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (distcor_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

distcor_pvalue_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (distcor_pvalue_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Usando herramientas espectificas de modelos de supervivencia COn Censura
aleat por la derecha:

# Propuesta IPCW de Edelmann:

ipcw_dcorr = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3) ,ncol=B))

rownames (ipcw_dcorr) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

ipcw_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (ipcw_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Sobre los residuos de un ajuste de Coz:

# Residuos martingale del modelo wacto:

pearson_cor_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_cor_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

pearson_pvalue_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_pvalue_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcor_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcor_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
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"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcor_pvalue_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel#*3) ,ncol=B))

rownames (dcor_pvalue_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Tests para un modelo de Cox sobre la covariable z:

logtest_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel#*3),ncol=B))

rownames (logtest_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

sctest_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (sctest_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

wald_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (wald_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcor_res_z <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcor_res_z) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcov_res_z_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcov_res_z_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

set.seed (1)
z <- rnorm(N)

y1 <- cos(z) - min(0,cos(z)) + rep(0.00001,N) # Relacton coseno (y >= 0)

censll <- 1.3 + rexp(N) # Poca censura
censl2 <- 0.7 + rexp(N) # Censura intermedia
cens13 <- 0.2 + rexp(N) # Mucha censura

delta <- as.numeric(yl < censll)

time <- sapply(1:N, function(u) min(yl1l[ul, cens11[ul))
survll <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[1,k] = (sum(survii$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(yl < cens12)

time <- sapply(1:N, function(u) min(yl[u], censi12[u]))
survli2 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[2,k] = (sum(survi2$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(yl < censi13)
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time <- sapply(1:N, function(u) min(yl[u], cens13[u]))
survl3 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[3,k] = (sum(survi3$delta == 0))/N

y2 <- log(abs(z)) - min(0,log(abs(z))) + rep(0.00001,N) # Relacion
logaritmica (y >= 0)

cens21 <- rexp(N, rate = 0.03) # Poca censura
cens22 <- rexp(N, rate = 0.13 ) # Censura intermedia
cens23 <- 0.5 + rexp(N, rate = 0.35) # Mucha censura

delta <- as.numeric(y2 < cens21)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[u], cens21[u]))
surv2l <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[4,k] = (sum(surv2i$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y2 < cens22)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[ul, cens22[ul))
surv22 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[5,k] = (sum(surv22$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y2 < cens23)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[ul, cens23[u]))
surv23 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[6,k] = (sum(surv23$delta == 0))/N

y3 <- sqrt(z - min(0,z) + rep(0.00001,N) ) # Relaction raiz cuadrada
cens31 <- rexp(N, rate = 0.2) # Poca censura

cens32 <- rexp(N, rate 0.6) # Censura intermedia
cens33 <- rexp(N) # Mucha censura

delta <- as.numeric(y3 < cens31)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[u], cens31[u]))
surv3l <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[7,k] = (sum(surv3i$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y3 < cens32)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[u], cens32[u]))
surv32 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[8,k] = (sum(surv32$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y3 < cens33)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[ul, cens33[ul))
surv33 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[9,k] = (sum(surv33$delta == 0))/N

aux = rnorm(N)
y4 <- aux - min(0,aux) + rep(0.00001,N) # Independencia

cens4l <- 2.5 + rexp(N, rate = 0.3) # Poca censura
cens42 <- 0.3 + rexp(N, rate = 0.3) # Censura intermedia
cens43 <- rexp(N, rate = 0.6) # Mucha censura

delta <- as.numeric(y4 < cens41l)
time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[ul, cens41([ul))

CODIGO
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surv4dl <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens [10,k] = (sum(surv4l$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y4 < cens42)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[u]l, cens42[u]))
surv42 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[11,k] = (sum(surv42$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y4 < cens43)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[u], cens43[u]))
surv43 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[12,k] = (sum(surv43$delta == 0))/N

for (j in 1:L){
if (prop_cens[j,k] >= ((N-4)/N)){
prop_cens[j,k] <- NA # Con menos de cuatro observaciones mo podemos
evaluar el estimador (u-estadistico de orden 4)
ctrol_elim[j,] <- ctrol_elim[j,] + 1
}
}

#prop_cens[is.na(prop_cens)] = 1

# Medimos la asociacti?n en cada caso:
# Sin cemnsura:

times = as.data.frame(cbind(yl,y2,y3,y4))
times_names = C("yl" ,||y2|| ’Ily3ll ,ny4n)

for (j in 1l:rel){

windows ()
plot(z,times[,j], ylab = times_names[j])
lines (lowess(z,times[,j]), col="blue", 1lty=2)

pearson_cor[j,k] = cor(z,timesl[,j])
m0 <- 1lm(times[,j] = z)
abline(m0, col="red")
Ftest_pvaluel[j,k] = 1 -
pf (summary (m0) $fstatistic[1], summary(mO0)$fstatistic [2], summary(mO)$fstatistic[3])

distcor[j,k] = distcor(z, times[,j], bias.corr = TRUE)
distcor_pvalue[j,k] = distcov.test(z,times[,j], bias.corr = TRUE)$pvalue

# Con cemsura:
sample =
list (survil,survi2,survl3,surv2l,surv22,surv23,surv3l,surv32,surv33,survédl,

surv4?2,surv43)

# Herramientas generales:
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for (j in 1:L){

surv = sample[[j]]

pearson_cor_cens[j,k] <- cor(z[which(surv$delta ==
1)],surv[which(surv$delta == 1) ,]$time)

ml <- Im(surv[which(surv$delta == 1) ,]$time ~ z[which(surv$delta == 1)])

Ftest_pvalue_cens[j,k] = 1 -
pf (summary (ml)$fstatistic[1], summary(ml)$fstatistic[2], summary(ml)$fstatistic[3])

windows ()

plot(z,surv$time, col="red")

points(z[which(surv$delta == 1

lines (lowess (z[which(surv$delt
1) ,1$time) ,1ty=2)

lines(lowess(z, surv$time),lty=2,col="red")

abline(ml, col="black")

surv[which(surv$delta == 1) ,]$time,pch=19)
= 1)], surv[which(surv$delta ==

I~

)]
a

distcor_cens[j,k] = distcor(z[which(surv$delta == 1)],
surv [which(surv$delta == 1) ,]$time, bias.corr = TRUE)
distcor_pvalue_cens[j,k] = distcov.test(z[which(surv$delta == 1)],

surv [which(surv$§delta == 1) ,]$time, bias.corr = TRUE)$pvalue

# Herramientas analisis de supervivencia

for (j in 1:L){

surv = sample[[j]]

if (is.na(prop_cens[j,k1)){
ipcw_dcor[j,k] <- NA
ipcw_pvalue[j,k] <- NA
rechazo_ipcw_dcor[j,k] <- NA

Yelse{
surv = sample[[j]]
#print (ipcw. dcor (sample[[5]], 2z))

ipcw_dcorr[j,k] = ipcw.dcor(surv, z)
ipcw_pvalue[j,k] = ipcw.dcov.test(surv, z)$pvalue
if (sum(j == ¢c(1,4,7,10,13)) > 0){

windows ()
par (mfrow=c(3,3))
}

plot(z, surv$time, main="Tiempos observados, vs,z")
points(z[which(surv$delta == 0)],surv[which(surv$delta ==
0),]$time,col="red")

# Utilizando los residuos de un modelo de Coz:
# Modelo de Cox wacio: rTestduos martingale

mod_cox <- coxph(Surv(surv$time, surv$delta) ~ 1)
res_cox <- resid(mod_cox)

plot(z, res_cox, main = "Modelo,de Cox,vacio")
abline(lm(res_cox ~ z), col="red")
lines(lowess(z, res_cox),lty=2, col="blue")
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pearson_cor_res[j,k] <- cor(z,res_cox)
m_cox0 <- Im(res_cox ~ z)
abline (m_cox0)
pearson_pvalue_res[j,k] <- 1 -
pf (summary (m_cox0)$fstatistic[1], summary(m_coxO)$fstatistic[2],
summary (m_cox0)$fstatistic [3])

dcor_res[j,k] <- distcor(res_cox,z, bias.corr = TRUE)
dcor_pvalue_res[j,k] <- distcov.test(z,res_cox, bias.corr = TRUE)$pvalue

# Modelo de Cox con cowvariable z:

mod_cox_z <- coxph(Surv(surv$time, surv$delta) ~ z)
res_cox_z <- resid(mod_cox_z)
plot(z, res_cox_z, main = "Modelo,de, Cox, con,z")

logtest_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$logtest [3]

sctest_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$sctest [3]

wald_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$waldtest [3]

dcor_res_z[j,k] <- distcor(res_cox_z,z, bias.corr = TRUE)
dcov_res_z_pvalue[j,k] <- distcov.test(z,res_cox_z, bias.corr = TRUE)$pvalue

HURRARBRARRBRRRBRBRRRARRRRRRBERARBRBRRBRBRRRARRBRBRBRARRRARRRRARBRBRRBRBRRRARRBHRA
# RESULTADOS :

# Proporcion de cemsura:
rowMeans (prop_cens, na.rm = TRUE)

# Controlamos que se wvaya a poder calcular el estimador ipcw.dcor en todos los
# casos (i. e. que haya al menos 4 fallos en cada muestra simulada)
t(ctrol_elim)

# Ejemplo de que conm menos de cuatro fallos mno funciona:
# timesO <- c(1:5)

# 20 <- c(2:6)

# for (i in 1:6){

# delta0 <- c(rep(0,4i-1),rep(1,5-(i-1)))

# surv0 <- as.data.frame(cbind(timesO0,delta0)

# print ("Indicador de censura:")

# print (delta0)

# print (ipcw.dcor (surv0, 20))

#

# Solo funciona para i = 1, 2 (cinco y cuatro fallos respectivamente)

# Resultados sin censura

pearson_cor_m <- rowMeans (pearson_cor)

Ftest_pvalue_m <- rowMeans (Ftest_pvalue) # Se acepta la incorrelaci?n en los
dos primeros casos

distcor_m <- rowMeans (distcor)

distcor_pvalue_m <- rowMeans(distcor_pvalue) # Se rechaza la independencia en
todos los casos excepto el ?ltimo

# Resultados wutilizando la muestra censurada:
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# Herramientas generales para datos completos:
pearson_cor_cens_m <- rowMeans (pearson_cor_cens)
Ftest_pvalue_cens_m <- rowMeans(Ftest_pvalue_cens)
distcor_cens_m <- rowMeans(distcor_cens)
distcor_pvalue_cens_m <- rowMeans(distcor_pvalue_cens)

# Propuesta IPCW de Edelmann

ipcw_dcorr_m <- rowMeans (ipcw_dcorr, na.rm = TRUE)
ipcw_pvalue_m <- rowMeans (ipcw_pvalue, na.rm = TRUE)

# Resultados residuos del modelo de Coz:

# Modelo wactio (residuos martingale):
pearson_cor_res_m <- rowMeans(pearson_cor_res)
pearson_pvalue_res_m <- rowMeans(pearson_pvalue_res)
dcor_res_m <- rowMeans (dcor_res)

dcor _pvalue_res <- rowMeans (dcor_pvalue_res)

# Modelo con cowvariable z:

logtest _pvalue_m <- rowMeans(logtest_pvalue,na.rm = TRUE)

sctest_pvalue_m <- rowMeans(sctest_pvalue,na.rm = TRUE)
wald_pvalue_m <- rowMeans(wald_pvalue,na.rm = TRUE)

dcor_res_z_m <- rowMeans (dcor_res_z,na.rm = TRUE)
dcovres_res_z_pvalue_m <- rowMeans(dcov_res_z_pvalue,na.rm = TRUE)

# RESULTADOS FINALES:

result_sin_cens <-
cbind (pearson_cor_m,Ftest_pvalue_m,distcor_m,distcor_pvalue_m)

result_con_cens <-
cbind (pearson_cor_cens_m,Ftest_pvalue_cens_m,distcor_cens_m,distcor_pvalue_cens_m,
ipcw_dcorr_m,ipcw_pvalue_m,pearson_cor_res_m,pearson_pvalue_res_m,dcor_res_m,
dcor_pvalue_res,logtest_pvalue_m,sctest_pvalue_m,wald_pvalue_m,dcor_res_z_m,
dcovres_res_z_pvalue_m)

head(result_sin_cens)
head(result_con_cens)

# Rechazo incorrelacion/independencia Sin censura:
result_sin_cens[,c(2,4)] < 0.05

# rechazo incorrelacion/independencia con censura:
result_con_cens[,c(2,4,6,8,10,11,12,13,15)] < 0.05
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B.2. (Cdédigo simulaciones

# SIMULACIONES:

7

B = 250

N = 100

rel = 4

L = 3xrel

prop_cens = as.data.frame(matrix(nrow=L,ncol=B))

rownames (prop_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

ctrol_elim = as.data.frame(matrix (0, (rel*3),1))

rownames (ctrol_elim) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Sin cemnsura:

pearson_cor = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (pearson_cor) = c("y1","y2", "y3", "y4")
Ftest_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))

rownames (Ftest _pvalue) = c("y1","y2","y3","y4")

distcor = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (distcor) = c("y1","y2","y3","y4")

distcor_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=rel,ncol=B))
rownames (distcor_pvalue) = c("yi1","y2","y3","y4")

# Com cemsura:

# Usando las mismas herramtientas que antes para las obs falladas:

pearson_cor_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_cor_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

Ftest_pvalue_cens = as.data.frame (matrix(nrow=(rel*3) ,ncol=B))

rownames (Ftest_pvalue_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

distcor_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (distcor_cens) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

distcor_pvalue_cens = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (distcor_pvalue_cens) =

c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31",

"cens33","cens41","cens42","cens43")

"cens32"

"cens32",

"cens32",

"cens32"
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# Usando herramientas espectificas de modelos de supervivencia COn Censura
aleatoria por la derecha:

# Propuesta IPCW de Edelmann:

ipcw_dcorr = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3) ,ncol=B))

rownames (ipcw_dcorr) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

ipcw_pvalue = as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (ipcw_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Sobre los residuos de un ajuste de Cox:

# Residuos martingale del modelo wacio:

pearson_cor_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_cor_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

pearson_pvalue_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (pearson_pvalue_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcor_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcor_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcor_pvalue_res <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel#*3) ,ncol=B))

rownames (dcor_pvalue_res) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

# Tests para un modelo de Cox sobre la covariable z:

logtest_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3) ,ncol=B))

rownames (logtest_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

sctest_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (sctest_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

wald_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (wald_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",

"cens33","cens41","cens42","cens43")
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dcor_res_z <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcor_res_z) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

dcov_res_z_pvalue <- as.data.frame(matrix(nrow=(rel*3),ncol=B))

rownames (dcov_res_z_pvalue) =
c("cens11","cens12","cens13","cens21","cens22","cens23","cens31","cens32",
"cens33","cens41","cens42","cens43")

set.seed (24)
for (k in 1:B){

z <- rnorm(N)

yl1 <- cos(z) - min(0,cos(z)) + rep(0.00001,N) # Relaci?n coseno (y >= 0)

censll <- 1.3 + rexp(N) # Poca censura
censl2 <- 0.7 + rexp(N) # Censura intermedia
cens13 <- 0.15 + rexp(N) # Mucha censura

delta <- as.numeric(yl < censl1l)

time <- sapply(1:N, function(u) min(yl[ul, censil[ul))
survll <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[1,k] = (sum(survii$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(yl < cens12)

time <- sapply(1:N, function(u) min(yl[ul, cens12[ul))
survl2 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[2,k] = (sum(survi2$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(yl < censi13)

time <- sapply(1:N, function(u) min(yl[ul, cens13[ul))
survl3 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[3,k] = (sum(survi3$delta == 0))/N

y2 <- log(abs(z)) - min(0,log(abs(z))) + rep(0.00001,N) # Relaci?n
logar?tmica (y >= 0)

cens21 <- rexp(N, rate = 0.05) # Poca censura
cens22 <- rexp(N, rate = 0.2 ) # Censura intermedia
cens23 <- rexp(N, rate = 0.4) # Mucha censura

delta <- as.numeric(y2 < cens21)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[u], cens21[u]))
surv2l <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[4,k] = (sum(surv2i$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y2 < cens22)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[ul, cens22[ul))
surv22 <- as.data.frame(cbind(time, delta))

prop_cens [5,k] = (sum(surv22$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y2 < cens23)
time <- sapply(1:N, function(u) min(y2[ul, cens23[ul))
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surv23 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[6,k] = (sum(surv23$delta == 0))/N

y3 <- sqrt(z - min(0,z) + rep(0.00001,N) ) # Relaci?n cuadr?tica

0.2) # Poca censura
0.5) # Censura intermedia
0.9) # Mucha censura

cens31 <- rexp(N, rate
cens32 <- rexp(N, rate
cens33 <- rexp(N, rate

delta <- as.numeric(y3 < cens31)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[ul, cens31[u]))
surv3l <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[7,k] = (sum(surv3i$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y3 < cens32)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[ul, cens32[ul]))
surv32 <- as.data.frame(cbind(time, delta))

prop_cens [8,k] = (sum(surv32$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y3 < cens33)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y3[ul, cens33[ul))
surv33 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[9,k] = (sum(surv33$delta == 0))/N

aux = rnorm(N)
y4 <- aux - min(0,aux) + rep(0.00001,N)

cens4l <- 2 + rexp(N, rate = 0.3) # Poca censura
cens42 <- 0.3 + rexp(N, rate = 0.3) # Censura intermedia
cens43 <- rexp(N, rate = 0.6) # Mucha censura

delta <- as.numeric(y4 < cens4l)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[ul, cens41[ul))
surv4l <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[10,k] = (sum(surv4i$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y4 < cens42)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[ul, cens42[ul))
surv42 <- as.data.frame(cbind(time, delta))
prop_cens[11,k] = (sum(surv42$delta == 0))/N

delta <- as.numeric(y4 < cens43)

time <- sapply(1:N, function(u) min(y4[u], cens43[u]))
surv43 <- as.data.frame(cbind(time, delta))

prop_cens [12,k] = (sum(surv43$delta == 0))/N

for (j in 1:L){
if (prop_cens[j,k] >= ((N-4)/N)){

CODIGO

prop_cens[j,k] <- NA # Con menos de cuatro observaciones no podemos

# evaluar el estimador (u-estadistico de orden 4)
ctrol_elim[j,] <- ctrol_elim[j,] + 1
}

# Medimos la asociacion en cada casSo:
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# Sin cemsura:
times = as.data.frame(cbind(yl,y2,y3,y4))
for (j in 1:rel){
pearson_cor[j,k] = cor(z,timesl[,j])
m0 <- 1Im(timesl[,j]l ~ z)
Ftest_pvalue[j,k] = 1 -

pf (summary (m0)$fstatistic [1], summary (m0)$fstatistic[2], summary (m0)$fstatistic [3])

distcor[j,k] = distcor(z, times[,j], bias.corr = TRUE)
distcor_pvalue[j,k] = distcov.test(z,times[,j], bias.corr = TRUE)$pvalue

# Con censura:

sample =
list (survil,surv1i2,survi3,surv2l,surv22,surv23,surv3l,surv32,surv33,survédl,
surv42,surv43d)

# Herramtientas generales:
for (j in 1:L){

surv = sample[[j]]
pearson_cor_cens [j,k] <- cor(z[which(surv$delta ==

1)],surv[which(surv$delta == 1) ,]$time)
ml <- Im(surv[which(surv$delta == 1) ,]$time ~ z[which(surv$delta == 1)])
Ftest_pvalue_cens[j,k] = 1 -

pf (summary (m1l)$fstatistic[1], summary(ml)$fstatistic[2], summary(ml)$fstatistic [3])

distcor_cens[j,k] = distcor(z[which(surv$delta == 1)],
surv [which(surv$delta == 1) ,]$time, bias.corr = TRUE)
distcor_pvalue_cens[j,k] = distcov.test(z[which(surv$delta == 1)],
surv [which(surv$delta == 1) ,]$time, bias.corr = TRUE)$pvalue

# Herramientas analisis de supervivencia

for (j in 1:L){

surv = sample[[j]]

if (is.na(prop_cens[j,k])){
ipcw_dcorr[j,k] <- NA
ipcw_pvalue[j,k] <- NA

Yelsed{
surv = samplel[[j]]
#print (ipcw.dcor (sample[[5]], 2z))
ipcw_dcorr[j,k] = ipcw.dcor(surv, z)
ipcw_pvalue[j,k] = ipcw.dcov.test(surv, z)$pvalue

# Utilizando los residuos de un modelo de Cox:
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# Modelo de Cox wvacto: restduos martingale

mod_cox <- coxph(Surv(surv$time, surv$delta) ~ 1)
res_cox <- resid(mod_cox)

pearson_cor_res[j,k] <- cor(z,res_cox)

m_cox0 <- 1lm(res_cox ~ z)

pearson_pvalue_res[j,k] <- 1 -
pf (summary (m_cox0)$fstatistic [1], summary(m_cox0)$fstatistic[2],
summary (m_cox0)$fstatistic [3])

dcor_res[j,k] <- distcor(res_cox,z, bias.corr = TRUE)
dcor_pvalue_res[j,k] <- distcov.test(z,res_cox, bias.corr = TRUE)$pvalue

# Modelo de Cox con covariable z:

mod_cox_z <- coxph(Surv(surv$time, surv$delta) ~ z)
res_cox_z <- resid(mod_cox_z)

logtest_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$logtest [3]

sctest_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$sctest [3]

wald_pvalue[j,k] <- summary(mod_cox_z)$waldtest [3]

dcor_res_z[j,k] <- distcor(res_cox_z,z, bias.corr = TRUE)

dcov_res_z_pvalue[j,k] <- distcov.test(z,res_cox_z, bias.corr =
TRUE) $pvalue

}
print (k) # Contador para ver el avance del algoritmo
}
RURBURBRGRBRRRBRRBGRBBR BB RBER BB RBBR BB RBERBBR BB RBBR BB RBBR BB BB R RB R RBRR AR R RS
# RESULTADOS :
# Proporcion de cemsura:
prop_cens[,1:10]
rowMeans (prop_cens, na.rm = TRUE)
# Controlamos que se wvaya a poder calcular el estimador ipcw.dcor en todos los

# casos (4. e. que haya al menos 4 fallos en cada muestra simulada)
t(ctrol_elim)

# Ejemplo de que con menos de cuatro fallos no funciona:
# times0 <- c¢(1:5)

# 20 <- c(2:6)

# for (i in 1:6){

# delta0 <- c(rep(0,%i-1),rep(1,5-(i-1)))

# surv0 <- as.data.frame(cbind (times0,delta0)

# print ("Indicador de censura:")

# print (delta0)

# print (ipcw. dcor (surv0, z0))

# }

# Solo funciona para % = 1, 2 (cinco y cuatro fallos respectivamente)
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# Resultados sim cemnsura

pearson_cor_m <- rowMeans(pearson_cor, na.rm = TRUE)

Ftest_pvalue_m <- rowMeans(Ftest_pvalue, na.rm = TRUE) # Se acepta la
incorrelaci?n en los dos primeros casos

distcor_m <- rowMeans(distcor, na.rm = TRUE)

distcor_pvalue_m <- rowMeans(distcor_pvalue, na.rm = TRUE) # Se rechaza la
independencia en todos los casos excepto el ?ltimo

# Resultados uttltizando la muestra censurada:

# Herramientas generales para datos completos:

pearson_cor_cens_m <- rowMeans (pearson_cor_cens, na.rm = TRUE)
Ftest_pvalue_cens_m <- rowMeans(Ftest_pvalue_cens, na.rm = TRUE)
distcor_cens_m <- rowMeans(distcor_cens, na.rm = TRUE)
distcor_pvalue_cens_m <- rowMeans (distcor_pvalue_cens, na.rm = TRUE)

# Propuesta IPCW de Edelmann

ipcw_dcorr_m <- rowMeans (ipcw_dcorr, na.rm = TRUE)
ipcw_pvalue_m <- rowMeans (ipcw_pvalue, na.rm = TRUE)

# Resultados residuos del modelo de Coz:

# Modelo wvactio (residuos martingale):

pearson_cor_res_m <- rowMeans(pearson_cor_res, na.rm = TRUE)
pearson_pvalue_res_m <- rowMeans (pearson_pvalue_res, na.rm = TRUE)
dcor_res_m <- rowMeans(dcor_res, na.rm = TRUE)

dcor_pvalue_res_m <- rowMeans(dcor_pvalue_res, na.rm = TRUE)

# Modelo con cowvariable z:

logtest_pvalue_m <- rowMeans (logtest_pvalue,na.rm = TRUE)
sctest_pvalue_m <- rowMeans(sctest_pvalue,na.rm = TRUE)
wald_pvalue_m <- rowMeans(wald_pvalue,na.rm = TRUE)

dcor_res_z_m <- rowMeans(dcor_res_z,na.rm = TRUE)
dcov_res_z_pvalue_m <- rowMeans(dcov_res_z_pvalue,na.rm = TRUE)

# RESULTADOS FINALES:

result_sin_cens <-
cbind(pearson_cor_m,Ftest_pvalue_m,distcor_m,distcor_pvalue_m)

result_con_cens <-
cbind (pearson_cor_cens_m,Ftest_pvalue_cens_m,distcor_cens_m,distcor_pvalue_cens_m,
ipcw_dcorr_m,ipcw_pvalue_m,pearson_cor_res_m,pearson_pvalue_res_m,dcor_res_m,dcor_pvalue_:

head (result_sin_cens)
head (result_con_cens)

# Rechazo incorrelacion/independencia Sin censura:
result_sin_cens[,c(2,4)] < 0.05

# rechazo incorrelacion/independencia con censura:
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