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Resumen

Resumen en espanol

En este trabajo se aborda el problema de estimar la funcién de densidad de una variable aleatoria
en aquellos contextos en los que el evento de interés no es observado de forma directa y solo se sabe que
ha ocurrido dentro de un intervalo. De esta forma, la estimacién se llevara a cabo en base a muestras de
datos agrupados, conformadas por intervalos de los que inicamente se conocen sus puntos medios y el
numero (o, en su defecto, proporcién) de observaciones que se han recogido en cada uno de ellos. Este
problema se enfocard desde una perspectiva no paramétrica, considerando un estimador tipo ntcleo
que se obtiene como una generalizacién del estimador clésico de Parzen-Rosenblatt a este contexto.
Asimismo, se abordara el problema de seleccién de ventana — un problema que ya estaba presente
en la construccién del estimador tipo ntcleo cldsico — a través de la revisién de algunos selectores
propuestos en la literatura. También se propondrdn otros nuevos que, tras ser implementados en
el software estadistico R, seran evaluados mediante diversos estudios de simulacién. Finalmente, se
ilustrara el comportamiento de este estimador a través de su aplicacion sobre diferentes bases de datos
reales.

English abstract

This work addresses the problem of estimating the density function of a random variable when
the event of interest is not directly observed and it is only known to have occurred within a certain
interval. The estimation will be based on grouped data samples. These data samples consist of a
collection of intervals for which just their midpoints and the number (or, alternatively, the proportion)
of observations that have been collected inside are known. This problem will be approached from a
nonparametric perspective, considering a kernel-type estimator that is obtained as a generalization of
the classic Parzen-Rosenblatt estimator to this context. The bandwidth selection problem, which was
already present in the construction of the classical kernel-type estimator, will be also addressed by
revising some selectors proposed in the literature. New bandwidth selection procedures will be also
proposed. These tools will be implemented in the statistical software R, and the proposals will be
evaluated through various simulation studies. Finally, the behavior of this estimator will be illustrated
by its application to different real databases.
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Capitulo 1

Introduccion

Dada una variable aleatoria real y continua X, su funcién de densidad f : R — R se define como
una funcién real de variable real no negativa, que integra uno sobre la recta real y tal que caracteriza
la distribucién de probabilidad de X de la siguiente forma,

IP(angb):/bf(x)dx,

para cualquier a,b € R tales que a < b. Dado que la funcién de densidad, desconocida en la préctica,
caracteriza la distribucion de la variable aleatoria de interés, parece natural pretender estimarla, puesto
que ello permitiria analizar el comportamiento de la poblacién en cuestién.

1.1. Estimacion paramétrica de la densidad

La via tradicional de abordar el problema de estimacion de la densidad ha sido asumir que esta
pertenece a una familia paramétrica de densidades, como puede ser la normal, gamma o exponencial,
de manera que el objetivo reside en estimar los parametros que la definen a partir de una muestra
observada. En este contexto destaca la estimacién por maxima verosimilitud — cuya definicién y pro-
piedades pueden consultarse en el Capitulo 5 de [Rossi| (2018) — consistente en seleccionar aquel valor
del parametro que asocie una mayor probabilidad a la ocurrencia de la muestra observada; y el método
de momentos — empleado por primera vez en [Pearson| (1894) — que escoge el valor del estimador
en base a la idea de que la media muestral se parezca a la media poblacional, que es una funcién del
parametro o parametros de interés.

En el caso de que la suposicién inicial de que la funcién de densidad siga un determinado modelo
paramétrico sea cierta, la estimacion realizada serd adecuada y gozard ademaés de muy buenas propie-
dades tedricas. A modo de ejemplo, es bien conocido que, bajo ciertas condiciones de regularidad, el
estimador de méaxima verosimilitud es un estimador consistente, equivariante, asintéticamente eficiente
y con distribucién asintéticamente normal, lo cual permite, entre otras cosas, construir intervalos de
confianza para el pardmetro objetivo de manera sencilla. Sin embargo, en el caso de que esta suposicién
inicial no sea cierta o, atin siéndolo, si la especificacion de la familia paramétrica es incorrecta, enton-
ces la estimacion realizada puede conducir a conclusiones totalmente erréneas y contradictorias. Este
es el caso de muchas situaciones reales, en las cuales no se conoce ninguna informacién externa a la
muestra o bien existen dudas acerca de su validez. En estas situaciones se requiere de un procedimiento
alternativo — y, preferiblemente, algo mas flexible — de estimacién, como puede ser el enfoque no
paramétrico presentado a continuacion.
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1.2. Estimacion no paramétrica de la densidad

Un enfoque alternativo al problema de estimacién aqui presentado consiste en no imponer ninguna
forma paramétrica a la funcién de densidad, permitiendo que esta adopte casi cualquier forma posi-
ble, exigiendo tnicamente ciertas condiciones de regularidad que serdn satisfechas en la mayoria de
situaciones, como son la continuidad y diferenciabilidad de la misma. Esta es, precisamente, la idea en
la que se fundamenta la llamada estimacién no paramétrica de la densidad, cuyo origen se remonta a
las investigaciones de [Fix y Hodges (1951). En este contexto, la estimacién de la funcién de densidad
se realiza punto a punto utilizando Unicamente la informaciéon que proporciona la muestra observada,
permitiendo que sean los datos muestrales los que guien el proceso de inferencia (“dejar hablar a los
datos por si mismos”). Es precisamente por este motivo por el cual este enfoque suele requerir de
tamanos muestrales mas elevados que la estimacién paramétrica.

1.2.1. Estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt

Entre los métodos no paramétricos enfocados a la estimacién de la densidad més conocidos desta-
ca el estimador tipo nicleo, también conocido como estimador de Parzen-Rosenblatt (Parzen (1962)
y [Rosenblatt| (1956)), por ser a quienes generalmente se les atribuye haberlo propuesto — de forma
independiente — por primera vez.

Dada una funcién nicleo K y una ventana h > 0, el estimador de Parzen-Rosenblatt construido en
base a una muestra aleatoria simple X1, ..., X, se define como

fn(:v):%Z%K (””_hXi) :%ZKh(x—Xi), (1.1)

i=1

donde Kp(u) = %K (%) denota la funcién nicleo reescalada por h. De esta manera, este estimador

incorpora el concepto de proximidad, ya que la estimacién de la densidad en un punto se realiza en
base a todos los datos muestrales, cada uno con un peso proporcional a su distancia respecto del punto
de interés, ponderada por la funcién Kj. Es importante notar que la construccién del estimador
requiere de la eleccién previa de una funcién nicleo K y de un pardmetro de ventana h.

Por un lado, el estimador tipo ntcleo hereda las propiedades de regularidad de la funcién
nucleo escogida, por lo que, en general, se emplearan nicleos K que sean funciones de densidad conti-
nuas (y, preferiblemente, unimodales y simétricas respecto del origen). En este sentido, es conocido que
el nicleo més eficiente es el de Epanechnikov (Epanechnikov| (1969)). Sin embargo, su uso proporciona
un estimador con derivada primera discontinua, haciendo que generalmente sea preferible escoger otro
que presente mejores propiedades de regularidad, como es el caso del nicleo gaussiano (de clase C™).
De todas formas, la eleccién de un nicleo 6ptimo es todavia un problema sin resolver — en la Seccién
1.2.4 de|Tsybakov| (2009) se puede consultar una discusién mds detallada de este problema — aunque
se ha comprobado en numerosas ocasiones que la influencia de su eleccién en los resultados es pequena.
Una breve comparativa de la eficiencia de los principales ntcleos se puede encontrar en la Seccién 2.7
de |Wand y Jones| (1995)).

Ahora bien, no sucede lo mismo con el pardmetro ventana h, cuya eleccién juega un papel funda-
mental en los métodos de estimacion no paramétrica de curvas. En este sentido, valores grandes de h
producen estimadores sobresuavizados, con mucho sesgo y poca varianza, que ocultan aspectos impor-
tantes de la estructura de probabilidad subyacente. Por el contrario, valores pequenos de h proporcionan
estimadores infrasuavizados, con poco sesgo pero mucha varianza, que hacen visibles comportamientos
espureos procedentes exclusivamente de la muestra observada. La eleccién adecuada de h es un pro-
blema clasico que se ha ido abordando mediante la propuesta de un buen ntimero de métodos para su
seleccién. De hecho, su seleccién éptima constituye también un problema sin resolver, no habiéndose
probado todavia que alguno de los selectores propuestos sea el més competitivo en todos los escenarios.
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Para evaluar el comportamiento del estimador se pueden seguir dos enfoques distintos. Por
un lado, es relevante examinar el error de manera local, esto es, el error que se produce al estimar la
funcién de densidad en un punto concreto x, pero también resulta de interés conocer el error global
que se comete en la estimacién sobre todo el dominio de definicién de la funcién de densidad. En el
primer caso, es frecuente considerar como medida de error el Error Cuadritico Medio (MSE por sus
siglas en inglés), definido como

MSE(z) = MSE ( fn(a:)) - [( Fulz) - f(x))z} = Sesgo? ( fn(a:)) + Var ( fn(x)) :

Por otro lado, como medida del error global se suele considerar el Error Cuadratico Medio Integrado
(MISE, por sus siglas en inglés) definido como la integral del error cuadratico medio sobre el dominio
de definicién de f,

MISE = MISE ( fn) - / MSE ( fn(x)> da.
Bajo ciertas condiciones de regularidad, en [Wand y Jones| (1995)) se recogen las expresiones analiticas

del error cuadratico medio (MSE) y del error cuadratico medio integrado (MISE) de f,(z) vy fn,
respectivamente, dadas por

MSE(z) = i R (K)2 " ()2 + %R(K)f(x) +o((nh)™' + h4) , (1.2)
MISE = i R (K)2R(f") + n—lhR(K) + o0 ((nh)~' + h%), (1.3)

donde se ha empleado la notacién po(K) = [ 22K (z)dx y R(p) = [ ¢*(x)dz, siendo ¢ una funcién
tal que su cuadrado es integrable.

A la vista de la expresién , cuyo primer sumando se corresponde con el sesgo (al cuadrado)
de f.(x), es sencillo comprobar que el estimador de Parzen-Rosenblatt presenta un sesgo negativo en
regiones céncavas (esto es, en regiones donde f”(z) < 0, como son las modas de la densidad f) y un
sesgo positivo en regiones convexas (esto es, en regiones donde f”(x) > 0, como son los valles y colas).
De esta forma, cuanta mayor curvatura tenga la densidad tedrica, més dificil sera de estimar. Por otro
lado, la expresién de la varianza — segundo sumando de (1.2)) — parece indicar que esta serd mayor
en aquellos puntos cuya funcién de densidad asociada sea elevada.

Pues bien, la mayoria de selectores de ventana se aprovechan de estas medidas de error para elegir el
pardametro de suavizado h, necesario para la construccién del estimador de Parzen-Rosenblatt. Algunos
de ellos parten de la versién asintética de — denotada por AMISE — cuya minimizacién conduce
a la ventana asintéticamente éptima

hanise = [ ( R(E) F ; (1.4)

p2(K)2R(f")n

y procederian estimando la cantidad R(f”), que es desconocida en la practica. Este es el fundamento
de los selectores clésicos de la regla del pulgar (Silverman| (1986])) y del selector plug-in en dos etapas
(Sheather y Jones| (1991))). Otros selectores, como son los de validacién cruzada, parten directamente
de aproximar medidas de error. En este sentido, el selector de validacién cruzada insesgada (véase Ru-
demol (1982) y Bowman| (1984])) intenta aproximar el MISE, sustituyendo las cantidades desconocidas
por estimadores adecuados; mientras que el selector de validacién cruzada sesgada (ver |Scott y Terrell
(1987)) se fundamenta en la aproximacién del AMISE. Por ultimo, otros selectores mds recientes se
basan en la llamada metodologia bootstrap — propuesta originalmente por [Efron (1979) — preten-
diendo aproximar las medidas de error mediante remuestreo. Este tipo de procedimientos requieren de
un mayor coste computacional, debido a su estrecha relacién con el método Monte Carlo.
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1.2.2. Estimacién de la densidad en el contexto de datos agrupados

En el ambito de las ciencias experimentales es frecuente que los datos de interés procedan de
mediciones de variables continuas, como pueden ser la temperatura, el tiempo o el peso. Sin embargo,
debido a diversos factores de imprecisién — o debido incluso a la propia limitacién fisica de obtener
medidas con precisién infinita — los verdaderos valores no son observables, existiendo siempre un
grado de error o incertidumbre sobre ellos. En definitiva, de una u otra manera todas las variables
continuas se miden de forma redondeada, pudiéndose asumir — en un sentido genérico — que todas
las medidas se encuentran agrupadas. Parece razonable, pues, que esta incertidumbre sobre la medicién
pueda tener un impacto sobre la estimacion de la funcién de densidad.

Por otro lado, existen muchas otras situaciones en las que no es realmente necesario obtener medidas
con gran precisién, siendo suficiente recoger las observaciones en intervalos de interés. Este tipo de
datos (frecuentemente denominados grouped data en la literatura anglosajona) también aparecen, por
ejemplo, cuando unicamente se sabe que el suceso se ha producido en algin momento dentro de un
cierto intervalo. De esta forma, los datos agrupados son comunes en areas como la ingenieria, economia,
ciencias de la salud, etc.

Naturalmente, el problema de estimacion de la densidad también se puede plantear en este nuevo
contexto de datos agrupados. Una primera aproximacién seria ignorar el factor de agrupamiento y
emplear el estimador cldsico de Parzen-Rosenblatt presentado en la Seccién Sin embargo, en
muchas ocasiones — y, sobre todo, cuando el nivel de agrupacién es elevado o cuando el tamano mues-
tral considerado es pequernio — este estimador puede conducir a estimaciones que estan muy lejos de
representar el comportamiento verdadero de la densidad tedrica.

A modo de ejemplo, consideremos una muestra de tamano n = 75 procedente de una distribucién
normal estandar, X1,..., X7s5, representada con puntos negros sobre la recta y = 0 de la Figura
Supongamos ahora la recta real dividida en intervalos de la forma {[m,m + 1|},ez, todos ellos de
longitud unitaria, y recontemos el nimero de observaciones que se han registrado en cada uno de
dichos intervalos, omitiendo aquellos en los que no se ha recogido ninguna observacion, ny,...,ng. A
continuacion, se considera la muestra ti,...,t; conformada por los puntos medios de los intervalos
implicados — representada con puntos rojos sobre la recta y = 0 de la Figura [1.1(a)| — asi como sus
frecuencias absolutas asociadas nq, ..., ng.

Este proceso de agrupacién ilustra muchas situaciones reales, en las que la tnica informacién de la
que se dispone es, precisamente, la muestra t1, ™., t1, ..., tr, ", t, siendo la muestra original X1, ..., X,
desconocida. Si ahora se procede a construir el estimador tipo nicleo clasico en base a la muestra de
datos agrupados (haciendo uso de la ventana obtenida por la regla del pulgar, véase |Silverman (1986)))
se obtiene la curva representada con una linea discontinua roja en la Figura Como vemos, se
trata de una estimacion excesivamente infrasuavizada, que provoca la formacién de hasta seis modas
claramente diferenciadas, conduciendo asi a una interpretacién errénea del comportamiento de la den-
sidad verdadera. Esto se debe a que en torno a cada dato muestral ¢; se concentran un total de n;
observaciones, provocando que el estimador tipo nicleo clasico — construido centrando sobre cada
observacion una funcién nicleo reescalada por h y sumando las ordenadas resultantes — presente una
moda por cada punto medio considerado.

Ante la imposibilidad de obtener una buena estimacién de la densidad a través del estimador
tipo ntcleo clasico — incluso ya en esta situacién tan sencilla — parece natural desarrollar alguna
modificacién del mismo que permita incorporar de alguna manera el factor de agrupamiento en su
construccién. Comentar que los primeros estudios relacionados con este tema se recogen en Hall| (1982]),
donde se analiza la influencia de los errores de redondeo sobre la estimacién tipo nicleo de la densidad.
En este trabajo se considerard el estimador propuesto por |Cao et al.| (2011) — y posteriormente
analizado en Reyes et al| (2016) y [Reyes et al.| (2017) — que permite trabajar incluso en aquellas
situaciones en las que los puntos medios t1,...,t; no se encuentran equiespaciados.
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Figura 1.1: Panel izquierdo: Histograma de la muestra Xi,..., X75. Con puntos de colores se repre-
sentan, sobre la recta y = 0, las observaciones en cuestién (puntos negros) y los puntos medios de
los intervalos considerados (puntos rojos). Con una linea discontinua de color rojo se representa el
estimador de Parzen-Rosenblatt construido en base a la muestra X;,..., X75. Panel derecho: estima-
dor de Parzen-Rosenblatt construido en base a la muestra agrupada t1,...,t; (linea discontinua roja)
y su respectiva modificacién al caso de datos agrupados (linea continua azul). En ambas gréficas se
representa, con una curva punteada de color negro, la densidad teérica (densidad normal esténdar).

A modo de ejemplo, en la Figura se representa, con una linea continua azul, el estimador tipo
ntcleo de|Cao et al.| (2011)) (que hemos denotado por estimador GD, grouped data) correspondiente a la
muestra agrupada en cuestién. Como vemos, este nuevo estimador se aproxima de manera mucho mas
satisfactoria a la densidad tedérica — representada con una linea negra punteada — y carece de las mo-
das espireas tan marcadas que se generaban al emplear el estimador de Parzen-Rosenblatt. Comentar
que, en este caso, la ventana ha sido escogida a través de un selector andlogo al de la regla del pulgar
clasica, pero adaptada al caso de datos agrupados, que sera introducido posteriormente en el Capitulo

Por tltimo, se presenta a continuaciéon un esquema del trabajo. En el Capitulo [2| se introducira
el estimador no paramétrico de la densidad adaptado al caso de datos agrupados propuesto por |Cao
et al| (2011), asi como sus medidas de error y propiedades basicas. En el Capitulo [3| se abordars el
problema de seleccién del parametro de suavizado — ya existente en la construcciéon del estimador de
Parzen-Rosenblatt — mediante la revisién de algunos selectores de la literatura (basdndonos princi-
palmente en los considerados en Reyes et al.| (2017))) y la propuesta de otros nuevos. En el Capitulo
se presentaran los resultados relativos a diferentes estudios de simulacién — llevados a cabo a través
del software estadistico R 4.0.3 (R Core Team) (2020))) — que permitirdn analizar el comportamiento
del nuevo estimador en la practica, asi como el de los selectores presentados en el capitulo anterior. A
continuacion, se presentard en el Capitulo bl una aplicacién de este estimador sobre diferentes bases de
datos reales. Para ello, se consideraran en primer lugar los espesores de 485 sellos pertenecientes a la
coleccién de Hidalgo de 1872, elaborados en México y analizadas por primera vez en |Wilson| (1983)).
También se abordaran los tiempos de espera medidos entre erupciones sucesivas del géiser Old Faithful
(Parque Nacional de Yellowstone, Wyoming), as{ como los datos relativos a los casos de COVID-19
reportados en Espafia durante diferentes periodos de la pandemia. Finalmente, en los apéndices del
trabajo se abordan ciertas cuestiones de corte tedrico referidas a los selectores de la regla del pulgar
(Apéndice , plug-in (Apéndice y validacién cruzada insesgada (Apéndice presentados en el
Capitulo [3]
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Capitulo 2

Estimacion tipo niucleo para datos
agrupados

La estimacién de la densidad de una variable aleatoria, como ya se ha justificado a lo largo de la
introduccién del trabajo, es un problema clasico que puede ser abordado desde varios enfoques dife-
rentes, entre los cuales se encuentra el no paramétrico. En este contexto surge el estimador tipo ntcleo
de |Parzen| (1962)) y [Rosenblatt| (1956|), cuya expresién y propiedades se recogen en la Seccién m
Este estimador suele conducir a resultados satisfactorios en todas aquellas situaciones en las que las
observaciones son recogidas de forma individual, de manera que en la muestra considerada no haya
demasiados datos repetidos. En otro caso, ya se ha motivado la necesidad de desarrollar un nuevo
estimador que permita trabajar en contextos donde las muestras observadas estén conformadas por
datos agrupados en intervalos.

Pues bien, este tema ha recibido cierta atencién en la literatura, enfocdndose desde diferentes pers-
pectivas. En este sentido, Titterington| (1983)) aborda dicho problema bajo la suposicién de que se
dispone de cierta informacion de la densidad tedrica — concretamente, cuando existe un subconjunto
de observaciones que no se encuentra afectado por el mecanismo de agrupacién — algo que no suele
ser frecuente en la realidad. Por otro lado, [Wang y Wertelecki| (2013) propusieron un estimador no pa-
ramétrico de tipo bootstrap, mientras que Blower y Kelsall| (2002) abordaron la estimacién a través de
un esquema iterativo que involucra estimadores tipo nicleo construidos en base a niicleos Gaussianos,
cuyo iterante inicial viene dado por el propio histograma construido en base a la muestra agrupada.
Finalmente, en [Sun| (2014) se presenta una generalizacién de este tltimo estimador que permite tra-
bajar con funciones nicleo asimétricas mas generales que la Gaussiana.

Sin embargo, este trabajo se centrard principalmente en las ideas de Reyes et al.| (2016) y Reyes
et al. (2017), en donde se analiza el estimador propuesto por [Cao et al.| (2011)). Este estimador se
fundamenta en las ideas clasicas de |Parzen| (1962) y Rosenblatt| (1956)) y, como se mostrara a lo largo
de este capitulo, constituye una generalizacién natural del propuesto por [Scott y Sheather| (1985,
permitiendo trabajar en situaciones més generales, donde las observaciones se encuentran agrupadas
en intervalos no necesariamente equiespaciados y en las que tnicamente sus proporciones muestrales
son conocidas (dando lugar a lo que en literatura inglesa se suele denominar general grouped data case).

En lo que sigue, denotaremos por X1, X, ..., X,, a una muestra aleatoria simple de la variable de
interés X y se considerard un conjunto de k intervalos fijos {[y;—1,y;)}i=, de longitudes I; = y; —y,;_1y
puntos medios t; = (yj—1+y;)/2,j =1,..., k. Asumiremos, ademas, que tanto el nimero de intervalos
como sus longitudes y puntos medios no son aleatorios, pero si dependientes del tamano muestral, n,
adoptando la notacién abreviada t; = t;, y lj = l;,, con j = 1,...,k. De esta forma, las muestras
observadas estaran conformadas por los puntos medios de los intervalos considerados, repetidos tantas
veces como el nimero de observaciones recogidas en cada uno de ellos, que denotaremos por ny, ..., ng.

7
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2.1. Estimador de la densidad para datos agrupados

Esta seccién se iniciard presentando la modificacién del estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt
propuesta por |Scott y Sheather| (1985)), que constituye una primera generalizacién del estimador clasico
al contexto de datos agrupados, bajo la suposicion de que todos los intervalos tienen la misma longitud.
Esto motivara, de forma natural, la construccién de un estimador alternativo que permita extender
la estimacién no paramétrica de la densidad a contextos més generales, como es la propuesta en |Cao
et al.| (2011]), que constituira el foco principal de interés a lo largo este trabajo.

2.1.1. Estimador de la densidad de Scott y Sheather (1985)

En [Scott y Sheather| (1985) se propone una modificacién que permite adaptar el estimador de
Parzen-Rosenblatt al contexto de datos agrupados en intervalos de longitud constante [ (esto es, bajo
la suposicién Iy = - -+ =l =), en donde el ntmero de observaciones ni, na, ..., n; es conocido.

Sean t1,...,t; los puntos medios de los intervalos considerados. Dada una funcién nticleo L y una
ventana h > 0, |Scott y Sheather]| (1985]) proponen considerar como estimador de la densidad a

k
A 1 n; r—t;
g,ss _ § J J
J=1
que no es mas que el estimador de Parzen-Rosenblatt aplicado sobre la muestra tq,...,t; al cual se le

han anadido las frecuencias absolutas n; como ponderaciones.

Entre otras pruebas, Hall| (1982) demostré que, bajo ciertas condiciones de regularidad, la esperanza
de (2.1) era idéntica a la del estimador de Parzen-Rosenblatt, pero incrementada por un factor que
dependia de la longitud [ de los intervalos, como se mostrara en la Seccién [2.2.2)

2.1.2. Estimador de la densidad de Cao et al. (2011)

Consideremos ahora un contexto de datos agrupados general, en el que las observaciones Xy, ..., X,
se encuentran agrupadas en k intervalos de la forma {[y;_1, yj)}?zl — no necesariamente de la misma

longitud — con puntos medios t1,...,¢; v donde las proporciones muestrales w = (wy,...,wy) son

conocidas, siendo
n; _ _ .
wj':;j:Fn(yj)_Fn(yj_l)v j:17~"7k7

donde n; denota el nimero de observaciones recogidas en el j—ésimo intervalo (posiblemente descono-
cido) y F,,(y~) denota el limite izquierdo de la funcién de distribucién empirica de X en el punto y.

En este contexto general, en |Cao et al. (2011) se propone considerar como estimador de la funcién

de densidad 3E|
. 1< Tt b
o) = 5 mik (T2 ) = L wilate 1) 22)
j=1 j=1

donde L es una funcién nicleo, h > 0 el pardmetro ventana y donde Ly () = %L (E) denota a la
funcién nicleo reescalada por h.

IEn el articulo original de|Cao et al.| (2011) se reserva la notacién fh para el estimador (2.2)). Por el contrario, en
Reyes et al|(2016) y |Reyes et al.| (2017) se emplea fJ y f}gL, indistintamente. Sin embargo, en este caso se ha optado por
una notacién que permite explicitar la dependencia del estimador respecto de los pesos muestrales wi, ..., wg.
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De esta forma, la estimacion de la densidad en un punto se realiza en funcién de las distancias a
cada dato de la muestra, ahora identificados con los puntos medios de los intervalos, ponderadas por
la funcién nicleo reescalada, Lj;. Ademas, se afiaden los pesos w;, con j = 1,...,k, de manera que
una distancia tendra tanto mas peso en la estimacién cuantas mas observaciones se hayan recogido en
el intervalo correspondiente.

Ahora bien, aunque es cierto que el estimador no requiere de conocer las cantidades nq, ..., ng
para su contruccién — tal y como se comenta en [Reyes et al.| (2016) — la seleccién éptima del pardme-
tro de suavizado h requerira, en general, de conocer el tamano muestral n. De esta forma, en la préctica,
la construccién del estimador de (Cao et al| (2011]) se restringird a aquellos contextos en los que las
cantidades n; = w;n, j =1,...,k sean conocidas, como se mostrara con mas detalle en el Capitulo

Observacion 2.1. Sustituyendo w; = nj/n en (2.2)) se llega a la expresién (2.1). De esta manera,
el estimador de (Cao et al| (2011) puede verse como una extensién natural del estimador de [Scott
y Sheather| (1985) a un contexto general en el cual Unicamente las proporciones muestrales w; son
conocidas.

2.2. Resultados asintéticos y medidas de error

Al igual que ya sucedia con el estimador de Parzen-Rosenblatt, resulta interesante disponer de
medidas de error que permitan evaluar el comportamiento de como estimador de la densidad
tedrica f, tanto desde un enfoque local como global. En este sentido, resulta natural optar por las
mismas medidas ya consideradas para el estimador tipo nicleo cldsico y presentadas en la Seccién
el error cuadratico medio y el error cuadratico medio integrado, que ahora denotaremos por
MSE, y MISE,, respectivamente. En tal caso,

MSE, (z) = MSE ( fg,(x)) - {( 9 (2) — f(x)ﬂ — Sesgo? ( }g(x)) + Var ( fg,(x)) , (2.3)
B

MISE, = MISE (fg,) - / MS (Ag(x)) da. (2.4)

Tras presentar las hipdtesis bésicas requeridas para su construccién, en la Seccién se mostraran las
expresiones analiticas de (2.3]) y (2.4]), que proporcionardn una forma de medir el error de estimacién
de fg, tanto a nivel local (MSE4(z)) como global (MISE,).

2.2.1. Suposiciones empleadas

Con el fin de obtener expresiones analiticas para las medidas de error relativas a fJ, en lo que sigue
se asumiran las siguientes condiciones:

(S1): La funcién de densidad f es una funcién absolutamente continua, con segunda derivada f”
continua y tal que [ (f"(x))? dx < oo.
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(S2):

(S3):

(S4):

(S5):

(S6):

CAPITULO 2. ESTIMACION TIPO NUCLEO PARA DATOS AGRUPADOS

La ventana h = h,, es una sucesién no aleatoria de nimeros positivos tal que lim,, ;oo h =0y
lim,,—y oo nh = 00.

Recordemos que esta condicién se requiere también para la construccién del estimador de Parzen-
Rosenblatt.

k

Dado un conjunto de k = k,, intervalos {[yj—layj)}jzl, asumiremos que su longitud media,

. - = k . .
definida como [ =[,, = + 3° j—1lj, verifica las condiciones

lim [ =0, lim nl =oco, [ =o(h).
n—oo n—0o0

La primera y tercera condicién garantizan que, conforme el tamano muestral aumenta, la longitud
media de los intervalos también convergera a cero y, ademas, lo hard mas réapido de lo que lo hace
h = h,,. Teniendo en cuenta que la distancia media entre las observaciones es [, esto implica que la
ventana deberd ser siempre mayor que [, lo cual permite garantizar que los entornos considerados
contienen suficiente informacion.

La condicién lim,_,, nl = co es también importante, puesto que si la longitud de los intervalos
convergiese a cero mas rapido de lo que aumenta n, llegaria un punto en el que habria maés
intervalos que observaciones, encontrandose la mayoria de ellos vacios.

Supondremos que la longitud del mayor intervalo, que denotaremos lmsx = lmax,n, €S tal que

Imax = O(1), mdx, |l; — 1] = o(l).

Notese que, si se supone k finito, la segunda condicién es consecuencia directa de la primera.
Ademds, esta condicién permite controlar la variabilidad de la longitud de los intervalos, en el
sentido de que impone que sus longitudes no pueden ser muy diferentes. De esta forma, si bien
es cierto que el estimador de |Cao et al| (2011) se puede emplear en situaciones en las que los
intervalos tengan distintas longitudes, estas no podran diferir demasiado.

La funcién nucleo L es una funcién de densidad simétrica y Lipschitziana, con soporte en el inter-
valo [—1,1], 6 veces diferenciable y tal que su sexta derivada, L) estd acotada. Se considerard
la notacién abreviada

wa(L) = /ng(m) dx > 0.

Nétese que el hecho de asumir un cardcter estrictamente positivo para ps(L) implica que en todo
momento se consideraran funciones nicleo de orden dos. Considerar nicleos de orden superior
conducirfa, quizas, a mejores resultados, pero con el inconveniente de que podrian dar lugar a
estimadores de la densidad que fuesen negativos en algin punto del dominio (algo que, en el
contexto de la estimacién de la densidad, no resulta deseable).

La funcién de distribuciéon F' es una funcién continua, Lipschitziana, 7 veces diferenciable y tal
que su j—ésima derivada — que denotaremos por FU) — est4 acotada, para j =1,...,7.
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2.2.2. Medidas de error

Una vez introducidas las hipdtesis requeridas, se presentan a continuacién las expresiones analiti-
cas de las medidas de error relativas al estimador de |Cao et al| (2011), ya obtenidas en
. Para ello, comenzaremos presentando las expresiones de la esperanza y la varianza de fJ(z)
como estimador puntual de f(xz) — siendo z un punto del dominio de la densidad teérica — para,
a continuacién, abordar las expresiones del MSE,(z) y MISE,, que ofrecerdn una medida del error
cometido por el estimador .

Por un lado, en [Reyes et al] (2016 se prueba que, bajo las suposiciones (S1)-(S6), la expresién
analitica de la esperanza de fg en un punto x viene dada por

72
L)) = F0) + |53 + 51200 £/(0) + o(82), (25)

De esta expresion se deduce que:

= Asintéticamente, la esperanza del estimador de [Cao et al.| (2011)) es idéntica a la del estimador
tipo nucleo de Parzen-Rosenblatt. Sin embargo, en segundo orden, esta se ve incrementada por un
factor que depende de la longitud media de los intervalos. En efecto, reorganizando los términos
involucrados en resulta

A _2 A
BIfS(@)] = | @)+ 5h " (@) (K) + o<h2>} + 5 @) = [Blfz@)] + oh?)] + 0. (26)

Observacion 2.2. De la expresién (2.6)) se deduce que, si asumimos cierta la condicién I = o(h),
entonces el sesgo asintético del estimador de [Cao et al (2011)) resulta idéntico al del estimador
de [Parzen| (1962)) y Rosenblatt| (1956), tanto en primer como en segundo orden.

= Cuando los intervalos considerados tienen longitud constante (esto es, l; = - -+ =l = [), entonces
(2.5) puede reescribirse como

BIf ()] = F(0) + g7 + 5ma()| £/(2),

lo cual coincide con la expresién asintdtica de la esperanza del estimador de [Scott y Sheather]

(1985)), tal y como se prueba en (1982).

Por otro lado, bajo las suposiciones (S1)-(S6), la varianza del estimador f{{) en un punto z viene
dada por

Varlf4(2)] = - R()f(x) + o ((nh) ™). (27)

De esto se concluye lo siguiente:

» AsintGticamente, la varianza del estimador de [Cao et al| (2011)) es idéntica a la del estimador
tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt.

= Cuando los intervalos considerados tienen longitud constante (esto es, l1,= -+ =l = [), entonces

Var[f9(z)] ~ ! R(L)f(z),

~ nh

coincidiendo, en tal caso, con la expresién asintética de la varianza del estimador de |Scott

(1985)), tal y como se prueba en (1982)).
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De las expresiones ([2.5) v (2.7) se deduce inmediatamente que el error cuadrético medio de f9(z)
como estimador de f(x) es

12 1.5 2 " 2 1 4 -1
MSE(0) = |57 + 5 Wal)]| (/@) + L RIM@) +olht) +ol(am) ). (28)

Integrando (2.8)) sobre el dominio de definicién de f, se obtiene el error cuadritico medio integrado

de ff]} (MISE,), que constituye una medida del error global de fg; como estimador de la densidad

verdadera,
2 1 2
MISE, = [ g7 + 3% (K)| RU") +

24 iR(L) + o(h*) 4+ o((nh) ™). (2.9)

nh

Nétese que, bajo la suposicién (S3) — en la cual se impone que | = o(h) — las expresiones (2.8) y
(2.9) pueden reescribirse como

MSE, () = { s (L) (F"(@))° + = R(L) (@) + o(h*) + ol(nh) ™),
MISE, = i R (L2 R(f") + n—lhR(L) + o(h*) + o((nh)™h). (2.10)

De esta forma, bajo las condiciones (S1)-(S6), tanto el error cuadratico medio como el error cuadrati-
co medio integrado del estimador f9 adoptan expresiones asintdticas idénticas a las correspondientes
al estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt.

Siguiendo un procedimiento analogo al caso clasico de datos no agrupados, la minimizacién de la
versién asintética de (2.10), esta vez denotada por AMISE,, conduce a la expresién de una ventana
global (asintéticamente) éptima,

hamisg, = [/Q(IZ)}E(I%L} . (2.11)

Como era de esperar, la expresiéon de la ventana asintéticamente éptima es también idéntica a la
obtenida con el estimador de Parzen-Rosenblatt (véase ([1.4))), con la tnica diferencia de que esta vez,
cuando R(f") sea desconocido, debera ser estimado en base a una muestra de datos agrupados.

Observacion 2.3. Cuando los intervalos considerados tienen longitud constante [, entonces la versién
asintética de (2.9) — que ahora denotaremos por AMISE, os — puede reescribirse como

?o1, RO |
En tal caso, denotando ¢ = [/hus(K) es sencillo comprobar que
AMISE, o — S (K)? < +1 2R(f”) + iR(L) (2.12)
gss =y R 12 nh ) '

lo cual coincide con el error cuadratico medio integrado (asintético) del estimador de |Scott y Sheather
(1985)), tal y como se recoge en su Proposicién ﬂ

2En la expresién asintética del error cuadratico medio integrado de f,gl’ss recogido en la Proposicién 2 de |Scott:

y Sheather| (1985) se incluye también el término n~!'R(f), el cual puede obviarse dado que estamos asumiendo que
R(f) < oo (suposicién (S1)), puesto que en tal caso se tiene que n L R(f) = o((nh)~*R(L)).
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Obviamente, la condicién | = o(h) — esta vez enunciada en términos de la longitud constante | —
permite reescribir (2.12)) como

1 1
AMISE, o = Zh‘lug(K)QR( N+ %R(LL

lo cual conducirfa nuevamente a la ventana asintéticamente 6ptima ([2.11)).

Sin embargo, comentar que en [Scott y Sheather| (1985) no se impone la condicién | = o(h). En tal
caso, minimizando (2.12]) se llega a que

1/5

R(L c? —2/5
hamisg, .. = 02( ) = <12 + 1> hamise,
ma(0)? (5 +1) RO

donde hanise denota la ventana asintoticamente 6ptima en el caso de datos no agrupados, cuya
expresion se recoge en . De esta forma, si la condicién | = o(h) no se verifica, entonces la ventana
asintoticamente éptima depende de ¢, y, por tanto, de la longitud [ de los intervalos considerados. En
este sentido, y con el objetivo de acotar superiormente — con un cierto valor o — el cocienteﬁ

MISE, «(h § 20
g,ss( AMISEg,ss) _ (C + 1) _|_0(]_)7

MISE (hanmise) 12

(2.13)

Scott y Sheather| (1985 consideran una restriccién adicional, bajo la cual se impone que la longitud de
los intervalos considerados, [, debe ser elegida de tal forma que ¢ = {/huq(K) verifique, asintéticamente,
la condicién

c <4/12(1 4+ a)®/2 =1 = V30a.

3Nétese que en (2.13) se ha empleado la notacién MISE ss(h) (respectivamente MISE(R)) para hacer referencia al
error cuadratico medio integrado del estimador f'*° (respectivamente f,) construido en base a la ventana h.
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Capitulo 3

Selectores de ventana

Es bien conocido que la construccién de un estimador tipo ntcleo requiere de fijar previamente un
parametro ventana h, tal y como se ha mostrado en la Seccién En ocasiones, esta eleccion se
puede realizar de manera subjetiva, construyendo varias estimaciones de la densidad sobre diferentes
valores de h y seleccionando aquella que sea mas satisfactoria en algtin sentido. Sin embargo, en muchas
otras ocasiones — y en especial cuando no se tiene ningin conocimiento previo acerca de la verdadera
densidad — seria conveniente disponer de algtin selector automético que escogiese el mejor valor de
h en funcién de la muestra considerada. Esta cuestidn, ya presente en la construccion del estimador
clasico de Parzen-Rosenblatt, se extiende también al estimador tipo ntcleo de (Cao et al.| (2011), cuya
expresién se recoge en . En lo que sigue, se empleard la notacion ffj n = f{{) para explicitar la
dependencia del estimador respecto del pardmetro ventana h. 7

En el Capitulo [2] se ha visto que la ventana global asintéticamente éptima, en el caso de datos
agrupados, viene dada por

[ R 77
hM—[mmm} | (1)

Esta expresion, que es idéntica a la que se obtiene en el caso de datos no agrupados, depende de una
cantidad desconocida en la practica, R(f”). Algunos selectores de ventana partirdn, por tanto, de la
expresion y tratardn de sustituir R(f”) por algin estimador adecuado. Serd precisamente en la
forma de estimar esta cantidad en donde residiran las principales diferencias entre el caso de datos
agrupados y no agrupados. En esta idea se fundamentan, por ejemplo, los selectores de la regla del
pulgar y los selectores plug-in. Por el contrario, y de manera analoga a lo que sucede en el caso clasico,
una idea alternativa consiste en intentar aproximar directamente alguna medida de error relativa a
Ag) 1> €1 cuyo caso nos encontrariamos, por ejemplo, en el contexto de las técnicas de validacién cruzada.
Fiﬁalmente, otros selectores se basardan en procedimientos bootstrap, que presentan la ventaja de no
requerir de ninguna hipétesis sobre el mecanismo generador de los datos.

Este capitulo se iniciara proponiendo un nuevo selector de ventana para el caso de datos agrupados,
que constituird una generalizacién natural de la clasica regla del pulgar de Silverman. A continuacion,
se introduciran los dos selectores de ventana propuestos en |[Reyes et al.| (2017)): un selector plug-in y
un selector tipo bootstrap. Asimismo, se propondra un selector plug-in alternativo, fundamentado en
ideas similares a aquellas empleadas en la regla del pulgar; un selector de validacién cruzada insesgada
y una modificacién del selector bootstrap propuesto en [Jang y Loh| (2010)).

15
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3.1. Regla del pulgar para datos agrupados

Silverman propuso uno de los primeros estimadores de la ventana global para el caso de datos no
agrupados (ver Seccién 3.4 de [Silverman| (1986))). Para ello, partié de la expresién de hayisg recogida
en y propuso reemplazar la cantidad desconocida R(f") por aquella que se obtiene suponiendo
que f sigue una distribucién normal N (i, 02). En tal caso, haciendo uso de los polinomios de Hermite,
es sencillo comprobar que

” 1 7% 2 3 _
R(f ):/<W6 20 ) dx:ﬁa 2 (3.2)

donde o se puede aproximar por un estimador adecuado, siendo el propuesto por |Silverman| (1986
pagina 47) uno de los més utilizados. Sustituyendo dicho estimador & en (3.2), Silverman obtuvo la
ventana clasica

rp —

o =[O0 )

A la vista de esto, parece claro que la forma més sencilla y natural de extender la regla del
pulgar clésica al contexto de datos agrupados consistiria en considerar un estimador de ¢ alternativo,
construido en base a una muestra de datos agrupados t1, ..., tr, con pesos asociados wr, . . . , w; el cual,
sustituido en la expresion 7 conducirfa a una nueva ventana, que denotaremos por hg .. Haciendo
uso de técnicas de méaxima verosimilitud ponderada, en el Apéndice [A] se propone considerar como
estimador de ¢ a

k
Gg= | > wilty — fig)?, (3.4)
j=1

donde fi, = Z?:l w;t; denota a la media de los valores t1,...,t; ponderada por los pesos wi, ..., w.

Observacion 3.1. En el Apéndice [A] se presenta también un breve estudio de simulacién que permite
aproximar, en un contexto de datos agrupados, el error cuadréatico medio de &3 como estimador de la
varianza poblacional, comparéndolo con el correspondiente a la varianza muestral (estimador clésico
en el contexto de datos no agrupados), evidenciando en todos los casos una mejor aproximacion con
el estimador 4.

Sustituyendo 64 en (3.2) se obtiene la siguiente estimacién de la ventana global, adaptada, ahora
si, al caso de datos agrupados

(S

g,rp T

hoo = [5e2E7

k
> wilty = fig)?. (3.5)

De esta forma, y como ya se anticipaba en el Capitulo |2} la construccién de ﬁg,rp requiere de conocer
tanto los pesos w; como el tamano muestral n, por lo que, en la practica, inicamente podré obtenerse en
aquellos contextos en los que las frecuencias absolutas ny, . .., nj (ntmero de observaciones recogidas en
cada intervalo) sean conocidas. Como veremos, esto serd algo frecuente en la mayorfa de los selectores
de ventana aqui presentados.
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3.1.1. Modificacién de la regla del pulgar

De manera andloga a lo que sucede en el caso de datos no agrupados (véase Wand y Jones| (1995))),
se puede pensar en un estimador de la desviacién tipica poblacional de la forma

6’; :ml’n{(}gﬁlQR,g}, (36)

donde 6, denota el estimador de méxima verosimilitud ponderada de o (obtenido en el Apéndice |Aly
cuya expresion se recoge en (3.4)) y d1qr,q €l rango intercuartilico estandarizado muestral adaptado
al caso de datos agrupados, definido, por analogia al caso clasico, como

Rango intercuartilico muestral

T T e @) e ()

(3.7)

siendo @ la funcién de distribucion de una densidad normal estdndar. Nétese que el denominador
de la cantidad (3.7)) no es otra cosa que el rango intercuartilico poblacional de una densidad normal
estandar, que puede ser aproximado por 1.34.

La cuestion reside ahora en como estimar el rango intercuartilico en base a una muestra de datos
agrupados. Una definicién natural es

Rango intercuartilico muestral = Qf .5 — QF 55,

donde QZ denota un estimador del cuantil de orden 7 calculado en base a una muestra de datos
agrupados. En este sentido, |Schmeiser y Deutsch! (1977)) proponen, para el caso particular de intervalos
equiespaciados, un estimador para ¢, en base al cual se ha propuesto el siguiente, adaptado al caso

de intervalos {[y;_1, yj)};§:1 no necesariamente equiespaciados, de longitudes respectivas 1, ..., l,
=, Iy
yo+;l+§—yq 1+2 tq, (3.8)

donde ¢ denota al menor entero tal que

an_ (n+1)],

siendo |-| la funcién parte entera por defecto. Nétese que, con esta definicién, Qﬁ coincide con el punto
medio del intervalo en el cual se encuentra el 7(n 4+ 1)—ésimo estadistico ordenado de la muestra.

Ahora bien, en la practlca el hecho de identificar los cuantiles muestrales con los puntos medios t;
puede derivar en que Qo.25 = Qo.75 = 0, siendo esta situacién més frecuente cuando el tamaifio muestral
es pequerio (inferior a 100 datos) y la densidad generadora presenta una unica moda, concentrando
gran parte de la densidad en un pequeno intervalo, lo cual conduciria a un estimador degenerado de
la varianza. Por este motivo, consideraremos la siguiente modificacién del estimador ,

qg—1
g _ T —Cqg—1 —Cg—1
=0+ l-—I—(l—y 4=y,
T 0 ;l Cq — Cq—1 -t Cqg—Cq-1) °
siendo ¢, = %Z?Zl I(t; < yp), donde I denota la funcién indicadora. De esta forma, ahora Q2* se

corresponde con un punto proporcional al orden del cuantil del intervalo en el cual se encuentra el
T(n + 1)—ésimo estadistico ordenado de la muestra y ya no con su punto medio, como si hacia Q9.
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Volviendo a la expresion (3.6]) se tiene que un estimador alternativo de la desviacién tipica muestral
para el caso de datos agrupados es

Ag*75 - Qg*%
i o) oa . .
0y =min ¢ 7, 131 .

Esta propuesta ha sido analizada utilizando un estudio de simulacién similar al que se describe
en el Capitulo El Tras comparar los resultados con los obtenidos empleando directamente a &, como
estimador de la desviacion tipica poblacional, se ha concluido que el empleo de ¢ no conduce a ninguna
mejora notable — en términos del MISE, — respecto de &,. De hecho, en la mayoria de casos, para
valores muestrales pequenos (n = 50) se han obtenido mejores resultados con el estimador &4. Por
este motivo, el calculo de la ventana proporcionada por la regla del pulgar adaptada al caso de datos
agrupados se realizara, de ahora en adelante, empleando a &, como estimador de la desviacién tipica
poblacional.

3.2. Selectores plug-in

Se ha mostrado en el Capitulo [2| que la minimizacién del AMISE, permite obtener una ventana
global asintéticamente éptima, cuya expresién viene dada por

ol

hawmise, = { ( R(L) } (3.9)

142 L)QR(f”)n

Los selectores plug-in, tal y como sucedia en el caso clasico, proponen obtener una estimacion de la
ventana global sustituyendo R(f”), que es una cantidad desconocida en la prictica, por un estimador
adecuado. Esta seccién se iniciard presentando el selector plug-in propuesto en |[Reyes et al.| (2017),
para, a continuacion, realizar una nueva propuesta que seguird las ideas de Cwik y Koronacki| (1997).

3.2.1. Selector plug-in de Reyes et al. (2017)

Como ya se ha comentado en anteriores ocasiones, si bien es cierto que la expresion de la ventana
asintéticamente 6ptima en el contexto de datos agrupados es idéntica a la obtenida con el estimador de
Parzen-Rosenblatt, la diferencia radica en cémo estimar R(f"), puesto que, en este caso, su estimacién
debe realizarse en base a una muestra agrupada. En este sentido, en |Cao et al| (2011 se propone
considerar como estimador a

kE k

~ 1 t: —ts

R = 3w () w (3.10)
== N

donde W™ denota la derivada de cuarto orden de una funcién nicleo, W, posiblemente distinta de L,

y donde 7 > 0 es otro parametro de ventana. En lo que sigue, asumiremos que W = L, tal y como se

propone en [Reyes et al.| (2017). De esta forma, se obtiene la siguiente estimacién de la ventana global
asintoticamente éptima,

(3.11)
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Eleccion de la ventana piloto

Como acabamos de ver, la construccién de hg (v, mds concretamente, de Rn( ")) requiere de ob-
tener una ventana piloto 1, que debe ser previamente estimada. Para ello, consideraremos el problema
general de estimar el funcional R(f (T)) para un r € N genérico. La idea serd escoger como ventana 7
aquel valor que minimice el error cuadrético medio de R, (f(")) como estimador de R(f(")).

Consideremos la cantidad 1, =E(f)(X)). Bajo ciertas condiciones de suavidad impuestas sobre f,
un sencillo argumento de integracion por partes permite comprobar que

R(F) = [ [19@)] o= (1) [ 129 (@) do = (-1)° BUE () = (-1)v

De esta forma, resulta inmediato que para estimar el funcional R(f (T)) es suficiente estudiar la esti-
macién de los funcionales 1, para r € N par. En este sentido, en [Reyes et al.| (2017) se considera el
estimador

1 K ti—t
o oL G (a) wyws,
N (UT)T+1 ZZ i J

i=1 j=1

cuyo caso particular 7 = 4 conduce al estimador de R(f") propuesto en (Cao et al.| (2011). Fijado un

r € N par, se escogerd, pues, aquel valor 7, que minimice el error cuadratico medio de @[AJ;‘ZWT como
estimador de .., cuya expresién se recoge en el Teorema 1 de |[Reyes et al.| (2017)).

En este sentido, existen dos formas posibles de abordar dicha minimizacién, donde ninguna ha
resultado ser universalmente mejor que la otra (para una discusién més detallada, consultar el Material
Complementario de |Reyes et al.| (2017))). Tras varios estudios de simulacién, en [Reyes et al.| (2017) se
propone como ventana piloto, para el caso particular de funciones nicleo de orden dos, a

[ 2LOOR(HI]T
L p2(L)r1o ' (3.12)

Observacion 3.2. Bajo ciertas condiciones de regularidad alli recogidas, en el Apéndice [B| se prueba
que, asintéticamente, la ventana es la tnica que minimiza el error cuadratico medio de 1&27,%
como estimador de v,.. Este resultado asint6tico confirma la conjetura de [Reyes et al| (2017)) para el
caso de funciones nticleo de orden dos, cuando n — oco.

De esta forma, el estimador (3.10]) de R(f”) (correspondiente al caso particular r = 4) se construiria
en base a la ventana

oot _ {QL“)(O)R(N] T (3.13)

! p2(L)vo
Sin embargo, esta expresién depende nuevamente de dos cantidades desconocidas, R(f) y s, que

deberan de ser estimadas. Por un lado, la estimacién de R(f) se realizard bajo la suposicién de que f
sigue una distribucién normal N (u,0?), en cuyo caso

2
1 _@-w? 1 ©_@-w? o\T 1
— 252 d _ - o2 d = = .14
R(f) / <‘ /Qﬁgze ’ ) R Y _/_Oo € T 902 20/7’ (3.14)

donde o puede estimarse, por ejemplo, mediante uno de los estimadores propuestos en la Seccién [3-1}
En este sentido, comentar que en [Reyes et al.| (2017 se considera el estimador &4 que se ha obtenido
en el Apéndice [A] mediante técnicas de maxima verosimilitud ponderada.
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Por otro lado, g se estimard a través de 1[)8,%, que a su vez depende de una ventana 7,. A partir
de este momento se procede de manera iterativa, seleccionando nuevas ventanas piloto en base a la
expresion . Siguiendo el procedimiento marcado en el caso cldsico (véase Wand y Jones| (1995))),
una estrategia habitual es parar el proceso iterativo después de dos pasosﬂ y estimar las cantidades
desconocidas asumiendo que f sigue una distribucién normal N(u,0?). En tal caso, R(f) adopta la

expresion (3.14)) y, si r es par,
r+4+2

(=)= (r+2)
Ury2 = 9g)r+3 (2 |\/>7
(20)73 (52) v/
donde o puede estimarse nuevamente mediante alguno de los estimadores propuestos en la Seccién 3.1
La estimacién iterativa de las cantidades R(f) y 1,42 permite la construccién de la ventana 74 en base
a la expresion (3.13). A partir de esta ventana se construye ¢, = Ra, (f"), un estimador de R(f")
que, sustituido en la expresién (3.9), conduce a un valor de la ventana hg.

(3.15)

Observacion 3.3. En Reyes| (2015) se prueba que, bajo ciertas condiciones de regularidad — en las
cuales se incluye que I = o(n"™') — 92, es un estimador consistente de E(f"(t)), lo cual permite
garantizar que la ventana hgr se aproxima a la ventana éptima conforme el tamano muestral aumenta.

3.2.2. Propuesta de selector plug-in

En este apartado se propondra un selector plug-in alternativo al presentado en |Reyes et al.| (2017]).
Para ello, nos basaremos en las ideas de |Cwik y Koronacki| (1997, en donde se lleva a cabo la cons-
trucciéon de un selector plug-in bidimiensional para el caso clasico de datos no agrupados.

Recordemos que, en el contexto de datos agrupados, los selectores plug-in parten de la expresién
T 0 N
AMISE, = 1a(L2R()n

y tratan de sustituir R(f”) por algtin estimador conveniente. La nueva propuesta considerard la ex-
presién que adopta R(f”) cuando f se puede expresar como una mixtura normales. De esta forma,
este selector plug-in podra verse como una extensién natural de la regla del pulgar presentada en la

Seccién 311

Sea f la funcién de densidad correspondiente a una mixtura de M densidades gaussianas, esto es,

M
f@)=> Anbu,o. (), VoeR
m=1

donde ¢, »,. denota la densidad de una distribucién normal estdndar de media j,,, y desviacién tipica
om y donde los A, € [0,1] son tales que 2%21 Am = 1. En tal caso, R(f") se puede reescribir como

RN = [ ar= [ [5‘; ixmmm,ammr ar= [ [ix{i (“’U:f”)r a,

(3.16)

'La funcién bw.dens.binned. de la librerfa binnednp de R — la cual implementa el selector plug-in de Reyes et al.
(2017) y de la que se hablard con mas detalle en la Seccién — realiza la estimacién de la ventana 75" mediante un

proceso iterativo de tres pasos, sustituyendo en el dltimo de ellos las aproximaciones de R(f) y %10 recogidas en ([3.14)

y @19
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donde ¢ denota la densidad de una distribuciéon normal estandar. Teniendo en cuenta que la derivada
de orden p de la funcién de densidad normal estdndar se puede expresar en términos de los polinomios
de Hermiteﬂ de orden p, He,, de la forma
9P
e () = (—=1)P Hep(x) p(x), Vz eR,

y haciendo uso de la regla de la cadena, se llega a que

0? T—fp\ 0 |1 T — m T—pm\| O [T, T = \|
g (orm) = [ (o) e ()] = [ e ()] -

Il
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Volviendo a la expresion (3.16)), resulta

2
M

A T—
R(f") = / [Z (= pm)? —0n] @ ( ’”)] dz. (3.17)

o Om

m=1 ™
Nétese que, en la préctica, los vectores de pardmetros A = (Ai,..., ), ' = (g1, par) ¥
o’ = (01,...,0p) seran desconocidos y, por tanto, deberédn ser estimados, obteniendo un estimador de
R(f") que denotaremos por Ru(f”). En este sentido, dada una muestra ¢y, ..., t; con pesos asociados
wy, ..., Wk, la funcién de méaxima verosimilitud ponderada adopta la forma

k k M wi
L' pe?) =TT ren™ =] ( A i (%‘)) : (3.18)
1

j=1 j=1 \m=

Para M > 1, las estimaciones de 5\, [i y & se obtendrian a través de un algoritmo de tipo esperanza-
maximizacién (EM, véase Dempster et al.| (1977)), puesto que en tal caso no se conoce la expresién
explicita de dichos estimadores. La ventana plug-in adoptard, por tanto, la expresion

il

>

g,pi =

R(L) ]
p2(L)2Ru(f7)

Observacion 3.4. Comentar que la funcién bw.dens.binned de la libreria binnednp de R — siempre
que su argumento plugin.type tome un valor distinto a N y A — implementa un selector de ventana
fundamentado en la misma idea que la aqui presentada (véase [Barreiro-Ures et al. (2019al) y Barreiro-
Ures et al.| (2019b)). En tal caso, R(f") se estima asumiendo que f es una mixtura de normales a través
de la expresién . Sin embargo, la estimacién de los vectores de parametros X' = (A1,...,Anr),
o= (1, pun)y 6 = (01,...,00) se realiza a través de la funcién Mclust de la librerfa mclust,
la cual incorpora un algoritmo EM no adaptado al caso de datos agrupados (para mds informacién
sobre esta funcién puede consultarse |Scrucca et al| (2016) y [Fraley et al.| (2016])). Por este motivo, en

2Se define el polinomio de Hermite de orden p como el polinomio

dr 2
e 2

dzP

De esta forma, es sencillo probar que, para p > 1, se verifica la propiedad recursiva Hepy1(z) = xHep(z) — pHep_1(x),
siendo Hep(z) = 1 y Hei(z) = z.

Hep(a) = (1) e




22 CAPITULO 3. SELECTORES DE VENTANA

los estudios de simulacién recogidos en el Capitulo [4| no se presentaran los resultados relativos a esta
ventana. Por el contrario, se ha llevado a cabo la implementacién en R del selector plug-in propuesto en
esta seccién, teniendo en cuenta tanto el criterio de seleccion del nimero de mixturas que se comentard
a continuacién como el efecto agrupacion a la hora de realizar la estimacién de los parametros, para lo
cual se ha hecho uso de un algoritmo de tipo EM adaptado a este nuevo contexto de datos agrupados,
cuya implementacién se abordard con més detalle en la Seccién [1.1.4]

Eleccién del parametro M

El selector plug-in que se acaba de presentar asume que la funcién f es una mixtura de normales. De
esta forma, una cuestién relevante reside en la eleccién del niimero M de normales que componen dicha
mixtura. Una posible eleccion seria elegir aquel valor de M que minimice algin criterio de informacién,
como es el criterio de informacién de Akaike (AIC, ver |Akaike| (1974)), definido segun la expresién

AIC = —2log(LY) 4 2¢,

donde £¥ denota la verosimilitud ponderada del modelo estimado, cuya expresién se recoge en (13.18)),
tras sustituir los parametros A, g y o por sus respectivas estimaciones; y donde ¢ denota el nimero
de parametros considerados.

Como cada distribucién normal tiene asociado tres pardmetros (media p, desviacién tipica o y su
correspondiente peso en la mixtura, A) y teniendo en cuenta que ). _; A, = 1, entonces es inmediato
que ¢ = 3M — 1. De esta forma,

k M
AIC = -2 "wjlog (Z A 60, (g)) +6M — 2. (3.19)
7j=1 m=1

En la practica, se considerard un cierto rango de valores de M para los cuales se calculara el AIC
en base a la expresion (3.19) y se escogera aquel valor de M que haya conducido a un menor AIC.

3.3. Propuesta de selector de validacion cruzada insesgada

Los métodos de validacion cruzada afrontan el problema de seleccién de la ventana desde una pers-
pectiva diferente a la presentada en las secciones anteriores. En lugar de basarse en las expresiones de
las ventanas asintéticamente éptimas, el parametro de suavizado es escogido en base a aproximaciones
de las medidas de error. En este sentido, se propone a continuacién un selector que tratara de extender
el procedimiento cldsico de validacién cruzada insesgada o de minimos cuadrados (UCV o LSCV por
sus siglas en inglés) — ya estudiado en[Rudemo| (1982 y Bowman| (1984)) — al caso de datos agrupados.

El selector de validacién cruzada insesgada parte de la expresion del error cuadrético integrado
(ISEy) de f? , como estimador de f,

ISE,(wr, ..., wg; h) :/ ( Agm(a:) — f(x)>2 dr =
- / £2 (2)? dao —2 / £2 (@) f(x) do + / fz)? dz. (3.20)
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Noétese que, ain bajo diseno fijo, es una cantidad aleatoria que depende de los pesos muestrales
wy, ..., w, empleados en la conbtrucmon de f - Pues bien, la idea reside en seleccionar la ventana
hISEQ que minimice la expresién . Teniendo en cuenta que el ultimo sumando no depende de h,
es claro que

= i —2 g . 21
hisg, = arg gl;g[ / fon(@ dw} (3.21)

Dada una muestra de datos agrupados, el primer sumando de (3.21]) es conocido, puesto que no depende
de la densidad tedrica f. Sin embargo, no sucede lo mismo con el segundo sumando, que si depende
de f y, por tanto, debera ser aproximado. Teniendo en cuenta que

[ Fa@ i@ do=E[f2,0)].

entonces un estimador de esta cantidad viene dado por ¥ G Wi fw »(t5), esto es, por la media muestral
de los valores fg}h(tl),...,fi’h(tk) ponderada por los pesos wy,...,wg. Sin embargo, con el fin de
reducir la dependencia respecto de la muestra — y siguiendo las ideas clésicas de |Rudemol (1982) y
Bowman| (1984) — consideraremos como estimador alternativo de [ f2 , (z)f(z) dz a

k
> wi £47(t), (3.22)
donde
ffj}’*]( Ly (x —t;) Lp(x —t;) (3.23)
Z#J #J
denota al estimador tipo nicleo construido en base a la muestra t1,...,¢t;_1,%j41,...,t, en la cual se

excluyen los n; valores correspondientes al dato ¢;, y que denotaremos por estimador leave-one-group-
out.

Observacion 3.5. Con el fin de aproximar el sesgo de como estimador de ffih(a:)f(m) dz,
en el Apéndice |g se presenta un pequeno estudio de simulaciéon que permite aproximar las cantida-
des E[ZJ L Wj S’hj( )y Elf fj}yh(x)f(m) dz| para diferentes tamanos muestrales y modelos tedricos
de referencia. Este estudio parece mostrar que es un estimador asintéticamente insesgado de
E[f fg »(x) f(z) dz], aunque dicha convergencia ha resultado ser bastante lenta con respecto al tamano
muestral n.

De esta forma, el selector de validacién cruzada insesgada escogerd como ventana aquel valor hyy,
que minimice la llamada funcién de validacién cruzada insesgada, definida como

UCV,(h) = R (f, )—22% o

y que que constituye una aproximacién de (3.21]). Esto es,

>

ey, = arg min ( )-22% frit) | (3.24)



24 CAPITULO 3. SELECTORES DE VENTANA

Una ventaja de este selector es que su puesta en practica no requiere de conocer las cantidades
ni,...,Nnk, constituyendo asi el inico método de seleccién de ventana — de los aqui presentados —
que puede ser empleado en aquellos contextos en los que tinicamente se dispone de las proporciones
muestrales wy, ..., wy (general grouped data case).

Por otro lado, otra gran diferencia respecto de los selectores anteriormente presentados es que
requiere de la optimizacién numeérica para su obtencién. Dicha optimizacion puede no ser sencilla,
va sea por la presencia de varios minimos locales o por la gran dependencia que presenta la funcién
objetivo respecto de las proporciones muestrales. Como consecuencia, los algoritmos de optimizacion
pueden quedarse “atrapados” en soluciones espflreasﬂ

Observacion 3.6. Al igual que se ha hecho con el selector UCV, también se podria extender el proce-
dimiento de validacién cruzada sesgada (BCV por sus siglas en inglés) al contexto de datos agrupados.
Este selector parte de la versién asintética del MISE, (AMISE,) que, como ya se ha comentado an-
teriormente, presenta la misma expresién que en el caso de datos no agrupados (véase |Wand y Jones

(1995)),

AMISE, ( Ag,’h) - % + i Wy (L)2R(f"). (3.25)

A continuacidn, y tras sustituir R(f"’) por un estimador adecuado, se procede a la minimizacién de
(3.25)), lo cual permite obtener la ventana hscv,. En el contexto cldsico de datos no agrupados, [Scott y:
Terrell| (1987)) proponen como estimador de R(f”) a una modificacién de R( f,’[’h) disenada para reducir

su sesgo, siendo fnyh el estimador tipo ntcleo de Parzen-Rosenblatt. De esta forma, la extensién de
este selector al caso de datos agrupados implicarfa el calculo de E[R(f]})], siendo f¢ , el estimador
tipo niicleo propuesto por (Cao et al.| (2011), para lo cual bastarfa seguir un procedimiento andlogo
al indicado en la Seccién 9.2 de |Scott y Terrell| (1987)). Sin embargo, debido a la complejidad de este
procedimiento, y teniendo en cuenta los malos resultados que se suelen obtener con el selector de
validacion cruzada insesgada anteriormente presentado — de los cuales se hablard con mas detalle en

el Capitulo [d] — dicho desarrollo no se abordara en este trabajo.

3.4. Selectores bootstrap

En esta seccién se presentaran los selectores bootstrap propuestos en Jang y Loh| (2010) y en Reyes
et al.| (2017). El primero de ellos combina técnicas de validacién cruzada con un suavizado bootstrap
llevado a cabo mediante técnicas Monte Carlo, mientras que el segundo propone un método que no
requiere, en la practica, de generar ninguna muestra bootstrap, reduciendo consecuentemente el coste
computacional asociado. En ambos casos se abordara el problema de la eleccién de una ventana inicial.
Finalmente, se propondrd también una modificacién del selector considerado en [Jang y Loh| (2010)).

3Idealmente, se emplearian algoritmos que converjan al éptimo global del problema. Sin embargo, es habitual que estos
se disenen con objetivos menos ambiciosos, de tal manera que terminen cuando se alcancen puntos de un cierto conjunto
deseable — conformado, por ejemplo, por los éptimos locales del problema — en cuyo caso podria no llegarse al valor
de iLUcvg~ Ademds, la implementacién préctica de este tipo de algoritmos (método de biseccién, método de la seccién
4urea, método de Newton...) requiere de especificar un intervalo inicial en el cual se llevard a cabo la optimizacién. En
este sentido, elegir intervalos de longitud excesivamente grande podria conducir a soluciones que se encuentran lejos del
6ptimo, mientras que intervalos demasiado pequenios podrian no contener al 6ptimo global del problema. En el Capitulo
El se presentardn algunos detalles referidos a la implementacién de este selector en R.
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3.4.1. Selector bootstrap de Jang y Loh (2010)

Sean tq,...,t; los puntos medios de los intervalos considerados, con proporciones muestrales res-
pectivas wy, ..., wg y frecuencias absolutas (que asumiremos conocidas) nq,...,nk, de manera que
k . . . .
n=> 1 M- Sean 4o, ..., Yy, los extremos de dichos intervalos, cuyas longitudes vienen dadas por
li,...,l. En lo que sigue, denotaremos por (T1,...,T,) = (t1, ™., t1,...,tk, ", tr) a la muestra de

datos agrupados conformada por los puntos medios repetidos tantas veces como observaciones se ha-
yan recogido en cada intervalo. El proceso de estimacién propuesto en | Jang y Loh| (2010) involucra los
siguientes pasos:

1. En cada intervalo j = 1,.. .,k se genera ruido en base a una distribucién uniforme en [—1,/2,1,/2]
y se anade a las n; observamones recogidas en dicho mterval(ﬂ de manera que estas ya no se
superponen. Denotemos por TV, ..., T ala nueva muestra, conformada por datos no agrupados.

2. Usar el selector de validacién cruzada insesgada clésico para obtener la ventana 6ptima en base
ala muestra TV, ..., TY.

3. Repetir los pasos 1 y 2 un ndmero elevado de veces y obtener hin como el valor medio de
las ventanas 6ptimas obtenidas (en [Jang y Loh| (2010) proponen considerar un total de 1000
repeticiones). Computar un estimador tipo niicleo inicial, f, s & través del clasico estimador de

Parzen-Rosenblatt construido sobre la muestra original 77, ...,7;, y usando a hin como ventana,
. 1 & x—T;
Soh (@) = — K( - >~
o ftin nhin ; hin

4. A partir de la densidad fn ., » generar B remuestras bootstrap suavizada {Y1*<b), I a2 Vo
todas ellas conformadas por datos no agrupados. Sobre cada remuestra, construir la versién
bootstrap del estimador de Parzen-Rosenblatt como funcién de un pardmetro de suavizado h > 0,

®) L
Faly) (= h}:K Z— i ), b=1,...,B.

5. Construir el BMISE, una aproximacién de la versiéon bootstrap del MISE definido como
*(b) ; 2
BMISE(h Z -/, ;Lin(x)) da. (3.26)

Se tomard como ventana aquel valor hg que minimice (3.26]), esto es,

hg = argmin BMISE (h) . (3.27)
h>0

4Aunque en [Jang y Loh| (2010) se describe este procedimiento tal y como aqui se ha mostrado, en el Script de
R adjuntado en su material complementario — en el cual se implementa, entre otras cosas, su selector bootstrap —
emplean una versién alternativa al paso 1, donde las muestras TlU7 ..., TY se obtienen tras aplicar el ruido uniforme
sobre una muestra con reemplazamiento de la muestra original 77, ..., T,.

5Este paso puede llevarse a cabo a través del llamado bootstrap suavizado (véase |[Efron| (1982)). Bajo este plan de
remuestreo, cada una de las remuestras Y;*,...,Y," se construye segtin el siguiente esquema:

a) Generar T}, ..., T aplicando bootstrap uniforme sobre T1,...,Tx.

b) Simular z; a partir de la densidad K. Si K es el nticleo Gaussiano, entonces z; ~ N(0,1),i=1,...,n.

¢) Definir la remuestra suavizada como Y;* = T} + z;hi,, para cada i =1,...,n.
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En resumen, este selector trata de obtener la ventana hs a través de un suavizado bootstrap
que emplea a hi, como ventana piloto. Esta ventana inicial se obtiene mediante un procedimiento
de validacién cruzada aplicado sobre una muestra artificial de datos no agrupados procedente de
transformar la muestra inicial mediante ruido aleatorio. Comentar que en [Jang y Loh| (2010) se anade
un primer paso adicional consistente en duplicar la muestra inicial, reflejando cada dato respecto del
origen, con el fin de reducir el sesgo en la frontera (puesto que allf el objetivo residia en estimar f(0)
en base a muestras de observaciones positivas). En nuestro caso, este paso no es realmente necesario,
puesto que las variables a considerar no tienen por qué presentar un soporte acotado.

Modificacién del selector de Jang y Loh

En el paso 3 del procedimiento anteriormente presentado, |[Jang y Loh| (2010]) proponen considerar
como estimador inicial — densidad de referencia en el contexto bootstrap — al estimador de Parzen-
Rosenblatt construido sobre la muestra T7,...,7T,. Sin embargo, recordemos que esta muestra esta
conformada por datos agrupado&ﬁ7 no siendo aconsejable en tal caso el empleo del estimador tipo
nucleo clasico, puesto que — como se ha comentado en anteriores ocasiones — no permite incorporar
dicho factor agrupacion al proceso de estimacién.

Ademaés, la construccién de la ventana inicial lAlin como una media de ventanas obtenidas mediante
validacién cruzada puede presentar problemas en la practica, derivados de la conocida inestabilidad de
este selector en el caso de datos no agrupados. Finalmente, el problema de la seleccién de la ventana
inicial usando la muestra artificial 7Y, ..., TV puede diferir considerablemente del que se tendria con
la muestra datos agrupados originales, t1, ..., %, sobre todo cuando el nivel de agrupacién es elevado.

Todo esto podria provocar una seleccion inapropiada del pardmetro de suavizado y, por este motivo,
se propone a continuaciéon un procedimiento alternativo:

1. Construir la ventana inicial iLin en base a la muestra original t1,...,t; a través del selector de
validacién cruzada insesgada adaptado al caso de datos agrupados (ver Seccién [3.3)),

hin = arg I})la>1101 UCV,4(h).

2. En base a la ventana fLim computar el estimador tipo nicleo de |Cao et al.| (2011)), fg ., cons-
truido sobre la muestra de datos agrupados tq,...,t,
k
. 1 T —t;
o (@)= - ij( . )
w;hin hin j; hin

donde w; denota la proporcién de observaciones recogidas en el j—ésimo intervalo.

3. Realizar los pasos 4 y 5 propuestos por Jang y Loh, considerando como estimador inicial a fg B

»Min

obteniendo asf una versién alternativa de (3.27) que denotaremos por hg=.

Serd precisamente esta nueva modificacién la que se considerara en los estudios de simulacién
presentados en el Capitulo [4]

SEn efecto, recordemos que T1,...,T, representa la muestra constituida por los puntos medios de los intervalos,
t1,...,tx, repetidos tantas veces como observaciones recogidas en cada uno de ellos, n1,...,ng. De esta forma, se tendra
que Ty = -+ = Tnyy, Tngg1 = - = Tnjdng, -y Tnenpt1 = -+ = Tn. Por tanto, si el nivel de agrupaciéon es elevado,

el estimador tipo ntcleo cldsico podria presentar modas artificiales, tal y como sucedia en el ejemplo recogido en la
Figura|1.1(b)| de la Seccién [1.2.2] lo cual conducirfa a una interpretacién errénea de la densidad tedrica.
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3.4.2. Selector bootstrap de Reyes et al. (2017)

En este apartado se presentara el selector de ventana tipo bootstrap propuesto en Reyes et al.
(2017)) que, a diferencia del considerado por |Jang y Loh| (2010]), no requerird de simulacién de Monte
Carlo, permitiendo asi reducir el coste computacional requerido en su implementacién.

Sea t1,...,t; una muestra de datos agrupados, con proporciones muestrales respectivas wy, ..., wg

. . k
y frecuencias absolutas (conocidas) nq, ..., ng, de manera que n = ijl n;. Denotemos por ¥, ..., Yk
a los extremos de los intervalos considerados y sean Iy, .. ., [ sus respectivas longitudes. En Reyes et al.

(2017)) se propone considerar el siguiente esquema:

1. Construir el estimador de la densidad de|Cao et al.| (2011)) sobre la muestra t1,...,t; en base a
una ventana piloto ¢, cuya eleccién se abordara mas adelante,

e Z w;Le(x — t5) (3.28)

2. A partir de la densidad fg ¢» generar una muestra bootstrap X7,..., X . En base a ella, construir
el andlogo bootstrap del estimador de la densidad como funcién de un pardametro de suavizado

h >0,
k
h) =Y w;Ly(x
j=1

donde los pesos bootstrap se definen como w; = F;(y;) — F;(y;_,), para cada j = 1,...,k,
y donde Fji(y) = 23" | I(X; < y) denota la funcién de distribucién empirica asociada a la
remuestra X7,..., X} .

3. Definir la versién bootstrap del error cuadratico medio integrado, MISE;, como
. R 2
MISE (1) = E* { / (Forutazh) = £, (@)) dx} , (3.29)

donde E* denota la esperanza boostrap (con respecto a fi C). Ahora bien, en Reyes et al.| (2017))
se prueba que (3.29) admite una expresién cerrada de la forma

MISE; (h) = (L * L)n(t; — t)) —22211; wj X (Lp % Le)(t; — t5)+
=1 j=1 i=1 j=1
k k
R(L)
—l-;;wzw](L * L)C(ti - tj) + W, (330)

siendo wf =E* ( *) y donde la operacién * denota la convolucién entre dos funciones de manera

que (L*L)p(z—y) = [ Ly(v—x)Ly(v—y) dv. En este sentido, si denotamos L (z) = [*__ L(v
se puede probar que
¢ _ yi_tj) (%1-@)]
w; = wi | Ll =—— | -L|——|].
e

4. Seleccionar como ventana hpoot aquel valor de h que minimice (3.30)), esto es,

A — argmin MISE* (h).
h>0
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Observacion 3.7. Nétese que la expresion permite una evaluaciéon directa del MISE; sobre
una malla de valores de h sin necesidad de emplear simulacién de Monte Carlo. De esta forma, en
la practica, el selector bootstrap de [Reyes et al| (2017) no requiere de generar ninguna remuestra
bootstrap, a diferencia de lo que sucede con la mayoria de procedimientos de este tipo, pudiendo
prescindir del paso 2 anteriormente presentado.

Comentar finalmente que en [Reyes et al.| (2017) se llevan a cabo varios estudios de simulacién que
permiten concluir que, en general, la ventana obtenida mediante este selector bootstrap presenta un
comportamiento notablemente mejor que la ventana plug-in propuesta alli mismo (y recogida en la
Seccién|3.2.1)) y, en todos los casos, mejor que la propuesta por|Jang y Loh| (2010)), presentando, ademas,
tiempos de computacion considerablemente inferiores a este ultimo. Estas cuestiones se abordaran con
més detalle en el Capitulo [

Eleccién de la ventana piloto

Se ha visto que el selector bootstrap de |[Reyes et al. (2017)) depende de una ventana inicial ¢,
necesaria para la construccién del estimador tipo nicleo inicial . Es conocido que en el contexto
clésico de datos no agrupados, los selectores tipo bootstrap realizan la estimacién de la ventana inicial
de tal manera que permitan garantizar buenas propiedades del funcional R(f”), més que de la propia
densidad f (véase [Caol (1993))). En este sentido, una opcién podria ser obtener la ventana inicial ¢ a
través del mismo procedimiento presentado para el selector plug-in de [Reyes et al.| (2017) (ver Seccién
[3.2.1). Sin embargo, la ventana obtenida en no tiene en cuenta el tamafo muestral, pardmetro
que presenta una gran influencia en los procedimientos bootstrap. De hecho, en Reyes et al.|(2017) se
comenta que, tras haber realizado algunas pruebas, las ventanas obtenidas usando a 75" como ventana
inicial suelen ser demasiado grandes.

Por este motivo, en [Reyes et al.| (2017) se presenta un método alternativo para la seleccién de ¢,
basado en la idea de partir de una ventana considerablemente buena para el caso clasico de datos no
agrupados y corregirla adecuadamente de manera que pueda ser empleada en el contexto de datos
agrupados.

En este sentido — y con el objetivo de encontrar una ventana éptima para el caso de datos no
agrupados que permita aproximar correctamente R(f”) — en |Caol (1990) se considera el estimador

D - X; 1" - X
Re(f") = nzlcﬁ Z/KU <$C> K <mgj> dz.

i#]

Ahora bien, en el Apéndice E.3 de |Reyes| (2015) se prueba que la ventana ¢ que minimiza la cantidad
E{[R¢(f") — R(f"))*} viene dada por la expresién

IR(f)R(K" + K ”)nz] b (3.31)

o = |t

Para obtener una expresién sencilla de (spt, si se asume que f ~ N(u, 0?) y se considera una funcién
nicleo K gaussiana, es sencillo comprobar que (3.31)) se puede reescribir como

Gk

Copt = ( 1 013n2) Y 0 780717%
opt — ~ Y. )
200+/2

obteniendo asi una ventana éptima para el caso clasico de datos no agrupados. Naturalmente, en la
practica o debe ser sustituido por un estimador adecuado como, por ejemplo, la cuasi-desviacién tipica.
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Basandose en la ventana (spy y tras realizar varios estudios de simulacién (que pueden consultarse
en el Apéndice E.4 de Reyes| (2015)), en Reyes et al.| (2017) se propone emplear como ventana piloto
en el caso de datos agrupados a

!
0.78Csp0, si < 0.15,
Cg = 7
Copt (4 + 0.4) ) en otro caso,
r
sin <150y
I
Copt, si — <0.075,
Cg ~ "

!
Copt (7'2r + 0.46) , en otro caso,

si n > 150, donde r denota el rango de la muestra considerada.

3.5. Resumen de nuevas aportaciones

En esta ltima seccién se recoge, a modo de resumen, una breve recopilacién de las nuevas aporta-
ciones presentadas a lo largo del capitulo.

» Regla del pulgar: en la Seccién [3.1] se ha propuesto una extensién natural de la cldsica regla de
pulgar de Silverman (Silverman| (1986))) al contexto de datos agrupados, para lo cual se ha hecho
uso de los estimadores de méxima verosimilitud ponderada de los parametros de una distribucién
normal (obtenidos previamente en el Apéndice |A]). En la Seccién se ha abordado también
una modificaciéon de este selector siguiendo las ideas clésicas recogidas en la Seccién 3.2.1 de
Wand y Jones (1995), la cual ha requerido de extender el concepto de rango intercuantilico al
contexto de datos agrupados.

= Selectores plug-in: en el Apéndice [B| se recoge una breve discusién sobre la eleccion de la
ventana piloto empleada por el selector plug-in de Reyes et al.| (2017) que ha permitido comprobar
que, bajo ciertas condiciones de regularidad, la ventana es asintéticamente 6ptima, en el
sentido de que minimiza el error cuadritico medio asintdtico de JJ{W como estimador de ,.,
lo cual confirma la conjetura de [Reyes et al.| (2017)) para el caso particular de funciones ntcleo
de orden dos. Asimismo, en la Seccién [3.2.2] se aborda la construccién de un selector plug-in
alternativo basado en las ideas de |Cwik y Koronacki (1997).

= Selector de validacién cruzada insesgada: en la Seccion [3.21] se recoge una propuesta de
selector de validacién cruzada insesgada, obtenido de extender las ideas clasicas de este selector
(Rudemol (1982) y Bowman| (1984)) al contexto de datos agrupados, el cual constituye el dnico
método de seleccion de ventana aqui presentado que puede ser empleado en contextos en los que
tnicamente se conocen las porporciones muestrales wy, ..., w,. En esta linea, en el Apéndice [C]
se presenta un breve estudio de simulacién que permite aproximar el sesgo del leave-one-group-
out como estimador del segundo sumando de la funcién de validaciéon cruzada, presentando,
ademds, una posible alternativa a este estimador. De igual manera, se comentan las dificultades
que surgirian al extender el selector de validacién cruzada sesgada de |Scott y Terrell| (1987)) a
este nuevo contexto.
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= Selectores bootstrap: en la Seccién |3.4.1| se propone una modificacién del selector bootstrap
de [Jang y Loh| (2010) que intenta solventar ciertos problemas relacionados con la eleccién de la
ventana inicial.

Finalmente, se ha llevado a cabo la implementacién en R de todas estas nuevas propuestas — asi como
de las ya existentes — y, en el Capitulo, [4] se presentardn los resultados relativos a un estudio de
simulacién que permitird comparar, de manera cuantitativa, el comportamiento de las mismas.



Capitulo 4

Estudio de simulacion

En este capitulo se abordard el estudio y andlisis del estimador de la densidad de|Cao et al.| (2011))
desde un punto de vista practico. Para ello, tras una primera seccién introductoria en la que se presen-
tardn algunos de los aspectos de interés relacionados con su implementacion, se procedera a ilustrar su
comportamiento sobre muestras aisladas — de datos agrupados — procedentes de diferentes modelos
tedricos con distintas caracteristicas de interés, haciendo especial énfasis en el posible efecto que sobre
él tenga la eleccién del pardmetro de ventana, para lo cual consideraremos los selectores presentados
en la Seccién [Bl

Finalmente, en la tltima seccion del capitulo se ofrecerd una comparativa de dichos selectores en
base al MISE,; — que serd aproximado via Monte Carlo — considerando diferentes tamafios muestrales.
En todos los casos se hard uso del software estadistico R 4.0.3 (R Core Team (2020))).

4.1. Detalles de la simulacién

En esta primera seccion se presentaran algunos aspectos de interés que facilitaran la comprension de
los experimentos computacionales que se llevaran a cabo en este capitulo, asi como los modelos tedricos
que en ellos se considerardn. Los detalles referidos a la implementacion de los diferentes selectores de

ventana en R se abordaran en las Secciones y

4.1.1. Modelos tedricos de referencia

En todos los estudios de simulacién aqui presentados se consideraran como densidades tedricas de
referencia a los Modelos 1, 2, 6, 9 y 10 introducidos en Marron y Wand| (1992), a los cuales también se
les anadiréd el modelo considerado en [Reyes et al.| (2016) y [Reyes et al,| (2017)). Todos estos modelos,
representados en la Figura se corresponden con mixturas de distribuciones normales.

Mientras que el Modelo 1 se corresponde con la densidad normal estandar — una densidad unimodal
y simétrica respecto del origen — el Modelo 2 constituye una densidad unimodal pero asimétrica
(ligeramente desplazada hacia la derecha), fruto de una mixtura de tres densidades normales. Por el
contrario, los Modelos 6, 9 y 10 corresponden a densidades multimodales, con dos, tres y cinco modas,
respectivamente (siendo estos modelos mixturas de 2, 3 y 6 distribuciones normales, respectivamente).

31
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Figura 4.1: Densidades tedricas de cada uno de los seis modelos que se consideraran en este capitulo.
Obsérvese que la escala empleada en la representacion del modelo R17 es diferente a la usada en las
demas densidades.

Este ultimo modelo, que presenta caracteristicas ciertamente poco deseables — como es la presen-
cia de cinco modas distintas, todas ellas muy préximas entre si — ha sido escogido para mostrar, de

alguna manera, las posibles limitaciones del estimador de (2011).

Finalmente, el modelo que se considera en los articulos de Reyes et al.| (2016) y Reyes et al.| (2017)
— representado en la ltima grafica de la Figura[f.1]y que a partir de ahora denotaremos por Modelo
R17 — se encuentra constituido por una mixtura de cuatro densidades normales. Como se observa
en la Figura a pesar de tratarse de una mixtura de cuatro densidades normales, el Modelo
R17 presenta, en principio, caracteristicas favorables para su estimacién, como es un caracter que —
practicamente — se puede asumir unimodal (puesto que la segunda moda, situada en la cola derecha,
presenta una magnitud casi despreciable) y una asimetria no demasiado marcada. Destacar ademds
su comportamiento leptocurtico, que provoca que haya una gran concentracion de probabilidad en
un pequeno entorno de su primera moda. En este sentido, el Modelo R17 podria considerarse como
una extensiéon del Modelo 1 en la cual se han generado algunos datos atipicos (salvando, claro estd, el
evidente factor de escala que diferencia a ambos).

En la Tabla se recogen, a modo de resumen, las expresiones analiticas que conforman los seis
modelos considerados.
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Modelo Densidad
1 (Normal estindar) N(0,1)
2 (Unimodal asimétrica) LN+ N(3(3)) + 2 N(B.(D)Y)
6 (Bimodal) SN(-1L(3)%) + 5 N(1(3)Y)
9 (Trimodal) CRICNONES BUENOBESRICION
10 (Cinco modas) LNOD+ T, 5 N(5 -1 (%))
R17 (Unimodal asimétrica) | 0.7 N(207,25%) +0.22 N(237,202) 4 0.06 N(277,35%) + 0.02 N(427,50%)

Tabla 4.1: Expresiones analiticas de cada uno de los seis modelos tedricos que se consideraran en este
capitulo. Los cinco primeros se corresponden con densidades extraidas de Marron y Wand, (1992),
mientras que el dltimo se corresponde con la mixtura de cuatro normales considerada en los estudios
de simulacién que se presentan en [Reyes et al.| (2016)) y [Reyes et al.| (2017).

4.1.2. Esquema de agrupacion de muestras

Naturalmente, la puesta en practica del estimador de|Cao et al.| (2011 requerira de la generacién de
muestras de datos agrupados. En este sentido, partiremos de muestras continuas — esto es, conformadas
por datos no agrupados — generadas a partir de los diferentes modelos tedricos considerados, para, a
continuacion, aplicarles un cierto mecanismo de agrupacién. Pues bien, en todo momento se considerara
el esquema de agrupacién empleado en los estudios de simulacién de Reyes et al.[ (2016]) y [Reyes et al.
(2017)), recogido a continuacién:

1. Fijadas unas constantes positivas C, D, a y 3, se define l =1,, = Cn™® y a,, = Dn=".

2. Se considera un conjunto base de cinco intervalos [y;_1,y;) de longitudes [;, con j =1,...,5, de
tal forma que

= - 4a,, lo= Z+ 0.5a,, I3= - 1.5a,, 4= I+ 3a,, 5= Z+ 2a,,.

Este conjunto base de intervalos se ird repitienddﬂ hasta cubrir todo el rango de la muestra
generada, de manera que, para j > 5,

lj =1(-1) méd 541>
donde méd denota la operaciéon de médulo.

Consideraremos ademads el escenario recogido en [Reyes et al.| (2017)), en el cual se asume que nsl — 0.
Noétese que esto es equivalente a pedir que o > %, ya que

n%l_:n%(Cn’a):Cn%’O‘AO — %704<0 = a>%.

1En la préactica se tomard yg = X(l), siendo X(l) el minimo de la muestra continua X1i, ..., Xy,. Los demds extremos
se definirdn en base a yo y a las longitudes 1, ..., [x.
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De esta manera, la condicién I = o(h) estars garantizada para todas las ventanas h > 0 tales que
h = O(n’l/ %), que es, precisamente, el orden de las ventanas asintéticamente éptimas, tanto en el caso
clasico como en el caso de datos agrupados (y, por tanto, también el orden de las ventanas hg ,p, Ar ¥y

hg pi). En efecto,
a>1/5

Z_:O(n*a) o(n*%) :o(hAMISEg) .

Finalmente, es sencillo comprobar que, para que la condicién méx;<;<i |l; — I| = o(l) se verifique,
basta pedir, ademads, que 3 > «, puesto que en tal caso
. 7 - —By B> _
s |1~ 1| = 4a, = 4D = O(n ™) " o(n™*) = o(1).
De esta forma, en todos los estudios de simulacién aqui presentados se consideraran longitudes medias
delaformalzCn‘%conCER“‘y%<a<5.

Concretamente, para las muestras procedentes del Modelo R17 se consideraran los valores C' = 800
y D =150, tal y como se propone en |Reyes et al.| (2017)). Por el contrario, para los Modelos 1, 2, 6, 9
y 10 de Marron y Wand| (1992) se tomard C = 18 y D = 5, de manera que la longitud media de los
intervalos considerados serd mucho menor que la considerada para el Modelo R17 (recordemos que la
escala de este ltimo modelo es mucho mayor que la del resto de modelos). En todos los casos fijaremos

a:%yﬂzl.

4.1.3. Consideraciones previas sobre algunos selectores de ventana

A continuacién se realizaran algunas apreciaciones referidas a la implementacién en R de algunos
de los selectores presentados en el Capitulo [8] Comentar que, para la realizacién de este TFM, se han
programado en R los selectores de la regla del pulgar (con sus dos respectivas versiones presentadas
en la Seccién , el selector plug-in propuesto en la Seccién el de validacién cruzada insesgada
(Seccién y la modificacién del selector bootstrap de|Jang y Loh|(2010) recogida en la Secci(’)n
En todos los casos se han considerado funciones nicleo de tipo gaussiano, aunque se ha comprobado
mediante varias pruebas que los resultados obtenidos son muy similares a los que resultarian empleando
nucleos Epanechnikov.

Por un lado, en lo referido al selector de la regla del pulgar — y como ya se ha comentado en la
Seccion — se presentaran tnicamente los resultados correspondientes a la versiéon , en la cual
se usa a 64 = 25:1 w;(t; — fi,)* como estimador de la desviacién tipica, puesto que en todos los casos
proporciona estimaciones muy similares a las que se obtienen cuando se emplea a 6; = min {Gg4, d1qr,g¢},
siendo el primero de ellos el que mejores resultados ofrece con tamanos muestrales pequenos.

Por otro lado, los selectores plug-in y bootstrap propuestos en Reyes et al.| (2017)) (ver Secciones
y respectivamente) se encuentran ya programados en la funcién bw.dens.binned de la
librerfa binnednp (véase Barreiro-Ures et al.| (2019a)) y Barreiro-Ures et al| (2019b)).

Finalmente, comentar que en la tercera y ultima parte de este capitulo no se presentaran los
resultados relativos a la modificacién del selector bootstrap de [Jang y Loh| (2010) propuesta en la
Seccién [3:4.1] debido al elevado tiempo de computacién que esto requerirfa. De todas formas, ya en los
estudios de simulacién realizados en Reyes et al.|(2017)) se comenta que los resultados obtenidos con el
selector bootstrap propuesto por [Jang y Loh| (2010) son peores que los proporcionados por su selector
bootstrap, sobre todo cuando el nivel de agrupacién es elevado.
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4.1.4. Consideraciones numeéricas

Este ultimo apartado estd dedicado a comentar algunas consideraciones de caracter numérico que
han surgido al implementar los diferentes estudios computacionales en R y que deberan ser tenidas en
cuenta si se desea reproducir los experimentos aqui presentados.

En lo referido al selector plug-in propuesto en la Seccién |3.2.2] comentar que la estimacién de los
vectores de parametros X' = (A1,..., ), ' = (p1,---,pun) y 0 = (01,...,00) se ha llevado a
cabo a través de un algoritmo de tipo EM adaptado al caso de datos agrupados. Para ello, se ha
hecho uso de la funcién mixfit de la librerfa mixR (véase [Yu| (2021)), la cual ha sido ligeramente
modificada para permitir trabajar con un niimero menor de intervalos al que considera por defecto.
Esta funcién devuelve, en ocasiones, errores por falta de convergencia, siendo este problema maés
frecuente cuando el tamano muestral es pequeno o cuando el nivel de agrupacién es elevado. En los
casos en los que esta convergencia falla, se ha optado por emplear el argumento ev=TRUE, el cual
fuerza a que todas las densidades normales que conforman la mixtura tengan la misma varianza
(disminuyendo, consecuentemente, el nimero de pardmetros a estimar). Ademds, en aquellos casos
en los que la convergencia del algoritmo siga siendo un problema, se adoptara la decisién sistematica
de tomar M = 1, puesto que en tal caso existen expresiones explicitas para los estimadores de maxima
verosimilitud ponderada (ver Seccién [3.1).

Ahora bien, en todos aquellos casos en los que se ha requerido de la integracién numérica, se ha
empleado la funcién integrate de R, la cual incorpora el argumento abs.tol — cuyo valor por defecto
ha sido fijado a 1.22:10™* — que permite modificar la precisién con la que se obtienen los resultados,
proporcionando una aproximacion Q de la verdadera integral I tal que

|T — Q| < méx (abs.tol, rel.tolx|q|),

siendo rel.tol una medida de error relativo (que ha sido fijada a rel.tol=abs.tol). En ocasiones
(v, en especial, cuando la funcién del integrando presenta una expresién complicada), modificar este
parametro provoca que se obtengan soluciones ligeramente distintas. En estos casos, la precisién se ha
modificado a los valores 1076 o incluso a 0.

Por otro lado, comentar que en la implementacion del selector de validacién cruzada insesgada se ha
hecho uso de la funcién optimize de la libreria stats para llevar a cabo la optimizacién numérica de
la funcién de validacién cruzada (cuya expresion se recoge en ) Esta funcién combina el método
de la seccién durea con una interpolacion parabdlica sucesiva, garantizando siempre una velocidad
de convergencia superior al método de busqueda de Fibonacci, restringiendo su uso al contexto de
funciones continuas (para mds informacién sobre estos métodos de optimizacién puede consultarse
Brent| (2013))).

Por ltimo, y con el fin de facilitar la reproducibilidad de los resultados, comentar que todos los
resultados que se presentaran en esta seccién se han obtenido a través de la version 4.0.3 de R fijando
la semilla con el comando set.seed(123).

4.2. Una primera ilustracion

Con el fin de ilustrar graficamente el comportamiento del estimador de |Cao et al.| (2011) — asi
como su dependencia respecto del parametro ventana h — comenzaremos considerando, para cada
uno de los modelos tedricos de referencia, una muestra fija de tamano n = 50 conformada por datos
previamente agrupados siguiendo el esquema de agrupacion recogido en la Seccién [4.1.2
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En la Figura [£.2] se recoge la representacion grafica de los correspondientes estimadores tipo nicleo
fg h construidos en base a los selectores de Ventan de la regla del pulgar (lineas de color verde),
plug—ln (tonalidades rojas) y bootstrap (tonalidades azules) presentados en el Capltulo Ademis, con
lineas discontinuas moradas se incorpora la representacion grafica del estimador de Parzen-Rosenblatt
construido en base a la ventana plug-in clasica de [Sheather y Jones| (1991).
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Figura 4.2: Histogramas de cada una de las seis muestras (de datos agrupados) de tamano n = 50
generadas a partir de los Modelos 1, 2, 6, 9 y 10 de [Marron y Wand| (1992)) y del Modelo R17. Con
lineas continuas se representan los estimadores de la densidad ffu,h construidos en base a diferentes
ventanas, todas ellas indicadas en la leyenda superior izquierda (verde: regla del pulgar, tonalidades
rojas: selectores plug-in, tonalidades azules: selectores bootstrap). Con lineas moradas discontinuas se
representa el estimador de Parzen-Rosenblatt construido en base a la clasica ventana plug-in (fz =5 hgy
para los Modelos 1, 2 y R17 y h = 2hs; para los Modelos 6, 9 y 10); y con lineas negras punteadas, la
correspondiente densidad tedrica. Con segmentos verdes se indican los puntos medios de los intervalos
considerados, t1,...,tk.

En este sentido — y para facilitar la interpretacion de las graficas — comentar que para los Modelos
1,2 y R17, se ha empleado a h=5 hs 7 como parametro de suavizado en la construccién del estimador
de Parzen-Rosenblatt, donde hsy denota a la ventana plug-in clésica de |Sheather y Jones| (]1991[)

2En esta primera ilustracién no se presentan los estimadores construidos en base al selector de validacién cruzada
insesgada propuesto en la Seccién @ puesto que en todos los casos ha conducido a estimadores con un elevado sesgo.
No obstante, el error de estimacién cometido por este selector se abordara con més detalle en la Seccién
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El motivo es que la elevada concentracién de observaciones entorno a cada valor t; provoca que las
ventanas escogidas por los procedimientos clasicos sean extremadamente pequenas, conduciendo a
estimadores muy fluctuantes que dificultan la comparativa con las demds curvas. Para el resto de
modelos (Modelos 6, 9 y 10), en los que la densidad se encuentra repartida en un ndmero mayor
de modas, ha sido suficiente tomar h = 2iLSJ. Finalmente, las densidades tedricas de referencia se
representan con lineas punteadas de color negro.

Las gréficas de la Figura hacen evidente la mejora que, para estas muestras, se produce en la
estimacién al considerar a fi . como estimador de la densidad, ya que en todos los casos el estimador
de Parzen-Rosenblatt se limita a presentar una moda diferente entorno a cada t;, incluso tras haber
multiplicado la ventana empleada en su construccién por 5 (Modelos 1, 2 y R17) o por 2 (Modelos 6, 9
y 10). Ademas, a pesar del pequeio tamano muestral considerado, el estimador fi’h parece presentar
un buen comportamiento en los Modelos 1, 2 y R17. Recordemos que los dos primeros se correspon-
den con densidades unimodales, presentando el segundo una cierta asimetria, mientras que el tercero
se corresponde con una densidad también préxima a una normal, con una pequena concentraciéon de
masa adicional en su cola derecha (ver Figura . Ahora bien, la aparicién de méas de una moda ha
conducido, en general, a estimadores con mayor sesgo, como son los obtenidos para los Modelos 6, 9
y 10, siendo este ltimo especialmente malo, puesto que con ningin selector se logra captar correc-
tamente ninguna de las cinco modas tedricas (lo cual era esperable, puesto que Unicamente se estan
considerando seis intervalos).

A modo de resumen podria decirse que, para las muestras consideradas, parece que son los selectores
plug-in los que conducen a estimadores con mayor varianza, algo que se hace especialmente notorio con
la ventana ﬁg’pi. Por el contrario, estimadores con menor variabilidad parecen obtenerse, en general, con
la regla del pulgar y el selector bootstrap propuesto en Reyes et al.[(2017). Finalmente, la modificacién
del selector bootstrap de|Jang y Loh! (2010) presentada en la Secciénparece proporcionar ventanas
mas amplias, ya que en todos los casos conduce a estimadores que quedan por debajo de la densidad
tedrica, presentando una mayor dificultad para estimar las zonas de mayor curvatura.

Ahora bien, recordemos que las muestras consideradas presentan un tamano excesivamente pequeno
si lo que se desea es obtener una fiel representacion de la densidad tedrica, sobre todo si esta presenta
caracteristicas que pueden dificultar su estimacion, como puede ser la presencia de multimodalidad,
asimetria o de curtosis elevada. A modo de ejemplo, en la Figura se recogen las mismas graficas
hasta ahora presentadas pero construidas en base a muestras de tamano n = 500, para los Modelos
6 (izquierda) y 9 (derecha). En este caso, la ventana empleada para la construccién del estimador de
Parzen-Rosenblatt ha sido h = hg.

Como vemos, el hecho de haber aumentado el tamano muestral ha permitido obtener estimaciones
mucho més precisas que capturan mas satisfactoriamente el cardcter multimodal de ambas densidades
— especialmente en el Modelo 6 — siendo nuevamente la modificacién del selector bootstrap de [Jang
y Loh| (2010) propuesta en la Seccién — y representada con lineas de color azul oscuro — la
que proporciona ventanas mas amplias. De hecho, el estimador construido en base a este selector es el
Unico que no es capaz de capturar la segunda moda del Modelo 9.

Finalmente, comentar que en ambos casos el estimador cldsico de Parzen-Rosenblatt (linea disconti-
nua morada) ha proporcionado una estimacién de la densidad muy similar a la ofrecida por el estimador
de|Cao et al.| (2011). Esto se debe a que, a pesar de que la muestra considerada sigue estando consti-
tuida por datos agrupados, el hecho de aumentar el tamano muestral ha disminuido considerablemente
el nivel de agrupacién (nétese como las cajas que conforman los histogramas son ahora mucho més
estrechas). De esta forma, para tamafios muestrales elevados (n = 500 o superiores), podria llegarse a
justificar el empleo de un estimador tipo nicleo clasico aun cuando la muestra considerada estuviese
conformada por datos agrupados.
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Figura 4.3: Histogramas de cada una de las dos muestras (de datos agrupados) de tamano n = 500
generadas a partir de los Modelos 6 (izquierda) y 9 (derecha). Con lineas continuas se representan
los estimadores fgh y con lineas moradas discontinuas el estimador de Parzen-Rosenblatt construido
en base a la ventana plug-in de [Sheather y Jones (1991). Con lineas negras punteadas se representa
la correspondiente densidad tedrica. Los segmentos verdes indican los puntos medios de los intervalos
considerados.

4.3. Aproximacién numérica del MISE,

El estudio realizado en la seccién anterior proporciona tinicamente una primera ilustracién del
comportamiento del estimador de la densidad de [Cao et al.| (2011)), pero no permite extraer ninguna
conclusion general, puesto que Unicamente se ha considerado una muestra procedente de cada modelo.
En este sentido, se llevara a cabo continuaciéon un nuevo estudio de simulaciéon que permitird comparar
de manera cuantitativa — a través del cdlculo aproximado del MISE, — la efectividad de los diferentes
selectores de ventana presentados en el Capitulo[3] Como ya se ha comentado en la seccién introductoria
de este capitulo, debido al elevado tiempo de computaciéon que ello requeriria, no se presentaran los
resultados correspondientes al selector bootstrap de [Jang y Loh| (2010]) (ni a su modificacién propuesta
en la Seccién [3.4.1)). De todas formas, la primera aproximacién realizada en la Seccién parece
sugerir que este selector podria dar lugar a estimadores con elevado sesgo.

Consideraremos un total de B = 1000 muestras procedentes de cada uno de los seis modelos tedricos
de referencia, agrupadas siguiendo el mismo esquema ya indicado en apartados anteriores. A partir de
cada conjunto de muestras, se obtendrd una aproximacién del MISE, en base a la siguiente expresion,

MISE(f BZ / 9“) f(:c))2 du,

donde la anterior integral se aproximard de forma numérica a través de la funciéon integrate de R,
siendo f% hl) el estimador de la densidad de m m construido en base a la i—ésima muestra
generada, i = 1,..., B. El experimento se realizara para los tamanos muestrales n € {50, 250,500}.
Los resultados, recogidos en la Tabla [£.2] se muestran aproximados a cuatro cifras decimales.
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MISE,

g
w,h -fnah

>
>

p o pi hr hvoot | hucv, hy;

50 1.1666 | 1.4246 | 1.2485 | 1.1311 | 5.6937 | 95.8994

Modelo 1 250 | 0.3097 | 0.3302 | 0.3400 | 0.3159 1.8489 0.3466

500 | 0.1781 | 0.1841 | 0.1916 | 0.1803 1.1648 0.1921

50 | 2.6720 | 5.0973 | 3.0737 | 2.3984 | 11.2279 | 189.8734

Modelo 2 250 | 0.4783 | 0.4889 | 0.5331 | 0.4849 3.4813 2.2624

500 | 0.2880 | 0.2759 | 0.3068 | 0.2763 | 2.2134 0.2856

50 | 1.4446 | 2.3277 | 1.6305 | 1.6127 | 4.6443 32.7542

Modelo 6 250 | 0.4964 | 0.4508 | 0.5759 | 0.4329 2.3342 0.4341

500 | 0.3094 | 0.2470 | 0.3214 | 0.2473 1.6160 0.2489

50 | 1.6002 | 2.4767 | 1.8225 | 1.7492 | 4.8533 23.7123

Modelo 9 250 | 0.7239 | 0.5638 | 0.7603 | 0.5751 | 2.6545 0.5520

500 | 0.4962 | 0.3299 | 0.4579 | 0.3458 | 1.7855 0.3391

50 6.3541 7.0374 | 6.4193 | 6.2426 | 12.0316 | 123.4985

Modelo 10 | 250 | 4.8494 | 4.6119 | 5.0081 | 4.9101 7.3404 4.6958

500 | 4.5715 | 3.4925 | 4.7297 | 4.2243 | 6.4836 3.9621

50 | 6.6458 6.044 | 4.0685 | 3.1720 | 11.6733 | 46.2383

Modelo R17 | 250 | 0.8515 | 0.8516 | 0.9035 | 1.0557 | 0.6703 | 2.6504

500 | 0.5429 | 0.5436 | 0.6169 | 0.6850 | 0.4299 0.7336

Tabla 4.2: Aproximaciones del error cuadrdtico medio integrado (x100 en los Modelos 1, 2, 6, 9 y
10; x10° en el Modelo R17) del estimador de |Cao et al| (2011) construido en base a algunos de
los selectores de ventana presentados en el Capitulo |3| (cinco primeras columnas) y del estimador de
Parzen-Rosenblatt construido en base al selector plug-in de Sheather y Jones| (1991) (tiltima columna);
obtenidas a partir de B = 1000 simulaciones. Para cada uno de los seis modelos en cuestion se
consideran los tamanos muestrales n € {50,250, 500}.
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Para facilitar su comparativa, todos los resultados correspondientes a los modelos de Marron y:
Wand| (1992) se han multiplicado por 100. En este sentido, comentar que la magnitud de los MISE,
obtenidos con el Modelo R17 son del orden de 10® veces més pequefios que los obtenidos con el resto
de modelosﬂ Es por este motivo por el cual los resultados relativos a este 1ltimo se mostraran multi-
plicados por 10° en vez de por 100.

La Tabla hace evidente la disminucién que sufre el MISE, conforme aumenta el tamano mues-
tral, lo cual se traduce en un aumento de la precision del estimador cuando se consideran muestras
de gran tamano. Ademds, si nos fijamos en la 1ltima columna de la tabla — correspondiente al esti-
mador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt construido en base a la ventana plug-in clasica de |Sheather
y Jones| (1991) — se observa la evidente mejora que se produce, en términos del error cuadratico
medio integrado, con el estimador de |Cao et al.| (2011) frente a dicho estimador. De todas formas, los
errores relativos al estimador de Parzen-Rosenblatt se ven significativamente reducidos al aumentar
el tamano muestral, lo cual se debe a algo que ya se ha comentado anteriormente, y es que el hecho
de aumentar el tamano muestral deriva inevitablemente en una disminucién del nivel de agrupacion,
en cuyo caso podria justificarse el empleo del estimador tipo ntcleo cldsico (obsérvese que los MISE
correspondientes al estimador de Parzen-Rosenblatt, cuando n = 500, son siempre muy similares a los
MISE, proporcionados por el estimador de|Cao et al.| (2011))).

Por otro lado, la pentltima columna de la tabla — correspondiente a los MISE, relativos al esti-
mador de|Cao et al.|(2011)) construido en base a la ventana de validacién cruzada insesgada propuesta
en la Seccion — evidencia la elevada magnitud de los errores que se obtienen al emplear este
selector. Estos malos resultados pueden deberse a que, como ya se comenté en la Seccién [3.3] este
método de seleccién es el Unico, de los aqui considerados, que no tiene en cuenta el tamano muestral,
empleando tnicamente la informacién proporcionada por los pesos muestrales wq,...,wg. De todas
formas, resaltar que una situacion totalmente contraria se obtiene con el Modelo R17, ya que en este
caso parece ser que — para tamafnios muestrales n € {250,500} — el selector de validacién cruzada
insesgada es el que mejores resultados ofrece.

Finalmente, comentar que los errores relativos al Modelo 10 no son demasiado relevantes, puesto
que, debido a la elevada complejidad — en términos del niimero de modas y de la curvatura — de
la correspondiente densidad tedrica, todas las ventanas han conducido a estimaciones incorrectas. Sin
embargo, considerar este tipo de modelos proporciona un buen ejemplo para ilustrar la limitaciéon de
los estimadores tipo nicleo, tanto en el contexto de datos agrupados como en el caso clésico.

Centrandonos en los errores relativos al estimador de |Cao et al.| (2011]) y obviando los resultados
correspondientes al selector de validacién cruzada insesgada, se observa que, para tamanos muestrales
pequenios (n = 50) parece que es el selector bootstrap de Reyes et al.| (2017) — seguido de la regla
del pulgar — el que deriva en un menor error (MISE,), lo cual lo convierte en un selector adecuado
cuando se disponen de pocos datos, al menos en aquellas situaciones en las que la densidad tedrica
(frecuentemente desconocida) presenta caracteristicas similares a las aqui consideradas. Por el contra-
rio, en estos casos es la ventana plug-in fzg,pi la que conduce a errores mas elevados, quizas debido a la
dificultad que presenta estimar mixturas de normales en base a muestras de tamano tan pequefio.

Sin embargo, para tamafnios muestrales n € {250,500} parece que es el selector plug-in propuesto
en la Seccién (ventana fzgypi) el que, en la mayoria de casos, conduce a errores mas pequenos.
Destacar también los buenos resultados que se obtienen con el selector de la regla del pulgar (adaptada
al contexto de datos agrupados) en el Modelo 1. Estos buenos resultados se deben a que este selector
obtiene la estimacion de R(f”) — necesaria para el computo de la ventana hamisg, en la practica, ver

3Esta situacién puede deberse a la magnitud de las desviaciones tipicas que intervienen en la mixtura que conforma
el Modelo R17, muy superior a la de las que intervienen en los modelos de Marron y Wand| (1992)). A modo de ejemplo,
si se considera la modificacién del Modelo 1 (densidad normal estdndar) obtenida reemplazando o = 1 por o = 25, se
obtienen, independientemente del selector escogido, mejores resultados que con el propio Modelo 1, obteniendo valores
del MISE, del orden de cien veces més pequenos.
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Seccion — en base a la suposicién de que la densidad tedrica se corresponde con la densidad normal
estdndar, que es precisamente la densidad teérica del Modelo 1. Comentar finalmente la mejora que
se produce — en términos del error cuadratico medio — con la ventana plug-in hg i frente al selector
plug-in propuesto por Reyes et al| (2017), ya que en todos los casos conduce a MISE, mds pequefios.

En la Figura se recogen, a modo de ejemplo, los diagramas de caja correspondientes a las can-
tidades ng / hamisg, para cada uno de los seis modelos tedricos aqui considerados, donde flg denota a
la ventana estimada a través de un determinado selector adaptado al caso de datos agrupados y donde
hAMISEg denota a la ventana asintéticamente 6ptima en el contexto de datos agrupados, que ha sido
calculada en base a la expresién . La leyenda de colores, idéntica a la recogida en la Figura es
la que sigue: verde (regla del pulgar), tonalidades rojas (selectores plug-in: lagpi y hr) y azul (selector
bootstrap de Reyes et al.| (2017)). Nétese que en este caso se han obviado nuevamente los resultados
relativos al selector de validacion cruzada insesgada, lo cual ha permitido trabajar con una escala mas
pequena en el eje de ordenadas y facilitar asi la interpretacion de los resultados.

Como vemos, cuando n = 50, los diagramas de caja se encuentran més alejados respecto de la recta
y = 1, indicando asf un elevado sesgo de hy como estimador de h AMISE, - Ademds, en este caso los dia-
gramas de caja son también mds anchos (en el eje vertical), lo cual se traduce en que la precisién de las
diferentes ventanas estimadas es todavia bastante escasa. De todas formas, recordemos que h AMISE, €S
una ventana asintéticamente optima, que puede no estar cerca de hyisg, cuando el tamanio muestral
es pequeno.

Conforme el tamano muestral aumenta (n € {250,500} ), los diagramas de caja se centran cada vez
mas proximos a la recta y = 1, de manera que las ventanas proporcionadas por los diferentes selectores
se aproximan cada vez mds a la ventana tedrica hamisg, (esto es, su sesgo como estimador de h AMISE,
disminuye), disminuyendo simultdneamente su anchura (es decir, disminuye también su variabilidad
como estimador de hAMISEg).

Comentar finalmente que, conforme se consideran modelos més complejos (en términos del niimero
de modas y del grado de simetria), los diagramas de caja tienden a presentar una mayor anchura,
situdndose, ademds, a una mayor distancia respecto de la recta y = 1. De esto se concluye que, en
estos casos — en los que la densidad tedrica presenta propiedades que podemos catalogar como poco
deseables — el proceso de seleccion de ventana se dificulta, proporcionando ventanas que pueden estar
lejos del valor (asintéticamente) 6ptimo.

En definitiva, el estudio de simulaciéon aqui presentado ha permitido justificar el empleo de un
estimador alternativo al de Parzen-Rosenblatt cuando la muestra observada estd conformada por datos
agrupados. La mejora que se produce al considerar el estimador de |Cao et al.| (2011) es muy evidente
cuando el tamano de muestra es pequeno o medio, mientras que, para muestras grandes, esta diferencia
es mucho menor, pudiéndose llegar a justificar el empleo del estimador tipo nicleo clésico. Por otro
lado, se ha visto que el selector plug-in propuesto en la Seccién deberia de ser la primera opcién
cuando la muestra de la que se dispone es de tamano medio o grande, superando en todos los casos al
selector plug-in propuesto en|Reyes et al.| (2017)). Por el contrario, para muestras de tamano reducido es
preferible emplear el selector bootstrap de|Reyes et al.| (2017)) o, incluso, la regla del pulgar propuesta en
la Seccién [3.2] puesto que en la mayorfa de casos han conducido a errores de estimacién més pequenos.
Finalmente, el selector de validacién cruzada insesgado propuesto en la Seccién ha mostrado ser,
en general, el peor de todos los aqui considerados, posiblemente debido a que es el tinico que no tiene
en cuenta el tamano muestral, permitiendo trabajar en aquellos contextos més generales en los que
Unicamente se conocen los pesos muestrales wy, ..., wg.
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Figura 4.4: Diagramas de caja de los valores ﬁg / hawmisg,, construidos en base a B = 1000 muestras
de datos agrupados, para cada uno de los tres tamanos muestrales considerados.



Capitulo 5

Aplicacion a datos reales

Una parte importante de cualquier investigacién en técnicas estadisticas es su aplicacién a datos
reales. Este tltimo capitulo esta dedicado, pues, a ilustrar el comportamiento del estimador de la den-
sidad de |Cao et al.| (2011) sobre tres conjuntos de datos reales diferentes, todos ellos conformados por
observaciones agrupadas en intervalos, ya sea debido a una falta de precisién derivada del mecanismo
empleado en su recogida o porque realmente no es necesario (o no es factible) obtener medidas con gran
precision. En este sentido, haremos uso, una vez mas, de los todos selectores de ventana presentados en
el Capitulo|3] reservando el de validacién cruzada insesgada (Seccién para la tercera base de datos,
en la que se considera un contexto de agrupaciéon mas general, donde tinicamente los pesos muestrales
son conocidos.

Para ello, se presentara en primer lugar la base de datos stamps del paquete multimode de R (véase
Ameijeiras-Alonso et al.| (2021))), la cual contiene las medidas de espesor (en milimetros) de 485 sellos
pertenecientes a la colecciéon de Hidalgo de 1872 y que fueron analizadas posteriormente en |Wilson
(1983)). En este primer ejemplo se asumird que — debido a imprecisiones en la recogida de datos — los
espesores se encuentran agrupados en intervalos de igual longitud, resultando en un efecto agrupacion
no demasiado elevado.

En segundo lugar, se considerardn los 272 tiempos de espera (en minutos) relativos a los tiempos
entre erupciones del géiser Old Faithful (Parque Nacional Yellowstone, Wyoming, Estados Unidos),
almacenados en la libreria dataset de R. En este caso se asumird un mayor efecto agrupacion, donde
los intervalos considerados presentaran longitudes diferentes, lo cual permitira evaluar el comporta-
miento del estimador de |Cao et al| (2011)) en un escenario algo méds complejo y realista. Nétese que
faithful constituye un conjunto de datos clasico en el andlisis no paramétrico de curvas, pero del
cual se suele ignorar el cardcter agrupado de las observaciones (agrupacién que, como se comentara
mas adelante, viene motivada por la falta de precisién en la medicién de los tiempos, tanto de espera
como de erupcién).

Finalmente, se emplearan los datos referidos a los casos de COVID-19 reportados en Espana durante
diferentes periodos de la pandemia y que han sido extraidos de los informes emitidos por la Red Nacional
de Vigilancia Epidemioldgica (RENAVE, ver https://cnecovid.isciii.es/)). En este caso, el factor
agrupacién vendrd definido por los distintos grupos de edad y, ademaés, este serd el tinico ejemplo de
los aqui presentados en el que tnicamente se dispondra de las proporciones muestrales (no estando
disponible, por tanto, el nimero concreto de casos relativos a cada grupo de edad), de manera que la
construccién del estimador de|Cao et al.|(2011)) inicamente se podré llevar a cabo a través del selector
de ventana de validacién cruzada insesgada propuesto en la Seccién , puesto que, como ya se ha
comentado en anteriores ocasiones, es el inico que permite trabajar en este contexto general de datos
agrupados.
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5.1. Coleccién de sellos de Hidalgo (México, 1872)

En esta primera seccién — y como ya se anticipd en la introduccién del capitulo — se consideraran
las medidas de espesor (en milimetros) de 485 sellos pertenecientes a la coleccién de Hidalgo de 1872,
elaborados en México y extraidas de la base de datos stamps del paquete multimode de R (véase
Ameijeiras-Alonso et al.| (2021)). Dichas medidas fueron analizadas por primera vez en 1983 en Wilson
(1983)), aunque con algunos errores en el recuento de sellos, puesto que en su estudio omitié un total
de 48 medidas, considerando una submuestra conformada por 429 sellos.

En esta coleccién de sellos — que estuvo en circulacion entre 1872 y 1874 — aparecia representado
un retrato de Miguel Hidalgo y Costilla (ver Figura. El valor de los sellos dependia del ntimero
de subcolecciones que se podian encontrar en su correspondiente edicién y, en este sentido, el espesor
era un factor determinante.

En [[zenman y Sommer| (1988) se aborda el problema de contabilizar el niimero de grupos de sellos
que se podian diferenciar (siendo el espesor el factor de agrupacién), lo cual derivé en el estudio del
numero de modas a través de estimadores tipo ntcleo clasicos y tests de multimodalidad, llegando a
encontrar hasta siete modas distintas, siendo las correspondientes a los 0.080 y 0.100 milimetros las dos
més sencillas de diferenciar (y que, a su vez, habian sido las dos tnicas encontradas en Wilson| (1983]),
lo cual le llevé a la conclusién de que solo se habian empleado dos tipos de papel, el Papel Sellado y La
Croiz-Freres). Para ello, estos autores emplearon el test de multimodalidad propuesto por [Silverman
(1981), un test que ha demostrado presentar un deficiente calibrado en varios estudios de simulacién
posteriores. Mds tarde, este mismo problema se vuelve a abordar en |Ameijeiras-Alonso| (2017)), donde
se propone un nuevo test de multimodalidad con un mejor calibrado, incluso para muestras pequenas,
el cual obtiene como conclusiéon que no se pueden ausmir mas de cuatro modas.

Los espesores en cuestién (en milimetros) se encuentran en el intervalo [£,U] = [0.060,0.131],
presentando una media y desviacion tipica de 0.086 y 0.015 milimetros, respectivamente. Para tener una
idea intuitiva acerca de los valores extremos del grosor del papel, comentar que el grosor de un panuelo
ronda los 0.040 milimetros, mientras que el del cartén, 0.150 milimetros. Ademads, todos los grosores han
sido recogidos con tnicamente tres cifras decimales de exactitud, lo cual provoca que haya numerosos
empates. A modo de ejemplo, se dispone de un total de 26 observaciones correspondientes a 0.070
milimetros, 20 correspondientes a 0.071 y 32 a 0.072. Por este motivo, parece natural asumir que las
verdaderas medidas son desconocidas, encontrandose agrupadas en intervalos de los cuales inicamente
se conoce sus puntos medios. En este sentido, y teniendo en cuenta que dichos puntos medios se
encuentran — salvo excepciones — equiespaciados a distancia 1073, consideraremos una sucesién
de intervalos consecutivos también equiespaciados y de longitud 10~3 de tal forma que recubran el
intervalo [£ — 0.5 x 1073, U + 0.5 x 1073]. Es decir, consideraremos intervalos de la forma

[yi—1,9;) = [(t1 —0.5x 1073) + (j —1)- 1073, (1 +0.5x 1073) + (j —1)-107%), j=1,...,72,

donde t; = 0.060 denota al primer valor observado, habiendo un total de 10 intervalos en los que no
se ha recogido ningun dato. Notese que la presencia de intervalos vacios no supone ningun problema,
puesto que esto equivaldria a asumir un punto medio adicional con peso asociado nulo.

En este caso, los estimadores tipo ntcleo de |Cao et al| (2011)) — construidos en base a diferentes
ventanas — se representan en la Figura Dado que no se dispone de la densidad tedrica, se
ha representado también el estimador de Parzen-Rosenblatt (Parzen| (1962) y Rosenblatt| (1956])),
construido en base a la ventana plug-in cldsica de Sheather y Jones| (1991)). Nétese que en este caso, en
el cual el factor agrupacion no es demasiado elevado — debido a la reducida amplitud de los intervalos
considerados, en comparacién con el rango muestral — es de esperar que el estimador clasico de la
densidad presente un comportamiento razonablemente bueno — como, de hecho, se observa en la
Figura — lo cual nos permitird tener un estimador de referencia.
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Figura 5.1: Izquierda: Sello de doce centavos de la coleccién de Hidalgo (México) impreso en 1872,
extraido de [Wikimedia Commons| (2009). Derecha: Histograma de las medidas de espesor de los 485
sellos considerados, junto con los estimadores tipo nicleo de y el estimador clasico de
Parzen-Rosenblatt, construidos en base a diferentes ventanas (cuya leyenda de colores se recoge en la
parte superior derecha del grafico). Con marcas verdes se indican los puntos medios de los intervalos
considerados que, en este caso, se han asumido equiespaciados de longitud 1073.

Como vemos, cada una de las ventanas consideradas ha conducido a estimadores con diferentes
grados de suavidad, dando lugar a un nimero distinto de modas en cada casdﬂ En este sentido, han
sido los dos selectores plug-in los que han logrado captar un mayor nimero de modas. Concretamente,
el estimador de la densidad construido en base al selector plug-in propuesto en la Seccién b pis
presenta hasta un total de siete modas (las mismas que el estimador cldsico de Parzen-Rosenblatt), lo
cual parece estar en una mayor concordancia con los anélisis realizados en [Izenman y Sommer| (1988]);
reduciéndose este nimero hasta cuatro si consideramos el selector plug-in de IReyes et al.l 2017)), hr,
coincidiendo en tal caso con el nimero de modas diferenciadas en |Ameijeiras-Alonso (2017). Por el
contrario, las ventanas relativas a la regla del pulgar y a la modificacién del selector bootstrap de
presentada en la Seccion El (hg,p ¥ hs~, respectivamente) conducen a estimadores mas
suaves, capaces de detectar inicamente dos modas (las mismas que se lograron diferenciar en
(1983)). El caso extremo se obtiene con el selector bootstrap de [Reyes et al.| (2017), hboos, €l cual ha
conducido a una unica moda, convirtiéndose en un selector poco adecuado para este contexto, en el
cual se sabe que la densidad tedrica presenta un caracter multimodal. Finalmente, comentar que los
valores de las ventanas que se han empleado para la construccion de estos estimadores, ordenadas de
menor a mayor, han sido

hgpi=1.74-107%, hg =2.45-107%, hgep = 4.59-107%, hge =4.80-107%, hpeor = 6.75 - 1072,

mientras que la ventana plug-in clasica — en base a la cual se ha construido el estimador tipo nucleo
de Parzen-Rosenblatt — ha sido de hgy = 1.21 - 1073.

1En este trabajo no se abordaré el problema determinar el nimero de modas de la densidad teérica subyacente. De
todas formas, comentar que en |[Ameijeiras-Alonso| (2017)) se puede encontrar una revisién a esta problemética para el
caso de datos no agrupados.




46 CAPITULO 5. APLICACION A DATOS REALES

5.2. Tiempos de espera entre erupciones (Old Faithful)

En esta segunda seccién se considerard la base de datos faithful — almacenada en la libreria
datasets de R, véase |GeyserTimes (2017) — que contiene 272 observaciones correspondientes a los
tiempos de espera medidos (en minutos) entre erupciones sucesivas del géiser Old Faithful (Parque Na-
cional Yellowstone), as{ como la duracién de las mismas. En lo que sigue nos centraremos tinicamente
en la variable waiting, relativa a los tiempos de espera anteriormente mencionados.

En este sentido, comentar que las observaciones han sido recogidas, una vez més, de forma redon-
deada. De esta forma, se dispone de un total de 12 observaciones correspondientes a 77 minutos, 15
correspondientes a 78 minutos y 10 correspondientes a 79 minutos. Esto justifica, una vez mas, el uso
de un estimador de la densidad alternativo al de Parzen-Rosenblatt, el cual permita incorporar este
factor agrupacion al proceso de estimacién.

Sin embargo, y con el fin de aumentar la magnitud de dicho factor agrupacion, reagruparemos
la muestra observada en intervalos de diferente longitud (cuyos extremos se pueden observar en el
histograma de la Figura . Comentar que esto es lo que se hace, por ejemplo, en (2015) y
en Reyes et al| (2017)), aunque definiendo unos intervalos distintos a los aqui considerados. En este
caso, los diferentes estimadores tipo nucleo se recogen en la Figura Al no disponer de la densidad
tedrica de la cual proceden los datos, nuevamente se ha optado por construir el estimador tipo ntcleo
cldsico, aunque esta vez en base a la muestra de datos original (sm reagrupar), haciendo uso de la
ventana plug-in de |Sheather y Joneb| (]1991[) que denotaremos por hgy. De esta forma, podremos tomar
a dicho estimador como referencia para evaluar el comportamiento del resto de estimadores y, de igual
manera, a fzs 7 como ventana de referencia para el resto de ventanas obtenidas mediante los diferentes
selectores adaptados al contexto de datos agrupados.
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Figura 5.2: Histograma de los tiempos de espera (en minutos) entre erupciones sucesivas del géiser Old
Faithful (Parque Nacional de Yellowstone, Wyoming), agrupados en intervalos de diferentes longitudes.
Con lineas continuas de colores se representan los estimadores de la densidad de |Cao et al.| (2011)
construidos en base a diferentes ventanas (ver leyenda en la esquina superior derecha). Con una linea
morada discontinua se representa el estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt, construido en base a
la muestra original (sin reagrupar) a través de una ventana plug-in clésica.
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Como ya sucedia con la base de datos stamps, diferentes ventanas conducen a estimadores con
distintos grados de suavidad, siendo nuevamente el selector plug-in propuesto en la Seccién el
que logra aproximarse de una manera més satisfactoria al estimador cldsico de la densidad construido
en base a la muestra sin reagrupar. Destacar también el buen comportamiento que presenta en este
caso el selector bootstrap de Reyes et al.| (2017)), que conduce a un estimador muy similar al obtenido
con la ventana hg i, de manera contraria a lo que sucedia en el ejemplo de la Seccién Por otro
lado, vuelven a ser los selectores de la regla del pulgar y la modificacién del selector bootstrap de|Jang
v Loh| (2010) propuesta en la Seccién los que conducen a estimadores més suaves, incapaces de
reproducir fielmente las zonas de mayor curvatura del estimador clasico de la densidad. Finalmente,
comentar que en este caso los valores de las ventanas estimadas por los diferentes selectores, ordenados
de menor a mayor, han sido los siguientes,

hgpi =222, hpoot = 2.55, hr =3.27, hg.p = 4.64, hg = 4.82,

mientras que la ventana plug-in clésica empleada en la construccion del estimador de Parzen-Rosenblatt
sobre la muestra sin agrupar ha sido hgy = 2.50.

5.3. Casos de COVID-19 en Espana

En diciembre de 2019 surgié un agrupamiento de casos de neumonia en la ciudad de Wuhan (pro-
vincia de Hubei, China), con una exposicién comin a un mercado mayorista de marisco, pescado y
animales vivos. El 7 de enero de 2020, las autoridades chinas identificaron como agente causante del
brote un nuevo virus de la familia Coronaviridae, que posteriormente fue denominado SARS-CoV-2, y
cuya enfermedad — reconocida como una pandemia global por la Organizacién Mundial de la Salud
(OMS) el 11 de marzo de 2020 — se denominé por consenso internacional COVID-19.

En esta ultima seccion se consideraran los datos relativos a los casos de COVID-19 reportados en
Espana a lo largo de la pandemia y que se encuentran recogidos en los informes semanales emitidos
por la Red Nacional de Vigilancia Epidemiolégica (RENAVE, ver https://cnecovid.isciii.es/).
Para ello, se distinguiran las siguientes etapas (ver Figura :

= Primer periodo: desde el inicio de la pandemia hasta el 21 de junio de 2020, fecha en la que se
termind el estado de alarma en Espafia una vez finalizada la primera ola epidémica de COVID-19.

= Segundo periodo: desde el 22 de junio hasta el 6 de diciembre de 2020, punto de inflexién de
la incidencia acumulada a 14 dias de COVID-19, entre el segundo y el tercer periodo epidémico.

= Tercer periodo: desde el 7 de diciembre de 2020 hasta el 14 de marzo de 2021, punto de inflexién
de la incidencia acumulada a 14 dias de casos de COVID-19, entre el tercer y el cuarto periodo
epidémico.

= Cuarto periodo: desde el 15 de marzo de 2021 hasta el 19 de junio, punto de inflexién de
la incidencia acumulada a 14 dias de casos de COVID-19, entre el cuarto y el quinto periodo
epidémico.

= Quinto periodo: desde el 20 de junio de 2021 hasta el 13 de octubre, punto de inflexiéon de
la incidencia acumulada a 14 dias de casos de COVID-19, entre el quinto y el sexto periodo
epidémico.

= Sexto periodo: desde el 14 de octubre de 2021 hasta la actualidad. La tdltima observacion
recogida data del 5 de enero de 2022, fecha de elaboracién del informe analizado (Informe n°
112).
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Figura 5.3: Incidencia acumulada a 14 dias (por 100.000 habitantes) en Espania. Fuente: CNE. ISCIII.
Red Nacional de Vigilancia Epidemioldgica.

En este contexto, la tnica informacién de la que se dispone es la proporciéon de casos registra-
dos para cada uno de los dos sexos y grupos de edad considerados. En este sentido, comentar que
en los informes emitidos por la RENAVE se consideran un total de 19 grupos de edad, presentando
los dieciocho primeros una longitud constante de 5 anos y siendo el dltimo un intervalo no acotado
correspondiente a edades superiores a 90 afios, el cual identificaremos, por simplicidad, con el intervalo

(90,1137

Estos datos constituyen, pues, un ejemplo donde las observaciones vienen recogidas en intervalos
de interés — determinados por los distintos grupos de edad — donde dnicamente se conocen las pro-
porciones muestrales wi,...,w; asociadas, siendo tanto las frecuencias absolutas ni,...,n; como el
nimero de casos totales, n, desconocidos; dando lugar a un contexto de datos agrupados en el que la
construccién del estimador de Parzen-Rosenblatt no es, ni siquiera, viable. Por este motivo, la estima-
cién de la densidad debera ser abordada en este caso a través del estimador tipo nicleo de
(2011)), el cual ha de ser construido en base a la ventana de validacién cruzada insesgada propuesta en
la Seccién puesto que es es el tnico selector de los aqui considerados que puede ser empleado en
aquellas situaciones en las que las cantidades nq,...,n; son desconocidas.

Consideremos, pues, la coleccién de intervalos {[5(j — 1), 55 )}jl.ilu{[%, 113)}, cuyos puntos medios
correspondientes vienen dados por

B0 s jedl,...,18),

101.5, si j=19.

2Esta eleccién se ha hecho en base a la noticia recogida en |https://www.lavanguardia.com/vida/20200511/
481096600431 /maria-branyas-113-anos-persona-mas-mayor-espana-catalunya-supera-coronavirus.html.


https://www.lavanguardia.com/vida/20200511/481096600431/maria-branyas-113-anos-persona-mas-mayor-espana-catalunya-supera-coronavirus.html
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Fijado un periodo, denotemos por wy,...,wjy y wi®,...,wiy a los pesos muestrales asociados a
hombres y mujeres, respectivamente, tales que verifican la condicién 2}9:1 wi = 2;9:1 wi' =1y cuyos
valores han sido extraidos del informe n? 112 emitido por la RENAVE. Consideremos, finalmente, los

estimadores de |Cao et al.| (2011)) construidos en base a la ventana de validacién cruzada insesgada,
19 19
j=1 j=1

donde hY y h™ denotan las ventanas estimadas a través del selector de validacién cruzada insesgada
(adaptado al caso de datos agrupados) en base a las muestras {(¢;,w}) ;9:1 y {(tj, wi) }9:1, respecti-
vamente.

En la Figural5.4]se recogen, para cada sexo y periodo considerado, los histogramas correspondientes
a los casos notificados de COVID-19, a los cuales se les han afadido, con lineas continuas de colores,
los estimadores (5.1)) (azul: hombres, rojo: mujeres). Nétese que en todos los casos se ha empleado la
misma escala de representacion en el eje de ordenadas, salvo en la figura correspondiente al quinto
periodo, donde ha sido necesario aumentarla ligeramente.

Las seis gréficas recogidas en la Figura [5.4] permiten comparar, en cada periodo, la proporcién de
casos de COVID-19 registrados en hombres con la registrada en mujeres. En lineas generales, podria
decirse que los casos asociados a ambos sexos parecen distribuirse de igual manera a lo largo de los
diferentes grupos de edad, destacando, quizas, las discrepancias observables entre ambas en el pri-
mer y quinto periodo de la pandemia. En el primer caso (primer periodo), las mayores diferencias se
encuentran en las edades comprendidas entre los 45 y 90 anos, siendo las proporciones de hombres con-
siderablemente mayores en esta franja de edad, invirtiéndose este efecto para el resto de edades. En el
segundo caso (quinto periodo), las diferencias radican principalmente en las edades comprendidas entre
10 y 40, siendo nuevamente las proporciones de hombres las que presentan una mayor magnitud. En
el resto de periodos, ambas curvas parecen comportarse de manera muy similar, presentando siempre
una unica moda entorno a los 40-45 anos, coincidiendo con la edad media espanola registrada en 2020E|

Observacion 5.1. Aunque hasta el momento no se ha comentado nada al respecto, los estimadores
de la densidad construidos en la Figura [5.4] evidencian la presencia de un claro efecto frontera — un
problema que ya estaba presente en el estimador de Parzen-Rosenblatt — derivado del hecho de que
la funcién de densidad tedrica asociada a la variable edad presenta un soporte compacto (y, por tanto,
acotado). De esta forma, y al igual que sucede en el caso cldsico, al considerar la estimacién en puntos
del intervalo [0, %), el estimador de |Cao et al.| (2011) penaliza la no existencia de datos muestrales
negativos y, por tanto, tiende a infraestimar el verdadero valor de la densidad tedrica en dicha region,
asignando, ademds, masa de probabilidad a valores negativos, algo que, en este contexto, no tiene
ningtin sentido. De hecho, podria asumirse también un efecto frontera por el lado derecho, puesto
que tampoco parece tener demasiado sentido asignar probabilidades positivas a edades excesivamente
grandes. Sin embargo, y a la vista de las graficas presentadas en la Figura[5.4] parece que este tltimo
efecto no es demasiado acusado, pudiendo ser incluso ignorado. Ahora bien, si seria deseable buscar
algtin procedimiento que permitiese solucionar el efecto frontera por el lado izquierdo. En este sentido,
comentar que se ha abordado este problema desde varias perspectivas diferentes, obteniendo resultados
en la practica poco satisfactorios. Por un lado, se ha probado a transformar la muestra original a través
de la funcién g(x) = log(z) y construir el estimador de la densidad en base a la expresién

k
Falw) =+ 3w Laflog(s) ~ log(t,)),

siendo h la ventana obtenida en base a la muestra transformada {(log(t;), wj)}?zl. Sin embargo, las

3Informacién extrafida de Thttps://www.niusdiario.es/sociedad/edad-media-poblacion-espanola-no-para-
crecer-situa-43-anos_18_3059445118.html.
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Figura 5.4: Histogramas correspondientes a los casos de COVID-19 notificados a la RENAVE desde el
inicio de la pandemia — expresados como proporciones del total de la poblacién y diferenciando por
sexos (azul: hombres, rojo: mujeres) — para cada uno de los grupos de edad considerados. Con curvas
de colores se representan los correspondientes estimadores de [Cao et al.| (2011) construidos en base a
la ventana de validacién cruzada insesgada.
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estimaciones obtenidas por este método han resultado ser muy deficientes, puesto que ni siquiera
parecian seguir el caracter sugerido por los histogramas, lo cual podria deberse a que al transformar los
puntos medios de los intervalos podria estarse incumpliendo alguna de las hipdtesis basicas impuestas
sobre la longitud de los intervalos (ver suposiciones (S3) y (S4) del Capitulo [2). Por otro lado — y
siguiendo las ideas clésicas de Boneva et al.| (1971}, pdginas 14-17) — se ha empleado también el llamado
método de reflexién, consistente en Simetrizaﬂ la muestra original entorno al origen y construir asf el
estimador de la densidad

29y, n(), sixz >0,

0, en otro caso,

donde gﬂ]’h denota al estimador de |Cao et al| (2011) construido en base a la muestra simetrizada
ty, —t1,ta, —ta, ..., t1g9, —t19, cOn pesos wy/2,...,wiy/2 (hombres) y wi*/2,...,wy/2 (mujeres). Sin em-
bargo, en todos los casos este procedimiento ha conducido a estimadores excesivamente sobresuavizados
que ocultaban gran parte de la informacién. También se ha probado — a través de un procedimiento
andlogo y basdndonos en la Seccién 2.10 de [Silverman| (1986)) — a considerar una doble simetrizacién
de la muestra — una por cada lado — con el fin de eliminar el efecto frontera en ambos extremos,
obteniendo estimadores todavia mas sobresuavizados que en el caso anterior. Por este motivo, se ha
decidido finalmente ignorar este problema y construir los estimadores de [Cao et al.| (2011)) en base a
la muestra agrupada original.

Por ultimo, en la Figura[5.5|se recogen dos graficas — una para cada sexo — que permiten analizar
la evolucion de los casos de COVID-19 a lo largo de los diferentes periodos considerados. En cada una
de ellas se representan los histogramas correspondientes a la proporcién de hombres (Figura y
mujeres (Figura que conforman cada grupo de edad de la poblacién espanola a 1 de enero de
2021E|, junto con los estimadores de la densidad ya representados en la Figura y cuyas expresiones,
para un periodo fijo, se recogen en .

Como era de esperar, ambas graficas presentan caracteristicas muy similares, de lo cual se concluye
que los diferentes periodos de la pandemia parecen haber afectado a hombres y mujeres de igual ma-
nera. A modo de ejemplo, podria decirse que en un inicio (primer periodo) fueron las personas de edad
avanzada — tanto hombres como mujeres — las que se vieron mas afectadas, puesto que el estimador
de la densidad correspondiente (curva negra) presenta una moda entorno a los 60 anos. De hecho, si
se compara la densidad estimada en el primer periodo con el resto de curvas y con el histograma de
las edades de la poblacién espanola, parece que al inicio de la pandemia se han registrado muchos mas
casos — en dicho grupo — de los que cabria esperar. Ahora bien, esta moda se ha ido desplazando,
en etapas posteriores, hacia la izquierda, concentrando una mayor vulnerabilidad en grupos de edad
media, llegando, en el quinto periodo, a concentrarse entorno a los veinticinco anos. Este desplaza-
miento se invierte en la dltima etapa, en la cual la masa de probabilidad se vuelve a desplazar hacia
edades mds centrales. Destacar finalmente la dréstica reduccién que sufre, tras el primer periodo y
para edades superiores a 80 anos, el area comprendida bajo la curva estimada, lo cual sugiere que los
principales esfuerzos se centraron en detectar los casos asociados a este grupo de edad.

4En |Jones| (1993)) se presenta, para el caso cldsico de datos no agrupados, un anslisis del efecto que tiene el método
de reflexién sobre la estimacién realizada.

5Esta informacién ha sido extraida de la péagina web del Instituto Nacional de Estadistica (INE, https://www.ine.
es/jaxi/Tabla.htm?path=/t20/e245/p04/provi/10/&file=0ccaa003.px&L=0.)


https://www.ine.es/jaxi/Tabla.htm?path=/t20/e245/p04/provi/l0/&file=0ccaa003.px&L=0
https://www.ine.es/jaxi/Tabla.htm?path=/t20/e245/p04/provi/l0/&file=0ccaa003.px&L=0
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Figura 5.5: Histogramas relativos a la proporcién de hombres (Figura[5.5(a)) y mujeres (Figura[5.5(b))
que conforman cada grupo de edad de la poblacién espanola a 1 de enero de 2021. Con lineas continuas
de colores se representan, para cada uno de los seis periodos, los estimadores de |Cao et al. (2011))
construidos en base a una ventana escogida por un procedimiento de validacién cruzada insesgada (ver
leyenda correspondiente).

Ahora bien, la Figura[5.5 también permite — en cierta manera — cuantificar el efecto que ha tenido
la estrategia de vacunacién COVID-19 sobre la evolucién de la pandemia, hecho que permite explicar
gran parte de los desplazamientos anteriormente mencionados. En este sentido, recordemos que las
pautas de vacunacién han sido las siguientes: en el tercer periodo se comenzé a distribuir las primeras
dosis sobre grupos prioritarios (personal sanitario, residentes y personal en centros de mayores), en el
cuarto periodo se incorporaron los grupos de edad superiores a los 50 anos y en el quinto, las personas
menores de 50 anos (para més informacién puede consultarse https://www.vacunacovid.gob.es/).
Si bien es cierto que la primera etapa de vacunacién (grupos prioritarios) no parece mostrar un efec-
to notable sobre la evolucion de las densidades anteriores, las otras dos si pueden apreciarse claramente.

De esta forma, en el quinto periodo se observa una drastica reduccién — en ambos sexos — de la
proporcién de casos en las edades superiores a los 50 anos, derivada de las dosis administradas en el
periodo anterior, encontrandose la moda de la densidad estimada desplazada hacia la izquierda. De
igual manera, en el sexto periodo se observa un retorno al patrén de olas anteriores — posiblemente
consecuencia de las dosis proporcionadas, a personas menores de 50 anos, en el periodo anterior —
volviéndose a desplazar la moda de la densidad hacia la edad media de la poblacién espanola.

Finalmente, la Figura [5.5] evidencia un efecto comitin a ambos sexos que, exceptuando el primer
y quinto periodo, parece perdurar a lo largo de la evolucién de la pandemia. En este sentido, entre
los 15 y 40 anos (intervalo en el cual las densidades estimadas se sitian por encima del histograma)
se observa una proporcién de casos considerablemente superior a la que cabria esperar, mientras que
entre los 50 y 90 afios (region en la cual las curvas se encuentran por debajo del histograma) se observa
una proporcién siempre inferior a la esperada. Una posible explicacién a este efecto, valida para los
ultimos periodos, radica en el porcentaje de vacunados — con dos dosis — asociado a cada uno de
los dos grupos en cuestion, siendo el correspondiente al segundo notablemente superior (un 84 % para
edades comprendidas entre los 15 y 40 afios frente a un 97 % asociado a edades superiores a los 50
afnos, ver https://wuw.datadista.com/coronavirus/evolucion-de-la-vacunacion-en-espana/).


https://www.vacunacovid.gob.es/
https://www.datadista.com/coronavirus/evolucion-de-la-vacunacion-en-espana/
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Ahora bien, la presencia de este efecto en el segundo y tercer periodo — periodos en los que apenas
se administraron vacunas a ningin grupo de edad, ver curvas roja y verde, respectivamente — sugiere
la existencia de otros motivos — mas alld del porcentaje de vacunados — que justifican la anterior
situacién. De entre estas razones pueden encontrarse, por ejemplo, los héabitos asociados a cada grupo
de edad, que pueden favorecer o disminuir el niimero de contagios dentro de los respectivos grupos.
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Apéndice A

Calculo de los estimadores de
maxima verosimilitud ponderada de
una distribucion normal

Es bien conocido que la construccién del estimador tipo nicleo de |Parzen| (1962) y Rosenblatt
(1956)) depende crucialmente de la eleccién de un parametro ventana h > 0. En este contexto, la regla
del pulgar de |Silverman| (1986) — recogida al inicio de la Seccién — parte de la expresién de la
ventana asintéticamente 6ptima en el caso de datos no agrupados

[ RK)
fannse = [uz(K)QR(f”)n]

y obtiene una estimacién de la misma sin mds que reemplazar la cantidad R(f”) — desconocida en la
practica — por la que se obtendria asumiendo que f sigue una distribucién normal, cuyos pardmetros
deben ser previamente estimados en base a una muestra dada (frecuentemente a través de técnicas de
méxima verosimilitud).

Consideremos ahora un contexto de datos agrupados, en el cual se emplea al estimador tipo niicleo
de |Cao et al.| (2011)) como estimador de la funcién de densidad. En este caso, se ha mostrado en el
Capitulo [2| que la ventana asintéticamente 6ptima adopta la misma expresién que en el caso clasico,

RIL) 1°
harnse, = {uz(LPR(f”)n} ’

con la tnica diferencia de que ahora la estimacién de R(f”) debe realizarse en base a una muestra
de datos agrupados. De esta forma, la extension del selector de [Silverman| (1981) al contexto de datos
agrupados requeriria de un nuevo mecanismo de estimacién — diferente al de maxima verosimilitud,
que otorga a todos los datos de la muestra el mismo peso en la estimacién — que permita obtener
estimaciones de los parametros de una distribucién normal a partir de una muestra de datos agrupados.

En este sentido, se hard uso de la llamada funcién de verosimilitud ponderada (véase Hu y Zidek
(2002)), la cual generaliza el método de estimacién clasico de méxima verosimilitud permitiendo que
determinados valores de la muestra ejerzan una mayor influencia sobre la estimacion de los pardmetros
(condicién que parece natural exigir en un contexto de datos agrupados, en donde cada valor t; tiene
asociado un peso w; distinto). Comentar que en |Shirazi et al.| (2021)) se aborda también este problema,
proponiendo otros métodos de estimacién diferentes al aqui presentado, pero en los que se requiere que
las frecuencias absolutas ni,...,n; sean conocidas.

95
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Con el fin de obtener los estimadores de maxima verosimilitud ponderada de los pardmetros de

una distribucién normal, consideraremos una m.a.s. Xi,...,X,, procedente de una variable aleatoria
X ~ N(u,0?). Supongamos que, a partir de estos valores, se observa la muestra t1, %4, ¢, ..., t, ™, tr,
y definamos los pesos ws, ..., w, como w; = n;/n, j =1,...,k, de tal forma que w; > 0 para todo

j=1,...,kyw +---+wx = 1. Basdndonos en las ideas de Hu y Zidek| (2002), se considera la funcién
de verosimilitud ponderada

k 1 (t]‘*ﬁi)2 wi
L (e, ot = ——e 22 , Al
i H% r_[[ Tmz (A1)

donde ¢, » denota la funcién de densidad de una distribucién normal de media p y desviacién tipica
o. Los estlmadores de méxima verosimilitud ponderada, fi,,,, y 6> seran aquellos que maximicen
la funcién (A.1] , de manera que

MVP’

~2

(fragye 62p) = arg max Lt w(pt, o).
(p,02)ERXRT

Teniendo en cuenta que la funcién logaritmo neperiano — que de ahora en adelante denotaremos por
log — es mondtona creciente, entonces dichos estimadores serdn también maximos de la funcién de
log-verosimilitud ponderada, €., (pt, 0%) = log (L4, (1, 0%)). En este caso,

k

(fj—m log (2mo t; —p)?
o (py 02)=1log (Ltw(p, o ZwJ log (\/W ) ij [ ) + ( 3202) =

1 r 1 & 1 1 &
=3 log 27ra 2:: —2; =-3 log 27ra —Qg ,

donde en la dltima igualdad se ha empleado que Z?Zl w; = 1. Derivando la expresion anterior respecto
de u e igualdndola a cero (condicién necesaria de optimalidad), resulta

Oy, 0 1< 1 (& b 1 [&
t,w 1)
7’@ —72 = witi—ndwi | = [ Dwiti | =0 =
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
k k
— ijtj—u:O — u:ijtj7
j=1 j=1

obteniendo as{ un candidato a estimador de méxima verosimilitud ponderada para p (que no es més
que la media muestral de tq, ..., ¢, ponderada por los pesos wi,...,wy). Siguiendo un procedimiento
totalmente andlogo para el pardmetro o2 resulta

k k
Onino®) _ 1[1 1 o
%T:_i ?—;ij(tj—ﬂﬁ =0 <— ﬁzgzwj(tj—ﬂ)g —
J=1 =
k
= ot =) wit;—p)’
j=1

Finalmente, se procede al célculo de las derivadas parciales de segundo orden, con el fin de com-
probar que los valores obtenidos — que denotaremos por fi,,., ¥ O'MVP, respectivamente — son, efec-
tivamente, méaximos de la funcién de log-verosimilitud (y, por tanto, de la funcién de verosimilitud)
ponderada. En lo referido a la segunda derivada respecto de p,

82£t,w(u? 02) 1
T alu 0_2 ijt - :_ﬁ <O, VIU/ER
Jj=1
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Como 0% ,,/0u? resulta ser negativa para cualquier valor del pardmetro u, entonces, en concreto,
también lo serd para p = fi,,,. Por otro lado, la derivada de segundo orden respecto de o2 es

Plwpo®) 9 ) 1|1 1 , ,
Ear it =R Bl PR DO ICRIA K el =D DLl
j=1

2

Evaluando la derivada anterior en o* = &f/w se obtiene

P

82&5)1” (/~’/7 02)
dct

_ ! i (1 - 1) _ ! <o,
(o) [Sh ity — 2] N 2[4 wy(ty — p)?]

2

que, nuevamente, resulta ser estrictamente negativa, de donde se sigue que en o* = 6I%WP la funcién

de verosimilitud ponderada alcanza un maximo. Se concluye, pues, que los estimadores de méxima

verosimilitud ponderada de una distribucién normal de media u y varianza o2 son

k k
[)“MVP = Z wjtj y &ivp = Z wj (tj - [)’MVP)27 (AZ)
Jj=1 j=1

de manera que cada t; ejercerd un peso proporcional a w; sobre la estimacién de los pardmetros.

Observacion A.1. Teniendo en cuenta que w; = n;/n, para todo j = 1,...,k, resulta inmediato que
(A.2) puede reescribirse como

k k
. 1 . 1 .
Hyve = n antj y Crf/{\lp = n an(tj - MMVP)Q‘
j=1 =1

. . . . ~ ~2
Esto permite concluir que, cuando las frecuencias absolutas n1,...,n, sean conocidas, fiyve ¥ G4up

coinciden con las expresiones cldsicas de la media y varianza muestral (estimadores de méxima verosi-
militud) aplicadas sobre la muestra t1,™, 1, ..., tx, ™, tx. Ahora bien, si las cantidades ny, ..., ng son
desconocidas (y, en su defecto, solo se dispone de los pesos wy, ..., wy), entonces el enfoque cldsico de
maxima verosimilitud se limitaria a asumir que tinicamente se observan las k observaciones asociadas a
t1,...,tx, ignorando la informacién proporcionada por los pesos w1, ..., wk. En tal caso, es de esperar
que dichos estimadores no sean consistentes, como, de hecho, se comprobard a continuacion a través
de un estudio de simulacion.

Finalmente, y siguiendo lo comentado en la Observacién se ha llevado a cabo un estudio de
simulaciéon que permite comparar — en un contexto de datos agrupados en el cual las cantidades
ni,...,ng son desconocidas — el comportamiento de los estimadores de maxima verosimilitud pon-
derada frente a los de maxima verosimilitud clasica. Para ello, consideremos un total de B = 5000
muestras de tamafio n € {50,500, 1000} procedentes de diferentes distribuciones normales N (u, 02) de
referencia, las cuales han sido posteriormente agrupadas siguiendo el esquema recogido en la Seccién
4. 1.2
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Para cada una de estas muestras de datos agrupados, se ha llevado a cabo la estimacién de la
varianza poblacionaEI o? a través de los estimadores

k
Z(tj - 5)27
j=1

| =

k
OA-I?/IVP = ij(tj - ﬂg)2 y Slg =
j=1

— donde t = %2521 t; denota a la media muestral de los valores t1,...,t; — correspondientes a los
estimadores de maxima verosimilitud ponderada y de méxima verosimilitud de o2, respectivamente.
Finalmente, se ha aproximado el error cuadratico medio de ambos estimadores a través de la expresién
(enunciada en términos de un estimador genérico 6 de 6)

o1 E 2
ECM(0) ~ = (9“) 70) ,
1=1

donde ) denota al estimador @ evaluado sobre la muestra i—ésima. Por tltimo, comentar que
como distribuciones de referencia se han considerado densidades normales de pardmetros p = 0 y
0% € {1,5%,10%}. Los resultados se recogen en la Tabla (A.1]), todos ellos aproximados a cuatro cifras
decimales.

N(0,1) N(0,52) N(0,102)
50 500 | 1000 50 500 1000 50 500 1000
ECM (62 ) | 0.0395 | 0.0039 | 0.0019 || 24.0848 2.4447 1.1860 384.7540 39.1133 18.9746
ECM (S2) | 3.2405 | 5.3470 | 7.1269 || 637.0372 | 2089.7211 | 4209.7607 || 8692.0333 | 47166.4948 | 66882.8410

Tabla A.1: Aproximaciones del error cuadrdtico medio de 62 (primera fila) y de S} (segunda fila)
como estimadores de la varianza poblacional, obtenidas a partir de B = 5000 muestras de tamano
n € {50,500,1000} agrupadas siguiendo el esquema recogido en la Seccién Como densidades
tedricas se han considerado densidades normales de media cero y varianza o2 € {1,25,100}.

La Tabla hace evidente la mejora que se produce en la estimacién cuando se considera a 67,

como estimador de la varianza poblacional, puesto que en todos los casos ha conducido a un error
cuadrético medio muy inferior al proporcionado por S7. De hecho, en las tres densidades de referencia
consideradas se observa que el error cuadrdtico medio de S7 aumenta conforme lo hace el tamaiio
muestral, lo cual parece indicar que, en un contexto general de datos agrupados, el estimador de
méaxima verosimilitud de la varianza deja de ser un estimador consistente, lo cual justifica el empleo
de un estimador alternativo.

1En este caso, el estudio de simulacién se ha restringido a la estimacién de la varianza poblacional, puesto que es el
pardmetro que interesa estimar en el selector de la regla del pulgar (ver Seccién . Sin embargo, un procedimiento
totalmente andlogo podria realizarse para aproximar el error cuadrdtico medio de jig y ¢ (estimadores de maxima
verosimilitud ponderada y de méxima verosimilitud de p, respectivamente).



Apéndice B

Sobre la estimacién de R(f")

El selector plug-in propuesto por |Reyes et al.| (2017)) (y recogido en la Seccién |3.2.1)) se fundamenta
en reemplazar la cantidad desconocida R(f”) — presente en la expresién tedrica de la ventana global
asintéticamente 6ptima — por el estimador ¢f , , cuya expresién para un r € genérico viene dada
por

- 1 & ti—t
e = T P IPAL (Zn’ J) w;w;. (B.1)

i=1 j=1

De esta forma, la construccién de 1/;5?’777“ requiere de la eleccién previa de una ventana piloto 7,.. Un
posible criterio para la seleccion de esta ventana consiste en escoger aquel valor 7, > 0 que minimice
el error cuadratico medio de 1&57,% como estimador de 1, =E[f"(X)]. Como ya se ha comentado en
la Seccién [3:2.1] dicha minimizacién puede ser abordada de dos formas distintas, donde ninguna ha
resultado ser universalmente mejor que la otra (para ver una discusién més detallada acerca de este
tema puede consultarse el Material Complementario de Reyes et al.| (2017)). Tras varios estudios de
simulacién, en [Reyes et al.| (2017 se propone considerar como ventana piloto a

opt _ [_M)R(W} e 7 (B.2)

e ,LLQ(L)wr—i-s

donde s denota el orden de la funcién nicleo L empleada en la construccién de (B.1)). En este apéndice
se probard que, si L es una funcién nicleo de orden dos (s = 2), entonces s la tinica ventana
que minimiza (asintGticamente) el error cuadrédtico medio de aﬁf{nr como estimador de 1);., conduciendo,
ademds, a un estimador consistente en media cuadratica, lo cual permite confirmar la conjetura de
Reyes et al.| (2017) para el caso particular de funciones nicleo de orden dos, cuando n — co. Para ello,
en lo que sigue se asumira que:

(A1): La funcién nicleo L (que supondremos de orden s = 2) es una funcién de densidad simétrica con
soporte compacto [—1,1] y r + 1 veces continuamente diferenciable.

(A2): La funcién de distribucién F es una funcién p + 1 veces diferenciable, con soporte compacto
[£,U], tal que F®P*+1) es continua para algin p > 7 y tal que R(FUTD) = R(f") < oo.

(A3): La ventana 1 = 7, es una sucesién no aleatoria de nimeros positivos tal que lim,, .o n =0y
lim,, o0 m]QT = 00.

1Como ya se ha justificado en la Seccién [3.2.1) para estimar R(f(")) es suficiente estudiar la estimacién de los
funcionales 1, para r € N par. Por este motivo, en lo que sigue asumiremos que r es un numero natural par.
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(A4): Dado un conjunto de k = k,, intervalos {[y;—1,y;)}¥—, tales que yo < L e y, > U, asumiremos que
su longitud media [ = %Zle l; — donde [; denota la longitud del j—ésimo intervalo — verifica
que

3 7 _ ’ 7 _ 7 _ r+1 _ _
nh—>Holol =0, nlgr;onl =00, Il=o(n"""), 1réljaé<k 1l — 1| = o(l).

Bajo las condiciones (A1)-(A4), el Teorema 1 de [Reyes et al.| (2017) recoge las expresiones del
sesgo y la varianza de ¢, ~que, adaptadas al caso de funciones nticleo de orden s = 2, so

Sesgo < Affm) = S1(n) + S2 (n,1) + S5 (n,1,n) , (B.3)
var (d2,) = [ [161062 0= [ 1000 ) FVA (nn) +o(n™ + Iy,
(B.4)
donde
$10) = "L ua(L) o S (n.n) = O ( 1)+0 (1) ro( 5.
Sy (n,1) = nT;lL(r)(O)R(f), Vi (n,l,n) = nn2r+1 (/f )

Noétese que, gracias a las suposiciones (A1) y (A2), las integrales involucradas en la expresién de la
varianza son finitas, asi como las cantidades ps(L), L (0), R(f) y R(L("). Las expresiones (B.3) y
(B.4) permiten obtener una ventana 7 asintéticamente 6ptima en el sentido del error cuadrético medio,

77 = arg min [AMSE ( )} = arg min {ASesgo( M]) + AVar ( rn)} )

n>0 n>0

donde ASesgo(zﬁ,‘Z,n) y AVar(zﬁﬁ,n) denotan las respectivas versiones asintéticas del sesgo y de la varian-
za de 'J)ﬁm (obtenidas de sumprimir los términos asintéticos en (B.3) v (B.4)), respectivamente). A
continuacion se recoge la proposicion que contiene el resultado principal de este apéndice.

Proposicion B.1. Sea tq,...,tx una muestra de datos agrupados con proporciones muestrales respec-
tivas wi, . .., wy. Sea 1, =E[f"(X)] y consideremos el estimador
K3
QRS ) SZLY (= P ©5)
=1 j=1

dependiente de una ventana piloto n > 0, donde L es una funcion nicleo de orden dos tal que, para

todo r € N par, verifica
7‘+2

(-1 = L0 0) > 0.

Bajo las condiciones (A1)-(A4), la dnica ventana que minimiza el error cuadrdtico medio (asintético)
de i, como estimador de . es la propuesta por|Reyes et al| (2017),

o [_ 20 L") (O)R(f)} s
= p2(L)Yry2 )

Ademas, 1/1:{"@,, es un estimador consistente en media cuadrdtica.

2Por no cargar en exceso la notacién, en lo que sigue denotaremos 1 = n,.
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Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la longitud media de los intervalos con-
siderados viene dada por [ = Cn~% > 0, para algiin C € RT y a € R. Con esta notacién, es inmediato
que la hipétesis lim,, .o | = 0 se verificard si y solo si @ > 0. Por otro lado, tampoco es dificil comprobar
que la condicién lim,,_,o nl = 0o equivale a pedir que o < 1. En efecto,

Iim nl =00 <= lim n(Cn *) =00 <= lim Cn'™* =00 <= 1-a>0 < a< 1.
n— oo n—oQ n— oo

De esta manera, bajo las condiciones impuestas en el enunciado de la proposicidn, se tiene que « € (0, 1).

Sea wg el estimador definido en (B.5)) y consideremos su error cuadratico medio asintético (AMSE)
como estnnador de ., construldo — bajo las condiciones (A1)-(A4) — en base a las versiones
asintéticas de (B.3)) y (B.4),

AMSE (42,,) = ASesgo ()¢ ) +AVar( i,) =

n

= (S1(m) + Sa (n 1 /f FO dz—(/f F( ) + Vi (n.1,n).
En lo que sigue se procederé a obtener la ventana 7°P* que verifica
n°Pt = arg min [AMSE ( )} ® arg min [(Sl(n) + S (n,[))Q + Vi (n,1, n)} , (B.6)

n>0 >0

donde en (x) se ha tenido en cuenta que el primer sumando de AVar ( Agm) no depende de 7.

Para ello — y siguiendo un procedimiento anélogo al marcado en|Wand y Jones| (1995) para el caso
clasico de datos no agrupados — asumiremos inicialmente que V;(n,l,n) = o(S2(n,1)?). En tal caso,
la ventana 7°P* se puede obtener minimizando tinicamente el cuadrado de la suma de los dos términos
principales del sesgo de 1&5’

, B L N2
7°Pt = arg min [(Sl(n) S, (n,l))z] = argmin [ASesgo ( ;‘Z,n> ] .
>0 n>0

En este sentido, las suposiciones (A1) y (A2) permiten derivar el cuadrado de la versién asintdtica
del sesgo, ASesgo( ,?),7)2, respecto de n, resultando

d . 2 d 4 2 _ Z2
gy ASeseo (92,) = [’gm@%z + (D TEOO)R() + nQTHL(”(O)QR(f)Q] =
- ]2
= a0+ L o Lyra O OR(G) - ELEBE 0 0 R

Igualando a cero y multiplicando ambos lados de la igualdad por 7?"+3 > 0, se obtiene

TSy (L)202y + (1 — )" 3T pa (L) LT (0)R(F) — (2r + 2)T2LT (0)2R(f)2 = 0.

3Este procedimiento es el que se emplea en [Reyes et al.| (2017) para obtener la ventana n°P* que alli se propone.
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Finalmente, dividiendo ambos lados de la expresién anterior por I po (L)1 2 L") (0)R( f y Teor-
ganizando los factores involucrados,

pa(L)ry2 -

L), 4312 - 2% + N LR
s GreBEORG)

resultando asi en una ecuacién de segundo grado en la variable 713, cuyas dos soluciones son
s 2LD(0)R(f) R (r + DILI(0)R(f)
1 p2(L)thre2 ’ p2(L)rin ’

dando lugar a dos posibles minimos del sesgo asintético de ﬁﬁm (al cuadrado),

[ ALOOR)] T [+ VIR ]
771—{ 2 (L) 12 ] o to(L)tyyo '

A continuacién se procede a estudiar el signo de n; y n9. Por un lado, como r es par, enton-
ces signo(y,y2) = signo(fl)%2 (ver Seccién 3.5 de [Wand y Jones| (1995)), de donde se sigue que
signo(—1/v,42) = signo[(—l)#ﬂ]. De esta forma, para todo r € N par se tendra que

. . L(0) , 4o .
SlgnO(Th) = S1gno ((_1)%) = s1gno ((*1) 2 +1L( )(O)> .

Como por hipétesis (—1)"+2)/2+1L(")(0) > 0, entonces es claro que 1; > 0. Por el contrario, no es
dificil comprobar que 72 es siempre estrictamente negativo, puesto que

(r+1)7s

o T R (r 4+ )T = —(r 4+ 1) <0,
— T+3

n2 =

para todo r € N par. Descartando entonces la solucién negativa, se llega a que

1
, 2LLM(0)R(f)] 7+
nopt — |:_ ( ) (f):| (B8)
2 (L) 42
es la tnica Ventan que minimiza ASesgo( Agm)? Nétese que la condicién 1im,, . 7Pt = 0 esta

garantizada para cualquier r € N par gracias a la suposicion (A4), bajo la cual se impone que la
longitud media de los intervalos considerados, [, converja a cero conforme el tamano muestral aumenta.

4Es sencillo probar que esta cantidad es siempre distinta de cero. Por un lado, dada su definicién, es obvio que [
y R(f) son cantidades estrictamente positivas. Por otro lado, al ser L una funcién ntcleo de orden dos, se tiene que
p2(L) > 0. Finalmente, es conocido que el signo de 15 coincide con el signo de (71)5/2 si s es par y que s vale 0 si s
es impar (ver Seccién 3.5 de Wand y Jones| (1995)), de manera que signo(¢,42) = signo(—1)("+2)/2. De esta forma,

- 42
signo (T ua(L)r+2 L (0)R(f)) = signo ((~1) = L0)(0)) .
Como por hipdétesis (—1)<T+2)/2+1L(T) (0) > 0, entonces se concluye que la cantidad Zuz(L)wr+2L(r) (0)R(f) es estric-

tamente negativa para todo r € N par.
5Esta expresién de n°Pt es precisamente la que se propone en [Reyes et al.| (2017)).
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Acabamos de probar, pues, que la ventana es la dnica que minimiza la cantidad AMSE(@‘ZW),
siempre y cuando la condicién Vi(n,1,n) = o(S2(n,1)?) se verifique. En este sentido, se probaréd a
continuaciéon que, bajo las condiciones impuestas en el enunciado, esta igualdad sera siempre cierta,
puesto que no existe ninguna ventana 7 tal que Sz(n,1)? = O(Vi(n,1,n)).

Supongamos, por reduccién al absurdo, que existe una ventana n > 0 verificando las condiciones
(A1)-(A4) tal que Sa(n,1)? = O(Vi(n,l,n)). Entonces

ra _ ; ro 7 PR . I .
Sa(n,1)” = O(Va(n, ,n))@mf() il — 2] =0(n )<:>570(n )-
Como [ = O(n™%) y teniendo en cuenta que lim,, ., 7 = 0 (condicién (A3)),
_ _ n-¢ nl—a -«
So(n,1)* =0(Vi(n,1,n)) <= =0(n 1) = = O(1) <= limsup < 00 <=
n n n—oo n
— limn' ™ =0<=1-a<0<=a>1,

n—roo

lo cual contradice la hipétesis (A4), bajo la cual se establece que lim,,_,,, nl = oo o, equivalentemente,
que o < 1. De esta forma se concluye que, bajo las condiciones expuestas en el enunciado, V;(n,l,n) =
0(S2(n,1)?), lo cual concluye la prueba de que (B.8) es la tinica ventana que minimiza el error cuadrético
medio (asintético) de 1/3?7,7 como estimador de ;..

Finalmente, probaremos que el estimador

r,mOPt

es consistente en media cuadratica, esto es, que

g — 17 g —
lim MSE (99, ) = lim [Sesgo (wmém) + Var (¢ n)} —0,
mostrando, ademés, su orden de convergencia. Para ello comenzaremos sustituyendo n°P! en las ex-
presiones del sesgo y la varianza de wT ., Tecogidas en )y ., respectivamente. Por un lado, el
sesgo de w se reduce tnicamente al término de segundo orden S3 ( opt . n) En efecto,

ASesgo (¢ ) = S (%) + Sy (nP,1) = o (L)rsa + —— LO(O)R(S) =
g 0Pt 1 9 H2 r+2 (népt)r—‘ﬂ

opt

[_ 2[L<T>(0)R(f)] e _
(L)

_ p2(L)ri2 L)y io + ! L(T) (O)R(f) =
2 [ w} i
/1«2(L)w7+2
_ O ILOORN]™ pua(Dibraa)™™ | [ B)rsal ™ [LOORN]™
2% (,1)rié 27‘+3
_ LOORWT ia(@ral [LOORG] T o Dyrsal

w0l

—

[\
1
[

V)

De esta forma, y teniendo en cuenta que n°P* = O((l) 7=3),

Sesgo (14, 00)” = 2 (17 10)" =0 (7)) + 0 (g ) +0 <(nl)> -
=0 () +0(n 205 ) + 0 (OF) =0 (™) + 0 (n720) %),

puesto que O ((7) 221%0) =o0 ((Z) r+3) para todo r € N.
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Por otro lado,

Var (zﬁrgmépt) =0n H+0 (

De esta forma,

MSE(qﬁfWépt) = Sesgo? (z[}fmépt)Q + Var (@f’népt) —

+2 2—

=0 (07) +0 (n2) ") + 0™+ 0 (071 () 7).

Teniendo en cuenta que | = Cn~% = O(n™%), resulta
MSE(J’? napt) =0 (n_r%) + 0 (nwairlgzaiﬁ) +0(n H+0 (nr(aii)@m%) . (B.9)

Ahora bien, se ha visto al inicio de la demostracién que la condicién (A4) impone que « € (0,1).
Es sencillo comprobar que, para estos valores de «, todos los exponentes involucrados en son
estrictamente negativos para cualquier r € N. En efecto, para todo r > 0,

8
— 2 0= 8a<0<=a>0.
r+3
Por otro lado,

2r(a —1)+2a — 6 2r+6

rla=D420=6 a2 2a—6<04= (2r+2)a <2 +6ma< 210

r+3 2r 4+ 2
Como ¢1(r) = g:ig es una funcién mondtona decreciente tal que lim,_,o g1(r) = 1, entonces para

que el exponente en cuestién sea estrictamente negativo para todo r € N basta pedir que a < 1.
Finalmente,

rla—1)—-2a—-3 r—+3
( ) <O0<=ra-r—-20-3<0<= (r-2a<r+3<a<—.
r+3 r—2
Siguiendo un razonamiento andlogo, se tiene que go(r) = :J_rg es una funciéon mondtona decreciente

tal que lim,_, g2(r) = 1, por lo que la desigualdad anterior serd nuevamente satisfecha por cualquier
a < 1. De esta forma, se concluye que

lfm MSE (w",) —0

n—oo

como queriamos probar.



Apéndice C

Sobre el sesgo del estimador
leave-one-group-out

Partiendo de las ideas cldsicas de [Rudemol (1982) y [Bowman| (1984)), en la Seccién [3.3] se ha pro-
puesto un selector de validacién cruzada insesgada para el estimador de |Cao et al.| (2011), f; g, el
cual permite obtener una ventana para su construccién en aquellos contextos en los que nicamente
los pesos muestrales wy, ..., wy asociados a las observaciones agrupadas t1, ..., ¢ son conocidos. Este

selector parte de la expresién del error cuadratico integrado de fw o

ISEy(t1, ..., tk; h) /fgh dx—z/fgh (z) dx+/f(x2

para, a continuacién, estimar su dnico sumando desconocido que depende de h, [ f? , (z)f(z) dz, a
través del estimador

k
X wifi ) Y

donde fg ~J denota al estimador leave-one- group-out definido en , 'y construir asi la funcién de
validacién cruzada

k
UCV,(h) = R (i) =2 wi i’ 1),
j=1

cuya minimizacién conduce a la ventana h,, -

En el contexto cldsico de datos no agrupados, el estimador andlogo a (C.1)) — definido a través del
estimador tipo nicleo de Parzen-Rosenblatt, f, ;, y clasicamente basado en estrategias de tipo leave-

one-out, ver Rudemo| (1982) y Bowman/ (1984)) — resulta ser un estimador insesgado de la cantidad
E[f fon(2)f(z) dz], verificAndose, para una m.a.s X1,..., X,, la igualdad

;Zf;; ~5 | [ funle) () aa].

donde f ' denota al estimador leave-one-out. Esta misma cuestion, ahora planteada para el caso de
datos agrupados, es la que se discute en este apéndice, cuestionando la validez de la igualdad

ij 20| =8| [ @ a].
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En este sentido, comentar que el problema se ha abordado desde un enfoque practico, realizando
un breve estudio de simulacién consistente en generar B = 1000 muestras agrupadas — siguiendo el
esquema de agrupacién recogido en la Seccién — procedentes de los Modelos 1, 2, 6, 9 y 10 de
Marron y Wand| (1992) y aproximar el cociente

B[S w357 ()]
E[f /2 () f(z) da]’

(C.2)

donde los correspondientes estimadores fg) ;, han sido construidos en base a la ventana plug-in propuesta
en la Seccién Los resultados obteI{idos, recogidos en la Tabla sugieren que, conforme el
tamano muestral aumenta, el cociente entre ambas cantidades se aproxima lentamente a la unidad,
lo cual puede ser un indicativo de la insesgadez asintética de (C.1)) (y, por tanto, de la validez de la
adaptacién del selector de validacién cruzada insesgada al contexto de datos agrupados). De todas
formas, los resultados obtenidos en este estudio parecen mostrar que dicha convergencia se produce de
manera lenta.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 6 Modelo9 Modelo 10
n =50 4.0280 11.2811 4.4015 4.6796 5.7956
n = 500 1.1605 1.2718 1.2415 1.2525 1.2441
n = 5000 1.0372 1.0572 1.0508 1.0526 1.0586
n = 10000 1.0242 1.0370 1.0332 1.0342 1.0377

Tabla C.1: Aproximaciones de las cantidades E[Z?Zl w; Algl)”;j (t)]/ELS fgh(ac)f(x) dz] obtenidas a
partir de 1000 muestras de tamano n € {50,500,5000,10000} generadas en base a los modelos 1, 2, 6,
9y 10 de Marron y Wand)| (1992)) y agrupadas segtin el esquema recogido en la Seccién m En todos
los casos se ha empleado el selector plug-in propuesto en la Seccién para la construccién de los
estimadores tipo nicleo involucrados en dicho cociente.

A la vista de estos resultados, se podria pensar en emplear un estimador de [ flgu n(@) f(x) dz alter-
nativo, que proporcione una tasa de convergencia del cociente en cuestién a la unidad mas rapida que
la proporcionada por . En este sentido, se ha probado a emplear como estimador — nuevamente
para los modelos de Marron y Wand| (1992) anteriormente considerados — la media ponderada de los
valores E’h(tl)w.., Afj’h(tk%

En este caso, si bien es cierto que el cociente ]E)[Zf:1 wjffj’h(t]-)}/E[f fﬁjyh(x)f(m) dz] parece converger
a la unidad de forma mas rapida de lo que lo hace (puesto que ya con n = 500 toma el valor
aproximado de 0.994), los resultados obtenidos — a través de un estudio de simulacién similar al
presentado en el Capitulo— con el estimador fi » construido en base a esta modificacién del selector
de validacién cruzada insesgada han resultado ser mucho peores — en términos del MISE, — que los

obtenidos con el estimador ((C.1).
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