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Resumen

Resumen en espanol

La avispa asidtica (Vespa velutina) presenta una amenaza sobre la diversidad biolégica europea
desde su introduccién accidental en el continente. A partir del afio 2012 se ha ido expandiendo por
Galicia llegando a colonizar todo el territorio. En este trabajo se estudiard la reconstruccién de los
distintos focos de nidos de la avispa sobre la comunidad gallega mediante un problema de estimacién
no paramétrica de conjuntos de nivel. Se revisardn distintas metodologias para, dada una muestra
aleatoria simple generada a partir de una distribucién desconocida, la reconstruccién de un conjunto
de nivel que contenga una probabilidad fijada. Se estudiara especificamente el método de la envoltura
r—convexa. El principal problema de este, es la fuerte dependencia sobre el pardmetro r. Se presentara
y estudiard una versiéon mejorada de este método a partir de una propuesta para la estimacién del
valor r y lo aplicaremos sobre la distribucion de los nidos de velutina en Galicia.

English abstract

The Asian hornet (Vespa velutina) has posed a threat to European biological diversity since its
accidental introduction on the continent. Since 2012 it has been expanding throughout Galicia, co-
lonizing the entire territory. In this work, the reconstruction of the different foci of the hornet nests
on the Galician community will be studied by means of a non-parametric estimation problem of level
sets. Different methodologies will be reviewed for, given a simple random sample generated from some
unknown distribution, the reconstruction of a level set containing a fixed probability. The r—convex
hull method will be specifically studied. The main problem with this is the strong dependency on the
r parameter. An improved version of this method will be presented and studied based on a proposal
for estimating the value r, and we will apply it to the distribution of velutina nests in Galicia.
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Capitulo 1

Introduccion

La Vespa velutina nigrithoraz, conocida comunmente como avispa negra, avispdn asiatico o avispa
velutina, se ha convertido en el primer depredador Vespidae accidentalmente introducido desde Asia
a Europa, a través de Francia en el ano 2004 (Rortais et al., 2010). El origen de la introduccién es
incierto, y se cree que podrian haber sido importadas accidentalmente a través del comercio agricola
antes del 2004 (Villemant et al., 2006). En este continente se la considera una especie exética invasora
debido a que es una amenaza para la diversidad bioldgica nativa, principalmente para las abejas.

La expansién por Europa se fue realizando progresivamente, primero se detecté en Espana en el
ano 2010 (Castro and Pagola-Carte, 2010), en Bélgica y el norte de Portugal en el 2011, en Italia
en el 2012, en Alemania en el 2014, Reino Unido en el 2016 y en Suiza en el 2017 (ver por ejemplo
Rojas-Nossa et al. (2018)). En la Figura 1.1 se muestra un mapa obtenido de INPN (2020) en el que
se presenta la distribucién a dia 4 de agosto del ano 2020 de la velutina en Europa.

Los primeros avistamientos en la Peninsula Ibérica tuvieron lugar en el ano 2010 en Navarra y
Guiptzcoa , seguidos cronolégicamente por la deteccién de casos en el norte de Lugo, Vizcaya, Alava
y el norte de Catalufia en 2012, el sur de Pontevedra en 2013, el oriente de Cantabria, el occidente
de Asturias, La Rioja y el norte de Burgos en 2014 y la Isla de Mallorca en el 2015, aunque aqui se
cree controlada al no haberse detectado ningun caso en el 2019. Por ultimo, en el 2019 se avista por
primera vez un nido en la provincia de Valladolid (se puede consultar Viejo (2020)).

Debido a la repercusion medioambiental, econémica y de conservacion de la biodiversidad, la especie
fue incluida en el Anexo del Real Decreto 630/2013, de 2 de agosto, por el que se regula el Catédlogo
espafiol de especies exéticas invasoras. A partir del 2014 se crea en Galicia el Protocolo De Vigilancia
y Control Frente a la Avispa Asidtica, en el cual, entre otras cosas, se trata cémo afecta la presencia de
esta avispa a distintos ambitos, principalmente al de la produccién apicola y al &mbito medioambiental,
debido a que son un depredador natural de las abejas. También provoca una alarma ciudadana, ya
que, aun no siendo una avispa maés violenta que las de otras especies, si se vuelve agresiva cerca de los
nidos, los cuales se encuentran, no solo en espacios rurales sino en espacios urbanos también, lo cual
ha provocado casi una decena de muertes en Galicia (Xunta de Galicia, 2016).

En este trabajo tendremos el objetivo de realizar estimaciones no paramétricas de determinados
conjuntos de nivel de la funcién de densidad de la localizaciéon de nidos de velutina en la comunidad
auténoma de Galicia. Se trata de estimaciones no paramétricas debido a que no tendremos ninguna
suposicion de que la funcién de densidad f pertenezca a ninguna clase de funciones. Los conjuntos
de nivel a estimar serdn los valores x tales que la funcién de densidad aplicada en esos puntos sea
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Figura 1.1: Mapa de la distribucién de la velutina en Europa.

mayor que un determinado valor t. Esta forma de definirlos tiene el problema de que muchas veces
no tenemos informacién sobre los valores que puede tomar f(z), por lo tanto los conjuntos de nivel
que definitivamente usaremos seran aquellos mas pequenos cuya probabilidad total sea mayor que un
pardmetro 7 € (0,1). De esta forma, podremos estimar las zonas en las que se encuentran los distintos
focos de la avispa.

El conjunto de datos que utilizaremos, aportado por la Conselleria de Medio Rural de la Xunta de
Galicia, contiene la fecha y localizacién de los nidos de velutina registrados en Galicia entre los anos
2014 y 2019, ambos inclusive. La localizacién viene data en coordenadas UTM y los representaremos
directamente sobre la comunidad de Galicia. Los datos se pueden visualizar graficamente en la Figura
1.2. Se puede observar la deteccién al principio de dos focos, en la zona mas septentrional y en la
parte suroeste de la comunidad, pero ano tras ano se ve como la deteccién de nidos se extiende por la
comunidad hacia el interior, quedando cada vez méas homogéngea la distribucién. Los anos de mayor
incidencia fueron el 2017 y el 2018, viéndose reducido notablemente el niimero de casos en el 2019.

El problema de la estimacién de los conjuntos de nivel de una distribucién es un problema ma-
tematico perteneciente al estudio de la estimacién de conjuntos, por lo tanto la geometria juega un
papel esencial. El objetivo en general seréd la reconstruccién de ciertos conjuntos compactos en R? a
partir de una muestra aleatoria de puntos que tienen una relacién directa con el conjunto a reconstruir.
Cuando el valor 7 = 0, el problema se convierte en la reconstruccién del soporte de la distribucién,
que es, por lo tanto, un caso particular, por lo que se podra abordar desde otros puntos de vista mas
concretos. El objetivo serd conseguir buenos resultados tedricos para cualquier valor de 7 bajo las
menores restricciones posibles, pero siendo estas necesarias para que la reconstruccién sea correcta.

El contenido del presente Trabajo de Fin de Maéster se distribuye de la siguiente manera. En el
Capitulo 1 hemos introducido la idea del objetivo de este trabajo. La estimacion no paramétrica de
conjuntos de nivel, los cuales hemos tratado superficialmente. También hemos presentado los datos
de los nidos de velutina en Galicia, datos que utilizaremos para apoyarnos a la hora de aplicar las
estimaciones de dichos conjuntos.
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Figura 1.2: Localizacién de los nidos de velutina en Galicia entre los afios 2014 y 2019.

En el Capitulo 2 estudiaremos con detalle los conjuntos comentados anteriormente, definiéndolos de
forma concreta. Estudiaremos tres distintos métodos generales para la reconstruccion de los conjuntos
de nivel, uno de los cudles no tendra restricciones geométricas sobre el conjunto a estimar, mientras
que los otros dos requerirdan de unas condiciones geométricas que definiremos anteriormente, siendo
la mas importante la r—convexidad, la cual depende de un pardametro r. Por ltimo introduciremos
las nociones de distancias entre conjuntos para su uso en los proximos Capitulos, teniendo especial
relevancia en nuestro trabajo la distancia de Hausdorff.

Una vez presentados los métodos bajo condiciones geométricas, en el Capitulo 3 presentaremos el
método propuesto por Saavedra (2014) para la estimacién de conjuntos de nivel bajo la hipdtesis de que
dichos conjuntos son r—convexos. Primero introduciremos la nocién del parametro éptimo ro que nos
proporcionara el mayor valor de r tal que el conjunto sea r—convexo. Una vez hecho esto estudiaremos
el célculo de una estimacion de este parametro y la construccién del conjunto de nivel estimado. Acto
seguido detallaremos el algoritmo propuesto es una versién posterior revisada de Rodriguez-Casal
and Saavedra-Nieves (2019) para la computacién de los conjuntos deseados a partir de una muestra
aleatoria simple y acabaremos el Capitulo con la aplicacién a una muestra concreta de la velutina que
es utilizada anteriormente en el Capitulo 2.

Para comprobar que el algoritmo anteriormente mencionado funciona bien, realizaremos, en el
Capitulo 4, un estudio de simulacién empleando varios modelos de mixturas de normales bidimen-
sionales cuya funcién de densidad es conocida, pudiendo asi comparar el conjunto estimado con el
conjunto real para comprobar si el ajuste es bueno. Una vez comprobado que el algoritmo se compor-
ta bien, en el Capitulo 5 lo aplicaremos sobre los datos de la velutina presentados al inicio de este
Capitulo, de forma anual, para poder estudiar asi cémo varia la concentracién de nidos tras los anos
a lo largo del territorio gallego, y en la zona de Santiago de Compostela. Finalizaremos este Trabajo
con el Capitulo 6, el cual servird para la exposicién final de las conclusiones sacadas a lo largo de los
Capitulos y presentar una posible extensién del trabajo.
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Capitulo 2

Estimacion de conjuntos de nivel de
la densidad

Dada una muestra aleatoria simple X,, = {X3, ..., X,} de una variable aleatoria absolutamente
continua X con distribucién de probabilidad Px, puede ser interesante estudiar el soporte compacto
y no vacio de la misma, pero cuando una parte importante de este sea casi vacio desde un punto de
vista probabilistico, serd mas importante estudiar determinados conjuntos de nivel. Estos conjuntos
de nivel seran de la forma:

G(t)={z e R": f(z) >t}

con t > 0. Sin embargo, en muchas ocasiones no tenemos informacién a priori sobre los posibles valores
de f(t). En la practica esto suele ser asi, por lo que nos dedicaremos a, dado un valor 7 € (0, 1), estimar
el conjunto de nivel que tiene una probabilidad contenida mayor o igual a 1 — 7, es decir, estimar el
conjunto:

L(r)={z eR: f(x) > [},
donde

fr =sup {y € (0,00) : /_ FO I pysyy =1 - T} .

Por lo tanto, nuestro objetivo serd estimar el conjunto L(7) a partir de una muestra aleatoria simple
X, ={Xy, ..., X,} de X con funcién de densidad f. La estimacién no paramétrica de conjuntos de
nivel ha sido considerada en la literatura desde tres perspectivas distintas. En la Seccién 2.1 presen-
taremos la primera y mdas general de estas tres perspectivas: la metodologia plug-in. En la Seccién
2.2 estableceremos unas condiciones geométricas que tendréan bastante importancia a lo largo de este
trabajo, sobre todo la condicién de r—convexidad. Ademés presentaremos brevemente las otras dos
perspectivas de la estimacion de conjuntos de nivel de la funcién de densidad: la metodologia del exceso
de masa y la metodologia hibrida. Por 1ltimo estableceremos la nocién de distancia entre conjuntos,
lo cual nos servird para determinar el error de estimacién del conjunto a estimar.
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2.1. Meétodos plug-in

La forma mads simple de estimar L(7) cuando no se tienen condiciones geométricas sobre el conjunto
resultan las estimaciones plug-in. Estos métodos proponen estimar L(7) como

L) = {zeR: ful0) 2 f },

donde f, es un estimador no paramétrico de la funcién de densidad f, en general el estimador no
paramétrico de tipo nucleo

con H un matriz de ventanas d—dimensional, simétrica y definida positiva, Ky (z) = |H| 2 K(H 22)y
K :R? — R una funcién tipo nticleo (por lo general ser4 la densidad gaussiana); y fT es un estimador de
f+ obtenido mediante métodos de integracién numérica o, como propuso, Hyndman (1996) utilizando
el 7—cuantil de la distribucién empirica de f,(X1) ..., f(X,).

Para distintos métodos plug-in de bases de datos especificos puede consultarse Baillo and Cuevas
(2006) o Singh et al. (2009). Para el caso unidimensional puede consultarse el método propuesto por
Samworth and Wand (2010).

2.2. Meétodos bajo condiciones geométricas

En los casos mas generales no se le imponen condiciones geométricas a los conjuntos tedricos que han
de ser estimados. Sin embargo, si se tiene alguna informacion adicional, se pueden conseguir estimadores
mas sofisticados. Ahora definiremos las propiedades de convexidad, de r—convexidad para un valor
r > 0 y la propiedad de libre rodamiento que podremos utilizar para considerar otros estimadores mas
potentes de L(7) bajo las condiciones establecidas.

2.2.1. Condiciones geométricas

Definicién 2.1. Un conjunto A C R? se dice convexo si para cada par de puntos x,y € A y para todo
~ € [0,1] se verifica que yz + (a — v)y € A.

Esto es, un conjunto sera convexo si puedes llegar desde un punto cualquiera hasta otro en linea
recta sin salirte del propio conjunto. En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de conjunto convexo y
otro de conjunto no convexo en R2.

Definicién 2.2. Sea A C R? un conjunto. Se define la envoltura convexa de A como la interseccién
de todos los conjuntos convexos de R? que contienen a A. Se denota por H(A).

Esto es, H(A) es el menor conjunto convexo que contiene a A. En la Figura 2.2 se puede observar
la envoltura convexa del conjunto no convexo presentado en la figura 2.1.

En la practica asumir convexidad suele ser muy restrictivo ya que cualquier conjunto con més de
una componente conexa no es nunca convexo. Por ello vamos a definir una condicién geométrica mucho
menos restrictiva que generaliza la propiedad de convexidad como es la r—convexidad para un r > 0.
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Conjunto convexo Conjunto no convexo

Figura 2.1: A la izquierda un conjunto convexo. A la derecha un conjunto no convexo.

Figura 2.2: En continua la envoltura convexa del conjunto en discontinua.

Definicién 2.3. Sea A C R? un conjunto cerrado. Dado un r > 0 definimos la envoltura r—convexa

de A como:
Cr(A) = N (Br (2))°,
{B,(z):Br(z)NA=2}
donde B, (x) representa la bola abierta centrada en z de radio r.

Definicién 2.4. Un conjunto cerrado A C R? se dice que es r—convexo para cierto r > 0 si

A=C, (A).

Mientras que la envoltura convexa coincide con la interseccion de todos los semiespacios cerrados
que contienen a A, la envoltura r—convexa se calcula como la interseccion de los complementos de las
bolas abiertas de radio r que no intersecan con A. De forma intuitiva podemos pensar en la envoltura
convexa de un conjunto A como la envoltura r—convexa cuando el valor de r tiende a infinito. En las
Figuras 2.3 y 2.4 se puede observar la dependencia del valor r a la hora de que un mismo conjunto sea
0 NO 7'—CONVeXo.

La envoltura r—convexa satisface varias propiedades interesantes. Por ejemplo, C,.(A) C C,.(A)
para todo r < r*. También se puede probar que si A es un conjunto cerrado y convexo, entonces sera
r—convexo para todo r > 0. En la Figura 2.5 se puede ver esto con unos ejemplos ilustrados.

Por dltimo introduciremos la condicién de libre rodamiento.

Definicién 2.5. Sea A C R? un conjunto cerrado y r > 0. Se dice que una bola de radio r rueda
libremente en A si para cada punto frontera b € A existe un z € R? tal que b € B, [x] C A.

En la Figura 2.6 se muestran dos conjuntos, uno con la propiedad de libre rodamiento y la otra
sin ella. Posteriormente en este trabajo estableceremos la relacién entre esta tltima condicién y la
r—convexidad.
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Figura 2.3: El conjunto A es igual a C,.(A) y, por lo tanto, es r—convexo.

e

Figura 2.4: El conjunto A en rojo no es igual a Cy«(A) en azul y, por lo tanto, no es r*—convexo.

2.2.2. Meétodos bajo condiciones geométricas

Bajo la hipétesis de que el conjunto a estimar cumple alguna determinada restriccién geométrica
se pueden establecer nuevos modelos. La metodologia de exceso de masa utiliza el hecho de que el
conjunto de nivel G(t), para un t > 0, maximiza el funcional

Hy(B) = P(B) — tu(B),

donde B es un conjunto de Borel, P es la medida de probabilidad inducida por f y u es la medida
de Lebesgue. Por lo tanto, si B es una clase de conjuntos, bajo la restriccion G(t) € B, un estimador
natural G(t) de G(t) serfa el maximizador, en B, del exceso de masa empirico

Hin(B) = Pn(B) — tu(B),

donde PP,, denota la probabilidad empirica inducida por la muestra X' .El caso cuando B es la clase de
conjuntos convexos fue estudiado por Hartigan (1987) para el caso bidimensional y por Griibel (1988)
para el caso unidimensional.

A la hora de estimar bajo las mismas condiciones el conjunto de nivel L(7), el método empirico
propuesto por Walther (1997) estima como L(7) = G(f,), donde

fT:mzix{t>O:]P’n<G'(t)) 21—7}.
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Figura 2.5: El conjunto de la izquierda es convexo y, por lo tanto, r—convexo para todo r > 0. El
conjunto central no es convexo, pero es r—convexo para todo r < r*. El conjunto de la derecha no es
r—convexo para ningun r > 0.

Figura 2.6: Una bola de radio r rueda libremente en A, pero ninguna bola de radio 7* rueda libremente
en B con r* > 0.

Los métodos que asumen tanto restricciones geométricas a priori sobre L(7) como un estimador piloto
no paramétrico de la densidad, son denominados métodos hibridos. Un método hibrido clasico es el
método de suavizado granulométrico propuesto por Walther (1997) que asume que una bola de radio
r rueda libremente sobre L(7) y sobre la clausura de su complementario L(7)¢. Este método depende
de un parametro r: para valores demasiado grandes de este pardmetro el estimador obtenido puede ser
igual al vacio, mientras que valores pequenos de r provoca estimadores separados.

Dos métodos propuestos en Saavedra (2014) son el método de la envoltura convexa y el método de
la envoltura r—convexa.

El primero de estos métodos estima L(7) asumiendo a priori que el conjunto de nivel es convexo.
Para pequenios valores de 7 se trata de una condicién poco restrictiva. El método estima L(7) de la
siguiente forma:

1. Primero mediante un estimador no paramétrico tipo nicleo f, se halla el estimador fT como
fr = méx {t P, (é(t)) >1- 7'} ,

donde G(t) = H(X, 4 (1)), siendo X, 1 (t) = {X € &, : fu(X) >t}.

2. Se define el estimador del conjunto de nivel

L(r) = H(X, 1 (f7))-

El principal problema de este estimador es la asuncién de que L(7) es convexo, lo cual en la mayoria
de las situaciones es muy restrictivo.
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El segundo método estima L(7) asumiendo a priori que el conjunto de nivel es r—convexo. Esta
asuncién es mucho menos restrictiva que la convexidad. El método estima L(7) de la siguiente forma:

1. Primero mediante un estimador no paramétrico tipo nicleo f, se halla el estimador fT como
fr = méx {t P, (G(t)) >1- T} ,

donde G(t) = Cp(X,4 (1)) para un r > 0 fijo.

2. Se define el estimador del conjunto de nivel

L(7) = Cr(Xn 1(f7))-

El principal problema de este método es la dependencia sobre el parametro > 0 que, por lo general,
es desconocido. Para valores demasiado pequenos de r, el estimador resulta muy dividido, mientras
que valores demasiado grandes de r producen estimadores muy parecidos a la envoltura convexa. En
la Figura 2.7 se puede observa esto con bastante claridad. Para el valor » = 200000 la envoltura
r—convexa unifica los dos grupos de puntos claramente separados, anadiendo muchos puntos del con-
junto X,, _(fo.3) a la estimacion, siendo X, _(f,) = X \ X4 (f), viéndose su parecido a la envoltura
convexa, mientras que para el valor r = 2000, divide en muchos grupos pequenios la muestra X, 4( fo_g).
En la Figura 2.8 se ve una versién ampliada de la zona norte en el caso Csgoo (s, + (fo_g)) y en la Figura
2.9 una versiéon ampliada de CQOOO(Xn’Jr(fO_S)).

Figura 2.7: El conjunto Xn#(fo‘g) en verde y X, ’,(fA()‘:;) en rojo para los datos de la velutina del mes
de octubre del ano 2015. En azul aparece representado H (X, +(fo.3)) en la figura de la izquierda,
C200000(Xn,+(fo.3)) en la figura del centro izquierda, Csooo(Xn +(fo.3)) en la del centro derecha y

C2000(Xn,+(fo.3)) en la de la derecha.

2.2.3. Distancias entre conjuntos

Para poder evaluar cémo se ajusta el conjunto estimado L(7) a L(7) debemos ser capaces de medir
la distancia entre ambos conjuntos. Para esto uno podria pensar en la distancia euclidiana, pero esta
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Figura 2.8: El conjunto Xn#(fo,g) en verde y Xn’,(f()'g,) en rojo para la zona norte de Galicia de los
datos de la velutina del mes de octubre del afio 2015. En azul aparece representado Csooo(Xn, +(f0.3))-

S

Figura 2.9: El conjunto Xn#(fo,g) en verde y Xn’,(f0,3) en rojo para la zona norte de Galicia de los
datos de la velutina del mes de octubre del afio 2015. En azul aparece representado Cagoo( X, +(f0.3))-

tiene un gran problema y es que conjuntos bastante distintos pueden tener una distancia euclidea igual
a cero como se muestra en la Figura 2.10.

Asi pues necesitamos definir otro tipo de distancia sobre los conjuntos.

Definicién 2.6. Sean A y C' dos conjuntos de Borel acotados. La distancia en medida entre A y C' se
define como:

4y (4, C) = i (AAC)
donde 4 denota la medida de Lebesgue y AAC = (A\ C)U(C'\ A).

La distancia en medida cuantifica la similitud en contenido. Si queremos una distancia que cuanti-
fique la proximidad fisica entre dos conjuntos podemos usar la distancia de Hausdorff.

Definicién 2.7. Sean A, C' C R¢ conjuntos compactos no vacios. Se define la distancia de Hausdorff
entre Ay C, siendo d(a,C) = inf{||la — ¢|| : ¢ € C} como :

dp (A, C) = méx {supd(a, C), supd (e, A)} .
acA ceC

En la Figura 2.11 se ilustra un ejemplo de esta distancia. Intuitivamente se trata de la mas larga
de las distancias euclideas que podemos establecer entre un punto y el punto mas cercano del otro
conjunto.
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Figura 2.10: Los conjuntos A y C tienen un borde en comin, por lo que su distancia euclidea es cero.

di(4,C)

A c

Figura 2.11: Distancia de Hausdorff entre los conjuntos A y C.

Con estas distancias tenemos pues, una forma de medir el error de estimacién entre los conjuntos
estimados y los tedricos. En el capitulo siguiente estableceremos el método introducido por Saavedra
(2014) para estimar un valor 6ptimo de r que definiremos previamente y para calcular la estimacién
de L(7) mediante una versién mejorada del método de la envoltura r—convexa.



Capitulo 3

Algoritmo para la estimacion de
conjuntos de nivel

Una vez presentado el método de la envoltura r—convexa y habiendo visto el problema que puede
presentar la seleccién del pardmetro r, en este capitulo presentaremos la versién mejorada tratada por
Saavedra (2014) y presentaremos una versién revisada del algoritmo propuesto en Rodriguez-Casal
and Saavedra-Nieves (2019) para la estimacién de conjuntos de nivel de la funcién de densidad. Para
ello primero tendremos que establecer un método automatico para la seleccién del parametro r.

En la Seccién 3.1 definiremos el pardmetro 6ptimo ro(t) y su respectivo estimador 7g(t) para el
problema de estimar G(t). En la Seccién 3.2 estableceremos los 6rdenes de convergencia con respecto a
las distancias entre conjuntos introducidas en el Capitulo 2 de los estimadores de G(t) y de L(7). Por
ultimo, en la Seccién 3.3 se propondra el algoritmo para la seleccién del pardmetro r y acto seguido el
algoritmo para la estimacién de L(7).

3.1. Estimacién del parametro 6ptimo

Dada una muestra aleatoria simple X, queremos estimar un valor de r ideal para la estimacién
de G(t) mediante un método de envoltura r—convexa. Para ello tenemos que empezar definiendo un
pardmetro éptimo r > 0, que serd el mayor valor de r > 0 tal que G(t) es r—convexo. Por simplificacién
en la exposicién, primero supondremos que el conjunto G(t) no es convexo pues, en caso contrario, el
parametro éptimo valdria infinito.

Definicién 3.1. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio, no convexo y r—convexo para
cierto r > 0. Definimos el pardmetro 6ptimo

ro(t) =sup{y>0:C, (G(t)) =G(t)}.
El supremo anteriormente establecido resulta ser un maximo bajo la siguiente propiedad geométrica:

(R%) Una bola cerrada de radio A > 0 rueda libremente en G(¢) y una bola cerrada de radio r > 0

rueda libremente en G(t)°.

13
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Que se cumpla la condicién (R%) es una propiedad natural en general de los conjuntos de nivel de
una funcién de densidad. Ahora estableceremos las hipdtesis del Teorema 2 de Walther (1997):

A. 1. El umbral ¢ de G(t) pertenece a [l,u] con —oo <! < u < sup(f) < oo

2. feCP(U),p > 1dondeU es un conjunto abierto y acotado que contiene a G(I — ¢)\Int(G (u+
¢)) para cierto ¢ > 0, donde G(u + ¢) es acotado.

3. El gradiente de f, Vf, satisface |V f| > m > 0 y la condicién Lipschitz en U:

IVf(z) = Vf(y)| < klz — y| para x,y € U.

Bajo estas condiciones se verifica (R%) para r = A = m/k. La hipdtesis (A) garantiza que G(t) es
un conjunto compacto y no vacio y ro(t) > m/k, para todo t € [I,u]. La consideracién adicional de
la condicién de forma (R}) nos proporciona varias propiedades interesantes. En particular se puede
demostrar que bajo la condicién (RY), G(t) es r—convexo. Mas especificamente, bajo (R} ), la propiedad
de que una bola de radio r ruede libremente implica r—convexidad, lo cual no ha de ocurrir siempre
como se indica en Cuevas et al. (2012). Un ejemplo de esto se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1: Para el conjunto mostrado en negro se cumple que una bola de radio r rueda libremente
sobre el conjunto. Sin embargo el conjunto no es r—convexo ya que su envoltura r—convexa es la unién
del conjunto negro con el rojo.

En el método de la envoltura r—convexa dividiamos la muestra original &), en dos subconjuntos
Xn+ ¥ X, — de los cuales solo utilizdbamos el primero. De esta forma no considerdbamos ninguna
informaciéon que nos pudiera aportar el complementario de G(t). Para resolver este problema, modi-
ficando el método anteriormente comentado, empezaremos por proponer un estimador del parametro
optimo 7o, para lo cual tenemos que considerar una secuencia D,, que cumpla la siguiente asuncion:

D. D, es igual a M (logn/n)P/(4+2P) un valor suficientemente grande de la constante M > 0.

Definicién 3.2. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio y no convexo. Bajo las asuncio-
nes (A) y (D), sea X,, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucién con funcién de
distribucién f. Un estimador de r¢ puede ser definido como:

Fo(t) =sup{y>0:C, (X5 (1)) NX, (t) =2},

donde
X)) ={XeX,: fu(X)>t+ D}y X, (1) ={X €X,: fu(X)<t—D,}.

De esta forma dividimos a la muestra X,, en tres submuestras, X,/ (t) , X (t) y X, \ X7 (t) U X, ().
Desde un punto de vista intuitivo, X} (¢) deberfa estar contenido en G(t) y X, (t) en G(t)°. Esto ocurre
asi, incluso para conjuntos convexos, como enunciaremos formalmente mas adelante. También se puede
probar que X;f () # @ y que, si G(t) no es convexo, con probabilidad uno y para n lo suficientemente
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grande, el conjunto sup{y > 0:C, (X, (t)) N X, (t) = @} es no vacio y acotado superiormente, por
lo que el estimador propuesto estd bien definido. Para garantizar que 7 satisface estas interesantes
propiedades tenemos que considerar dos propiedades sobre el estimador tipo ntcleo f, de f. Se puede
consultar Walther (1997) o Giné and Guillou (2002) para més detalles:

K. 1. La funcién tipo nucleo K es continua de al menos orden p con soporte acotado y varianza
finita.

2. El parametro ventana h es del orden (logn/n)/(4+2p),

Proposicién 3.3. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto y no vacio. Bajo las asunciones (A), (D)
y (K), sea X,, un muestra aleatoria generada a partir de una distribucién con funcion de densidad f.
FEntonces,

P (X (t) C G(t), X, (t) C G(t)°, eventualmente ) = 1.

Proposicién 3.4. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto y no vacio. Bajo las asunciones (A) , (D)
y (K), sea X, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucion con funcion de densidad f.
Entonces, para todo € > 0 se verifica que

P( sup sup d(z, X1 (t)) <e, eventualmente | = 1.
tell,u] xeG(t)

Esta proposicién garantiza que, eventualmente, de forma casi segura, X, es no vacio. El siguiente
corolario nos muestra, en particular, que X5 es un estimador consistente de G(t) uniformemente en ¢
con la distancia de Hausdorff.

Corolario 3.5. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto y no vacio. Bajo las asunciones (A) , (D) y
(K), sea X,, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucidn con funcién de densidad f.
Entonces, para todo € > 0 se verifica que

P (du(G(t), X, (t)) < & eventualmente ) = 1.

n

El siguiente teorema nos garantiza la convergencia uniforme en ¢ € [I,u] para el estimador del
pardmetro ro(t).

Teorema 3.6. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio y no convexo. Bajo las asunciones
(A) , (D) y (K), sea X,, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucion con funcion de
densidad f. Entonces, para todo € > 0

P ( sup |fo(t) —ro(t)| < e, eventualmente ) =1
te(l,u]

3.2. Ordenes de convergencia del estimador

Una vez estudiada la consistencia del pardmetro 7o (t), serfa natural considerar C ) (X,f (t)) como
un estimador del conjunto de nivel G(t). Sin embargo, en general, la consistencia de este estimador
no puede ser garantizada. Saavedra (2014) propone G(t) = Cy, 1y (X5 (t)) como el estimador de G(t),
donde 7, (t) = vig(t) para un valor fijo de v € (0,1). Como G(t) es r*—convexo si es r—convexo, se
tiene que G(t) = C.(G(t)) = C+(G(t)), por lo que cabe esperar que para n suficientemente grande ,
G(t) sea r, (t)—convexo. Esto lo estableceremos en la siguiente proposicién y, acto seguido, proveeremos
los 6rdenes de convergencia en forma de Teorema.
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Proposicién 3.7. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio y no convexo. Bajo las asunciones
(A), (D) y (K), sea X,, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucion con funcion de
densidad f. Sea v € (0,1) un valor fijado y sea r,(t) = vig(t). Entonces,

P (Cr, 1) (X (t)) C G(t), eventualmente ) = 1.

Teorema 3.8. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio y no convexo. Bajo las asunciones
(A), (D) y (K), sea X,, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucion con funcion de
densidad f. Sea v € (0,1) un valor fijado y sea vy, (t) = viy(t). Entonces,

n , logn o .
sup dg (Crn(t)(')(n (1)), G(t)) =0 | méx | Dy, , de forma casi sequra.
n

te(l,u]

El mismo orden de convergencia se mantiene para d,(C,. (X5 (t)),G(t)).

Todas las demostraciones de los resultados anteriores se pueden consultar en Saavedra (2014).

Al principio del Capitulo 2 habiamos comentado que en la practica resulta natural estimar, no el
conjunto de nivel G(t) para cierto valor ¢, sino el conjunto L(7) para algin 7 € (0,1). En el siguiente

teorema establecemos los érdenes de convergencia del estimador natural de L(7) , L(7) a través del
estimador establecido anteriormente de G().

Teorema 3.9. Sea G(t) un conjunto de nivel compacto, no vacio y no convexo. Bajo las asunciones
(A), (D) y (K), sea X, una muestra aleatoria generada a partir de una distribucion con funcion de

densidad f. Sea v € (0,1) un valor fijado y sea r,(t) = vig(t). Sea fr el estimador de f, definido como

fr = méx {t:Pn (Cr, (XS (1) =1 -7},

y P, la medida de probabilidad empirica inducida por X,. St T > T son tales que l < f; , fr <wu, y
L(r) = Crn(fn)()(,f(fn)), entonces

2

A d+1
sup dg (L(T),L(T)) =0 (méx {Dn, (logn) }) , de forma casi segura.
n

TE[T,7|

El mismo orden de convergencia se mantiene para d,, (ﬁ(T), L(’T)).

La demostracién puede encontrarse en Rodriguez-Casal and Saavedra-Nieves (2019).

3.3. Algoritmo para la estimacién de conjuntos de nivel

En este apartado propondremos el algoritmo revisado introducido en Rodriguez-Casal and Saavedra-
Nieves (2019) para la estimacién del conjunto de nivel L(7). Para ello hemos de calcular los conjuntos
Xty X, que dependen a su vez de la secuencia D,,. En el algoritmo no serd necesario la estimacién
directa de D,,.

Dado un valor de 7 € (0,1), seleccionaremos el valor de 7 mds grande, cumpliendo 0 < 7 < 7, tal
que el estimador de conjuntos de nivel asociado contenga una proporcién de puntos mayor o igual que
1-—7.
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_ Para un valor 7 se establecen los estimadores XF(f) y X7 (f7) a partir de la muestra X,,, donde
f& v f= son calculados mediante remuestreo bootstrap como se indica a continuacién.

A partir de f,, se generan B remuestras bootstrap A7 ,,,..., X%, de tamano n. Para cada una, se
determina la proporcién de puntos dentro y fuera del conjunto de nivel {fn > (fn)7}. Para un valor fijo
de un pardmetro p se calculan dos valores 7 y 7— y a partir de ellos se calculan los umbrales f;r y f;
como se describe detalladamente en el algoritmo posterior. Si la proporcion de puntos de X,, contenidos
en [A/(’) es mayor o igual que 1 — 7 finaliza el algoritmo. En otro caso se ha de considerar un valor

mas pequeno de 7. D,, podria ser computado como méx { f+ fT, fT f; }, pero esta computacién

explicita no es necesaria.
A continuacién se presenta un algoritmo por dicotomia para el cdlculo del pardmetro 7 (f;):

Algoritmo 3.10. Dados los argumentos de entrada: X;F (f) , X7 (f7), 7m € (0,00) , as € (rpm,00)
yJeN:

1. Para cada iteracion y mientras el numero de ellas sea menor que J:

a) r=(rm+7rnm)/2
b) Si X7 (F) N Co(XF (F)) £ @, entonces rag = 1.
c) En el otro caso, rp, =r.

2. fo(fr) =rm

Computacionalmente resulta sencillo el célculo de las envolturas r—convexas para el caso bidimen-
sional como se muestra en Pateiro-Lépez and Rodriguez-Casal (2010).

A confinuacién presentamos de forma detallada el algoritmo para el computo del estimador del
conjunto de nivel L(7) , L(7).

Algoritmo 3.11. Dados los argumentos de entrada 7, X, B,p y el paso s:

1. Calculamos el estimador de la densidad tipo nicleo f, de X,.
2. Establecemos P=0y T =r.
3. Mientras que P < (1 —T) hacemos:
= Determinamos el umbral (fn)z.
= Para cadai € {1,...,B}:
e Generamos una remuestra bootstrap X/, de tamano n a partir de fy,.

e Determinamos fn(X},).
e Cualculamos los pardmetros

o () = (fa)=} yr = L n(Xn) < (Fn)e}

Ti+ = n i,— n

» Determinamos T— y T4 como los p—cuantiles de los vectores 7" y T;", respectivamente.
, ,

= Calculamos los umbrales f; Yy f;‘ como los T— y (1 — 74 )—cuantiles de f,(X,), respectiva-
mente.
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= Obtenemos los subconjuntos de X, :

= Computamos 7o ;) a partir de los conjuntos establecidos en el paso anterior mediante el
algoritmo 3.10.

= Estimamos L(7) como L(7) = CAO(f?)(X;(fJ)).

T

= Actualizamos:

e P como la proporcién de puntos de X, en ﬁ(?)

e T=T-—35

4. El estimador obtenido es L(7).

Para el cdlculo del pardmetro #o( f;) tenemos que indicar qué parametros J , r,,, v s utilizaremos.
Es natural establecer el valor r,, lo mas pequeno posible, por lo que utilizaremos r,,, = 0. Para que no
pueda haber el problema de seleccionar un 7y = 0 haremos que, en caso de que 7o( f;) =0 en el paso
2 del algoritmo 3.10, cambiaremos el valor por 7o(fz) = (rm + 7a7)/2. Para el valor de r); cogeremos
un valor tal que C f?)(Xn) sea casi igual a la envoltura convexa H(X,,). Para ello cogeremos un
valor excesivamente grande. En particular, en el caso bidimensional escogeremos el mayor valor de
las componentes x de la muestra menos el minimo de estas y le sumaremos el maximo valor de las
componentes y menos la menor. Hecho esto es necesario un valor de J que garantice que ante un ;s
muy grande se siga ajustando bien. Cogeremos el valor J = 60 ya que un mayor valor de J implica
solo un pequeno coste computacional mayor sobre el algoritmo 3.11, y el error sobre 7; serd menor
que 55, lo cual nos garantiza una precision de siete cifras decimales para ry; < 10'2. En el préximo
Capitulo estudiaremos mediante simulaciones el comportamiento del algoritmo 3.11 en funcién de sus
parametros de entrada y del tamano muestral.

Aplicando el algoritmo a la muestra de octubre del afio 2015 de los datos de la Velutina en Galicia
con los pardmetros B = 250,p = 0.25,s = 0.01 y 7 = 0.3 obtenemos un valor fo(fT) = 5386.2920. En
las Figura 3.2 y 3.3 se muestra la estimacién ﬁ(T) obtenida. Puede resultar interesante compararla con
las Figuras 2.7, 2.8 y 2.9 de la Seccién 2.2.2.
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Figura 3.2: El conjunto X, (fo.3) en verde , X (fo.3) en rojo y &, \ (Xn*(fo,g) UX, (fo_g)) con puntos

negros, obtenidos sobre los datos de la velutina del mes de octubre del afio 2015. En azul aparece
representado el conjunto de nivel L(0.3) = Cs3g6.2920(X,} (fo0.3)) obtenido mediante el algoritmo 3.11.

Figura 3.3: El conjunto X} (fo.3) en verde , X (fo.s) en rojoy X, \ (er‘(fo,g) UXx, (fo,g)) con puntos
negros para la zona norte de Galicia obtenidos sobre los datos de la velutina del mes de octubre del
ano 2015. En azul aparece representado el conjunto de nivel L(0.3) = Csssg.2020( X, (fo.3)) obtenido
mediante el algoritmo 3.11.
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Capitulo 4

Estudio de simulacion

El algoritmo descrito en Rodriguez-Casal and Saavedra-Nieves (2019) para estimar L(7) depende
de los los parametros B , p , s y de la muestra X,,. Es, por lo tanto, interesante estudiar cémo se
comporta el algoritmo en funcién de estos valores. Para las simulaciones utilizaremos cuatro modelos
distintos, obtenidos como mixturas de normales, extraidos de Wand and Jones (1995). Se trata de dos
modelos bimodales y dos modelos trimodales con distintas separaciones de las modas y con distintos
valores de la funcién de densidad en estas. En la Figura 4.1 aparecen representados los cuatro modelos,
mientras que en el Cuadro 4.1 aparecen descritos los cuatro modelos, siendo cada uno representado de
la forma:

k

2 2
E wy N (Milaui27ai170i27pi) 5
i=1

con k = 2 para los dos primeros modelos y k = 3 para los dos iltimos, donde w es un vector de pesos
k ) . . .
tal que Y ; ; w; =1, p;; es la componente j del vector de medias de la i-ésima normal de la mixtura ,
2

o;; es la componente j de la diagonal de la matriz de covarianza de la i-ésima normal y p; el coeficiente

de correlacion de la i-ésima normal.

En la Seccién 4.1 presentaremos los resultados para un estudio sobre la influencia de los parametros
B, py s. Para ello, fijando una muestra y 7 , calcularemos el estimador L(7) y dg (L(7), L(7)), variando
los tres parametros sobre los que vamos a realizar el estudio. En la Seccién 4.2 estudiaremos la influencia
del tamano muestral en el algoritmo, calculando la media de las distancias de Hausdorff entre .i/(’]’) y
L(7) a través de muchas muestras con el mismo tamano muestral y utilizando los mismos pardmetros
B, p y s; para varios tamanos muestrales, observando asi una clara disminucién de la distancia de
Hausdorff a medida que aumenta el valor de n. También comprobaremos si el algoritmo es capaz de
detectar las distintas componentes conexas estudiando la proporcién de veces que se estiman bien.
Por dltimo, en la Seccién 4.3 estableceremos las conclusiones de los resultados obtenidos en el estudio
de simulacién. Para todos los resultados utilizaremos los valores de J, 1, y s descritos al final del
Capitulo 3.

4.1. Influencia de los parametros de entrada

Para cada modelo empezaremos por comprobar como influyen los parametros B , s y p sobre una
misma muestra para muestras de distinto tamano n y para distintos valores de 7, a la hora de calcular la
distancia de Hausdorff entre L(7) y L(7). Més especificamente, para cada modelo crearemos 5 muestras,

21
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Figura 4.1: Representacion grafica de los cuatro modelos.

cada una de tamafo n = {250, 500, 1000, 2500, 5000} y dados 7 € {0.3,0.5,0.7,0.9} , B € {50,100, 250},
p € {0.1,0.25,0.5} y s € {0.01,0.04} calcularemos L(7) mediante el algoritmo 3.11, simularemos una

gran cantidad de puntos de su frontera y calcularemos la distancia de Hausdorff entre estos puntos y
la frontera de L(7).

En los Cuadros 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 al final del Capitulo se pueden observar los resultados
obtenidos para el modelo Bimodal I. En la Figura 4.7 aparecen representados graficamente los conjuntos
estimados para B = 250 , p = 0.25 , s = 0.01 , n € {250,100,5000} y 7 € {0.9,0.7,0.5,0.3}. Por lo
general no parece que el valor de B ni de p influyan significativamente en los resultados. La mayor
variacion se da en el caso de 7 = 0.9 , n = 250 y s = 0.01, ya que con p = 0.5 se obtienen mejores
resultados. Esto se debe a que para este valor de p es capaz de detectar las dos modas mientras que en
el resto de los casos detecta una tnica componente conexa como se puede observar en la Figura 4.2.
Aun asi, por lo general, no parece influir, sobre todo para valores mayores de n, donde los resultados
se vuelven maés estables. No podemos hacer una comparativa de los resultados con distinto tamafo
muestral debido a que los resultados se pueden ver fuertemente influidos por la muestra concreta. En
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Modelo S wi N (i, paz, 02, 0%, p;)

Bimodal I BN (-1.0.(3)%.(3)°.0) + 5N (1.0.3)°. (3)" 0)

Bimodal 1T IV (1L-1,3)% ()% %) + 3V (-1 L3 (3)%0)

Trimodal I 55N (=8,8,(2)°. (D). 55) + a6 (§-5. (D" ()" -3) + 63 (0.0.()*. ()4
Trimodal T 3N (—1,0, ()", ()",3) + 88 (1.2 ()", ()", 0) + #8 (1. -2, ()", (5)".0)

Cuadro 4.1: Parametros de los 4 modelos obtenidos como mixtura de normales.

un estudio posterior estudiaremos este efecto sobre el resultado. Para menores valores de 7 también
se observan mejores resultados en general. Esto es normal ya que el algoritmo funciona mejor cuanto
menor sea el valor de 7, sobre todo cuando L(7) consiste en una tnica componente conexa, o cuando
a medida que se disminuye 7 no aparecen modas nuevas.

n=250,tau=0.9, B=250 n=250,tau=0.9, B =250
p=0.25, paso = 0.01 p=0.5, paso =0.01

Figura 4.2: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Bimodal I para 7 = 0.9. En azul la
frontera del conjunto de nivel estimado .E(T) para el mismo modelo y el mismo valor de 7, con el valor
B =250, s =0.01 , el modelo de tamano n = 250 y p = 0.25 en la primera grafica y p = 0.5 en la
segunda.

En los Cuadros 4.14, 4.15, 4.16 y 4.17 al final del Capitulo se pueden observar los resultados obte-
nidos para el modelo Bimodal II. En la Figura 4.8 aparecen representados graficamente los conjuntos
estimados para B = 250 , p = 0.25 , s = 0.01 , n € {250,100,5000} v 7 € {0.9,0.7,0.5,0.3}. Para
7 = 0.9, el modelo de tamano n = 250 no estima bien L(7) debido a que detecta una componente
conexa en cada una de las dos modas, cuando deberia detectar una tinica componente conexa. Esto se
puede observar con claridad en la Figura 4.3. En la siguiente seccién estudiaremos con qué frecuencia
ocurre esto. No parece que influya significativamente la variacion de los valores de B, p y s para ningun
caso.

En los Cuadros 4.18, 4.19, 4.20 y 4.21 al final del Capitulo se pueden observar los resultados obte-
nidos para el modelo Trimodal I. En la Figura 4.9 aparecen representados graficamente los conjuntos
estimados para B = 250 , p = 0.25 , s = 0.01 , n € {250,100,5000} y 7 € {0.9,0.7,0.5,0.3}. Los
resultados para los cinco modelos con 7 = 0.9 no son del todo satisfactorios. Como se observa en la
Figura 4.4, esto es debido a que L(0.89) tiene una tercera componente conexa en la tercera moda
que L(0.9) no tiene. Atn asi, de aqui no podemos inferir c6mo afecta el tamano muestral a la buena
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n=250,tau=0.9,B=250 n =500, tau =0.9, B =250
p=0.5,paso=0.01 p=0.5, paso=0.01

Figura 4.3: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Bimodal II para 7 = 0.9. En azul la
frontera del conjunto de nivel estimado E(T) para el mismo modelo y el mismo valor de 7, con el valor
B =250,s=0.01yp=0.5y el modelo de tamafio n = 250 en la primera gréifica y el de tamano
n = 0.5 en la segunda.

deteccion, en este caso, de la no existencia de una tercera componente conexa pues puede verse fuer-
temente influenciado por la muestra concreta como ya comentamos anteriormente. En la Seccion 4.2
reflejaremos esto.

Como en los anteriores modelos, parece que no influyen de manera significativa los valores de B y de
p. El cambio de valor en s tampoco parece influir mucho salvo en algin caso como el mostrado en la
Figura 4.5. Esto se debe a que al ser el paso mayor, [A/(T)S:O,m C [A/(T)SZOA(M siempre, por lo que ante
componentes conexas cercanas intenta unificar tanto o mas las distintas componentes.

x.2]
3

A1

Figura 4.4: En verde la frontera de L(0.1) , en rojo la frontera de L(0.89) y en azul la frontera de
L(0.9) para el modelo Trimodal I.

Por ltimo, en los Cuadros 4.22, 4.23, 4.24 y 4.25 al final del Capitulo se pueden observar los resul-
tados obtenidos para el modelo Trimodal II. En la Figura 4.10 aparecen representados graficamente los
conjuntos estimados para B = 250 , p =0.25 , s = 0.01 , n € {250, 100,5000} y 7 € {0.9,0.7,0.5,0.3}.
En este ultimo modelo tampoco parece que los valores de B , p y s, tengan mucha relevancia. Las
distancias de Hausdorff de la muestra de tamano n = 500 en el caso de 7 = 0.9 y n = 250 en el caso
de 7 = 0.3 dan malos resultados debido a que no son capaces de detectar una segunda y una tercera
componente conexa respectivamente, como se muestra en la Figura 4.6.
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n=5000,tau=0.3,B = 250 n=5000, tau=0.3,B =250
p=0.25, paso = 0.01 p=0.25, paso = 0.04

Figura 4.5: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Trimodal I para 7 = 0.3. En azul el
conjunto de nivel estimado i/(T) para el mismo valor de 7 , con el modelo de tamano n = 5000 ,
B =250, p=0.25y el valor de s = 0.01 para la grafica de la izquierda y de s = 0.04 para la grafica
de la derecha

n=500,tau=0.9,B =250 n =250, tau=0.3, B =250
p=0.25, paso = 0.01 p=0.25, paso = 0.01

Figura 4.6: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Trimodal IT para 7 = 0.9 en el grafico de
la izquierda y 7 = 0.3 en el grafico de la derecha. En azul el conjunto de nivel estimado ﬁ(r) para los
mismos valores de 7 , con el modelo de tamano n = 500 , B =250 , p = 0.25 y s = 0.01 en el grafico
de la izquierda y el modelo de tamano n = 250 , B = 250 , p = 0.25 y s = 0.01 para la grafica de la
derecha

Parece ser, por lo tanto, que en los modelos presentados no tiene a priori relevancia significativa
el valor de p que escojamos, siempre y cuando no sea muy alto ya que puede provocar errores en
el algoritmo a la hora de generar la sucesién D,,. Con respecto al valor de las remuestras bootstrap
B, tampoco parece que merezca la pena el coste computacional anadido de pasar de B = 100 a
B = 250. Atun asi hay que tener en cuenta que valores excesivamente bajos de B si provocan resultados
irregulares. Con respecto al valor del paso s, tener en cuenta que, ain en general siendo los resultados
muy parecidos con s = 0.04 y con s = 0.01, en el primer caso la proporcién de puntos de la muestra
contenidos en el conjunto i(T) es siempre igual o mayor que en el segundo caso, por lo que los resultados
seran igual o peores.
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n=>5000, tau=0.9, B=250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau = 0.7, B = 250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau= 0.5, B =250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau= 0.3, B =250
p=0.25, paso = 0.01

Figura 4.7: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Bimodal I para 7 = 0.9 en la primera fila,
7 = 0.7 en la segunda fila, 7 = 0.5 en la tercera fila y 7 = 0.3 en la cuarta fila. En azul la frontera del
conjunto de nivel estimado E(T) del mismo modelo para los mismos valores de 7 , con el valor B = 250
,§=0.01,p=0.25y el modelo de tamano n = 250 en la primera columna , n = 1000 en la segunda

columna y n = 5000 en la tercera columna.
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n=250,tau=0.9,B =250 n=1000, tau=0.9, B =250 n=>5000, tau=0.9, B=250
p =0.25, paso = 0.01 p=0.25, paso = 0.01 p=0.25, paso = 0.01
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Figura 4.8: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Bimodal II para 7 = 0.9 en la primera
fila, 7 = 0.7 en la segunda fila, 7 = 0.5 en la tercera fila y 7 = 0.3 en la cuarta fila. En azul la frontera
del conjunto de nivel estimado 2/(7') del mismo modelo para los mismos valores de 7 , con el valor
B =250,s5=0.01, p=0.25y el modelo de tamano n = 250 en la primera columna , n = 1000 en la
segunda columna y n = 5000 en la tercera columna.
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n=1000, tau=0.9, B =250
p=0.25, paso = 0.01

n=1000, tau = 0.7 , B = 250
p=0.25, paso = 0.01

n=1000, tau=0.5, B =250
p=0.25, paso = 0.01

n=1000, tau= 0.3, B =250
p=0.25, paso = 0.01

4 2 0

n=>5000, tau=0.9, B=250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau = 0.7, B = 250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau= 0.5, B =250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau= 0.3, B =250
p=0.25, paso = 0.01

Figura 4.9: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Trimodal I para 7 = 0.9 en la primera
fila, 7 = 0.7 en la segunda fila, 7 = 0.5 en la tercera fila y 7 = 0.3 en la cuarta fila. En azul la frontera
del conjunto de nivel estimado 2/(7') del mismo modelo para los mismos valores de 7 , con el valor
B =250,s5=0.01, p=0.25y el modelo de tamano n = 250 en la primera columna , n = 1000 en la
segunda columna y n = 5000 en la tercera columna.
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n=>5000, tau=0.9, B=250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau = 0.7, B = 250
p=0.25, paso = 0.01

@

n = 5000, tau= 0.5, B =250
p=0.25, paso = 0.01

n = 5000, tau= 0.3, B =250
p=0.25, paso = 0.01

Figura 4.10: En rojo la frontera del conjunto L(7) del modelo Trimodal IT para 7 = 0.9 en la primera
fila, 7 = 0.7 en la segunda fila, 7 = 0.5 en la tercera fila y 7 = 0.3 en la cuarta fila. En azul la frontera
del conjunto de nivel estimado 2/(7') del mismo modelo para los mismos valores de 7 , con el valor
B =250,s5=0.01, p=0.25y el modelo de tamano n = 250 en la primera columna , n = 1000 en la
segunda columna y n = 5000 en la tercera columna.
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4.2. Influencia del tamano muestral

Una vez estudiado cémo afectan los parametros de entrada, resulta interesante estudiar la eficacia
del algoritmo en funcién del tamano muestral n. Para ello generaremos sobre cada uno de los cuatro
modelos anteriores 300 muestras para cada tamano n € {250, 1000, 2500} y le aplicaremos el algoritmo
con los pardmetros B = 100 , p = 0.25 y s = 0.01 para cada 7 € {0.3,0.5,0.7,0.9}. Hecho esto
calcularemos la distancia de Hausdorff entre la frontera de L(7) y la frontera de i/(T) para asi calcular
la distancia media. También calcularemos el nimero de componentes conexas formadas en cada ﬁ(T)
para compararlo con el nimero real de componentes conexas de L(7). En el Cuadro 4.2 se pueden
observar los resultados obtenidos con respecto a la distancia de Hausdorff en el modelo Bimodal I. Se
observa una clara mejoria en el ajuste al aumentar el tamano muestral como era de esperar, al igual
que al disminuir el valor de 7. El algoritmo establecido por lo general ajusta un mejor modelo cuanto
menor sea el valor de 7. Esto no ocurre siempre pues depende fuertemente del niimero de componentes
conexas que forman el conjunto de nivel a estimar. En el Cuadro 4.3 se observan los resultados con
respecto a la proporciéon de componentes conexas estimadas correctamente sobre el total. El algoritmo
tiende a unir componentes conexas cercanas, esto se observa bien para el valor de 7 = 0.7. Debido a la
cercania de las dos modas, mas de la mitad de las veces las junta en una sola, incluso para el valor de
n = 2500. Realizando en este caso 100 simulaciones con un tamano muestral de n = 10000 obtenemos
un resultado de una proporcién de 0.96 de cantidad de veces que se estima correctamente la cantidad
de componentes conexas.

T 0.9 0.7 0.5 0.3

250 0.6435 0.461 0.4032 0.3431

1000 | 0.3661 0.3633 0.2579 0.2153

2500 | 0.2915 0.315 0.1805 0.1672

Cuadro 4.2: Media de las distancia de Hausdorff entre L(7) y L(7) para 300 muestras con cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Bimodal
L

- n 250 1000 2500 | N° de componentes conexas reales
0.9 0.5833 0.8667 0.9633 2
0.7 0.1967 0.3233 0.5033 2
0.5 0.9867 0.9867 0.9933 1
0.3 1 1 1 1

Cuadro 4.3: Proporcién de las estimaciones de E(T) de las 300 muestras generadas para cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Bimodal
T que estén formadas por el mismo nimero de componentes conexas que L(7). En la dltima columna
se indica este ultimo valor.

En el Cuadro 4.4 se observan los resultados para el modelo Bimodal II. De nuevo, como era de
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esperar, se disminuye la distancia de Hausdorff al aumentar el valor del tamano muestral n. Los
resultados para 7 = 0.9 no son del todo satisfactorios debido a que, como se puede observar en el
Cuadro 4.5, estima mal el nimero de componentes conexas que, en este caso, estan relativamente
alejadas entre si, al detectar en muchos casos una segunda componente en la segunda moda, lo cual
provoca una distancia entre conjuntos bastante grande. Con un paso s mas pequeno los modelos
estimarfan mejor pues, cuanto mayor sea s, mayor resulta la proporcién P final del algoritmo 3.11. Un
ejemplo de esto se podia observar en el conjunto estimado de la izquierda de la Figura 4.3. Realizando
para este valor 7 = 0.9, 100 simulaciones con un tamano muestral de n = 5000 obtenemos un resultado
de una proporcién de 0.73 veces que se estima de forma correcta la presencia de una tinica componente
conexa.

n 0.9 0.7 0.5 0.3
250 1.8816 0.4321 0.5373 0.6218
1000 1.8982  0.241 0.2468 0.336
2500 1.1716 0.1845 0.2086 0.2175

Cuadro 4.4: Media de las distancia de Hausdorff entre L(7) y L(7) para 300 muestras con cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Bimodal
IL.

. 250 1000 2500 | N° de componentes conexas reales
0.9 0.28  0.3567 0.5967 1
0.7 0.9633 1 0.99 2
0.5 0.8533 0.9933 0.9967 2
0.3 0.2167 0.9233  0.98 2

Cuadro 4.5: Proporcién de las estimaciones de i(T) de las 300 muestras generadas para cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Bimodal
IT que estén formadas por el mismo nimero de componentes conexas que L(7). En la tltima columna
se indica este ultimo valor.

En el Cuadro 4.6 se observan los resultados obtenidos para el modelo Trimodal I. Como en los
dos casos anterior, el aumento del parametro n provoca una disminucién de la distancia de Hausdorff
media entre L(7) y ﬁ(T) Puede resultar curioso que a la hora de estimar la proporcién de componentes
conexas, para 7 = 0.9 se haga mejor con una muestra mas pequena, pero esto no es del todo correcto ya
que, aun detectando méas veces 2 componentes conexas el conjunto estimado cuando n = 250, las dos
componentes que halla no son las dos que deberfa. Con n = 2500 aunque la proporcién de casos en las
que estima 2 componentes es menor, es mayor la proporcién de veces que las estima de forma correcta
(atin asf sigue habiendo veces que estima la moda que no es, incluso mds veces que con n = 250,
solo que suele estimarla junto a las dos correctas, interpretando asi que L(0.9) esta formado por tres
componentes conexas). Esto ocurria en el ejemplo presentado en la Figura 4.9. La razén la habfamos
explicado en la secciéon anterior, se debia a la existencia real de una tercera componente conexa en
L(0.89), como se podia ver en la Figura 4.5. Para el valor de 7 = 0.5 ocurre lo contrario. Se tienen tres
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componentes conexas con dos de ellas muy cercanas y, debido a que la envoltura r—convexa generada
por el algoritmo tiende a unificar componentes cercanas, no es capaz en general de estimar la existencia
de las tres distintas componentes.

T 0.9 0.7 0.5 0.3

250 1.5417 0.4737 0.4447 0.5351

1000 1.9623 0.3128 0.2845 0.3304

2500 1.5187 0.201  0.2234 0.2575

Cuadro 4.6: Media de las distancia de Hausdorff entre L(7) y L(7) para 300 muestras con cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s =0.01 y p = 0.25 en el modelo Trimodal
L.

- n 250 1000 2500 | N° de componentes conexas reales
0.9 0.5967 0.34 0.25 2
0.7 0.17  0.6533 0.9833 3
0.5 0.0367 0.0167 0.1 3
0.3 0.0033 0.0967 0.5467 2

Cuadro 4.7: Proporcién de las estimaciones de E(T) de las 300 muestras generadas para cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Trimodal
T que estén formadas por el mismo nimero de componentes conexas que L(7). En la dltima columna
se indica este ultimo valor.

Por ultimo, el el Cuadro 4.8 estan los resultados realizados sobre el modelo Trimodal II. La media
de las distancias de Hausdorff también disminuye como era esperable con el aumento del tamano
muestral. Los resultados a la hora de estimar el nimero de componentes conexas de L(7) también son
satisfactorios para 7 € {0.9,0.7,0.5} como se puede ver en el Cuadro 4.9. Para el valor de 7 = 0.3 falla
bastante mas el algoritmo por razones similares a las que provocaban la mala estimacién en el caso
anterior sobre el modelo Trimodal I con 7 = 0.5.

4.3. Conclusiones del estudio

El método propuesto por Rodriguez-Casal and Saavedra-Nieves (2019) parece, por todo lo anterior,
ser capaz de estimar, por lo general, el conjunto L(7) eficazmente sin necesitar tamanos muestrales
muy grandes. Parece tener problemas a la hora de estimar conjuntos de nivel L(7) cuando el conjunto
L(7 + «) tiene nuevas componentes conexas, con « relativamente pequeno, y a la hora de estimar
conjuntos de nivel L(7) cuando hay componentes conexas préximas entre si. En definitiva, los resultados

simulados muestran que dg (L(T),.i/(T)) tiende a 0 a medida que n aumenta. Con respecto a los

parametros B , p y s, parece que una pequeiia variacién en ellos no afecta en gran medida al algoritmo.
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El niimero de remuestras bootstrap B, cuanto mayor mejor, pero hay que tener en cuenta hasta qué
punto merece la pena aumentarlo a cambio de un mayor coste computacional. Lo mismo ocurre con el
parametro s, cuanto més pequeflo mas cercana sera la proporcién de puntos en el conjunto estimado
del valor 1 — 7, pero a cambio de un mayor coste computacional. El pardmetro p afecta principalmente
a la estimaciéon de XF( f;r ), pero la cantidad de puntos que forman este conjunto no varfa mucho
dependiendo de su valor.

T 0.9 0.7 0.5 0.3

250 0.9938 0.4823 0.6359 0.763

1000 | 0.4365 0.3396 0.3526  0.433

2500 0.4257 0.2181 0.2567 0.3511

Cuadro 4.8: Media de las distancia de Hausdorff entre L(7) y L(7) para 300 muestras con cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s =0.01 y p = 0.25 en el modelo Trimodal
I1.

- n 250 1000 2500 | N° de componentes conexas reales
0.9 0.6967 0.8867  0.87 2
0.7 0.2467 0.87  0.9833 2
0.5 0.9067  0.97  0.9767 1
0.3 0.1067  0.26 0.35 2

Cuadro 4.9: Proporcién de las estimaciones de E(T) de las 300 muestras generadas para cada valor de
n € {250, 1000, 2500}, 7 = {0.9,0.7,0.5,0.3} con B =100, s = 0.01 y p = 0.25 en el modelo Trimodal
IT que estén formadas por el mismo nimero de componentes conexas que L(7). En la dltima columna
se indica este ultimo valor.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=09 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.6518 0.6464 0.6474 0.6456 0.3908 0.6435
250 | 100 | 0.6513 0.6509 0.6465 0.6509 0.4409 0.4587

250 | 0.6409 0.6448 0.6465 0.6448 0.3897 0.4577

50 | 0.6753  0.6728 0.6756 0.676 0.6741 0.6715
500 | 100 | 0.6703 0.6754 0.6762 0.6738 0.615 0.6723

250 | 0.6761 0.6736 0.6753 0.6751 0.676 0.6713

50 | 0.3085  0.3763 | 0.2588  0.3565 | 0.3085  0.3085
1000 | 100 | 0.3085  0.3757 0.3085  0.2589 0.3085 0.3085

250 0.259 0.3565 0.3085 0.2588 0.3085 0.3085

50 | 0.2872  0.2539 0.2539  0.2541 0.2883  0.2543
2500 | 100 | 0.2872 0.2872 0.2539 0.2539 0.2883 0.2543

250 | 0.2872 0.2874 0.2539 0.2539 0.2883 0.2543

50 | 0.2444  0.2777 0.236 0.2714 0.2253 0.2589
5000 | 100 | 0.2444 0.2644 0.2511 0.2715 0.2252 0.2589

250 | 0.2444 0.274 0.2361 0.2666 0.2255 0.259

Cuadro 4.10: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.9 del modelo Bimodal I.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=07 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 | 0.4191  0.5641 | 0.4195 0.419 0.4191  0.4188
250 | 100 | 0.4192  0.5073 0.4193  0.4193 0.419 0.4186

250 | 0.4193 0.5636 0.4194 0.4191 0.4188 0.4189

50 | 0.4572  0.4572 0.514 0.4696 0.4713  0.4054
500 | 100 | 0.5044 0.5044 0.4696 0.4696 0.4713 0.4054

250 | 0.4572 0.4572 0.4696 0.4696 0.4696 0.4054

50 0.241 0.2409 | 0.2588  0.2408 | 0.2407  0.2408
1000 | 100 | 0.2726  0.2409 0.3085  0.2408 0.2408  0.2411

250 | 0.2412 0.2409 0.3085 0.2406 0.2407 0.2405

50 | 0.3239  0.3453 | 0.3284  0.3457 | 0.3285 0.345
2500 | 100 | 0.3266  0.3327 | 0.2918  0.3442 0.3297  0.3451

250 | 0.3261 0.3325 0.328 0.3452 0.3296 0.346

50 | 0.2929  0.3285 0.2962  0.2883 0.2929  0.2886
5000 | 100 | 0.2929 0.3291 0.2963 0.2962 0.2879 0.2924

250 | 0.2924 0.3293 0.2963 0.2963 0.2877 0.2928

Cuadro 4.11: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.7 del modelo Bimodal I.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=05 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.3544 0.4211 0.3543 0.3545 0.3742 0.3743
250 | 100 | 0.4210 0.4218 0.3545 0.4214 0.3742 0.4211

250 | 0.3549 0.4212 0.3543 0.4210 0.3744 0.4213

50 | 0.3010  0.3385 0.2997  0.3009 0.3316  0.3239
500 | 100 | 0.2997  0.3011 0.3009 0.3380 0.3339 0.3239

250 | 0.2998 0.3385 0.2999 0.3338 0.3338 0.3338

50 | 0.3110  0.3089 | 0.3037  0.3073 | 0.3037  0.3037
1000 | 100 | 0.3075  0.3089 0.3037  0.3037 0.3037  0.3037

250 | 0.3089 0.3089 0.3037 0.3037 0.3037 0.3037

50 | 0.1828  0.2017 | 0.1831  0.1830 | 0.1837  0.1586
2500 | 100 | 0.1763  0.1977 | 0.1846  0.1830 0.1585 0.1661

250 | 0.1763 0.1846 0.1831 0.1830 0.1566 0.1836

50 | 0.1863 0.2112 0.1746 0.1746 0.1859 0.1745
5000 | 100 | 0.1863 0.2112 0.1761 0.1746 0.1736 0.1745

250 | 0.1650 0.2222 0.1746 0.1746 0.1846 0.1846

Cuadro 4.12: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.5 del modelo Bimodal I.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=03 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 | 0.4426  0.4426 | 0.3929  0.3933 | 0.3924  0.4422
250 | 100 | 0.3931 0.4426 0.3924  0.3929 0.3924  0.4422

250 | 0.3925 0.4426 0.3924 0.3925 0.4422 0.4422

50 | 0.2877  0.2862 0.2877  0.2877 | 0.2971 0.2877
500 | 100 | 0.2862 0.2862 0.2878 0.2877 0.2971 0.2877

250 | 0.2878 0.2862 0.2877 0.2863 0.2971 0.2878

50 | 0.1960  0.1964 | 0.1832  0.1838 0.1889  0.1607
1000 | 100 | 0.1961 0.1747 0.1885 0.1838 0.1889 0.1587

250 | 0.1842 0.1851 0.1886 0.1840 0.1869 0.1603

50 | 0.1865  0.2093 | 0.1710 02212 | 0.1710  0.2211
2500 | 100 | 0.1865  0.2133 0.1710  0.2212 0.1866  0.2212

250 | 0.1711 0.2093 0.1710 0.2212 0.1865 0.2212

50 | 0.1374  0.1515 0.1374 0.1711 0.1252 0.1711
5000 | 100 | 0.1329 0.1527 0.1398 0.1711 0.1410 0.1709

250 | 0.1365 0.1528 0.1381 0.1710 0.1253 0.1711

Cuadro 4.13: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.3 del modelo Bimodal I.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=09 p=0.1 = 0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 2.6537 2.6533 2.6534 2.6532 2.6534 2.6539
250 | 100 | 2.6534 2.6531 2.6538 2.6534 2.6536 2.6537

250 | 2.6536 2.6537 2.6534 2.6538 2.6537 2.6538

50 | 0.3246  0.3247 | 0.3247  0.3245 0.3247  0.3247
500 | 100 | 0.3246 0.3246 0.3246 0.3246 0.3246 0.3245

250 | 0.3245 0.3245 0.3245 0.3247 0.3245 0.3246

50 | 0.1568  0.1273 | 0.1573  0.1573 | 0.1495  0.1496
1000 | 100 | 0.1467  0.1273 0.1495  0.1573 0.1495 0.1496

250 | 0.1573 0.1273 0.1573 0.1573 0.1496 0.1496

50 | 0.2504  0.2503 | 0.2503  0.2320 | 0.2503  0.2331
2500 | 100 | 0.2340  0.2509 0.2338  0.2337 0.2503  0.2327

250 | 0.2506 0.2504 0.2503 0.2337 0.2503 0.2320

50 | 0.0870  0.1127 | 0.0870  0.1127 | 0.0870  0.1128
5000 | 100 | 0.0870 0.1028 0.0870 0.1128 0.0899 0.1128

250 | 0.0870 0.1028 0.0870 0.1126 0.0899 0.1128

Cuadro 4.14: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.9 del modelo Bimodal II.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=07 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.2196 0.2196 0.2196 0.2196 0.2196 0.2196
250 | 100 | 0.2196 0.2196 0.2196 0.2197 0.2197 0.2196

250 | 0.2196 0.2196 0.2196 0.2196 0.2196 0.2479

50 | 0.4008  0.4008 0.4008  0.4013 0.4012  0.4012
500 | 100 | 0.4008 0.4008 0.4008 0.4012 0.4012 0.4013

250 | 0.4008 0.4008 0.4008 0.4012 0.4012 0.4013

50 | 0.2928  0.2928 0.2941 0.2928 0.2938  0.2938
1000 | 100 | 0.2928 0.2928 0.2941 0.2928 0.2944 0.3196

250 | 0.2928 0.2928 0.2943 0.2832 0.2938 0.2938

50 | 0.2368  0.2168 0.2368  0.2169 0.2368  0.2368
2500 | 100 | 0.2368 0.2168 0.2306 0.2169 0.2368 0.2368

250 | 0.2368 0.2168 0.2306 0.2169 0.2368 0.2368

50 | 0.1687  0.2077 | 0.1805  0.2077 | 0.2004  0.2004
5000 | 100 | 0.1688 0.2077 0.1829 0.1829 0.2004 0.2004

250 | 0.1688 0.2076 0.1829 0.1805 0.2004 0.2004

Cuadro 4.15: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.7 del modelo Bimodal II.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=05 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 | 0.3108  0.3104 | 0.3108  0.3112 0.3103  0.3184
250 | 100 | 0.2342 0.3111 0.3108 0.2350 0.2355 0.3182

250 | 0.3109 0.3103 0.2321 0.3106 0.2323 0.3181

50 | 0.3487  0.3009 | 0.3492  0.2782 | 0.3491  0.2580
500 | 100 | 0.3532  0.3009 0.3491 0.2782 0.3013  0.2571

250 | 0.3532 0.2761 0.3013 0.2782 0.3013 0.2570

50 | 0.2018  0.2018 | 0.2000  0.1998 | 0.2021  0.1795
1000 | 100 | 0.2017  0.2018 0.2012  0.2013 0.2021 0.1796

250 | 0.2017 0.2019 0.2012 0.1998 0.2022 0.1796

50 | 0.1545  0.1684 | 0.1545  0.1545 0.1548  0.1548
2500 | 100 | 0.1542 0.1729 0.1545 0.1545 0.1385 0.1385

250 | 0.1684 0.1543 0.1545 0.1545 0.1548 0.1385

50 | 0.0975  0.1113 0.0976  0.0753 0.0975  0.0813
5000 | 100 | 0.0975 0.1113 0.0976 0.1189 0.0815 0.0814

250 | 0.0814 0.1113 0.0991 0.1191 0.0815 0.0815

Cuadro 4.16: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.5 del modelo Bimodal II.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=03 p=0.1 = 0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.6535 0.5749 0.6477 0.6329 0.5731 0.6539
250 | 100 | 0.6415 0.5736 0.6404 0.6354 0.6477 0.6356

250 | 0.6469 0.5706 0.6497 0.6354 0.6563 0.6270

50 | 0.6230  0.6229 0.6219  0.6279 0.6215  0.6192
500 | 100 | 0.6226 0.6253 0.6229 0.6288 0.6245 0.6198

250 | 0.6140 0.6259 0.6253 0.6222 0.6244 0.6249

50 0.2442 0.2450 0.2442 0.2430 0.2442 0.2464
1000 | 100 | 0.2451 0.2447 0.2442 0.2430 0.2442 0.2471

250 | 0.2430 0.2450 0.2450 0.2430 0.2447 0.2474

50 | 0.1421  0.1567 | 0.1563  0.1727 | 0.1726  0.1728
2500 | 100 | 0.1565  0.1566 0.1561 0.1728 0.1424  0.1728

250 | 0.1562 0.1567 0.1561 0.1727 0.1725 0.1728

50 | 0.1362 02117 | 0.1378  0.2113 0.1378  0.1362
5000 | 100 | 0.1362 0.2116 0.1378 0.2119 0.1362 0.1362

250 | 0.1362 0.2115 0.1378 0.2119 0.1362 0.1361

Cuadro 4.17: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.3 del modelo Bimodal II.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=09 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 1.3826 1.3823 1.3828 1.3823 1.3821 1.3824
250 | 100 | 1.1548 1.3819 1.1536 1.3825 1.3825 1.4694

250 | 1.4699 1.3815 1.3814 1.3824 1.3823 1.4702

50 | 1.7637  1.7638 1.7636 1.7637 1.7634 1.7814
500 | 100 | 1.7638 1.7635 1.7635 1.7637 1.7637 1.7813

250 | 1.7636 1.7633 1.7631 1.7636 1.7637 1.7814

50 | 1.7536  1.8056 1.7535  1.7537 | 1.7536  1.7537
1000 | 100 | 1.7537 1.8053 1.7536 1.7537 1.7537 1.7537

250 | 1.7537 1.8057 1.7537 1.7536 1.7536 1.7537

50 | 1.5708  1.6006 1.5709  1.6006 1.5541 1.5541
2500 | 100 | 1.5708 1.6006 1.5739 1.6006 1.5541 1.5541

250 | 1.5708 1.6006 1.5739 1.6006 1.5541 1.5541

50 | 1.6468 1.6678 1.6508 1.6679 1.6468 1.6697
5000 | 100 | 1.6509 1.6641 1.6508 1.6679 1.6468 1.6678

250 | 1.6507 1.6641 1.6508 1.6678 1.6507 1.6697

Cuadro 4.18: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.9 del modelo Trimodal 1.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=07 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.3931 0.3918 0.3951 0.3902 0.3931 0.5321
250 | 100 | 0.3936 0.3916 0.3969 0.3949 0.3879 0.3855

250 | 0.3834 0.3928 0.3882 0.3911 0.3908 0.3935

50 | 0.2997  0.6407 | 0.2993  0.2992 0.2992  0.3325
500 | 100 | 0.2987  0.6366 0.6360 0.2989 0.2992 0.3325

250 | 0.2996 0.6402 0.2997 0.2996 0.2992 0.3330

50 | 0.3613  0.3629 | 0.3623  0.3625 | 0.3621  0.3622
1000 | 100 | 0.3613  0.3613 0.3614  0.3614 0.3216  0.3623

250 | 0.3625 0.3632 0.3604 0.3607 0.2651 0.3622

50 | 0.2677  0.2677 | 0.2677  0.2583 | 0.2627  0.2583
2500 | 100 | 0.2677  0.3551 0.2677  0.2627 0.2627  0.2583

250 | 0.2677 0.2677 0.2720 0.2674 0.2720 0.2583

50 | 0.1325  0.1471 0.1114  0.1651 0.1205  0.1651
5000 | 100 | 0.1324 0.1464 0.1204 0.1650 0.1113 0.1649

250 | 0.1116 0.1464 0.1204 0.1648 0.1115 0.1651

Cuadro 4.19: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.7 del modelo Trimodal 1.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=05 p=0.1 = 0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.5024 0.5008 0.5165 0.5145 0.5020 0.5003
250 | 100 | 0.4993 0.5093 0.5008 0.5148 0.5031 0.5030

250 | 0.4990 0.5059 0.5039 0.5153 0.5006 0.5042

50 | 0.2767  0.2767 | 0.2773  0.2769 0.2786  0.2773
500 | 100 | 0.2767  0.2767 0.2773 0.2773 0.2785 0.2785

250 | 0.2767 0.2767 0.2773 0.2769 0.2785 0.2773

50 | 0.2513  0.2851 | 0.2599  0.2539 | 0.2513  0.2513
1000 | 100 | 0.2513  0.2845 0.2599  0.2599 0.2561 0.2513

250 | 0.2513 0.2853 0.2599 0.2523 0.2467 0.2513

50 | 0.2475  0.2629 0.2410  0.2629 0.2460  0.2625
2500 | 100 | 0.2434 0.2609 0.2459 0.2622 0.2482 0.2607

250 | 0.2456 0.2602 0.2488 0.2617 0.2483 0.2623

50 | 0.1559  0.1561 0.1340  0.1673 0.1344  0.1709
5000 | 100 | 0.1559 0.1552 0.1340 0.1674 0.1344 0.1711

250 | 0.1517 0.1558 0.1340 0.1673 0.1344 0.1711

Cuadro 4.20: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.5 del modelo Trimodal 1.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=03 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.5767 0.5538 0.5538 0.5830 0.5171 0.5170
250 | 100 | 0.5170 0.5538 0.5597 0.5830 0.5170 0.5170

250 | 0.5539 0.5170 0.5538 0.5830 0.5170 0.5170

50 | 0.3057  0.3081 0.3067  0.3048 0.3058  0.3050
500 | 100 | 0.3104 0.3708 0.3069 0.3029 0.3062 0.3066

250 | 0.3054 0.3080 0.3037 0.3180 0.3050 0.3047

50 | 0.3344  0.3360 | 0.3224  0.4168 | 0.2995  0.2992
1000 | 100 | 0.3005  0.3381 0.3015  0.4168 0.2980  0.2985

250 | 0.2986 0.3231 0.2996 0.4172 0.2993 0.2983

50 | 0.2576  0.2252 0.2409  0.2409 0.2251 0.2576
2500 | 100 | 0.2576 0.2251 0.2409 0.2409 0.2409 0.2576

250 | 0.2409 0.2409 0.2409 0.2409 0.2251 0.2576

50 | 0.1240  0.2252 0.1244  0.2270 0.1032  0.1687
5000 | 100 | 0.1233 0.1605 0.1401 0.1970 0.1031 0.1691

250 | 0.1348 0.1608 0.1398 0.2328 0.1031 0.1686

Cuadro 4.21: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.3 del modelo Trimodal 1.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=09 p=0.1 = 0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.3915 0.3625 0.3607 0.3910 0.3632 0.3629
250 | 100 | 0.3633 0.3631 0.3624 0.3891 0.3630 0.3620

250 | 0.3630 0.3631 0.3632 0.3632 0.3625 0.3633

50 | 1.5700 1.5221 1.5702 1.5219 1.5706 1.5704
500 | 100 | 1.5217 1.5705 1.5710 1.5224 1.5702 1.5700

250 | 1.5701 1.5221 1.5699 1.5704 1.5703 1.5700

50 | 0.4199  0.4242 0.4202  0.4497 | 0.3716  0.4198
1000 | 100 | 0.4198 0.4242 1.8700 0.4495 0.3712 1.8700

250 | 0.3920 0.4242 1.8700 0.4495 1.8699 0.4496

50 | 0.1865  0.1864 | 0.1978  0.1846 0.1846  0.1870
2500 | 100 | 0.1845 0.1948 0.1977 0.1846 0.1846 0.1870

250 | 0.1864 0.1864 0.1977 0.1846 0.1845 0.1870

50 | 0.2045  0.2459 0.1690  0.2241 0.1784  0.1971
5000 | 100 | 0.1705 0.2331 0.1690 0.2239 0.1786 0.2042

250 | 0.2059 0.2337 0.1690 0.2238 0.1782 0.2038

Cuadro 4.22: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.9 del modelo Trimodal II.



4.3. CONCLUSIONES DEL ESTUDIO

=07 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.4826 0.4822 0.4726 0.4723 0.4879 0.4728
250 | 100 | 0.4877 0.5000 0.4705 0.4887 0.4698 0.4866

250 | 0.4859 0.4995 0.4718 0.4706 0.4765 0.4839

50 | 0.2335  0.3204 | 0.2195  0.3078 0.2195  0.3116
500 | 100 | 0.2240 0.3207 0.2334 0.2307 0.2241 0.3588

250 | 0.2195 0.3138 0.2195 0.3075 0.2195 0.3585

50 | 0.3560  0.4649 | 0.3561  0.3692 | 0.3561  0.3692
1000 | 100 | 0.3562  0.4805 0.3559  0.3693 0.3693  0.4203

250 | 0.3685 0.4802 0.3560 0.3692 0.3688 0.4203

50 | 0.1419  0.1635 | 0.1423  0.1637 | 0.1428  0.1742
2500 | 100 | 0.1419  0.1637 | 0.1423  0.1637 0.1428  0.1742

250 | 0.1419 0.1636 0.1423 0.1637 0.1428 0.1742

50 | 0.1765  0.2588 0.1578  0.1607 | 0.1764  0.1762
5000 | 100 | 0.1835 0.2583 0.1607 0.1578 0.1765 0.1765

250 | 0.1723 0.2652 0.1607 0.1543 0.1765 0.1764

Cuadro 4.23: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.7 del modelo Trimodal II.



CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION

=05 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 0.5323 0.5383 0.5335 0.5693 0.4730 0.5592
250 | 100 | 0.5194 0.5381 0.5337 0.5791 0.4727 0.5737

250 | 0.5194 0.5336 0.5335 0.5783 0.4728 0.5595

50 | 0.3635  0.3560 | 0.2901 0.3561 0.2905  0.3282
500 | 100 | 0.3152 0.3746 0.3746 0.3562 0.2898 0.3290

250 | 0.3151 0.3747 0.2906 0.3559 0.2905 0.3291

50 | 0.4813  0.4835 | 0.5273  0.5533 | 0.5270  0.5817
1000 | 100 | 0.4837  0.5273 0.5529  0.5532 0.5272 0.5820

250 | 0.5270 0.5267 0.5535 0.5533 0.5273 0.5811

50 | 0.3123  0.3554 | 0.3123  0.3374 | 0.2836  0.3430
2500 | 100 | 0.3537  0.3509 0.3124  0.3192 0.2842 0.3454

250 | 0.3123 0.3510 0.3124 0.3374 0.2842 0.3453

50 | 0.1612 0.2282 0.1674 0.2037 0.1590 0.2037
5000 | 100 | 0.1683 0.2604 0.1674 0.2037 0.1590 0.2037

250 | 0.2050 0.2090 0.1674 0.2037 0.1590 0.2037

Cuadro 4.24: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.5 del modelo Trimodal II.
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=03 p=0.1 =0.25 p =05

n B |s=001 s=004|s=001 s=004]|s=001 s=0.04

50 1.2440 1.2440 1.2441 1.2440 1.4533 1.2587
250 | 100 | 1.2440 1.2589 1.2440 1.2575 1.4530 1.2441

250 | 1.2440 1.2441 1.2575 1.4530 1.2575 1.2441

50 | 0.3192  0.3124 | 0.3158  0.3332 0.3292  0.3320
500 | 100 | 0.3185 0.3743 0.3156 0.3335 0.3341 0.3341

250 | 0.3187 0.3167 0.3152 0.3331 0.3288 0.3354

50 | 0.3633  0.3655 | 0.3645  0.3650 | 0.4034  0.3948
1000 | 100 | 0.4036  0.3643 0.3649  0.3647 0.3646  0.3949

250 | 0.4034 0.3759 0.3651 0.3947 0.3641 0.3947

50 | 0.3544  0.3512 | 0.3485  0.3484 | 0.3321  0.3872
2500 | 100 | 0.3465  0.3491 0.3501 0.3472 0.3313  0.3497

250 | 0.3390 0.3512 0.3466 0.3483 0.3327 0.3499

50 | 0.3071  0.3883 0.3068  0.3975 0.3282  0.3975
5000 | 100 | 0.3065 0.3883 0.3064 0.3970 0.2858 0.3974

250 | 0.3072 0.3884 0.3062 0.3966 0.2858 0.3975

Cuadro 4.25: Resultados de las simulaciones para 7 = 0.3 del modelo Trimodal II.



50

CAPITULO 4. ESTUDIO DE SIMULACION



Capitulo 5

Analisis de los datos

En el Capitulo 1 presentamos los datos donde se recogen las localizaciones de nidos de velutinas
registrados en Galicia entre los anos 2014 y 2019, ambos inclusive. En este Capitulo estimaremos
distintos conjuntos de nivel empleando el método visto en el Capitulo 3 para la avispa asidtica, tras
haber comprobado en el Capitulo 4 su correcto funcionamiento general, pudiendo de esta forma estudiar
la distribucion de los focos en Galicia de forma anual en la Seccién 5.1, y en la zona de Santiago de
Compostela en la Seccién 5.2.

5.1. Estimacion anual

Empezaremos por estimar el conjunto de nivel estimado E(T) para los distintos valores de 7 €
{0.95,0.9,0.8,0.7,0.5} para cada uno de los seis afos desde el 2014 hasta el 2019. Para ello utilizaremos
unos valores en el algoritmo de J =60 , 7, = 0 y ray = 502275 (escogido como indicamos al final del
Capitulo 3) para el cdlculo del pardmetro 7g; y de B =100, p = 0.25y s = 0.01 para el célculo de ﬁ(T)
En las Figuras 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 y 5.9, al final de este Capitulo, se pueden observar graficamente los
resultados obtenidos para los anos 2014, 2015,2016,2017,2018 y 2019, respectivamente, mientras que
los valores estimados 7¢( fT) se pueden contemplar en el Cuadro 5.1, donde marcamos como infinito
aquellos valores iguales al valor r;. Como habiamos comentado en el Capitulo 1, la avispa se localizé
por primera vez en la zona norte de la provincia de Lugo y al sur de Pontevedra en el 2012, ain asi,
habiéndose expandido en ambas zonas desde el principio, se puede observar como hasta, y durante,
el ano 2014, la expansién fue mayoritaria en la zona norte. En el ano 2015 se observa un repunte
de casos en la zona del sur de la ciudad de Vigo, quedando esta contenida en el conjunto estimado
ﬁ(0.95). También se detecta la presencia de una moda en la ciudad de A Corufia y un aumento en la
zona norte de Lugo. En el ano 2016 el nimero de nidos reportados se duplicé con respecto a su ano
pasado. El conjunto IA/(O.95) presenta una tnica componente conexa en la zona de A Coruna lo cual
indica un mayor incremento en la deteccién (y posible localizacién) de nidos de velutina en esa zona
comparado con el resto de Galicia. ﬁ(0.5) nos muestra que en el 2016 la presencia de los nidos empieza
a expandirse no solamente por la costa de la comunidad, particularmente detecta una componente
en la ciudad de Santiago de Compostela y la de la zona de A Coruna se extiende hasta el sur de la
comarca de Betanzos. Con respecto al ano 2017, los casos se volvieron a duplicar. Este ano ﬁ(0.95)
detecta dos componentes. Una en A Coruna y una en Santiago de Compostela. De esto no se puede
inferir que las avispas asidticas tengan prevalencia por las zonas urbanas debido a que en estas, de
una misma cantidad de nidos se reportan mas al ser zonas mas pobladas. En el ano 2018, habiéndose

o1
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- Afio | 2014 2015 2016 2017 2018 2019
0.95 00 00 9210 25827 4620 36120
0.9 14619 40678 6456 3072 1711 6153
0.8 00 2137 3598 1969 3512 2766
0.7 00 3562 1929 2054 1671 3917
0.5 4401 2275 2041 1757 1746 2505

Cuadro 5.1: Valor de los pardmetros estimados 7o(f,) para los valores de 7 € {0.95,0.9,0.8,0.7,0.5}
para las estimaciones realizadas sobre los datos de la velutina de los anos desde el 2014 hasta el 2019,
ambos inclusive.

reportado una cantidad similar de casos que en el 2017, la gran cantidad de componentes conexas que
se detecta para todos los niveles estudiados del valor 7 nos indican que la cantidad de focos es cada
vez mayor, pero a la vez que la distribucion de los nidos se vuelve un poco més homogénea a lo largo
del territorio gallego. Se puede ver como progresivamente se ha ido expandiendo hacia la zona oriental
de la comunidad, quedando la ciudad de Ourense contenida en el conjunto fJ(O.Q) y la ciudad de Lugo
en el conjunto ﬁ(O.S). Por tltimo, en el 2019 se registré una caida a la mitad de detecciones de nidos.
£(0.95) detecta tres componentes: una en la ciudad de Ourense, una en la ciudad de Pontevedra y la
mayor de todas en la ciudad de La Coruna y el sur de esta. La ciudad de Santiago de Compostela
ve mayor disminucién en los casos quedando su area no contenida en ﬁ(0.9). Los focos pasan a estar
principalmente en las ciudades y por las zonas rurales se distribuye de forma mas homogénea. En la
Figura 5.1 presentamos el conjunto ﬁ(0.25) por ano. Esto es la estimacién de las areas de Galicia mas
pequeiias que contienen al 75 % de los nidos de velutina reales de la comunidad en cada ano. Se puede
ver de esta forma muy bien cémo los dos focos en los que se inicié la invasién de la velutina en Galicia
van perdiendo importancia en comparacion a otras zonas donde el aumento es mucho maés significativo.

De forma general podemos comprobar cémo aiin expandiéndose por toda la comunidad, a diferencia
de la avispa comnn, la velutina construye sus nidos de forma habitual en las ciudades. Con los conjuntos
estimados podemos establecer prioridades en distintas zonas para la bisqueda de nidos, asi que lo
mismo puede resultar interesante a la hora de estudiar la distribucién en las ciudades.

5.2. Estimacién en Santiago de Compostela

Una vez comprobada la distribuciéon de los focos de nidos de velutina a lo largo de los anos en
Galicia y, visto que estos se dan en ciudades, por ultimo en este trabajo, vamos a comprobar en qué
parte de la ciudad de Santiago de Compostela se focalizan los casos. Para ello restringiremos los datos
de la velutina a los que se localizan en la comarca de Santiago de Compostela, tomando los 6 anos de
la muestra a la vez. Utilizaremos los valores de B = 250 , p = 0.25 , s = 0.01 y para los valores del
algoritmo del calculo de 7y utilizaremos J = 60, r,, = 0y 73y = 38545. A la izquierda de la Figura 5.2
mostramos el conjunto estimado I:(O.Q). El valor estimado 7 (fo,g) = 38545 = ryy, lo cual nos indica
que el conjunto ﬁ(O.Q) es, en esencia, convexo. Se ve como la Catedral de Santiago se encuentra en
el interior del conjunto, por lo que parece que no es solo que haya gran concentracion de nidos en las
ciudades sino que se encuentran en le centro de estas. Hay que recordar que esto puede ser porque en
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2014 2015 2016

2017 2018 2019

Figura 5.1: El conjunto X, (fo.25) en verde , X, (fo.25) en rojo y X, \ (X,j(fo,gg,) u X;(fo,gg,)) con

puntos negros, obtenidos sobre los datos de la velutina para cada ano entre el 2014 y el 2019. En azul
aparece representado el conjunto de nivel L(0.25) obtenido mediante el algoritmo 3.11.

las zonas con méas densidad de poblacién es més probable que se encuentre un nido en el caso de que
hubiera la misma densidad de nidos. En el lado derecho de la Figura 5.2 mostramos la reconstruccion
del conjunto L(0.7). El pardmetro #o(fo.7) = 927.0046, quedando asi un conjunto més ajustado que
si supusiéramos convexidad. Vemos en ella cémo los datos se concentran en la ciudad de Santiago de
Compostela, viendo que la Facultad de Matematicas de la USC esta en el interior del conjunto de
nivel, zona que ya no es considerada centro de la ciudad, con una menor densidad de poblacion.

Con lo anterior, viendo que efectivamente esta concentrada la dispersiéon de los nidos en el centro

de la ciudad, vamos a comprobar si a un nivel 7 = 0.95 sigue estando la catedral en el interior del
conjunto L(7). De esta forma obtenemos un valor de fo(fo,%) = 2670.071, siendo este conjunto, a
diferencia de L(0.9), no convexo. A la izquierda de la Figura 5.3 observamos que efectivamente ocurre.
Como ya habiamos mencionado es posiblemente debido a que en las zonas de alta densidad poblacional
haya mas gente que pueda percatarse de la existencia de un nido, y no por un tipo de predileccién de
la velutina por las areas altamente pobladas.
En mayo del ano 2020 ha fallecido un hombre de 54 afios en la parroquia de Villestro, en el municipio
de Santiago de Compostela, debido a una reaccion alérgica a la picadura de una velutina. Podemos
comprobar si esta zona estaba dentro del conjunto de nivel de la distribucién de la velutina del 50 %,
o0 si era una zona més aislada, en los 6 afios anteriores. Al realizar la estimacién obtenemos un valor
7o( f0_5) =477.1192. A la derecha de la Figura 5.3 comprobamos que no es asi, que la zona de Villestro
no se encuentra en ningun foco de la comarca de Santiago de Compostela, lo cual en cierto modo es
esperable ya que la mayoria de las notificaciones ocurren en areas urbanas, mientras que gran parte
de las defunciones son provocadas en zonas rurales debido a la mayor dificultad de la deteccién de los
nidos, asi como en las zonas dedicadas a la apicultura.
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Figura 5.2: En azul la muestra de la velutina en la comarca de Santiago de Compostela. En rojo la
frontera del conjunto de nivel estimado L(0.9) en la izquierda y del conjunto de nivel estimado L(0.7)
en la derecha. En verde la localizacién de la Catedral de Santiago de Compostela y en amarillo la
localizacion de la Facultad de Matemaéticas de la USC.

Figura 5.3: En azul la muestra de la velutina en la comarca de Santiago de Compostela. En rojo
la frontera del conjunto de nivel estimado ﬁ(0.95) en la izquierda y del conjunto de nivel estimado
ﬁ(0.5) en la derecha. En verde la localizacién de la Catedral de Santiago de Compostela, en amarillo
la localizacion de la Facultad de Matematicas de la USC y en naranja la localizacién de la parroquia

de Villestro.
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Figura 5.4: La muestra de nidos de velutina del ano 2014 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel
estimados para 7 = 0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,
respectivamente.
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Figura 5.5: La muestra de nidos de velutina del ano 2015 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel
estimados para 7 = 0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,
respectivamente.
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Figura 5.6: La muestra de nidos de velutina del ano 2016 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel
estimados para 7 = 0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,
respectivamente.
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Figura 5.7: La muestra de nidos de velutina del ano 2017 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel
estimados para 7 = 0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,
respectivamente.
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Figura 5.8: La muestra de nidos de velutina del ano 2018 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel
estimados para 7 = 0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,
respectivamente.
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Figura 5.9: La muestra de nidos de velutina del ano 2019 en Galicia en negro. Los conjuntos de nivel

0.95,0.9,0.8,0.7 y 0.5 en color azul (oscuro), amarillo, verde, rojo y turquesa,

estimados para T

respectivamente.



Capitulo 6

Conclusiones

En el inicio de este trabajo, en el Capitulo 1 hemos planteado el problema de la reconstruccion de
determinados conjuntos de nivel a partir de una muestra aleatoria simple generada a partir de una
distribucién desconocida y hemos presentamos el conjunto de datos de la localizacién de los nidos de
velutina que nos servirian de ejemplo. En el Capitulo 2 hemos formulado formalmente el problema de
la estimacién de conjuntos de nivel y presentado las tres metodologias principales para su realizacién
junto a determinadas propiedades geométricas. En particular nos ha interesado aquellas metodologias
en las que se asumen restricciones geométricas sobre los conjuntos de nivel, principalmente el método
de la envoltura r—convexa que supone que el conjunto de nivel a estimar es r—convexo. El principal
problema de este método es la dependencia sobre el parametro r que es, por lo general, desconocido.

Hemos comenzado el Capitulo 3 abordando el problema de la estimacién de este parametro r que
depende de una sucesiéon D,,. Primero hemos introducimos el concepto del parametro r éptimo y hemos
mostrado su consistencia uniforme. Posteriormente hemos descrito el método propuesto por Saavedra
(2014) y estudiado sus érdenes de convergencia. Por tdltimo hemos presentando el algoritmo para la
reconstruccién de conjuntos de nivel a partir de una muestra aleatoria simple mediante el método
anterior. Para estudiar el buen funcionamiento de este algoritmo, en el Capitulo 4 lo hemos implemen-
tado en el software R y hemos realizado un estudio de simulacién para comprobar el funcionamiento
del algoritmo frente a la variacién de los pardmetros de entrada y del tamano de la muestra sobre
la que aplicamos el algoritmo. De esta forma hemos comprobado su buen funcionamiento general a
medida que aumentamos el tamano muestral. También hemos estudiado la buena o mala estimacién
del niimero de componente conexas del conjunto de nivel estimado, observando que suele ser correcta
salvo ante componentes muy cercanas, debido a que el método propuesto tiende a unificarlas, y ante
conjuntos de nivel que estan cerca de contener una nueva componente conexa.

Para finalizar este trabajo, hemos mostrado una aplicacién sobre los datos de la velutina, estudiando
a lo largo de los anos la focalizacion de los nidos de la avispa detectados a lo largo del territorio
gallego. Hemos mostrado cémo rapidamente se han concentrado los nidos en las zonas mas pobladas,
principalmente las grandes ciudades y, con un ejemplo en Santiago de Compostela, mostrando cémo
la localizaciéon dentro de estas ciudades es céntrica, principalmente en las zonas més peatonales.

Una extensién de este trabajo para realizar en el futuro podria ser la consideracién de métodos
mas sofisticados para la estimacién de la sucesién D,,. También proponer un test no paramétrico
para comparar varias poblaciones en cualquier dimensién midiendo, por ejemplo, la distancia entre las
fronteras de los conjuntos de nivel estimados.
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