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Resumen

Resumen en espanol

En este trabajo se estudian algunos de los modelos mas utilizados en el analisis
de datos funcionales, més concretamente en las series de tiempo de datos funcionales,
donde existe algun tipo de dependencia entre las observaciones.

Se discutiran dos tipos de enfoques, un enfoque paramétrico y otro no paramétrico.
Aparte nos centraremos en dos modelos distintos, los modelos de regresién y los mode-
los autorregresivos en espacios de Hilbert. Anadido a estos dos modelos se presenta un
nuevo modelo derivado de la idea de red neuronal clasica.

Finalmente, se estudian estas distintas metodologias, aplicadas a series de tiempo de
datos reales, donde se compara el comportamiento de cada una de ellas para determinar
cual es la que obtiene mejores resultados.

English abstract

The study of high-frequency data supports different methodologies. One of them is
the study of functional data, where each of the observations is treated as a continuous
function defined over a certain functional space.

In this work some of the models most used in the analysis of functional data are
studied, more specifically in the functional time series analisys, where there is some
kind of dependency between the observations.

Two types of approaches will be discussed, one parametric and one non-parametric.
Besides we will focus on two different models, the regression models and the autoregres-
sive models in Hilbert spaces. Added to these two models, a new model derived from
the classical neural network idea is presented.

Finally, these different methodologies are studied, applied to time series of real data,
where the behavior of each of them is compared to determine which one obtains the
best results.
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Prefacio

El estudio de los datos funcionales es una rama de la estadistica que lleva teniendo
una considerable relevancia en los tultimos veinte anos, pero es ahora cuando cobran
una mayor importancia en una sociedad en la que el volumen de informacién ha creci-
do enormemente. Nos encontramos ante una situacién en la que toda esa informacién
requiere un analisis distinto a los métodos multivariantes clasicos. El aumento de toda
esta informacién requiere metodologias mas complejas siendo una de ellas las series de
tiempo de datos funcionales.

Las series de tiempo funcionales (FTS) tratan de estudiar secuencias temporales
de observaciones funcionales. Las FTS pueden ser originadas a partir de un proceso
continuo en el tiempo que se divide en segmentos de igual longitud, obteniendo asi una
secuencia de datos funcionales. Un ejemplo de este tipo de proceso seria la evolucion
del precio de una accién de una empresa del Ibex 35 en funcién del tiempo, que se
divide en segmentos diarios, obteniendo asi una secuencia de precios diaria donde cada
observacion es una curva que describe el comportamiento en el precio a lo largo de un
dia dado. La imagen 1 ilustra esta transformacién donde tenemos un proceso continuo
que hemos dividido en intervalos de igual longitud.

Uno de los primeros planteamientos de este problema fue introducido por Bosq
(2000)[5] y surge como una extensién de los modelos de series de tiempo clésicos al caso
funcional. Bosq se centré en estudiar un modelo autorregresivo en el que sus elemen-
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Figura 1: Divisién en una serie de tiempo funcional
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XI1 PREFACIO

tos pertenecen a un espacio de Hilbert. Este modelo se le dio el nombre de modelos
autorregresivos en espacios de Hilbert (ARH). Posteriormente surgieron otro tipo de
enfoques que se centraban mas en el uso de modelos de regresién funcionales. Surgieron
dos corrientes distintas, la primera buscaba tratar el problema desde un enfoque ente-
ramente paramétrico. Esta metodologia se basa en las ideas propuestas por Ramsay et
al.(2005)[18] . La otra corriente trataba de estudiar el problema desde una visién no
paramétrica. Esta segunda vision se centraba en los trabajos de Ferraty et al.(2006)[12].

Las series de tiempo funcionales tienen numerosas aplicaciones en distintos secto-
res, aunque sobre todos ellos destaca uno, el de prediccién en los mercados eléctricos.
Algunos de los problemas que tienen especial interés en el sector eléctrico y que son
abordados de una manera muy eficaz, son los estudios en la demanda eléctrica o el
precio de la electricidad, donde lo mas habitual es utilizar un enfoque no paramétrico.

En areas como la del sector eléctrico, ser capaz de estudiar y predecir estas diferentes
series de tiempo puede proporcionar beneficios significativos lo que motiva la investi-
gacion de este tipo de metodologias. Cualquier empresa involucrada en estos mercados
estara interesada en desarrollar herramientas de toma de decisiones. Por lo tanto, el
poder aplicar las FTS en casos como el mercado eléctrico que nos permitan predecir el
consumo de electricidad o el precio podria producir una ventaja significativa frente al
uso de otras herramientas.

El objetivo principal de este trabajo de fin de méster es estudiar las distintas meto-
dologias de las series de tiempo funcionales que puedan proporcionar predicciones de la
forma mas precisa cuando sean aplicadas a series de tiempo con datos reales. En muchos
casos sera necesario considerar efectos de variables externas, denominadas cominmen-
te como variables exdgenas, para poder mejorar en la medida de lo posible la prediccion.

Los principales objetivos que se desarrollaran en este trabajo de fin de master vienen
resumidos en los siguientes puntos:

= Realizar un estudio sobre las distintas metodologias que se manejan actualmente
en las series de tiempo funcionales.

= Aplicar estas metodologias sobre distintas series de tiempo reales.

» Comparar los resultados de las distintas metodologias con el fin de determinar
cual de todas ellas es més util para el estudio de las series de tiempo reales con
las que trabajamos.

Los objetivos descritos anteriormente se desarrollan en este trabajo a lo largo de los
préximos cinco capitulos.
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En el primer capitulo daremos una introduccién de todos aquellos conceptos rela-
cionados con el andlisis de datos funcionales y las series de tiempo que seran necesarios
para el desarrollo de este trabajo. En primer lugar, se presenta los principales conceptos
y herramientas en el andlisis funcional. Esto incluye una definicién formal de espacios de
Hilbert y algunos tipos de operadores sobre estos espacios. Luego se dara una descrip-
cién de la media y la covarianza en el marco funcional, para pasar después a describir
las principales técnicas de representacién de datos funcionales. En la ultima parte de
este primer capitulo se explicaran los conceptos necesarios de las series de tiempo.

En el segundo capitulo nos centraremos en dar un analisis profundo de los mode-
los de regresion funcional. Nos centraremos en los modelos lineales describiendo tanto
los modelos con respuesta escalar y con respuesta funcional. Las ideas aqui expuestas
seguiran el marco paramétrico propuesto principalmente por Ramsay et al. (2005)[18],
aunque en la parte final del capitulo describiremos una metodologia distinta conocida
como minimos cuadrados parciales (PLS).

En el tercer capitulo comenzaremos a estudiar las series de tiempo de datos funcio-
nales. En la primera parte inicamente extenderemos de forma breve las ideas expuestas
en el capitulo dos a las series de tiempo. Pasaremos luego a dar una descripcién ente-
ramente no paramétrica, utilizando el estimador de Nadaraya-Watson para el andlisis
de las series de tiempo. En una ultima parte se estudiard una metodologia alternativa
propuesta basada en la idea de las redes neuronales.

El cuarto capitulo se enfocara en estudiar las series de tiempo funcionales desde el
punto de vista de los modelos autorregresivos en los espacios de Hilbert (ARH). Nos
centraremos en cuestiones como la existencia y la estimacién del modelo mas simple
el ARH(1), para pasar a estudiar de una forma mas superficial el caso de orden p.
Por tltimo daremos una extensién natural de los modelos ARH(p) anadiendo variables
exdgenas ARHX(p).

El quinto y ultimo capitulo se centrara en analizar todas las metodologias descritas
a lo largo del trabajo aplicandolas a un set de datos real. El set de datos en concreto es
el ratio entre el precio del délar y el euro. Realizaremos un primer enfoque centrandose
en la respuesta funcional y un segundo en la respuesta escalar. Como ultimo punto
compararemos los distintos métodos y comentaremos las conclusiones al respecto.
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Capitulo 1

Conceptos de datos funcionales.

En este primer capitulo se proporcionaran todas las herramientas necesarias para la
comprension del trabajo de fin de master. Daremos una descripcién cualitativa sobre
que son los datos funcionales, estudiaremos los fundamentos del anélisis funcional mas
relevantes.

1.1. Introduccion.

El analisis de datos funcionales es un campo muy reciente de la estadistica que sea
ha ido desarrollando en los tltimos veinte anos, ganando relevancia a medida que han
aumentado las situaciones en las que el andlisis presenta datos de alta frecuencia. Se
centra en el estudio de las observaciones X7, ..., X,, vistas como funciones definidas so-
bre un intervalo 7'. Un ejemplo clésico es el set de datos Canadian Weather (figura 1.1)
donde muestra la temperaturas recogidas por 35 estaciones climatoldgicas en distintos
puntos de Canada. La potencia que tienen los datos funcionales es clara, poder tratar
todos aquellos datos que tienen una estructura continua como pueden ser las tempera-
turas, senales o incluso imagenes como tnico ente y no como datos separados.

La principal dificultad que presentan los datos funcionales es el extrapolar las ideas
de la estadistica clédsica a este nuevo marco. Algunas como la media o la correlacién han
de ser tratadas con més cuidado, otras como la funcién de densidad no son aplicables
en el contexto de los datos funcionales. A diferencia de lo que ocurre en el caso clasico,
en nuestro estudio los espacios de Hilbert seran pilar fundamental. Es por este motivo
que tendran una gran importancia ciertos operadores, generalmente operadores integra-
les. Otra de las grandes diferencias entre el analisis estadistico clésico y el funcional es
que en este 1iltimo la forma utilizada para representar nuestros datos ha de ser elegida
de forma cuidadosa. Todas estas cuestiones seran discutidas en los siguientes apartados.
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Figura 1.1: Temperaturas recogidas por 35 estaciones climatoldgicas en distintos puntos
de Canada

1.2. Analisis de datos funcionales.

A lo largo de esta seccién daremos una descripcion de las principales herramientas y
metodologias necesarias para el anélisis de datos funcionales. Al tratarse nuestros datos
de funciones estos son infinito dimensionales, por lo tanto, las técnicas desarrolladas
para la estadistica multivariante no son aplicables en este caso. Comenzaremos dando
una breve revision a los conceptos del analisis funcional que seran claves para el trabajo,
para luego pasar a dar una descripcion sobre la media en el caso funcional y el operador
de covarianza, finalizando la secciéon con las distintas formas de representacién de los
datos funcionales.

1.2.1. Conceptos de analisis funcional.

Comenzaremos explicando los conceptos del analisis funcional que seran de vital
importancia para el desarrollo del trabajo. Antes de comenzar en si con la descripcién
de todas estas ideas daremos una definiciéon de lo que es el pilar de nuestro analisis, la
variable aleatoria funcional.

DEFINICION 1.1. Diremos que la variable aleatoria X definida sobre el espacio
de probabilidad (€2, A, P) es una variable aleatoria funcional si toma valores en un es-
pacio funcional ..

La definicién anterior no es mas que una generalizacion de la idea de variable alea-
toria clasica al caso funcional. El marco de trabajo es muy amplio, aunque en nuestro
estudio nos centraremos exclusivamente en el espacio funcional L?.
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El espacio de L? es un espacio de Hilbert separable! que tiene como producto interno

donde z,y € L.

Dado que nuestro estudio se centra en los espacios de Hilbert, tendra especial im-
portancia los operadores lineales. Denotaremos por £ el espacio de operadores lineales
en H con la norma

1W]le = sup{|[¥ (@)l - [l=]| <1}

Diremos que un operador ¥ € £ es compacto si admite la representacién

o)

U(z)=> Nlx,v)f; welL?
j=1

donde {v;}, {f;} son bases ortonormales y {\;} es una secuencia real que converge
a 0. Esta representacion recibe el nombre de descomposicion en valores singulares.

En caso de que el operador admita la descomposicion antes mencionada y cum-
pla que >°°, A7 < oo es denominado operador de Hilbert — Schmidt. El espacio de
operadores de Hilbert-Schmidt 8 es un espacio de Hilbert separable con producto escalar

oo

(U, Wq)g = Z(‘I’l(ei)» Wy(es))

i=1

Una propiedad importante que tienen los operadores de Hilbert-Schmidt es que
siempre cumplen que

1'Un espacio de Hilbert es separable si V o € H puede ser escrito como

x = Z(ek7x>ek

k

siendo {ex} una base ortonormal numerable de H.
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[Pl < [[¥]s

Siendo ||U||2 = Y02, A2

i=1"""

Un operador ¥ € § se dice que es simétrico si cumple
(U(z),y) = (z,¥(y)) =x,yel?

y definido positivo si

(U(z),z) >0 xelL?

Si tenemos un operador ¥ € § simétrico y definido positivo entonces admite la des-
composicion

U(z) = Zx\j<x, viyv; =€ L? (1.1)

donde v; son las autofunciones de V.

Una clase relevante de operadores en L? son los operadores integrales
D[] (1) = / Ot $)z(s)ds x € L?
Q

Este tipo de operadores surgiran de forma natural en futuras secciones cuando estu-
diemos los modelos de regresién funcional y los autorregresivos en espacios de Hilbert.
Los operadores integrales seran operadores de Hilbert-Schmidt si cumplen que

//wz(t,s)dtds < 00
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En caso de que v sea simétrico y definido positivo admite la representacion 1.1

MLQ:EZ%@yﬁw%@ rel? (1.2)

1.2.2. Media y el operador covarianza.

Como se mencioné en la introduccién de la seccién a la hora de trabajar con da-
tos funcionales es necesario replantearse algunos conceptos de la estadistica clésica.
Daremos ahora una descripcion de dos conceptos que seran fundamentales en nuestro
trabajo, la media funcional y el operador de covarianza.

Comenzaremos dando una descripcion sobre la media funcional, para ello nos re-
plantearemos la forma clasica de entender la media. Una forma alternativa de entender
la media es pensando en ella como el centro de gravedad de los datos. De una forma
genérica si estamos trabajando sobre un espacio funcional .% diremos que la media de
una muestra S, = {X;}; con X; iid es

p=FE[X]=mhY dX,p)? (1.3)

Es decir, la media vendra dada como la funcién que minimiza la suma de las dis-
tancias al cuadrado.

DEFINICION 1.2. Sea X un elemento aleatorio de L? diremos que es cuadrado
integrable si

1/2
< 0

mm:EUk%m

Si X es integrable entonces existe una funcién p € L? tal que p(t) = E[X(¢)]. La
esperanza tiene la propiedad de que conmuta con los operadores ¥ € £, EV(X) =
U(EX).

El otro objeto de estudio de esta seccién es el operador de covarianzas. Si nuestra
funcién aleatoria cumple que es cuadrado integrable entonces el operador de la cova-
rianza queda definido como

C(z) = B[(X — p,2)(X —p)] weL?
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Siendo p la media de X.
El operador de la covarianza es simétrico y definido positivo. Otra forma de escribir
el operador de la covarianza es en forma integral

donde ¢(t,t) recibe el nombre de funcién de covarianza.

El punto de partida es encontrar un estimador de la media adecuado. Sin embargo,
el visualizar la media como el centro de gravedad de los datos implica una cuestion, que
distancia debemos tomar. Es aqui donde se presenta una de las principales propiedades
del analisis de datos funcionales, poder elegir sobre qué espacio funcional trabajamos
y por tanto que distancia tenemos definida. Esto nos aporta flexibilidad en el analisis,
pero también complejidad. Como se mencioné al principio de la seccion el estudio se
centra exclusivamente en el espacio L?.

Utilizando la definicién 1.3 podemos determinar un estimador de la media. Para ello
utilizaremos los siguientes desarrollos en serie X; = > jCViy p= > ;U

nEnZd(X, p)? = mgnZ(Xi =, Xy — ) = muin Z<Z(Cu — u;) ¥y, Z(Cil —u) W)
j i=1 i=1

J l

min 3 (@ — )" (¥, 9) (@ - )
=1

Esta ultima expresion es una forma cuadratica con matriz definida positiva, que

ini U= 15" (o
toma como minimo u; = = >°" | ¢;

ZCEDSIATESD DO WAL B0
P, =1 i=1

que toma una forma analoga a la media clasica. Cabe destacar que esta forma es
exclusiva de trabajar con el espacio L?, no podremos utilizar este estimador en otros



1.3. REPRESENTACION DE DATOS FUNCIONALES. 7

espacios.

A partir de esta estimacion podemos determinar el estimador de la funcién de co-
varianza como

1.3. Representacion de datos funcionales.

La idea de trabajar con datos funcionales reside en tratar a toda una secuencia de
datos observados como un unico ente. Sin embargo, surge un problema y es que las
observaciones son discretas. Estas observaciones podran tener una mayor o menor den-
sidad, pero nunca llegaran a ser continuas como lo es una funciéon. Es por este motivo
que la representacién en base es una herramienta imprescindible en el analisis de datos
funcionales. Existen una gran variedad de metodologias en la construccion de bases para
datos funcionales, nosotros nos centraremos en las tres méas comunes, base de fourier,
B-Splines y componentes principales.

1.3.1. Representacion en base de funciones.

Una de las metodologias mas comunes en la representacion de datos funcionales es
usar bases de funciones. La metodologia es simple, representar la funcién z(t) como una
expansion de la forma

2(t) =Y = cidi(t)

i=1
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donde ¢(t) son los elementos de una base de funciones dada y ¢; son los coeficientes
del ajuste. El principal objetivo de la representacién con datos funcionales es determi-
nar el valor de los coeficientes ¢;.

Una de las principales caracteristicas que tiene esta representaciéon es que el desa-
rrollo esta truncado, solo alcanza los primeros K elementos de la base. El valor de K
es un factor importante puesto que cuanto mayor sea mas tendera a interpolar nuestra
funcion. Esto implica que el uso de K determinado debe ser tratado con cuidado y se
debera elegir de forma acorde a nuestro set de datos.

La base de Fourier

La base de Fouerier es posiblemente la base méas conocida ya que es ampliamente
utilizada en ambitos como la ingenieria o la fisica. La base de Fourier esta formada por
los siguientes elementos

B = {1, sen(wt), cos(wt), - - - , sen(nwt), cos(nwt)}

por lo que nuestra estimacién de la funcién z(t) vendrd dada como

Z(t) = ¢o + crsen(wt) + Cycos(wt) + c3sen(2wt) + cycos(2wt) + - - -

La forma es idéntica a la del desarrollo en serie de Fourier, la tnica diferencia surge
en que los coeficientes ¢; no pueden ser estimados con la metodologia clasica del desa-
rrollo en serie puesto que no conocemos x(t).

Las bases de Fourier tienen la principal ventaja de ser bien conocidas, se pueden
aplicar en la mayoria de los casos y son muy ttiles cuando tenemos datos que reflejan
cierta periodicidad, como pueden ser datos de temperatura. Sin embargo, tienden a ser
muy suaves lo que implica que no son apropiadas para ajustar datos que tomen valores
abruptos.

La base de B-splines.

Otro tipo de bases muy utilizadas son las bases de splines, en concreto la base de B-
splines. Antes de dar una descripcién de la base de B-splines explicaremos brevemente
que es un spline.
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Un spline no es méas que una funcién construida por secciones, donde en cada seccion
se utiliza un polinomio de un determinado grado. En la figura 1.2 se muestra el uso de los
splines para aproximar la funcién seno(zx). Al nimero de secciones se le suele designar
como L. Para poder determinar una funcién spline hemos de tener un niimero de valores
que sea superior a L + grado + 1 donde grado es el grado del polinomio utilizado en
cada intervalo. Al niimero L+ grado+ 1 lo llamamos grados de libertad de la familia de
splines definida sobre el conjunto de nodos. Se dice orden del spline al nimero grado—+1.

Cubic-spline interpolation

1.00 A TN X —— Cubic Spline

/ N\, True
0.75 A / \

0.50 - /

025+ /

0.004/
—0.25 A /
-0.50 -

—0.75 4

—1.00 4
T

Figura 1.2: La grafica ilustra la funcién seno(x) y la aproximacién por splines ctbicos.

La cuestién que se nos plantea ahora es determinar como podemos utilizar las fun-
ciones spline para construir nuestros datos funcionales. El conjunto de funciones splines
es un espacio vectorial que tiene como dimension los grados de libertad. Esto implica
que se pueden utilizar diversas bases para la representaciéon. En nuestro analisis utili-
zaremos la méas comin de todas, la base B — Splines (figura 1.3) que fue propuesta por
Boor (1978)[4].

Podemos por tanto representar cualquier funcién spline S(¢) como

L+orden

St)= Y aBi(t.7)

i=1
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Figura 1.3: La grafica ilustra las funciones de la base de B-spline ctibicas.

donde B; es la i-ésima funcion de la base B-splines que viene definida sobre el
conjunto de nodos 7 en el tiempo ¢, mientras que ¢; son los coeficientes correspondientes
a la funcion Spline en dicha base.

1.3.2. Componentes principales.

La siguiente metodologia de estudio es posiblemente una de las més importantes en
todo el andlisis de datos funcionales, las componentes principales de datos funcionales
(FPC). Al igual que ocurria con el caso cldsico las FPC nos permiten reducir la di-
mensién de datos funcionales, que tienen dimension infinita a dimensién finita de una
manera Optima.

Las ideas del analisis de componentes principales de la estadistica multivariante se
pueden extender ficilmente a los espacios de Hilbert separables. Supongamos que W (x)
es un operador de Hilbert-Schmidt simétrico definido positivo en L?. Este operador
admite la descomposiciéon espectral 1.1. Tenemos por tanto el siguiente problema de
maximizacion

(V(z),7) = (Z Al vj)vy, x) = Z%‘(I? v;)?

o0

sujeto a [|z] = 1. La identidad de Parseval nos dice que [|z[* = 377, (z,v;)* por
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lo que tenemos Z;’il(x, v;)? = 1. Tomaremos la primera componente principal como
aquella funcién que cumple (z,14)> =1y (z,v;) =0 j > 1. Tenemos que la funcién
que maximiza (¥(z),x) es v1, que toma como maximo el autovalor ;. Para determi-
nar la segunda componente el proceso es exactamente idéntico al anterior anadiendo la
condicién (z,v1) = 0, de esta forma la segunda componente principal serd vs y el valor
maximo sera el autovalor \s. Repetimos este procedimiento para determinar el resto de
componentes principales. Podemos generalizar este procedimiento en el siguiente teore-
ma.

TEOREMA 1.1. Si tenemos un operador de Hilbert-Schmidt ¥ que es simétrico
y semidefinido positivo con autivalores )\; y autofunciones v;, entonces

sup{(¥(z), z) : |lz[| = 1, (z,1) = 0,1 <i <j—1} =\

donde el supremo es alcanzado si x = y;

La base de componentes principales.

Nuestro objetivo ahora es determinar una base ortonormal 7; que nos minimice

ZH% Zl’j,mm!\
=1

El valor p sera el nimero de bases que deseamos utilizar en nuestra representacion,
que ha de ser siempre menor que nuestro nimero de datos. El usar un mayor niimero
de elementos no requiere necesariamente un mejor rendimiento en nuestro analisis.

Podemos reescribir la expresién anterior de la siguiente forma

N »p N p
Z lz; — Z zj, mimil| = Z 5 1* — ZZZ M) + Z 1) il
=1 7=1 =1 7j=1 =1
N N p
DollallP =D 0> agm)’
= j=1 i=1

Es decir, nuestro problema de minimizacién queda reducido a encontrar las autofun-

ciones que maximicen ;7 , P (x;,m)?, que puede ser reescrito como (Cn;, 1;), siendo

C el operador de covarianza. Dado que el operador de la covarianza es un operador de
Hilbert-Schmidt simétrico y definido positivo concluimos por el teorema 1.1 que la base
optima es la base de componentes principales v;.
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Capitulo 2

Modelos de regresion funcionales.

A lo largo de este capitulo nos centraremos en dar una descripcion de los principales
fundamentos de los modelos de regresién funcional. En la primera seccién analizaremos
el caso notable de los modelos de regresion con respuesta escalar y covariable funcio-
nal paramétrico, estudiando brevemente su aplicabilidad a un caso simulado. En una
segunda seccion nos centraremos en los modelos de regresiéon con respuesta funcional
y covariable funcional paramétrico, y al igual que para el caso escalar estudiaremos
su aplicabilidad con un ejemplo simulado. En la siguiente seccién nos centraremos en
los minimos cuadrados parciales (PLS) que consiste en describir la regresiéon funcional
paramétrica con una metodologia mas enfocada en la prediccion. Por ultimo, describi-
remos brevemente el modelo de regresién funcional no paramétrico.

2.1. Modelos de regresién con respuesta escalar y
covariable funcional.

Es interesante para muchas situaciones determinar la relacién que existe entre una
variable funcional y una variable escalar, es por este motivo que la regresion con respues-
ta escalar y covariable funcional tiene gran importancia. Para contextualizar un poco
la aplicacién y el interés de este tipo de regresién ejemplificaremos utilizando el set de
datos Candian Weather del capitulo anterior (imagen 1.1). Imaginemos que estamos
interesados en estudiar si las precipitaciones totales a lo largo del ano son dependien-
tes del registro de temperaturas de cada una de las estaciones. En este caso nuestras
temperaturas recogidas a lo largo de todo el afno son un dato funcional, mientras que
las precipitaciones totales son un valor escalar.

En nuestro analisis del modelo de regresién con respuesta escalar supondremos que
nuestra variable funcional X € L? y que y € R. También asumiremos que E[X (¢)] = 0
y E[y] = 0. Esta suposicién sobre la media a priori puede parecer muy restrictiva, sin
embargo, en el caso de que tengamos una variable E[X (¢)] = u(t) realizaremos nuestro

13
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analisis con X'(t) = X(t) — pu(t).

El modelo de regresiéon lineal viene definido como:
Yi = (X, B) +e= /X(t)ﬁ(t)dt +e

Con B € L? y € el término del error.

El objetivo por tanto serd conseguir determinar un buen estimador de la funcién 5.
Para ello aproximaremos X; y 8 usando un nimero finito de elementos de la base.

Xl0) = D0, B0 = 3 b0

Al utilizar un numero finito de elementos de la base nos permite poder rescribir el
problema en forma matricial.

X =CU, B=6%

Tenemos por tanto que

y=(X,B)+e~CUOb+e=Zb+e

Hemos reducido el problema al modelo lineal clasico, donde el estimador por mini-
mos cuadrados de b es

b= (2'2)" 2l

Y nuestro estimador 7 es
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U= Z(ZtZ)*thy = Hy

Esta metodologia trae consigo una dificultad, y es el poder determinar la inversa de
(Z'Z). La problemética surge en el hecho de que Z es una matriz en la que su dimension
depende del nimero de elementos de la base elegida. Esto implica situaciones en las
que el uso elevado de elementos de la base pueda provocar el no poder determinar el
modelo de regresion. Para evitar este problema Ramsay et al.(2005)[18] proponen una
version penalizada de la suma residual de cuadrados

2

N Ap Ap
PENSSEA(B) =3 |y = S (X0, 0005 | +AS 8 / [g;m(s)rds
i i =1

donde hemos utilizado la representacion [5(t) = Zfﬁ b;0;(t) y el factor de penaliza-
cién es proporcional a la integral del cuadrado de la derivada de orden m de f3.

Este método se puede reescribir como

PENSSE\(b) = |ly — Zb|| + \b'Rb

que toma como b minimo

b= (Z'Z 4+ \R) ' Z'y
Donde la seleccién del valor del parametro A\ se realiza por validacion cruzada.

2.1.1. Ejemplo ilustrativo.

Para contextualizar todas estas ideas, estudiaremos como es la estimacion de nuestro
pardmetro # en un modelo tedrico. Definiremos nuestra variable funcional X (t) como
una coleccién de procesos gaussianos y nuestra variable a estimar (t) = t+log(t+0,1).
El modelo por tanto viene definido como
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y = (X(1),8(t) +¢

donde para este ejemplo utilizaremos que los residuos sigan una distribucién N (0, 1).

Procesos gaussianos Beta

00 05 1.0

Beta(t)
-1.0

-20

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

Figura 2.1: Variables funcionales X (¢) y £(t)

Utilizaremos la base de funciones de B-Splines para nuestra representacion. En la
imagen 2.2 se representa en azul el valor teérico de nuestra funcién beta y en rojo dis-
continua nuestra estimacion. Como podemos ver la aproximacién es bastante buena,
aunque tiende a tener una mayor curvatura. Esto es algo que ocurre frecuentemente
cuando trabajamos con las bases de funciones.

2.2. Modelo de regresién con respuesta funcional y
covariable funcional.

Cuando queremos estudiar la relacién existente entre dos variables y ambas son fun-
cionales entra en juego los modelos de regresiéon con respuesta funcional y covariable
funcional. Un ejemplo clasico de la regresién con respuesta funcional es determinar si
existe alguna relacion entre las temperaturas a lo largo del ano en una ciudad y el
consumo de luz de esta. El modelo funcional lineal toma la siguiente forma:
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Modelo tedrico vs estimado

L
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Figura 2.2: Comparacion modelo tedrico y estimado.

Yi(t) = alt) + /ﬁ(t, s)Xi(s)ds + €;(t)

donde «(t) es una funcién que tendria como andlogo clésico el intercepto, €;(t) son
los residuos y 3 es el operador a estimar. A diferencia de lo que ocurria en la regresién
respuesta escalar nuestros residuos tienen un caracter funcional. Esta caracteristica nos
da un grado mayor de dificultad en el andlisis respecto del caso escalar. Es relativamente
comun que en algunos anélisis no utilicen la funcién a(t). En caso de que nuestro mode-
lo no incluya esta funcién oo podemos rescribir el modelo utilizando un operador integral:

Yi(t) = ¥(X;) + &(t)
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donde
Dla](t) = / B(t, s)a(s)ds

Esta forma es muy similar a la que toman los modelos autorregresivos en espacios
de Hilbert, como veremos mas adelante.

Para ajustar este modelo de regresion la situacion es algo més compleja al caso con
respuesta escalar. Una forma usual de realizar el ajuste es utilizando la suma residual
de cuadrados integrada:

LMSSE(B) = / é {Yi - / Blt, s)Xi(s)dsrdt

El siguiente paso es reescribir 8 como una doble expansién en términos de dos bases
Ny O

Si fijamos el nimero de elementos base de X, tenemos:
Y(t) = / X ()17 (s)BO()ds + e(t) = XBO(E) + (¢)

donde X = [ X (s)n/(s)ds es una matriz n x K. Multiplicamos en ambos lados de
la igualdad por X' [ 6(t)dt

X'XB / 0(t)0' (t)dt = X' / Y (¢)0'(t)dt

Esta expresion puede ser reescrita como:
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[Jgo @ (X'X)]vec(B) = vec (X’ / Y (t)e’(t)dt)

donde Jyp = [0(t)0'(t)dt y ® es el producto de Kronecker. Si representamos la
respuesta como Y = C¢ entonces tenemos:

vee(B) = [Jgy @ (X'X)] 7 (Jgp @ X' )vec(C)

Anélogamente al caso escalar podemos introducir algin tipo de penalizacion

vee(B) = [Jop @ (X'X) + AoJop @ R+ MQ @ J] " (Jpp @ X Yvee(C)

Para el caso funcional el uso de las penalizaciones resulta aiin mas necesario que en
el caso de respuesta escalar.

2.2.1. Ejemplo ilustrativo.

Al igual que hicimos con el caso escalar vamos a plantear un modelo tedrico a es-
tudiar. Utilizaremos un modelo con [(s,t) = e (75) y a(t) = 0 donde los residuos
vendran dados como una combinacion lineal de funciones trigonométricas de la forma
e(t) = 0,5 % Ny(0,1) % sen(mt) + 0,5 %« Ny(0,1) % sen(nt). La variable N;(0,1) no es més
que una N (0, 1) para cada instante de tiempo. La variable funcional X (¢) la definimos
exactamente igual que para el caso de respuesta escalar.

En la imagen 2.3 se muestra el resultado de nuestra estimaciéon. Como puede apre-
ciarse la estimacion es mucho mas rugosa. La causa principal de esta rugosidad es el uso
de un nimero bajo de elementos de la base para representar nuestra variable respuesta
y que en general los modelos de regresion funcional tienden a ser menos suaves que las
funciones que estiman. De todas formas, la estimacién de nuestra § es muy buena. A
pesar de que nuestro modelo no incluia la funcién a(t) en el ajuste no hemos anadi-
do esta restriccion con el objetivo de comprobar como de buena es la estimacion. En
el caso ideal nuestra estimacién deberia ser 0 o una funcién que tome valores muy bajos.

En la imagen 2.4 se muestran que los valores que toma el intercepto son muy proxi-
mos a 0, con lo que podemos determinar que la estimacién es en general considerable-
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Valor teérico de Beta(t,s) Estimacién de Beta(t,s)

Figura 2.3: Comparacién modelo tedérico y estimado.

mente buena.

2.3. Minimos cuadrados parciales (PLS).

En las dos secciones anteriores hemos estudiado los modelos de regresion con res-
puesta escalar y funcional. Sin embargo, la metodologia para estimar los modelos ha
sido minimizando la suma residual de cuadrados anadiendo una penalizacion. Esta me-
todologia se le denomina minimos cuadrados y es 1til en situaciones en las que nuestros
residuos presenten homocedasticidad y sean independientes, sin embargo, como se men-
ciond anteriormente presenta el inconveniente de que se centra en la inversién de una
matriz que depende directamente del nimero de elementos que elegimos de la base.
Esto causa que cuando usamos un niimero de elementos de la base elevado la inversion
de la matriz no sea posible. Para solucionar esta problematica se utilizan la penali-
zacion, aunque ello implica tener que determinar los valores de dos parametros en el
caso funcional y uno en el escalar, lo que repercute un un mayor coste computacional.
Existen distintas metodologias para resolver este problema, nosotros nos centraremos
en los minimos cuadrados parciales.

El propésito de los minimos cuadrados parciales es estimar una base que tenga como
objetivo conseguir la mejor predicciéon posible. La idea es poder descomponer nuestra
variable respuesta y la covariable en términos de variables aleatorias, de forma que
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Estimacion de Alfa(t)
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Figura 2.4: Estimacién «(t).

maximicemos el acierto en la prediccion. Al igual que en los casos anteriores asumimos
que nuestras funciones aleatorias tienen media cero. Para obtener las componentes PLS
funcionales maximizaremos

s, € ([ o fueon)

Esta maximizacion es exclusiva para el caso de la regresion con respuesta funcional.
Para el caso de respuesta escalar la maximizacion es

reL?,|x]=1

méx  Cou? ( / X(S)R(S)ds,y>
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Las componentes PLS funcionales se corresponden con las autofunciones del opera-
dor de Escoufier (para una visiéon méas profunda Preda et al. (2005)[17]). Nosotros no
nos centraremos en el analisis de este operador, simplemente tomaremos los resultados

de Beyaztas et al.(2020)[3] para el caso con respuesta funcional y Febrero-Bande et
al.(2017)[9] para el caso con respuesta escalar.

2.3.1. Estimacién de las componentes PLS.

La forma de obtener las componentes PLS es recursiva. Partimos de la definicion de
la primera componente PLS:

n = /m(s)X(s)ds

donde la funcién k1 es una funcion peso que viene definida como

Una vez que hemos determinado la primera componente PLS calcularemos la se-
gunda utilizando los residuos de los siguientes modelos de regresion:

Xi(s) = Xo(s) — pi(s)m
yi(t) = vo(t) — Gu(t)m

en este caso Xy y yo son nuestras variables aleatorias originales y las funciones

pi(s) = Cm"/(ji—om G = % Para determinar esta vez la componente 7, PLS

tenemos:

Nh = //{h( ) Xn_1(s)ds
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donde la funcién peso viene dada por:

J E[Xn-1(s)yn_1(t)]dt
1(t)dt]|

Kn(s) = | [ E[Xn-1(s), yn_

Antes de continuar con el andlisis de las componentes PLS es conveniente enunciar
el siguiente lema y teorema.

LEMA 2.1 (Lema de Mercer). Sea c una funcién de covarianza continua. Enton-
ces existe una secuencia (¢,,) de funciones continuas y una secuencia decreciente (\,)
positiva tal que

/0 c(s,)n(s)ds = A\ihy(t) neN

1
/ () (s)ds = Sy mm € N
0

Ademas,

C(S, t) = Z Anq/]n(s)djn(t)

donde la serie converge de forma uniforme, por lo tanto

> A= /c(t,t)dt < 0
n=0

TEOREMA 2.1 (Expansién de Karhunen-Loéve). Sea X = (X;) un proceso
estocastico cuadrado integrable de media cero definido sobre un espacio de probabilidad
2, con funcién de covarianza continua c. Entonces

n=0
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donde 7,, es una secuencia real de variables aleatorias de media cero tal que

E(Unnm) = )\n5n,m n,m < N

y donde la secuencia (\,, ¥,,) es definida por el lema 2.1. La serie converge de forma
uniforme en ).

Una vez determinadas las componentes PLS podemos escribir nuestras funciones
aleatorias utilizando el teorema 3.1 como:

)= mi(s)m
=> Gt

Podemos reescribir 7, como 1, = (Xj_1, k) = (X, ¢p) donde ¢y, = kp — (p1, kp)P1 —
— (pn_1, kn)¢n_1 siendo ¢ = k1. Tenemos por tanto que podemos reescribir la va-
riable y(t) de la siguiente manera

Zgh (X (s Zgh (X, én(s XZ@ )én (s

Si llamamos a Y " Cu(s)én(s) = B(s, t) llegamos a la expresion del modelo de regre-

sion con respuesta funcional
= /X(S)B(s t)ds

por lo que nuestra estimacién de § queda determinada calculando las PLS.

Para el caso con respuesta escalar el procedimiento es idéntico al descrito anterior,
con la diferencia de que nuestra variable respuesta es en este caso un nimero y no una
funcién. La funcién kj(s) viene definida entonces como

cov(Xnp-1(8), Yn-1)
[cov(Xn-1(8), yn—1)|

Kn(s) =
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y las variables ny, v ppn(s)

cov(Xp_1(8), Mh-1)
var(np_1)

_ couly, i)
var(ny—1)

pn(s) =

Extrapolando el mismo anélisis para las funciones ¢ realizado para el caso funcional,
podemos reescribir nuestra variable y de la siguiente manera

Y=Y (X, dn(s)) = (X, Gudn(s)) = (X, )
Siendo en este caso 5(s) = Y5 Cuon(s).

2.4. Modelo de regresion funcional no paramétrico.

Otro enfoque completamente distinto es el uso de modelos no paramétricos para
la regresion funcional. Esta metodologia fue propuesta principalmente por Ferraty et
al.(2006)[12]. La regresién no paramétrica intenta estimar un operador funcional, pero a
diferencia de los modelos paramétricos, no se asume la necesidad de que el modelo siga
una estructura lineal. De una forma general podemos definir el modelo no paramétrico
como:

Yi=m(X;)+e i=1,---,n

La variable aleatoria Y; puede ser funcional (definida sobre un espacio funcional )
o real, mientras que la X; es una variable aleatoria definida sobre el espacio funcional
H'. La funcién m es la funcién de regresién y €; un término de error. Al igual que
para el caso parametrico solamente trabajaremos con espacios de Hilbert, aunque cabe
destacar que es bastante habitual el uso de espacios Banach en esta metodologia.

La estimacion de m es un tema crucial en particular para predecir el valor de la
respuesta dada una nueva variable funcional explicativa X, ;. Para proporcionar un
procedimiento consistente para estimar el operador de regresion no lineal m, es comun
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adaptar el estimador de Nadaraya-Watson clasico al caso funcional.

S VK (X - X)
S KX, — X))

La estimacion no paramétrica tiene como principal ventaja su flexibilidad ya que
no asume linealidad en el modelo. Sin embargo, la determinaciéon de una ventana h
puede ser un problema serio. Esta situacién es ya bien conocida de la estadistica no
parametrica clasica, aunque en el caso funcional es aun mé&s necesario determinar la
ventana de una forma adecuada. Una revision profunda sobre la regresion funcional no
parametrica se puede encontrar en Ferraty et al.(2016) [10].

m(X)




Capitulo 3

Series de tiempo de datos
funcionales.

A lo largo de todo nuestro estudio nos hemos centrado en el estudio de datos fun-
cionales bajo una premisa, nuestros datos son independientes y estan idénticamente
distribuidos. Esta suposicion puede ser considerablemente restrictiva teniendo en cuen-
ta la naturaleza y procedencia de los datos. En situaciones como las transacciones
financieras, los datos son recogidos de forma secuencial a lo largo del tiempo, es razo-
nable pensar que bajo esta situacién nuestras observaciones se vean afectadas por las
observaciones pasadas. Es por este motivo que se requieren herramientas adicionales
para analizar los datos funcionales que tienen un comportamiento similar al de las se-
ries de tiempo. Surgen asi las series de tiempo de datos funcionales, que son el objeto
de estudio principal de este trabajo.

Existen distintas metodologias a la hora de estudiar las series de tiempo funciona-
les, aunque en nuestro estudio nos centraremos en tres puntos de vista, los métodos
de regresion paramétrica, no paramétrica y los modelos autorregresivos en espacios de
Hilbert. En este capitulo analizaremos los dos primeros puntos de vista, dejando los
modelos autorregresivos en espacios de Hilbert para el capitulo posterior.

3.1. Conceptos de series de tiempo.

Antes de comenzar con las series de tiempo de datos funcionales presentaremos
aquellos conceptos mas necesarios de las series de tiempo. Comenzaremos dando una
primera definicién de serie de tiempo. Luego, presentaremos los distintos métodos y
modelos mas utilizados en el analisis de las series de tiempo, asi como un modelo mas
avanzado basado en redes neuronales. Las ideas propuestas siguen muy de cerca la es-
tructura presentada en Pena (2010) [15].

27
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DEFINICION 1.3. Sea {X¢}1ez un proceso estocdstico, denominaremos trayecto-
ria o realizacion a la observacién

e 7X*27X717X07X17X27 e

Si consideramos una trayectoria parcial de un proceso estocéstico de la forma

X17X2)"' 7XT

esta recibe el nombre de serie de tiempo.

Las series de tiempo pueden ser divididas en dos tipos, series estacionarios y no
estacionarias. Una serie de tiempo sera estacionaria si cumple que:

= Las distribuciones marginales de todas las variables son idénticas.

= Las distribuciones de cualquier conjunto de variables solo dependen de la separa-
cién en tiempo (retardo).

Esta definicion de proceso estacionario es muy estricta y de poca aplicabilidad en
casos reales. Por este motivo se suele utilizar una forma de proceso estacionario menos
estricta a la que se le denomina proceso estacionario en sentido débil. Una serie de
tiempo es estacionaria en sentido débil si:

= L = cle
m 0, = cte

» El(zy — p)(@epn — )] = El(ro — p) (20 — p)]

3.1.1. Los modelos AR, MA y ARMA.

Cuando trabajamos con modelos estacionario los modelos més utilizados son los au-
torregresivos, los de media movil, y los autorregresivos de media mévil. Estos modelos
entran dentro de las herramientas clasicas del analisis de series de tiempo. Tienen la
ventaja de que son aplicables en un abanico amplio de casos, aparte de ser necesarios
para uno de los modelos mas habituales de uso cuando no se cumple que el proceso es
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estacionario, el modelo ARIMA.
El primer modelo a explicar serd el autorregresivo (AR). De los modelos que se
estudiaran este es el que tiene una mayor importancia, puesto que el trabajo se centra

en cierta medida en una generalizacién de este al caso funcional.

DEFINICION 1.4. Un proceso estacionario {Xi}+ que admita la representacion

Xi=ct+ o Xi1 + 0 Xy o+ 0p Xy +ay

Se conoce como proceso autorregresivo de orden p (AR(p)), siendo ¢, ¢y, -, ¢,
constantes y a; un proceso de ruido blanco!.

El siguiente modelo es el de media mévil (MA).

DEFINICION 1.5. Un proceso estacionario {X:}+ que admita la representacién

Xt =c+a+ 0104/71 + 9204/72 + - Hpat,p

Se conoce como proceso de media mévil de orden p (MA(p)), siendo ¢, 6y,--- , 6,
constantes.

Cuando utilizamos ambas estructuras para describir un proceso estacionario de co-
mo resultado el proceso ARMA.

DEFINICION 1.6. Un proceso estacionario {X;}; que admita la representacién

X =401 X1+ G2 Xy o+ - 0p Xy p +ap + Orap1 + O2ap—0 + - - 04044

Se conoce como proceso ARMA (p,q), siendo ¢, ¢1, -+, ¢p, 01, - , 6, constantes.

1Un proceso de ruido blanco es un proceso estacionario que tiene media cero y es incorrelado.
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3.1.2. Los modelos ARIMA.

Los modelos ARMA tnicamente son aplicables en series de tiempo estacionarias.
Lo cierto es que este tipo de series no abundan en la realidad, generalmente suelen
presentar algin tipo de tendencia, patrones estacionales, heterocedasticidad, etc. La
heterocedasticidad es un problema que puede ser resuelto con relativa facilidad trans-
formando nuestros datos mediante las transformaciones de Box-Cox. La tendencia y
estacionalidad requieren un tratamiento ligeramente distinto, buscando generalizar los
procesos ARMA. De esta forma surgen los modelos ARIMA.

DEFINICION 1.7. Un proceso ARIMA(p,d,q) es aquel proceso que requiere apli-
car un nimero d de diferenciaciones® hasta alcanzar un modelo ARMA (p,q).

100 -

-0.10-

1980 1990 2000 1980 1930 2000
Time Time:

Figura 3.1: Serie de tiempo y serie de tiempo diferenciada

3.1.3. Red neuronal autorregresiva.

En los apartados anteriores se ha dado una breve descripciéon de los métodos més
comunes y simples en el estudio de las series de tiempo. Existen una gran variedad de
métodos més avanzados que permiten dar una mejor prediccion de la serie de tiem-
po. Uno de ellos son las redes neuronales autorregresivas. Se dard ahora una breve
descripcion de su funcionamiento ya que sera til en futuras secciones cuando se exten-
deran estas ideas al caso funcional. Para una descripciéon mas detallada Hyndman et
al. (2018)[13]

Una red neuronal puede considerarse como una red que es organizada en capas. Las
entradas de la primera capa son los predictores (o entradas), mientras que la prediccién
es la salida de la ultima capa. Pueden existir capas intermedias a las que se le da el

2Se entiende por diferenciacién al método en el que calculamos un nuevo proceso a partir de la resta
Yi=Xi— X
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Input Hidden Output
layer layer layer
Input #1 —
Input #2 —
— Output
Input #3 —
Input #4 —

Figura 3.2: Red neuronal con una capa oculta.

nombre de capas ocultas. La idea de una red se basa ligeramente en el funcionamiento
de las redes neuronales bioldgicas. En la imagen 3.2 se muestra una red neuronal con
una capa oculta. Las salidas de los nodos en una capa son entradas a la siguiente capa.
Las entradas a cada nodo son una combinacién lineal ponderada de la forma

Zj = bj -+ E wija:i
i

Esta suma ponderada es evaluada sobre una funcién de activacién, generalmente
una funcién sigmoide como la funcion logistica

Los valores de esta funcion serén las nuevas entradas de la siguiente capa. Las ponde-
raciones de la red, usualmente denominadas pesos, son estimados mediante algoritmos
de aprendizaje. El funcionamiento de estos algoritmos de aprendizaje no es mas que la
de minimizar una funcién error definida de forma acorde al problema.

Se puede aplicar esta metodologia a las series de tiempo. Para entender un poco
mejor el funcionamiento vamos a ejemplificar con un modelo simple. Imaginemos que
tenemos un modelo AR(3). Este modelo es dependiente hasta el tercer retardo X;_3. La
idea aqui es utilizar los tres retardos como valores de entrada de la red y como salida
obtener la prediccién. A estos modelos se les da el nombre de red neuronal autorregre-
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siva (NNAR).

3.2. Modelos de regresiéon paramétricas aplicados a
las series de tiempo funcionales.

Durante todo el capitulo anterior hemos dado una descripcién detallada de los mo-
delos de regresion lineal, ahora nos centraremos en la aplicacién al ambito de las series
de tiempo funcional. Para ello daremos una ligera modificacién de los modelos ante-
riormente explicados. Comenzaremos con el caso mas simple, la regresion con respuesta
escalar.

3.2.1. Regresion con respuesta escalar para series de tiempo
funcionales.

Antes de propiamente reformular el modelo de regresion con respuesta escalar al
enfoque de las series de tiempo funcionales, vamos a justificar la utilizacién de esta
metodologia. Imagines que nuestro objetivo es predecir el comportamiento futuro de
una variable que es escalar, un ejemplo que podriamos emplear seria el valor esperado
de pacientes que acuden a un hospital condicionado a la temperatura de los dias ante-
riores. Si tenemos un registro de las temperaturas a lo largo del dia podriamos tratar de
determinar el nimero de pacientes que acudiran al hospital padeciendo los sintomas del
resfriado comuin. Esta situacién entraria en el marco de las series de tiempo funcionales,
ya que tratamos de estimar valores futuros a partir de valores pasados.

El modelo de regresion tiene una estructura similar al planteado en el capitulo an-
terior, pero con pequenas diferencias.

Yirk = (X, B) + €ip = /Xi(t)ﬁ(t)dt + €

Donde el indice k£ nos indica el evento k-ésimo. Es frecuente que el evento k-ési-
mo sea el siguiente, aunque se podrian dar situaciones en las que esto no sea cierto y
fuera necesario trabajar con un retardo. Para contextualizar un poco esta idea vamos
a retomar el ejemplo de los pacientes del resfriado y la temperatura. Si una persona
estd expuesta a una situacion en la que la temperatura es baja, serd mas propensa a
enfermarse por un resfriado. Sin embargo, los sintomas del resfriado no aparecen al dia
siguiente, sino que se requiere un cierto tiempo de incubacion. Esto implica que la per-
sona no acudira al hospital inmediatamente, por lo que sera necesario estudiar nuestra
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serie de tiempo con un cierto retardo.

3.2.2. Regresiéon con respuesta funcional para series de tiempo
funcionales.

Pasaremos ahora a detallar el funcionamiento de las series de tiempo mediante la
regresién con respuesta funcional. En este caso podemos enfocar la regresion desde dos
puntos de vista, el primero es aquel en el que nuestra covariable sea la misma que nues-
tra respuesta, como ocurre con los modelos ARMA de las series de tiempo clasicas. El
segundo es en que la covariable y la variable respuesta son distintas, como nos ocurria
con el caso de respuesta escalar. Para ambos casos el modelo se puede describir de la
misma forma:

n%@—/X@m@gm+mm)

donde si Y, = X,y estamos en el primer caso, mientras que Y # X,  es el
segundo.

Para entender un poco mejor estos casos vamos a utilizar dos ejemplos simples.
Imaginemos que estamos interesados en determinar el comportamiento de una serie de
tiempo financiera, estudidandola desde un punto de vista funcional. Nuestro principal
interés en este analisis es determinar cémo sera el comportamiento en el futuro de esta
serie a partir de como se comporta en el presente. Este ejemplo englobaria el primer
caso, la covariable y la variable respuesta son la misma. Para el segundo caso podemos
utilizar el consumo eléctrico de una ciudad. En principio podriamos utilizar el mismo
analisis que en el caso anterior, no obstante, podria ser mas util en este caso utilizar
otra variable distinta como podria ser la distribucién de la temperatura.

3.3. Modelos no paramétricos.

Una de las metodologias mas cominmente utilizadas en las series de tiempo funcio-
nales es el modelo de regresiéon no paramétrico. El modelo de regresiéon no paramétrico
funcional puede extenderse a las series de tiempo funcionales de la siguiente manera.

Xt (t) = m(X) + e (1) (3.1)

La ecuacion 3.1 supone que los valores de la serie en el instante ¢ en un intervalo
dado es una funcién no paramétrica desconocida de la serie en todo el intervalo anterior
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mas algin término de error.

En nuestro estudio utilizaremos el estimador de Nadaraya-Watson de m basado en
las ideas de Aneiros-Perez et al.(2011) [1] .Este modelo viene definido como

mp(X) = Z wi (X, X5) X1 (t)

donde el parametro h es la ventada de suavizado y w

Donde K es una funcién tipo ntcleo y d es la distancia entre X y X;. Esta distan-
cia d dependera de la métrica o semimétrica elegida. Es aqui donde reside la principal
diferencia entra la regresion no paramétrica clasica y la funcional.

El uso de un nticleo determinado no es en principio una cuestion que implique una
gran relevancia en el modelo. Por otro lado, la ventana y la métrica utilizada si tendran
relevancia. En nuestro caso siempre trabajaremos con el espacio L? por lo que el punto
clave del andlisis del modelo no paramétrico serd la ventana.

Existe una literatura extensa dedicada a la construccién de reglas de seleccion del
ancho de ventana en los modelados no paramétrico. La mayoria de estas metodologias
consisten en buscar los valores de la ventana que minimizan alguna medida de preci-
sién de la estimaciéon. En nuestro modelo, minimizaremos la suma residual de cuadrados:

MSE = % Z;: / (m(Xi(t)) — X (1))? dt

Una de las técnicas mas utilizadas es la validacion cruzada. Tiene como desventaja
que su uso puede resultar computacionalmente costoso, mientras que su principal ven-
taja es la simplicidad a la hora de implementar en practicamente cualquier ambito. La
ventana elegida serd aquella que cumpla la minimizacién

h= mgn CV(h)
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donde

Vi) =13 [ (m(X0) - Xiia(0)

siendo m‘(X) el estimador de Nadaraya-Watson estimado con todo el set de datos
salvo la observacion -ésima.

3.4. Modelo de red neuronal en series de tiempo de
datos funcionales.

Una de las herramientas mas utilizadas a lo largo de los tltimos anos en el ambito
del aprendizaje estadistico han sido las redes neuronales. Al principio del capitulo ya
se hizo una breve descripcion de como estas metodologias se habian implementado en
el estudio de las series de tiempo con las redes neuronales autorregresivas. Nuestro ob-
jetivo ahora sera proponer un modelo de redes neuronales basandonos en las ideas de
Portela (2017) [16] aunque ligeramente més simple. Antes de comenzar vamos a enun-
ciar el teorema de representacion de Kolmogorov-Arnold.

TEOREMA 3.1.Dado n € Z, toda funcién f € C([0,1]™) puede ser representado

CcOomo
2n+1 n
flry,ze, o my) = Z 9Yq (Z gbpq(xp))
qg=1 p=1

donde ¢,, € C[0, 1] son funciones crecientes independientes de f y g, € C[0,1] de-
pendientes en f.

La idea cualitativa de todo nuestro analisis es simple, conseguir estimar el operador
p(t, s) que cumpla

X (t) = /Xi(s)p(t,s)ds + €1k (1)
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Nosotros propondremos ahora la estimacién de este operador empleando el teorema
3.1. Definiremos el estimador de nuestro operador como la suma de la siguiente forma

p(t, S) = Z OJojf(wlj + OJgjt + W3j8)
j=1

donde los pardmetros w;; seran pesos a estimar y la funcién f es una funcién sig-
moide como podria ser la funcién logistica, la tangente hiperbdlica o cualquier otra. En
nuestro analisis usaremos la funcién logistica

1
= 1 _'_ 6_(wlj+w2jt+w3j5)

f(wlj + O.}gjt + W3j8)

En la imagen 3.3 se muestra como la suma de estas sigmoides bidimensionales esti-
man la funcién p(s,t).

e |-
B
prati e
R ‘:x““\::‘\“\\\,\.u
L
A

i
AR

Figura 3.3: Suma de funciones logistiscas bidimensionales para estimar p

Este modelo se puede ver como una red neuronal que toma como entradas las varia-
bles t y s continuas, una capa oculta cuyo nimero de nodos vendra dada por el valor
c elegido en el desarrollo y un unico nodo de salida que sera la suma de los valores
obtenidos en los nodos. En la imagen 3.4 se muestra el diagrama de nuestro modelo en
el caso de que nuestra ¢ = 5.



3.4. MODELO DE RED NEURONAL EN SERIES DE TIEMPO DE DATOS FUNCIONALES.37

Figura 3.4: Red neuronal para estimar p con cinco nodos

3.4.1. Estimacion de los parametros.

En esta seccion daremos una descripcién de los métodos empleados para estimar
los parametros de modelo. Utilizaremos una de las técnicas mas utilizadas y simples, el
descenso del gradiente. Como primer punto de partida debemos definir una funcién de
error a minimizar. Nosotros utilizaremos la suma del cuadrado de las distancias entre
la variable real y nuestra prediccion.

2

E:ijj/(x,-(t)—)?,-) dt

Nuestra funcién £ tomara un minimo para un parametro w;; dado en aquellos va-
lores en los que su derivada sea cero. Es conveniente escribir la derivada de E en la
siguiente forma

OE  OF 0X,
60.1@' N 85(\1 8wij

donde hemos utilizado la regla de la cadena. Nos queda por tanto que los valores
que minimizan nuestro error son aquellos que cumplen
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dt =0

>8X

Ow;j

&/JU Z /

Como se mencion6 anteriormente trabajaremos con la funcién logistica bidimensio-

nal, la expresion pasa a ser

oE 2 N 9 ¢

Don; = Z: / -2 <Xi(t) — Xi> Y (/z::p (¢, S)Xi_l(s)ds> dt =
% 1

Z / X 80«)1] (/ Z “oj 1 + e~ (Wijtwz;ttws;s )XZ 1(S>d5> dt

donde las derivadas para los distintos parametros son

dp(t,s) 1
Owo, 1 + e~ (W twajttws;s)
dp(t, s) e~ (wijtwajttws;s)
Bury V(1 e Gt
Op(t, s) e~ (wijtwajttuws;s)
Qw1+ e—(w1j+w2jt+w3ﬁ>)2t
dp(t, s) e~ (Wijtwasttws;s)
Dus; = Woj 1+ 6—(w1j+w2jt+w3js))28

Una vez que hemos definido la derivada de nuestra funcion error trataremos de bus-
car su minimo utilizando la técnica del descenso del gradiente. Se trata de un método
iterativo donde el siguiente valor de nuestro pardametro es

Wit1 = Wi — YV E(wy)

Donde el pardmetro v toma siempre valores mayores que cero. En el dmbito del
aprendizaje estadistico se le da el nombre de learning rate pues determina la velocidad
de convergencia del método. Si elegimos valores muy pequenos el algoritmo requerird un
gran nimero de pasos para poder determinar el valor del minimo, mientras que valores
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muy altos causaran la no convergencia del método. Es por este motivo que determinar
un valor adecuado es considerablemente importante. En la imagen 3.5 se muestra de
forma esquematica el funcionamiento del descenso del gradiente. En este caso se re-
presenta el caso mas simple, en el tenemos como objetivo encontrar el minimo de una
funcién con un solo minimo. En nuestro modelo el caso se complica ya que tenemos un
nimero alto de minimos locales. El descenso del gradiente no es capaz de determinar
si se trata de un minimo local o global, simplemente alcanzara aquel minimo que se
encuentre mas cerca del primer valor inicial dado. Por este motivo es comin que se
utilicen distintos puntos de partida a la hora de determinar el minimo.

Cost
y 3

Learning step

Minimum

Random w w
initial value

Figura 3.5: Esquema del descenso del Gradiente

Vamos ahora es reescribir el problema en forma matricial, definiremos las matrices
w* y J como

k k k k Op(t,s)  Op(ts)  Op(ts)  Op(t,s)
Wop Wip Woo W3g oo Owio Owmo  Owso
k k k k Op(t,s)  Op(t,s)  Op(ts)  Op(t,s)
. Wop Wip Wap Wy dwo1 dwi1 w21 dwst
w" = ,J =
k k k k Op(t,s)  Op(t,s)  Op(ts)  Op(t,s)
WOC wlc w2C w3C BUJOC 8wlc anc awgc w—wk

Siendo w* la matriz de parametros en la k-ésima iteracién y .J la matriz jacobiana
evaluada en w”. De esta forma podemos reescribir nuestro algoritmo iterativo como

W1 = wi — 7S
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Uno de los problemas mas comunes en el ambito del aprendizaje estadistico es el
denominado over fitting. Cuando hablamos de overfitting nos referimos al sobreajuste
que ciertos modelos pueden generar debido a que tienden a ajustarse de forma excesiva
al set de datos original perdiendo asi flexibilidad. Las redes neuronales son métodos
que pueden sufrir este problema con relativa facilidad. Para evitarlo generalmente se
divide el set de datos original en dos partes. La primera parte sera el set de datos
que se utiliza para entrenar el modelo, mientras que con la segunda se realiza el test
de evaluacién. Como los datos del test no han sido utilizados en el entrenamiento no
sufriran problemas de overfitting. De esta forma determinaremos la calidad del ajuste
real.



Capitulo 4

Modelo autorregresivo en espacios
de Hilbert.

En los capitulos anteriores nos hemos centrado en los modelos de regresién fun-
cionales tanto paramétricos como no paramétricos. Existe otra metodologia distinta
propuesto por Bosq (2000)[5], donde se hace una extension de los modelos autorregre-
sivos de series de tiempo clasicos al caso funcional. Esta metodologia recibe el nombre
de modelo autorregresivo en espacios de Hilbert. Comenzaremos analizando el caso mas
simple, el modelo autorregresivo en espacios de Hilbert de orden 1 (ARH(1)).

4.1. Modelo autorregresivo en espacios de Hilbert
de orden 1.

Como punto de partida comenzaremos dando la definicion del modelos autorregresi-
vos en espacios de Hilbert de orden 1 y de la extension del ruido blanco al caso funcional.

DEFINICION 4.1. Sea X = (X,,,n € 7Z) una secuencia de variables aleatorias

funcionales definidas en un espacio de Hilbert H, es un proceso ARH (1) si es estacio-
nario y cumple que

Xn=p(Xn1)+ €, neL (4.1)

donde E[X] =0y € es un H-ruido blanco.

DEFINICION 4.2. Una secuencia ¢ = (eén,m € Z) de variables aleatorias funcio-
nales definidas en un espacio de Hilbert H, es denominado H-ruido blanco si

41
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1. Tiene media cero Ele,] =0
2. Tiene varianza finita 0 < Elle,||? = 0% < oo
3. El operador de la covarianza no depende de n C, = C,,

4. €, es ortogonal a €,

La estructura de este modelo es idéntica a la de los modelos de regresion de los
capitulos anteriores, con la diferencia de que en este caso estamos imponiendo condi-
ciones ligeramente mas restrictivas que en los casos anteriores. Estas condiciones son
necesarias para poder describir la serie de tiempo de desde este punto de vista.

Bajo este andlisis entra en juego una cuestién de gran relevancia que en los an-
teriores analisis no nos habiamos planteado. Determinar en qué condiciones podemos
implementar los modelos de autorregresivos en espacios de Hilbert o lo que es lo mismo,
las condiciones de existencia.

4.1.1. Existencia.

Para contextualizar el problema de la existencia vamos a estudiar brevemente que
ocurre con el modelo autorregresivo de orden uno clasico (AR(1)). Recordando la defi-
nicion 3.4 dada en el primer capitulo, sea X; un proceso estacionario clasico, diremos
que admite AR(1) si ha sido generado por:

Xi=c+oXi 1+ a

donde a; es un proceso de ruido blanco, ¢ es una constante y ¢ es otra constante
que toma valores entre (—1,1).

Si asumimos que la serie X; comienza en el infinito pasado podemos representar el
pProceso como:

Xy = Z qbiat—i
i=0

Que se trata de una serie geométrica que serd convergente inicamente si |¢| < 1. A
los procesos AR(1) que admiten esta representacién se les denomina causales.



4.1. MODELO AUTORREGRESIVO EN ESPACIOS DE HILBERT DE ORDEN 1.43

Para el caso funcional la situacién es similar, aunque ligeramente mas compleja ya
que trabajamos con operadores y no con constantes. Nuestro objetivo es establecer una
condicién andloga a |¢| < 1 para el operador p.

LEMA 4.1. Para todo p € £ las siguientes dos condiciones son equivalentes.

cl) Existe un entero jo > 1 tal que ||p”||; < 1
c2) Existeun a >0y 0 <b <1 tal que ||p?||z <abl,7>0

La demostracion completa del lema se adjunta en el apéndice.

TEOREMA 4.1. Si la condicién cl) del lema es cierta, entonces la ecuacién 4.1
tiene una unica solucion estacionaria que viene dada por

X, = Zpi<€n—i)7 n ez
i=0
La serie converge de forma casi segura en L?, es decir
l
EX, =S el 50, 100
=0

La demostracion se anade en el apéndice.

Un ejemplo relevante de operadores que cumplen esta condicion es el de los opera-
dores integrales de Hilbert-Schmidt, que venian definidos como

U(t) = /w(t, s)x(s)ds, z € L?

y satisface

//W(t, s)dtds < 1
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que es precisamente || ¥||2. Sin embargo, en la seccién de andlisis de datos funcionales
del primer capitulo, se mencioné que ||¥||; < [|[¥]|s, lo que implica la condicién c1 del
? ?
lemma para jp = 1.

4.1.2. Estimacion.

Una vez que hemos establecido las condiciones en las que podemos tratar de estudiar
la serie de tiempo desde el punto de vista de los modelos autorregresivos, el siguien-
te objetivo es estimar el operador p(z). Sobre él se imponen dos condiciones, que sea
simétrico y definido positivo. La idea de estas dos condiciones es simple, poder utilizar
la descomposicion espectral.

Xn+1 = p(Xn) + €n+1

Para estimar este operador primero aplicaremos

E[(Xpi1, 2) Xn] = E[(p(Xn), 2) X] + E[(€nt1, ) X5

Pero como € es incorrelado en H y p es simétrico tenemos

Donde C' no es mas que el operador de la covarianza. Definimos el operador D como

D(z) = E[(Xn, 1) Xn11]

siendo DT = E[(X,,11,2)X,]. Este operador D recibe el nombre de covarianza cru-
zada. Tenemos por tanto que DT = C(pT), es decir
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Con lo que nuestro objetivo se reduce tinicamente a encontrar la inversa del opera-
dor de covarianzas C'(x). Como se mostré en el primer capitulo un estimador de C(x) es !

Sin embargo, la dimensiéon de nuestro espacio es infinita causando que no nece-
sariamente se cumpla p = DC™! en todo el espacio. Por este motivo definiremos el
operador de covarianza utilizando la descomposicién espectral, limitando el desarrollo
hasta un nimero K. De esta forma conseguimos obtener una aproximacién de la inversa.

donde
con
Este estimador si es invertible sobre todo H con inversa

K
Cot = > NN,y
)

Por otro lado el estimador del operador D es

'En este caso estamos asumiendo que E[X] =0
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Una vez determinado la inversa del estimador de C' y el estimador D ya podemos
determinar un estimador del operador p

kn n—1 kn

Pu(m) = —— 5SS M 1) (X, 1) (X, s

=1 i=1 j=1

Estimacion de las autofunciones.

Uun pilar clave en la metodologia antes expuesta, es el uso y la determinaciéon de los
autofunciones para estimar nuestro operador. Clasicamente la metodologia habitual es
utilizar las componentes principales como autofunciones. Tienen la ventaja de que con
un pequeno numero de elementos de la base ya podemos abarcar una gran variabilidad.
Sin embargo, esta metodologia no se enfoca en determinar aquellas autofunciones que
sean mas utiles a la hora de predecir. Una alternativa interesante podria ser utilizar las
componentes PLS en lugar de las componentes principales, ya que estas si se enfocan en
determinar aquellas autofunciones que sean mas tiles en la prediccion. En este trabajo
unicamente nos centraremos en el uso de las componentes principales.

4.1.3. Ejemplo ilustrativo.

En este apartado vamos a tratar de comprobar como de buena es esta estimacién
del operador p utilizando componentes principales. Para ellos utilizaremos un ejemplo
ilustrativo.

Antes de comenzar vamos a reescribiremos ligeramente p como un operador inte-
gral. De esta forma generaremos una serie de tiempo utilizando un operador p integral
con nicleo 8y lo compararemos con el nticleo estimado por el procedimiento descrito
anteriormente. Definiremos (¢, s) como

B(ts): . ZZZX]TLI<Xz‘>Vj><Xz’+17Vl>Vle
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que cumple
a)(e) = [ it s)a(s)ds

Como se mencioné anteriormente una de las grandes ventajas de las componen-
tes principales es que el uso de un pequeno numero de ellas nos permiten dar una
buena descripcién del modelo. En este ejemplo utilizaremos tinicamente las tres pri-
meras componentes principales. Al igual que en el estudio tedrico planteado para
los modelos de regresion funcional, trabajaremos con innovaciones que vendran da-
das como una combinacién lineal de funciones trigonométricas de la forma e(t) =
0,5 % N¢(0,1) * sen(mt) + 0,5 * N(0,1) % sen(wt). En la imagen 4.1 se muestran en
azul el valor tedrico de [ mientras que las otras tres graficas son las estimaciones utili-
zando 1, 2 y 3 componentes principales.

Figura 4.1: Superficie del nicleo tedrica y estimada para las tres primeras componentes
principales
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A medida que aumentamos el niimero de componentes vemos como la escala se apro-
xima mas a la original, pero en contraposicion tiende a ser una superficie mas rugosa.
En términos generales la aproximacion es bastante buena.

4.2. Modelo ARH(p).

El siguiente paso en el estudio de los modelos autorregresivos en espacios de Hilbert
es dar una estructura del caso general, el modelo autorregresivo de orden p (ARH(p))

DEFINICION 4.3. Sea X = (X,,n € Z) una secuencia de variables aleatorias
funcionales definidas en un espacio de Hilbert H, es un proceso ARH (p) si es estacio-
nario y cumple que

donde E[X] =0y € es un H-ruido blanco.

La metodologia utilizada para el caso de orden 1 no es aplicable en este caso puesto
que en lugar de tener una ecuacion, tenemos un sistema de ecuaciones donde nuestras
incognitas son operadores. Para resolver este problema trataremos de reducirlo al caso
de orden 1. Comenzaremos dando la siguiente definicién.

DEFINICION 4.4. Denominaremos H? al producto cartesiano de p copias de H,
donde HP viene dotado por el producto escalar

con Ty, -, Tp, Y1, 7ypEH

Sea Y, = (X, -+, Xp—ps1) donde E[X; = 0], € = (¢,0,---,0) con tamano p defi-
nimos el siguiente operador en H? como
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pPr P2 Pp
, I 0 0
p =

0 I 0

0 I 0

donde I es el operador identidad.
LEMA 4.2 Si X sigue un ARH (p) asociado con (€, p1,- -, pp), entonces Y es un
ARHP(1) asociado con (¢, p').

Llegados a este punto tnicamente tendremos que resolver el problema equivalente
al del modelo ARH (1) en el espacio HP. Nuestra estimacién de los operadores D, (z) y

Cyn@)

con

Este andlisis es identico al planteado por Bosq (2000)[5]. Una visién alternativa del
modelo ARH(p) se da en Kokoska et al. (2012)[14] donde también proponen una me-
todologia para la determinacion y contraste sobre el orden del modelo.
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4.3. Modelo ARHX(p).

A lo largo de las secciones anteriores hemos estudiado como es el comportamiento de
una serie de tiempo tratada como un objeto funcional. La cuestién que se nos plantea
ahora es si existe alguna otra serie de tiempo que tenga influencia sobre la que estamos
estudiando. Como ejemplo podriamos pensar en el precio de las acciones de dos bancos
o el consumo de electricidad y la temperatura. La relevancia de estas relaciones entre
series es muy grande, pues implica el tener mas informacién a la hora de estudiar nues-
tro modelo. Es por este motivo que surge la idea de anadir nuevas variables al modelo,
variables exdgenas.

Nos enfocaremos en el estudio de los modelos autorregresivos en espacios de Hilbert
con variables exdgenas, estudidndolos como una ”ampliaciéon” de los ARH(p). Decimos
como una ampliacion puesto que la representacion utilizada serd equivalente a la de los

modelos ARH(p).

Sea p1,- -+, pp, a1, -+, operadores lineales definidos sobre H, diremos que sigue
un modelo autorregresivo en espacios de Hilbert con variables exdgenas de orden p
(ARHX(p)) si cumple que:

Kot = pr(Xna) + - 4 pp(Xop) + a1 (Zng) + -+ ag(Zng) + €n

donde € es ruido blanco hilbertiano, Z, i, - ,Z,, son variables que siguen un
modelo autorregresivo de orden 1, es decir Z,; = u(Z,-1,) + €,,. Al igual que hi-
cimos para el caso ARH(p) definimos un espacio de Hilbert separable H? que tie-
ne definido el producto escalar ((xi,---, %), (Y1, - ,Yq)) = > (i, yi). Si tenemos
Y, = (Xu; s Xopi1: Zns11,  Znt1g) vV € = (€0,0,--+,0,€n1,- - ,€nq) entonces
podemos definir un operador p como hicimos en en caso ARH(p) de la siguiente forma:
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PL oo Py Ap e eeoay
I 0 0
0 I 0
/ 0 I 0 0
o=
0 0 uw O 0
0 0  u
o --- . 0
0 0 Ug

Cuando el proceso X, siga un modelos ARHX(p) entonces Y,, sigue un modelo

ARH(1) en HY.

T, = p/(Tn—l) + 6,n

Una descripcién més detallada de este modelo se da en Damon et al.(2005) [6]
donde se realiza un analisis utilizando muestras simuladas. Cabe destacar el trabajo
Damon et al.(2002) [7] de los mismos autores que el anterior, donde utilizan los modelos
autorregresivos con variables exdgenas para predecir niveles de ozono. En este mismo
trabajo se comparan los resultados de este modelo con los del modelo ARH(1) y un
modelo de regresion no paramétrico funcional siendo el modelo ARHX el que mejores
resultados obtiene.
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Capitulo 5

Aplicaciéon a datos reales.

En este capitulo nos centraremos aplicar las distintas metodologias recogidas a lo
largo del trabajo a un caso con datos reales. En concreto utilizaremos las técnicas pa-
ramétricas, no paramétricas y los modelos autorregresivos en espacios de Hilbert de
orden 1. Como set de datos a analizar utilizaremos el precio del intercambio entre el
dolar y euro. Nuestro objetivo es comparar los resultados de las distintas metodologias,
con el fin de determinar cudl es el mas indicado para este caso en particular.

Surge por tanto una duda, como determinar qué modelo es el més adecuado. Para
solucionar este problema utilizaremos distintas medidas de error.

5.1. Medidas de error.

En esta seccién se dara una breve descripcion de las distintas medidas de precision,
que se pueden calcular para los residuos de un modelo de prediccién en el marco de las
series de tiempo de datos funcionales. En general, no existe un criterio estandar para
la medida de errores y generalmente depende del tipo de datos y la aplicacion. En este
trabajo utilizares tres de las medidas mas habituales en este tipo de analisis:

» El error absoluto medio funcional (FMAE) definido como

T T
1 =~ 1 ~
FMAE = — X, =Xl =— Xn(t) — X, (t)|dt
vl I: N;/‘ (t) - Xa(t)

» El error cuadratico medio funcional (FMSE) definido como

FMSE—lTX )?2—1T X, (1) - K1) dt
¥ = Kl =y 3 f (30 - %u00)

23
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= Si aplicamos la raiz a FMSE tenemos FRMSE

1 & - 1 & SN2
FRMSE = N;HXH—XHHEZ: NZ/<Xn(t)—Xn(t)> dt

t=1

Estas mediciones de error pueden proporcionar algunos resultados que son dificiles
de interpretar porque la integracién se realiza en el rango de dominio de las funciones
t € [a,b]. Una forma de normalizar los resultados es dividiendo cada medida por a — b
como se muestra en Aneiros-Perez et al. (2013)[2].

5.2. Aplicacién de los modelos con respuesta fun-
cional.

Nuestro set de datos consiste en el precio del intercambio entre el délar y el euro
desde la formacién de este iltimo (Imagen 5.1). Una explicacién mas detallada sobre el
set de datos se dara en apéndice C.

Ratio Dolar/Euro
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Figura 5.1: Relacion entre el predio del délar y el euro.
El objetivo del analisis es estudiar el comportamiento de la serie de tiempo utilizando

las herramientas estudiadas en los capitulos anteriores. Trataremos cada dato funcional
como la funcién que se estima a partir de los datos de 30 dias (un mes). Utilizaremos
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una coleccién grande de datos funcionales (en torno a los 150 primeros meses) para
ajustar el modelo, y los siguientes meses restantes como test. Nuestra respuesta en este
andlisis sera funcional y a diferencia de lo que se suele hacer en los modelos de series de
tiempo cldsicos, nuestras predicciones seran tnicamente a un paso !. El imponer esta
condicién viene del hecho de que al trabajar con respuesta funcional no es en principio
posible generar un intervalo de confianza para la prediccion. Esto produce que las pre-
dicciones a largo plazo carezcan de sentido. En el caso de las series de tiempo clésicas
no tenemos este problema, puesto que siempre podriamos recurrir a técnicas bootstrap
para determinar los intervalos de confianza. Cabe destacar que este tipo de series de
tiempo pueden ser tratadas desde otros enfoques completamente distintos. Entre ellos
podemos destacar las ecuaciones diferenciales estocésticas, ampliamente utilizadas en
los estudios financieros.

5.2.1. Aplicacion del modelo de regresiéon paramétrico.

El primero modelo que estudiaremos sera precisamente el primero detallado en el
trabajo, el modelo de regresion funcional con respuesta funcional paramétrico. Utili-
zaremos la version penalizada del modelo propuesto por Ramsay que se detalld en el
capitulo dos.

Ratio Dolar/Euro
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Figura 5.2: Estimacion del modelo de regresiéon paramétrico.

LCon predicciones a un paso nos referimos a que para realizar la prediccién de un mes utilizamos el
valor real del mes anterior. Esto quiere decir que si hemos hecho ya una predicciéon del mes de febrero
y queremos realizar una para marzo, utilizaremos el valor real del mes de febrero y no la prediccién.
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En la imagen 5.2 se muestra el ajuste del modelo de regresién paramétrico. En azul
se representa la estimaciéon del set de datos utilizado para el ajuste, mientras que en
rojo el conjunto de set de datos utilizados como test. El ajuste es considerablemente
bueno, siendo ligeramente menos sensible a los cambios abruptos de tendencia.

5.2.2. Aplicacién del modelo de regresion no paramétrico.

Nuestro siguiente modelo de estudio es el modelo de regresiéon funcional con res-
puesta funcional no paramétrico. La principal ventaja que tiene este modelo frente al
anterior es que es mas general, puesto que no asume ninguna condiciéon de linealidad.
Para nuestro estudio nos basaremos en las ideas de Ferraty, desarrollas en el capitulo
dos y tres.
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Figura 5.3: Estimacion del modelo de regresién no paramétrico.

Como se puede ver en la imagen 5.3 el modelo de regresion no paramétrica tiene un
resultado significativamente peor que el paramétrico. Si bien es cierto que acierta en la
tendencia de la serie el resultado no es tan bueno como cabria esperar, mas teniendo en
cuenta que se trata de un modelo mas flexible. Este resultado quizas pueda deberse a
una seleccion de la ventana no tan exhaustiva como es necesario. Otra posibilidad es el
uso de la medida de error FMSE para ajustar el modelo, tal vez no sea la méas adecuada
para este caso en particular.
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5.2.3. Aplicacién del modelo de red neuronal funcional.

La otra metodologia no paramétrica propuesta fue el uso de una red neuronal fun-
cional de una sola capa. Al igual que con el caso de la regresién no paramétrica el no
suponer linealidad nos da mas flexibilidad en el modelo. Sin embargo, los modelos de
redes neuronales pueden llegar a tener serios problemas de overfitting. Como se men-
cioné en el capitulo tres utilizaremos el descenso del gradiente para entrenar el modelo
utilizando como elementos de validacion el set de datos destinados a test.

Entrenamiento de la red neuronal
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Figura 5.4: Entrenamiento red neuronal.

En la imagen 5.4 podemos ver el comportamiento del entrenamiento de nuestra
red. Si aumentamos el nimero de iteraciones el ajuste del modelo mejorara, pero como
podemos ver las mejoras son cada vez mas reducidas. En este caso se ha utilizado un
learning rate fijo, aunque se podrian utilizar técnicas en las que el parametro se fuera
modificando con el objetivo de obtener una convergencia mas rapida.

A diferencia de la regresion no paramétrica este si parece que realizada un buen
ajuste en practicamente toda la serie de tiempo (Imagen 5.5). Parecido a como se
comportaba el modelo de regresiéon paramétrica. Vemos que la traza azul se ajusta
muy bien a la curva original, igual que ocurre con la traza roja, lo que nos indica
que el modelo no ha tenido ningiin problema de overfitting. Una de las cuestiones mas
particulares que tiene el modelo de redes neuronales el tipo de predicciones que elabora.
Debido a que los datos pueden ser bastante abruptos y al tipo de prediccion a un paso
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Figura 5.5: Estimacion de la red neuronal.

que estamos estudiando, en muchos casos los modelos sufren una separaciéon grande
entre el final de una prediccion y el inicio de la siguiente. En el caso del modelo de redes
neuronales este comportamiento es més claro que en ningin otro modelo.

5.2.4. Aplicacién del modelo autorregresivo en espacios de Hil-
bert.

El 1dltimo modelo que aplicaremos es el autorregresivo en espacios de Hilbert que
fue presentado en el cuarto capitulo. Nos centraremos tnica y exclusivamente en el
modelo autorregresivo de orden uno. Se mencionaron dos tipos distintos de técnicas a
la hora de utilizar una base ortonormal para calcular un estimador del operado p, la
de componentes principales y la base generada por minimos cuadrados parciales. Para
este caso vamos a utilizar componentes principales que es la mas comun.

Como podemos apreciar en la imagen 5.6 el resultado bastante bueno. Si es cierto
que parece que existe un pequeno desfase entre la prediccion y el set de datos original,
aunque ya es algo que venimos viendo ligeramente en los otros modelos, parece que
en este caso es mas claro. Cabe destacar que unicamente hemos necesitado una tnica
componente principal.
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Figura 5.6: Estimacion del modelo autorregresivo en espacios de Hilbert.

5.2.5. Comparativa mediante medidas de error.

El determinar cudl de los modelos obtiene un mejor desempeno es algo que dificil-
mente se puede hacer a simple vista. Es por este motivo que al principio de este tema
hemos introducido tres tipos distintos de medidas de error. Nuestro objetivo ahora es
utilizar estas medidas con la finalidad de determinar cudl es el modelo méas adecuado de
todos. En la siguiente tabla se muestran las distintas medidas de error para los distintos
modelos.

Modelo\Medida Error | FMAE | FMSE | FRMSE
Paramétrico 0.013 | 0.0003 | 0.018
No paramétrico 0.042 | 0.0023 | 0.048
Red neuronal 0.016 | 0.0005 | 0.022
ARH(1) 0.017 | 0.0005 | 0.022

Si bien es cierto que a principios de esta seccién se menciona qué es dificil deter-
minar que modelo da mejores resultados a simple vista, el que el modelo paramétrico
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de mejores resultados no es algo sorprendente. De la misma forma, que el modelo no
paramétrico de peores resultados tampoco es ninguna sorpresa. El debate surge entre
los otros dos modelos, el de red neuronal y el ARH(1), y lo cierto es que ambos modelos
dan resultados bastante similares, siendo el modelo de redes neuronales ligeramente
mejor.

Tenemos por tanto que el mejor modelo para este analisis es el de regresién pa-
ramétrico. La principal desventaja es que requerimos de una penalizacion y el deter-
minarla puede resultar computacionalmente costoso. A de mencionarse que en nuestro
analisis hemos determinado el valor de los parametros de penalizacién sin ser concien-
zudos y el resultado aun asi ha sido realmente bueno.

En cuanto al modelo de regresion no paramétrica es el que peor resultados obtiene.
Esto quizas se deba a que el modelo es considerablemente sensible al uso de una ventana
dada, o que tal vez simplemente no sea un modelo adecuado para este caso en particular.

El modelo de redes neuronales si bien es cierto que obtiene los segundos mejores
resultados, estd muy proximo a el modelo ARH(1). Tiene la ventaja de que con un
mayor tiempo de computacion se podrian obtener mejores resultados. Sin embargo, su
ventaja es a la vez una desventaja pues requiere un tiempo muy grande en comparacion
con el resto de los modelos para poder obtener un buen resultado.

El dltimo modelo a analizar ha sido el autorregresivo en espacios de Hilbert de orden
uno. Con resultados ligeramente peores que los del modelo de redes neuronales, es con
diferencia el modelo més rapido de todos. Cabe destacar que inicamente ha necesitado
una sola componente principal.

5.3. Aplicaciéon del modelo con respuesta escalar.

Hasta ahora unicamente nos hemos centrado en analizar el set de datos del ratio
entre el precio del ddlar y el euro desde un punto vista en el que nuestra respuesta es
enteramente funcional. Ahora trataremos de estudiar el mismo problema utilizando el
otro enfoque descrito en el trabajo, cuando la respuesta es escalar.

Para enfocar el problema al caso de respuesta escalar hemos de tener propiamente
una variable respuesta que sea un escalar. Trabajaremos con una nueva variable que
no sera mas que la media del ratio. El objetivo es por tanto determinar el valor medio
del mes siguiente a partir de cémo ha ido evolucionando a lo largo del mes anterior.
Puesto que el modelo que dio un mejor resultado en el caso con respuesta funcional fue
el paramétrico, solamente nos centraremos en este. Utilizaremos un modelo penalizado
idéntico al caso anterior, pero para un modelo con respuesta escalar y otro modelo gene-
rado por minimos cuadrados parciales, ambos descritos en el tema dos. Comenzaremos



5.3. APLICACION DEL MODELO CON RESPUESTA ESCALAR. 61

estudiando el modelo paramétrico penalizado.

5.3.1. Modelo paramétrico penalizado.

Al igual que hicimos en el caso con respuesta funcional fraccionaremos la serie de
tiempo. Lo haremos de una forma idéntica a los apartados anteriores, con la diferencia de
que en este caso unicamente nos centraremos en la prediccién de los datos no utilizados
en el set de entrenamiento.
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Figura 5.7: Estimacion modelo parametrico penalizado

Si nos fijamos en la imagen 5.7(c) tenemos representado en negro los valores reales
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mientras que en rojo estan nuestras predicciones. Los resultados a primera vista pare-
cen considerablemente buenos. En la imagen 5.7(a) se muestra la grafica de los residuos
del modelo. El comportamiento es cuanto menos un poco sospecho. Para determinar la
independencia de los residuos se ha realizado un test de Ljung-Box para los primeros
quince retardos. En la imagen 5.7(b) se muestran los p-valores para los distintos test,
donde la linea roja representa el p-valor=0.05.

Podriamos realizar un test de normalidad con la esperanza de poder determinar un
intervalo de prediccién, sin embargo los residuos no son homocedasticos con lo que no
podemos utilizar esta via. Lo que si podemos realizar es wild boostrap para determinar
los intervalos de prediccién. Los intervalos de prediccién han sido elegidos para alcanzar
un 99 % de confianza.
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Figura 5.8: Estimacion modelo paramétrico penalizado

5.3.2. Modelo de minimos cuadrados parciales.

Haremos un anélisis idéntico al del modelo paramétrico penalizado con la tnica di-
ferencia de que en este caso no utilizaremos ninguna penalizacion. Lo que si tenemos
que tener en cuenta de este modelo, es que se centra en determinar una base ortonormal
enfocada en conseguir la mejor prediccion posible. Una vez que hemos determinado la
base, utilizar un mayor niimero de elementos no implica un mejor resultado. Nos ocurre
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por tanto algo similar a los modelos ARH(1) cuando usamos componentes principales.
Utilizaremos el error cuadratico medio para determinar el nimero de elementos de la
base mas adecuado.
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Figura 5.9: Estimacion modelo de minimos cuadrados parciales

Hemos utilizado las tres primeras componentes pls para el modelo. Los resultados
son bastante similares a los que obtuvimos en el modelo paramétrico penalizado. Al
igual que hicimos en el caso anterior vamos a realizar wild bootstrap sobre los residuos
para determinar un intervalo de confianza sobre las predicciones.
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5.3.3. Comparativa mediante medidas de error.

Los resultados de ambos modelos son extremadamente similares. Para poder deter-
minar cudl de los dos da un mejor resultado vamos a realizar un anélisis similar al hecho
en la seccion anterior. En este caso trabajaremos con las mismas medidas de error, pero
aplicadas al caso no funcional.

Modelo\Medida Error | MAE ~MSE RMSE

Paramétrico 0.011 0.0002 0.014

PLS 0.013 0.0003 0.017

Al igual que paso con el modelo con respuesta funcional el que obtiene mejores re-
sultados es el paramétrico penalizado, aunque los resultados son bastante similares. En
ambos casos es necesario calcular el nimero de componentes a utilizar o penalizaciones,
lo que hace que se practicamente similar el uso de uno u otro, en términos de coste
computacional.
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Conclusiones y futuros trabajos.

Como hemos podido comprobar a lo largo de este trabajo, el analisis de series de
tiempo funcionales consigue dar una prediccion considerablemente buena. En particu-
lar, la aplicacion al precio del intercambio del ddlar y el euro ha dejado patente el
potencial de estas metodologias en un problema con una gran relevancia para el sector
financiero.

De las dos visiones tratadas en el trabajo, la completamente funcional es posible-
mente la menos comin en la literatura (aunque cada vez mas frecuente). Si bien es
cierto que el modelo con mejores resultados ha sido el paramétrico penalizado, cabe
destacar el modelo funcional de red neuronal autorregresiva, pues es una visién com-
pletamente nueva y tal vez en otro tipo de analisis pueda dar un mejor resultado.

En cuanto al estudio con respuesta escalar el modelo paramétrico penalizado vuelve
a dar mejores resultados, lo cual es algo curioso pues el enfoque de los minimos cuadra-
dos parciales es encontrar aquellas componentes que minimicen el error de prediccion.
De todas formas, en ambos casos los resultados han sido muy buenos y bastante proxi-
mos entre si.

Si nos fijamos en el modelo paramétrico ordinario con respuesta funcional presenta-
do en el capitulo dos y el autorregresivo en espacios de Hilbert de orden uno, se aprecia
claramente que son distintas estimaciones de un mismo modelo. Es algo que ya mencio-
namos en el capitulo dos y que ahora cabe resaltar, pues en nuestro anélisis final solo
hay una diferencia entre ellos, las penalizaciones. Como pudimos comprobar el resulta-
do mejora con estas penalizaciones. Lo cierto es que el hecho de que en ambos casos el
modelo penalizado de mejores resultados, nos deja claro que el uso de penalizaciones
ha de ser una técnica muy tenida en cuenta.

El inico modelo que ha dado unos resultados ligeramente peores ha sido el no pa-
ramétrico. Aunque como ya mencionamos en el capitulo tres, los modelos de regresién
no paramétrica funcional pueden ser bastantes sensibles a la ventana elegida. El realizar
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un trabajo mas exhaustivo de este enfoque implicaria estudiar distintos nticleos, técni-
cas de determinacién de la ventana o incluso trabajar con distintas métricas. Todo esto
requeriria hacer un trabajo en si solo dedicado al modelo no paramétrico. Por tanto en
este caso no debemos determinar que el modelo no es adecuado, sino que requiere un
estudio mas profundo.

Otra de las cuestiones en las que no hemos entrado en mucho detalle en este tra-
bajo, es en el uso del wild bootstrap para la regresion funcional con respuesta escalar.
Un poco parecido a lo que mencionamos con el modelo de regresion no paramétrica, el
realizar un analisis sobre las técnicas bootstrap a la regresion funcional podria ser un
tanto excesivo, teniendo en cuenta todo lo ya realizado. Mencionar que en este trabajo
unicamente se han utilizado las ideas propuestas por Ferraty et al.(2010)[11].

Tras este andlisis existen distintas vias mas avanzadas que aqui no se han tratado
y que pueden ser bastante interesantes. Entre ellas destacaremos:

= El uso de componentes PLS como base ortonormal en los modelos autorregresivos
en espacios de Hilbert.

= El uso de penalizaciones en los minimos cuadrados parciales.

» Estudiar la regresion con respuesta funcional utilizando los minimos cuadrados
parciales.

= Un estudio mas profundo de los modelos no parametricos.
= Los modelos autorregresivos en espacios de Hilbert de orden p.
= Los modelos autorregresivos en espacios de Hilbert con variables exégenas.

= Los modelos autorregresivos de media mévil en espacios de Hilbert.



Apéndice A

Demostraciones importantes.

A.1. Demostracién Lema 4.1.
En este primer apéndice daremos una breve demostracion de uno de los lemas mas

importantes en el estudio de la existencia de los modelos autorregresivos en espacios de
Hilbert de orden 1. Comenzaremos reescribiendo de nuevo el lema.

LEMA 4.1. Para todo p € £ las siguientes dos condiciones son equivalentes.

cl) Existe un entero jo > 1 tal que ||p?]|; < 1

c2) Existeun a >0y 0 <b <1 tal que ||p?||z < ab’,j >0
Demostracion. La condicién cl implica cO es simple de demostrar, inicamente ne-
cesitamos imponer la condicién de que at/ = 1 para todo j > 0. Que c0 implica cl

no es una cuestion que se pueda ver a simple vista. Comenzaremos escribiendo j como
j=7Joqg+rdondeqg>0y0<r<jp.

eI = 1l < e 171"

El caso de que |[p?]| = 0 implica que ||p?|| = 0, con lo que se cumplirfa la condicién
cl para todo 0 < a y 0 < b < 1. Pasemos ahora al caso en el que ||p°|| > 0. Puesto que
q>7/jo—1y|p"|l <1, obtenemos

1< ™ 177~ 1o < (e I /o) Nl 17" max [l
Sr<Jjo
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I

Si definimos ahora a’ = ||p|| =t méxo<,<j, |07 ¥ &' = [|p°||'/jo tenemos

1P]le < a'b?

Puesto que ||p”]| < 1 implica que 0 < b’ < 1y puesto que @’ = ||p”| "'k con k > 0
implica que a’ > 0, por lo que cumplen las condiciones impuestas para cl.

A.2. Demostracion teorema 4.1.

En este apéndice se dard una demostracién de el teorema pilar de este trabajo, que
nos determina la la existencia del modelo autorregresivo en espacio de Hilbert de orden
1. El teorema dice lo siguiente.

TEOREMA 4.1. Si la condicién cl) del lema es cierta, entonces la ecuacién 4.1
tiene una unica solucion estacionaria que viene dada por

Xn = Z;Oi(en—i>7 new
=0

La serie converge de forma casi segura en L?, es decir
l
E|X, =Y p(eai)| =0, 1— 00
i=0

La demostracién ahora propuesta se basa en las ideas de Kokoszka et al.(2012)[14].

Demostracion.

A lo largo del trabajo nos hemos centrado especialmente el espacio de Hilbert L?, pa-
ra esta demostracién en concreto trabajaremos con el espacio L? = L?[0,1]. Si tenemos
funciones aleatorias definidas sobre un espacio de probabilidad €2, entonces nuestro espa-
cio de Hilbert de trabajo sera L*(€2, L?[0,1]) que tiene como producto interno E(X,Y),
XY € L?0,1]. Para determinar que la sucesion X™ = " p'(e,—;) tiene limite en
L*(Q, L*[0,1]), es suficiente con demostrar que es una sucesiéon de Cauchy para cada n
fijo.
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E||Zp (eni)||* = ZZE (én-i), " (en—k)) EZHP (€n-a)1?

i=m k=m

Como se menciond en el capitulo sobre conceptos de datos funcionales la esperanza
conmuta con los operadores p € £, por lo tanto Ep’(e,_;) = 0. Por el lema 4.1

/

Bl Y p'lend)® < (Z Hp”||2> Ellel* < Elleol*a” 262j

j =m

con lo que X{™ converge en L*(Q, L?[0,1]).

Una vez demostrado que la sucesién tiene limite en L*(£2, L?[0,1]) vamos a estudiar
su convergencia. Para determinar la convergencia primero verificaremos que

Z I (en-i)l| <00 c.s.

Esto se cumple por la condicion cl del lema 4.1

E (Z HpilHleniH) < D P I Elleol® < Elleoll® <Z abi) <00
1=0

i,k=0 i=0

Supongamos que tenemos { X/} una sucesion que satisface la ecuacién 4.1. Podemos
escribir la sucesién de la siguiente forma

m

X =Y P eni) + "X )

i=1

donde m > 1. Por tanto,
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E|IX5, = XN < o™ HENXG |l < B Xollab™ !

Asi X! es igual de forma casi segura al limite de X{™ es decir a X,



Apéndice B

Estudio detallado de los datos.

El apartado final de este trabajo se centra en el andlisis de las distintas metodologias
explicadas a lo largo del tema. Tanto si se trata de un enfoque con respuesta funcional o
escalar se ha hecho el analisis entorno al set de datos del precio del intercambio entre el
dolar y el euro. El set de datos utilizado ha sido recogido de la base de datos del banco
central europeo donde se recogen todos los datos desde la formacion de la moneda en
enero de 1999.

Cuando trabajamos con datos funcionales es comin que nuestros datos tengan una
estructura bien definida. Sin embargo, cuando tratamos de estudiar las series de tiempo
desde un enfoque funcional uno de los principales problemas que presentan es que no
tienen esta estructura bien definida, forman parte de un continuo. Por este motivo el
punto de partida es dividir nuestra serie de tiempo en intervalos de igual tamano, don-
de cada una de estas secciones formard un dato funcional. Dado que nuestra serie de
tiempo recoge un unico valor diario, nuestra unidad minima de medida serd por tanto
un dia. Hemos de determinar ahora cuantos dias hemos de utilizar para formar un dato
funcional. Quizas de forma intuitiva uno podria suponer que trabajar con datos recogi-
dos semana a semana es una buena idea. El principal problema que tiene este enfoque
es solo se recogen cinco datos a la semana, lo cual supone un niimero muy pequeno de
puntos a la hora de formar nuestro dato funcional. Por este motivo nos centraremos en
tomar medidas de tiempo que podria considerarse como "mensuales”. Si bien es cierto
que un mes son entorno a veintitrés dias laborables, nosotros por simplicidad trabaja-
remos con datos formados por treinta dias.

Una vez que hemos determinado como particionar nuestra serie de tiempo, el siguien-
te punto es elegir una base en la que representaremos nuestro set de datos funcionales.
En este trabajo se han explicado tres de los métodos més comunes a la hora de re-
presentar los datos funcionales, aunque en este caso unicamente se utilizara la base de
Bsplines. Para determinar el nimero de elementos méas adecuado para la representa-
cién se ha utilizado la funcién optim.basis del paquete fda.usc [8], que calcula cual es el
nimero de elementos mas adecuados por validacién cruzada o por validacién cruzada
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generalizada. En toda esta explicacién se esta hablando de la representacion de los da-
tos funcionales, esto no quiere decir que no hayamos usado las componentes principales
o los minimos cuadrados parciales para calcular un modelo en particular.
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Cadigo.

C.1. C(Cdbdigo modelo paramétrico.

#Libreria principal del analisis de datos funcionales.
library(fda.usc)

#Base optima
opt.bsY<-optim.basis(fdata(t(y)) ,numbasis = seq(4,30,2),type.basis
opt.bsX<-optim.basis(fdata(t(x)) ,numbasis = seq(4,30,2),type.basis

#Nimero de elementos de la base 6ptima
nbx<-opt.bsX$numbasis.opt
nby<-opt.bsY$numbasis.opt

#Creamos las bases y formamos nuestro set de datos funcionales.
basisx <- create.bspline.basis(c(0, 1),nbasis = nbx,norder = 5 )
basisy<- create.bspline.basis(c(0,1),nbasis = nby,norder = 5 )
datosf<-Data2fd((x),seq(0,1,length=30) ,basisobj = basisx)
datosfN<-Data2fd((y),seq(0,1,length=30) ,basisobj = basisy)

#Inicializacion de los parametros de penalizacién
lambdas<-1
lambdat<-1

#Estimacién rapida del orden de la penalizacién
FMSE<-0
\textcolor{Orange}{for} (i in 1:100) {
lambdas<-lambdas/10
lambdat<-lambdat/10

"bspline")
"bspline")

res.fr = fregre.basis.fr(datosf[1:150],datosfN[1:150] ,basisx,basisy,
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lambda.s = lambdas,lambda.t = lambdat,Lfdobj.s = 1,Lfdobj.t = 1)
pri<-predict(res.fr,datosf[151:179] ,basisobj = basisx)
pr<-eval.fd(prf,seq(0,1,length=ttiempo))
FMSE[i]<-mean(colMeans((y[,151:179]-pr)~2))

#FMSE minimo
which.min (FMSE)

#Modelo final

lambdas<-1/10"which.min (FMSE)

lambdat<-1/10"which.min (FMSE)

res.fr = fregre.basis.fr(datosf[1:150] ,datosfN[1:150],basisx,basisy,
lambda.s = lambdas,lambda.t = lambdat,Lfdobj.s = 1,Lfdobj.t = 1)
prf<-predict(res.fr,datosf,basisobj = basisx)
pr<-eval.fd(prf,seq(0,1,length=ttiempo))

#Representacién Grafica
plot.ts(as.vector(datos[1: (length(datos)-60)]),1wd=2,1ty=1,
main="Ratio Dolar/Euro ",xlab="Tiempo (dias)", ylab="Ratio")
lines(as.vector(pr),col="red")
lines(as.vector(pr[,1:150]),col="blue")
legend(1,1.6 , legend=c("Test", "Training"),

col=c("red", "blue"), lty=2:1, cex=0.8)

C.2. codigo modelo no paramétrico.

#Librerias
library(fda.usc)

#Base optima
opt.bsY<-optim.basis(fdata(t(y)) ,numbasis = seq(4,30,2),type.basis = "bspline")
opt.bsX<-optim.basis(fdata(t(x)) ,numbasis = seq(4,30,2),type.basis = "bspline")

#Nimero de elementos de la base 6ptima
nbx<-opt.bsX$numbasis.opt
nby<-opt.bsY$numbasis.opt

#Creamos las bases y formamos nuestro set de datos funcionales.
basisx <- create.bspline.basis(c(0, 1),nbasis = nbx,norder = 5 )
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basisy<- create.bspline.basis(c(0,1) ,nbasis = nby,norder
X<-Data2fd ((x),seq(0,1,length=30) ,basisobj = basisx)
Y<-Data2fd((y),seq(0,1,length=30) ,basisobj = basisy)

#Nucleo Gausiano

W <- function(d, h) {
k<- 1/ @x*xpi) "1/ 2) *xexp(-(@ /h) ~2/2)
return(k)

3

#Regresion noparametrica funcional
NPregreSo <- function(X,Y1,h) {
d<-0
K<-0
n<-ncol (X$coefs)
for (i in 1:n) {
d[i]<-mean((Y1$coefs-X[i]$coefs)"2)"1/2
}
for (i in 1:n) {
K[il<-W(d[i],h)
}

w<-K/sum(K)

X1<-matrix(0,ncol = 1,nrow = nrow(X$coefs))

for (i in 1:(n-1)) {
X1<-X1+w[i]*X[i+1]$coefs

}

return(X1)

#Determinancidén de la ventana por CV
h<-0.01
CVf<-0
for (j in 1:10) {
CV<-0
h<-h/1.5
print (h)
for (i in 1:179) {
npr<-NPregreSo(X[-i],X[i],h)
CV[il<-(colMeans((Y[i]$coefs-npr)~2))

5)
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}
CVf [j]<-mean(CV)
print(j)

}

#Modelo final no parametrico
h<-0.01/(1.5"which.min(CVf))
nprf<-matrix(0,nrow = 30,ncol = 179)
for (i in 1:179) {
npr<-NPregreSo(X[1:50],X[i],h)
nprf[,i]<-eval.fd(Data2fd(npr),seq(0,1,length=ttiempo))
}

#Representacién Grafica
plot.ts(as.vector(datos[1: (length(datos)-60)]),1lwd=2,1ty=1,
main="Ratio Dolar/Euro ",xlab="Tiempo (dias)", ylab="Ratio")
lines(as.vector (nprf),col="red")
lines(as.vector(nprf[,1:150]),col="blue")
legend(1,1.6 , legend=c("Test", "Training"),

col=c("red", "blue"), lty=2:1, cex=0.8)

C.3. Codigo del modelo red neuronal.

#Librerias
library(fda.usc)
library(matrixcalc)

# Funcién de activacién Sigmoide
sigmoid <- function(x) return(1l/(1+exp(-x)))

#Derivada de la funcién sigmoide
d.sigmoid <- function(x) return(exp(-x)/(1+exp(-x))~2)

#Semilla
set.seed(12345)

#Inicializacién de los pesos

hl<-5

W1l <- matrix(runif(4xhl[1], 0, 0.1), nrow = 4)
W2<-w1

#Discretizacién de la componente temporal
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30)
30)

s<-seq(0,1,length.out
t<-seq(0,1,length.out

u<-0

#Ratio de aprendizaje
rate<-1E-2
X<-(serie.r)

#Red neuronal
for (1 in 1:5000) {

#Matriz de pesos
P<-matrix(0,nrow = 30,ncol = 30)
Pf<-matrix(0,nrow = 30,ncol = 30)
for (k in 1:hl) {
for (i in 1:30) {
for (j in 1:30) {
P[i,j]1<-W1i[4,k]*sigmoid (W1[1,k]+W1[2,k]*s[i]+W1[3,k]*t[j]1)
+
}
Pf<-P£f+P
}

#Estimacion
yest<—-t (Pf)%*%X[,1:150]/(30)

#Calculo FMRSE

er<-0

for (i in 1:150) {
er[i]<-t(X[,i+1]-yest[,i]) %% (X[,i+1]-yest[,1])/30

}

ul[l]<-mean(er)

if (ul[ll==ulwhich.min(u)]) {
W3<-W1

}

#Dencenso del gradiente
Pd<-matrix(0,nrow = 30,ncol = 30)
Pdf<-1ist (Pd)
for (k in 1:h1) {
for (i in 1:30) {
for (j in 1:30) {
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Pd[i,jl<-W1[4,k]*d.sigmoid(W1[1,k]+W1[2,k]*s[i]+W1[3,k]*t[j])
+
}
Pdf [[k]]1<-Pd
}
STB<-matrix(1,nrow = 30,ncol = 4)
STB[,2]<-s
STB[,3]<-t
grad<-matrix(ncol = hl,nrow = 4)
L<-0
for (k in 1:hl1l) {
for (j in 1:4) {
for (i in 1:150) {
if (==1) {
LIi]<-t((X[,i+1]-yest[,1]))%*%Pdf [ [k]]1%*%
hadamard.prod(STB[, j1,X[,i+1]1)/150"2
+
if (§j==2) {
LIi]<-t((X[,i+1]-yest[,1]))%*%Pdf [ [k]]1%*%
hadamard.prod(STB[, j]1,X[,i+1]1)/150"2
}
if (j==3) {
L[i]l<-t(hadamard.prod((X[,i+1]-yest[,i]),STB[, j1))%x*%
PAf [[k]]1%*%X[,i+11/150"2
}
if (j==4) {
LIil<-t((X[,i+1]-yest[,1]))%*%PL%*%
hadamard.prod(STB[, j],X[,i+1]1)/150°2}
if (j==5) {
L[i]l<-mean(X[,i+1]-yest[,i])*mean(X[,i+1])}
+
grad[j,k]<-sum(L)
i3
Wi<-Wil+ratexgrad
if (1 %% 100==0) {
plot(w)
}

#Plot training
plot.ts(as.vector(u[1:5000]),1lwd=2,1ty=1,

main="Entrenamiento de la red neuronal",xlab="Nimero de iteraciones", ylab="FRMSE")

#Representacién Grafica
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yest<-t (P£) %*%X/ (30)
plot.ts(as.vector(datos[1: (length(datos)-60)]),
lwd=2,1ty=1,main="Ratio Dolar/Euro ",xlab="Tiempo (dias)", ylab="Ratio")
lines(as.vector(yest),col="red")
lines(as.vector(yest[,1:150]),col="blue")
legend(1,1.6 , legend=c("Test", "Training"),

col=c("red", "blue"), 1lty=2:1, cex=0.8)

C.4. Cébdigo modelo ARH(1).

C.4.1. Funcién ARH(1).

#Modelo autorregresivo en espacios de Hilbert de orden 1
#serie.f= set de datos en forma de vector

#t= nimero de elementos del dato funcional

#pc= numero de componentes principales a calcular
#ttraining= niumero de componentes del set de datos

ARH1N<-function(serie.f,t,pc,ttraining){
m<-t-1

#Reescribir los datos en forma de matriz
serie<-t(matrix(serie.f,nrow=t))

#Eliminamos los elementos repetidos de la matriz
#que se generan cuando t no es multiplo del niumero de datos
N1<-2
if (length(serie.f)%%t==0) {
Ni1<-1
b

#Generamos nuestros datos funcionales
fdx<-Data2fd(t(serie[l: (nrow(serie)-N1+1),]),argvals = 0:m/m)

#Determinamos las componentes principales
fdXpca=pca.fd(fdx,pc)

eigenvalues=fdXpca$values; scoresX=fdXpca$scores
harmonicsX=fdXpca$harmonics

N<-nrow(serie)-N1

media<-mean.fd(fdx[1:N])



80 APENDICE C. CODIGO.

#Calculamos el nimero de componentes principales que
#explican el 0.99% de la varianza
1<-1
for (i in 1:pc) {
1<-1-fdXpca$varprop[i]
if (1<0.01) {
nbasis<-i
break ()
i
+

print (nbasis)

#Funcidén nucleo
rhol<-Nucleophi(fdx[1:ttraing],eigenvalues,scoresX,harmonicsX,m,nbasis,N)

#Guardamos nuestros datos funcionales en forma de matriz

xn<-matrix(0,nrow = t,ncol = N)

for (1 in 2:N) {
XN<-Data2fd(rhol%x%eval.fd(evalarg = 0:m/m,fdx[1]-media)/t,argvals = 0:m/m)+media
xn[,1]<-eval.fd(XN,seq(0,1,length=t))

}

return(xn)

#Representacién Grafica
plot.ts(as.vector(datos[30: (length(datos)-60)]),1lwd=2,1ty=1,
main="Ratio Dolar/Euro ",xlab="Tiempo (dias)", ylab="Ratio")
lines(as.vector(xn[,2:180]),col="red")
lines(as.vector(xn[,2:150]),col="blue")
legend(1,1.6 , legend=c("Test", "Training"),

col=c("red", "blue"), lty=2:1, cex=0.8)

C.4.2. Funcién Nucleophi.

Nucleophi<-function(fdx,eigenvalues,scoresX,harmonicsX,m,base,N){
rho<-0
rhol1<-0
for (1 in 1:base) {
for (i in 1:(N-1)) {
for (j in 1:base) {
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rho<-as.numeric((1/eigenvalues[j])*scoresX[i,j]*
scoresX[i+1,1])*eval.fd(evalarg=0:m/m, harmonicsX[j])%*%
t(eval.fd(evalarg=0:m/m, harmonicsX[1]))
rhol<-rho+rhol
}
}
print (1)
}
rhoil<-rho1/(N-1)
return(rhol)
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