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Resumen

Resumen en espanol

En la teoria clasica, la comparacion de las medias de dos poblaciones se realiza mediante un contraste
en el cual la hipotesis nula establece que las medias de ambas poblaciones son iguales frente a la hipotesis
alternativa de que son distintas. Sin embargo, cuando el interés practico es verificar la igualdad de las
medias, este tipo de contrastes presentan un inconveniente, ya que cuando el tamano muestral es elevado
la potencia aumenta y el contraste es capaz de detectar diferencias muy pequenas entre las medias que
en la practica pueden resultar no relevantes. Surgen entonces los tests de equivalencia, en los cuales la
hipétesis nula establece que las medias distan méas de una cierta cantidad pre-especificada frente a la
alternativa de que la diferencia entre las medias es menor que esa cantidad.

En la primera parte (capitulo 2) de este trabajo se revisa la literatura més relevante sobre los tests de
equivalencia para la media de dos poblaciones y se comprobara el funcionamiento practico de estos tests
mediante estudios de simulacion en R y aplicaciones. Ademas, se propondra un nuevo test de equivalencia
no paramétrico basado en bootstrap. En la segunda parte (capitulo 3) se estudiara la literatura relativa
a los tests de equivalencia para los modelos de regresion.

English abstract

In classical theory, the comparison of the means of two populations is carried out by tests in which the
null hypothesis establishes that the means of both populations are equal against the alternative hypothesis
that they differ. However, when the practical interest is to verify the equality of the means, this type of
tests presents an inconvenience, since when the sample size is high the power increases and the test is
able to detect very small differences between the means that in practice may not be relevant. Equivalence
tests deal with this problem, in which the null hypothesis establishes that the distance between the means
is greater than a certain prefixed value, whereas the alternative hypothesis states that the distance is less
than that value.

In the first part (chapter 2) of this dissertation we revise relevant literature related to equivalence tests
for the means of two populations. The practical performance of these tests will be investigated by means
of simulations in R and applications. Moreover, we will proposed a new non-parametric equivalence test
based on bootstrap. In the second part (chapter 3) we will review the literature regarding equivalence
tests for regression models.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacioén del problema

La media, junto con la varianza, es una de las medidas més utilizadas para resumir la informaciéon de
una poblacioén, por ello, cuando se desee comprobar si una caracteristica que se puede cuantificar, como
podria ser la edad, difiere en dos grupos, como por ejemplo el género, estaremos hablando de comparacién
de medias. En la teoria clasica esto se realiza mediante un contraste que establece en la hipétesis nula
que las medias de ambas poblaciones coinciden, frente a la hipotesis alternativa de que son distintas. Es
decir, se realiza el contraste

Hy:px —py =0
frente a la alternativa
Hy:px —py #0,

donde px y py representan las medias de las poblaciones X e Y, respectivamente. Para resolver este tipo
de contrastes el procedimiento més habitual en la practica es el t-test. Sin embargo, cuando el interés
practico sea verificar la igualdad de medias, con este tipo de contrastes no podremos afirmar que existe
una fuerte evidencia de que la media de ambas poblaciones coincida. Ademés, cuando el tamano muestral
sea elevado, la potencia aumenta y el contraste es capaz de detectar diferencias muy pequenas entre las
medias que en la prictica pueden resultar no relevantes. Ilustraremos esto con la relacién entre el tamano
muestral, la diferencia real entre las medias y la potencia del t-test de dos poblaciones normales con
02 = 1. Llamaremos d = ux — pty a la diferencia real entre las medias.
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Figura 1.1: Relacion entre tamano muestral y potencia del t-test cuando las poblaciones siguen distribu-
ciones N(0,1) y N(d,1) independientes
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Figura 1.2: Relacién entre la diferencia real entre medias y la potencia del t-test cuando las poblaciones
siguen distribuciones N(0,1) y N(d, 1) independientes
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Figura 1.3: Relacion entre la diferencia real entre medias y el tamafio muestral para que el t-test alcance
una potencia de 0.8 cuando las poblaciones siguen distribuciones N(0,1) y N(d,1) independientes

En las figuras [[.1] y [[.2] podemos ver la relacion entre la potencia y el tamano muestral o la diferencia
real entre las medias, respectivamente, cuando las poblaciones siguen distribuciones N(0,1) y N(d, 1)
independientes. Observamos que conforme aumentan el tamano muestral o la diferencia real entre las
medias, la potencia aumenta. Por tanto, vemos que para diferencias entre medias que pueden considerarse
irrelevantes en la practica el test clasico t-test puede alcanzar una gran potencia.

En la figura [[.3] muestra la relacion entre el tamaflo muestral y la diferencia real entre las medias
fijada una potencia de 0.8 cuando las poblaciones siguen distribuciones N(0,1) y N(d, 1) independientes.
Una vez mas observamos que conforme aumenta la diferencia entre la media de las poblaciones el tamano
muestral necesario para detectar dicha diferencia decrece.

Surgen entonces los tests de equivalencia introducidos por [Westlake] (1976)), en los cuales la hipotesis
nula establece que las medias distan mas de una cierta cantidad pre-especificada frente a la alternativa de
que la diferencia entre las medias es menor que esa cantidad. Més concretamente, sean X e Y dos variables
aleatorias con medias ux y py, respectivamente, y sea d = ux — puy la diferencia entre las medias. Dadas
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dos cantidades prefijadas dy, y dy cumpliendo que dj < dy, el test de equivalencia contrasta la hipotesis
nula
HO o d ¢ [dL,dU],

frente a la alternativa
H,:de (dL,dU>.

Con este planteamiento, el rechazo de la hipotesis nula permitiria concluir que la diferencia de medias
se encuentra en el intervalo prefijado (dr,dy). De gran interés practico resulta el caso dy = —dp = A,
donde A > 0 es una cantidad pequefia, ya que un resultado significativo del test permitiria justificar que
las medias distan menos de A. En este caso, podemos decir que las medias son equivalentes.

1.1.1. Tipos de intervalos de equivalencia

Un ambito en el que el uso de los tests de equivalencia es comun es el de la farmacologia. Es habitual
tratar de conocer si se puede remplazar un farmaco cuya eficacia ya se ha verificado por uno experimen-
tal. En este caso, llamaremos pur y pp a las medias de las poblaciones de referencia y experimentales,
respectivamente. En este y otros ambitos surgen diferentes maneras de establecer reglas para la eleccion
del intervalo de equivalencia. Algunas de estas reglas han sido expuestas por organismos internacionales
como la Food & Drug Administration (FDA) estadounidense.

Intervalos de equivalencia basados en la media

Algunas de las reglas méas populares para establecer el intervalo de equivalencia es el uso de las medias
de las poblaciones. Podemos dividir en dos clases este tipo intervalos.

» La primera clase de intervalos de equivalencia basados en la media viene dado por

(—bpr, dpr),

donde ¢ es un ntimero pequeno. El ntimero ¢ suele tomarse como 0.15 (Luzar-Stiffler y Stiffler} 2002)
0 0.2 (Ocana Rebull et all 2008]). El problema de este intervalo de equivalencia es que la media no
es una medida de dispersiéon y si por ejemplo, la poblaciéon de referencia siguiese una distribuciéon
de media 0, entonces, no existirfa intervalo de equivalencia.

= La segunda clase se fundamenta en que si las medias de ambas poblaciones coinciden, entonces
“E = 1. Por tanto podemos estableces que ambas poblaciones son equivalentes si Ry, < Z i < Ry.
Ahora aplicando una transformacion logaritmica tenemos que el intervalo de equivalencia viene
dado por

(log Ry, <logug —logur < log Ry).

En este caso la FDA sugiere escoger los valores Ry, = 0.8 y Ry = 1.25 (Center for Drug Evaluation
and Researchl, |2001)). El problema de este intervalo de equivalencia es que para aplicar los tests
desarrollados suponiendo que las poblaciones siguen una distribucién normal, necesitariamos que
las poblaciones siguieran una distribuciéon lognormal. Ademés, no siempre es posible aplicar una
transformacién logaritmica.

Intervalo de equivalencia basado en la desviaciéon tipica

Otra de las posibles reglas para establecer el intervalo de equivalencia es tomar un porcentaje de la
desviacion de tipica de la poblacion de referencia. En este caso tenemos que el intervalo de equivalencia
viene dado por

(_¢0R7 (bO-R)a

donde ¢ es una proporciéon pequeno y og es la desviacion tipica de la poblacion de referencia. [Food
and Drug Administration| (2016) sugiere tomar como ¢ = 1.5 ya que de esta manera, cuando el tamaio
muestral es de ny = ny = 10, se obtiene una potencia de al menos 0.8 cuando la diferencia real entre las

medias estd contenida en el intervalo (—2&, %&). Sin embargo, utilizando este valor de ¢ tenemos que la

potencia también es muy elevada cuando la diferencia real entre las medias se situe fuera del intervalo

(_%7 U?R)
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Intervalo de equivalencia basado en la distancia entre cuantiles

Hemos visto como es preferible el uso de una medida de dispersién para establecer el intervalo de
equivalencia. Por tanto se propone usar como intervalo de equivalencia

(=0.1[Q95 — Q5],0.1[Q95 — Q5])

donde Q5 y Qgs son los cuantiles 5% y 95 % respectivamente de la poblacion de referencia. Es decir,
tomaremos como intervalo de equivalencia el 10 % de la longitud del intervalo donde se encuentran el 90 %
de la densidad. En el caso de que la poblacion de referencia siga una distribucion N(0,1), el intervalo
de equivalencia serfa (—0.329,0.329). En general si la poblacion de referencia es N(ug,or) entonces en
intervalo de equivalencia resultante es (—0.3290,0.3290R).

1.2. Teoria clasica

Para resolver el contraste sobre la igualdad de medias de dos poblaciones independientes hay dos
alternativas muy utilizadas en la practica. La primera conocida como el t-test esté basada en la normalidad
de las poblaciones y en la distribucion ¢ de Student. La segunda es un test no paramétrico conocido como
el test de Wilcoxon-Mann-Whitney.

1.2.1. t-test

Uno de los tests més usados para la comparacion de dos medias es el t-test introducido por [Student
(1908). Este busca contrastar la hipotesis nula:

Ho:px —py =0,
frente a la alternativa
Hy:px —py #0,

siendo X e Y dos poblaciones independientes que siguen una distribucién normal de medias px y py,
respectivamente, y de igual varianza 0. Entonces, siendo X; ..., X,,, e Yy ..., Y, dos muestras aleatorias
simples se utiliza el estadistico

X-Y
1 1) (ni=1)s}+(na—1)s3 7
\/(m + E) nl)—(i-ng—2 *

donde X y Y son las medias muestrales y s3 v s3 son las cuasi-varianzas muestrales. El estadistico T'
sigue una distribuciéon ¢ de Student con ni 4+ ng — 2 grados de libertad.

Cuando no podamos suponer que las varianzas de ambas poblaciones coinciden, Welch| (1947) propuso
utilizar

T =

X-Y

T = ,
s% oy sy
ny no

el cual sigue una distribucién t de Student con f grados de libertad, siendo

s2 , s2\2
o (5 +3%)

1.2.2. Test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Cuando no sea posible suponer que las poblaciones siguen una distribuciéon normal se puede usar un
contraste no paramétrico sobre la funcion de distribucion para decidir si hay evidencias suficientes de
que las localizaciones de las poblaciones son diferentes. Por tanto, siendo X;...,X,, e Y;...,Y,, dos
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muestras aleatorias simples independientes de X ~ F' e Y ~ G, respectivamente, siendo F' y G funciones
de distribucién continuas, se desea contrastar

Hy : F(z) = G(x), para todo x, (L.1)
frente a
Hy :P(Y > X) > 0.5.

Para realizar el contraste Wilcoxon! (1945) y [Mann y Whitney| (1947)) propusieron de manera in-
dependiente dos test equivalentes. Ambos se usan en la practica como alternativa al t-test cuando no se
pueda suponer que las poblaciones tienen distribucién normal. En el capitulo 4 de Hollander et al.| (1999)
se puede ver el porqué del uso de este contraste sobre las funciones de distribuciéon para decidir si existen
diferencias significativas entre las medias de ambas poblaciones.

Estadistico de Mann-Whitney

Mann y Whitney| (1947) propusieron para realizar el contraste (1.1 el siguiente estadistico,

1 n na
Dyw = sz(o,oo)(yj - Xi), (1.2)

nin
12559 5=

donde

1 si z€eA,
Ta(z) =
0 si x¢ A

La distribucion de (|1.2) puede calcularse de manera exacta bajo la hipotesis nula. Ademas, asintoticamente
se tiene que, bajo la hipdtesis nula

D __ ning
MW 2 L N(0,1).
nina(ni+na+1)
12
Estadistico de Wilcoxon
Wilcoxon| (1945]) propuso el siguiente estadistico,
ny
Dy = Zrango(Yi), (1.3)

i=1
donde rango(Y;) se define como
rango(Y;) = #{X; : X; <Y;} + #{Y, : YV, < Y}
Los estadisticos (1.2]) y (1.3) son equivalentes, ya que

Tll(’fll —+ ].)

Dw = Duyw >
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Capitulo 2

Tests de equivalencia para la media de
dos poblaciones

En el capitulo 1| hemos visto como podemos realizar un contraste que nos permita decidir si la media
de dos poblaciones es significativamente diferente, sin embargo, con este tipo de contrastes no podremos
afirmar que hay pruebas significativas de que las medias de las poblaciones coinciden. Ademés, en areas
como la farmacologia cuando el tamano muestral sea elevado los tests detectaran diferencias irrelevantes
en la practica. Por ello, surge la necesidad de presentar los llamados tests de equivalencia que establecen
como hipétesis alternativa la equivalencia entre las medias.

2.1. Tests basados en la normalidad de los datos

En esta seccién vamos a presentar los tests de equivalencia basados en la normalidad de los datos mas
usados en la practica. Estos son el two one-sided test (TOST), el test de Anderson-Hauck y el test de
Wellek.

Sean X;...,X,, e Y;...,Y,, dos muestras aleatorias simples independientes procedentes de dos
distribuciones normales de medias pux y py, respectivamente, y de igual varianza o, es decir,

X ~ N(ux,0o) 2.1)

Y ~ N(/’(‘Y7U)

Sea d = ux — py la diferencia de las medias de ambas poblaciones y dy, y dy dos cantidades prefijadas
de antemano cumpliendo que dj, < dy. Se quiere contrastar la hip6tesis nula

H() . d ¢ [dL,dU] (2.2)

frente a la alternativa
H:de (dL,dU).

Es decir, se quiere contrastar conjuntamente la hipotesis nulas de que la diferencia de las medias es menor
que la cantidad d;, y mayor que dy frente a la alternativa de que la diferencia de medias esté entre ambas
cantidades, por tanto, cuando se rechace la hipétesis nula habra fuerte evidencia de que la diferencia
entre la media de ambas poblaciones estd contenida en un intervalo prefijado. Diremos entonces que
ambas medias son equivalentes.

2.1.1. TOST

Uno de los tests de equivalencia para las medias de dos poblaciones normales mas usados, conocido
como TOST, fue introducido en el contexto de la bioequivalencia por [Westlake| (1981) y |Schuirmann
(1981)), y ampliamente desarrollado por [Schuirmann| (1987)).

7
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Bajo las suposiciones (2.1)) se rechazaré la hipotesis nula de (2.2)) si

d—d d—d
= L>t1—auyTb: U

se(d) — ’ se(d)

T,

S 7t1—o¢,l/7

siendo d = X — Y la diferencia de las medias muestrales, 1_q,, €l cuantil 100(1 — «) de una distribucién
t de Student con v = n; 4+ ng — 2 grados de libertad y

se(d) = \/<1 + 1) (n1 —1)s% + (n2 — 1)3%7
ny N2 n1+no —2
2

donde s% y s% son las cuasivarianzas muestrales de la primera y segunda poblacion respectivamente.
Ahora, siguiendo los pasos de [Shen et al.| (2015]), dado d € (dr,,dy), la potencia del test TOST se puede
expresar como

d—d d—d
P(rechazar Hy cuando Hj es falsa) = P ( (oZ)L >t—ay Y v < —tla,,,> =
se

R
dy — dr, —d 1 v o
/ S —t1_ au\/7 e T +ti—aw z T AN x?ilefidx,
\/m - )\ Vv))2ir)

donde
dy—dp)?v (1 1\
R:(UHV<+>,

2,202 \n1  ng
¢ es la funcion de distribucion de distribucion normal estandar y I'() es la funcion gamma. Por tanto,
al aumentar la varianza de las poblaciones la potencia del TOST se reduce. Ademas, cuando aumenta la
longitud del intervalo de equivalencia también aumenta la potencia.

En la figura se muestran la curvas de potencia del test TOST para diferentes desviaciones tipicas.
La curva negra es la potencia del TOST cuando ambas poblaciones siguen una distribucién N(0,0.32), la
roja cuando siguen una N (0,0.42), la verde siguen una N(0,0.5?) y la azul siguen una N(0,0.6%). En la
figura[2.1] se puede comprobar que para un tamafnio muestral fijo de ny = ny = 50 al aumentar la varianza
la potencia disminuye.

o . R
— | — sd=0.3 Intervalo de Equivalencia
—— sd=0.4 :
o _| — sd=0.5
© — sd=0.6
s <9 -
o)
£ <
o
[aV}
N
n
o
=
T T T T T
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4

Diferencia de medias en proporcion

Figura 2.1: Curvas de potencia del test TOST para diferentes desviaciones tipicas
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Figura 2.2: Relacion entre A y la potencia del test TOST cuando d = 0 y las poblaciones siguen una
distribucion N(0,1) con tamafios muestrales n; = ny = 100
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Figura 2.3: Relacion entre la potencia y el tamano muestral del test TOST cuando para diferentes valores
de d cuando las poblaciones siguen una distribucion N (0, 1) con intervalo de equivalencia (—0.329, 0.329)

En la figura 2:2] se muestra la relacion entre A, siendo A = —dj, = dy, y la potencia del test TOST
cuando la diferencia real entre las medias es d = 0 y las poblaciones siguen una distribucién N (0, 1)
con tamanos muestrales ny = no = 100. En ella observamos que a medida que aumenta la longitud del
intervalo de equivalencia la potencia también aumenta.

En la figura se muestra la relacion entre la potencia y el tamano muestral del test TOST para
diferentes valores de d cuando las poblaciones siguen una distribucion N(0,1). Como intervalo de equi-
valencia hemos usado el propuesto en el capitulo [1} que, en el caso de una poblacion N(0,1) da como
resultado el intervalo (—0.329,0.329). En color negro se muestra la relacion entre la potencia y el tamafo
muestral cuando la diferencia real entre las medias es d = 0, en rojo cuando d = 0.1, en verde cuando
d = 0.2 y en azul cuando d = 0.3. En la figura observamos que a medida que aumenta el tamano
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muestral aumenta la potencia. Ademas, el test TOST para los diferentes valores de d comienza a tener
potencia a partir de n; = ng = 50.

2.1.2. Test de Anderson-Hauck

Otro de los tests de equivalencia méas importantes en la practica es el de Anderson-Hauck introducido
por |Anderson y Hauck) (1983)).

Este, al contrario que el TOST expuesto en la seccion para realizar el contrate bajo la
suposicion utilizara un tinico estadistico

d—3(dp+d
Tapr = d=3(de +dv) (2.3)
se(d)
El estadistico (2.3) sigue una distribucion ¢ de Student no central (vease seccion del apéndice) con
parametro de no centralidad

d— 1, +d
5:%. (2.4)
O\ nr T s

Se rechazara la hipotesis nula en favor de la alternativa cuando
C1 < Tag < Oy,
donde C; y Cy satisfacen que
P(C1 < Tan < Csli=a,) = P(C1 < Tang < Cala=a,) = a.

En el apéndice A de |Anderson y Hauck| (1983) se puede ver que C; y Cy se pueden escoger tal que
Cy = —Cy = C y por tanto,
P(Tan| < Cli=ay) = o

Por tanto la region de rechazo se consigue obteniendo el valor C. Si el pardmetro de no centralidad es
conocido Anderson y Hauck sugieren que es méas informativo calcular un p-valor p, es decir, siendo ¢ un
valor observado de T4y el p-valor, p que viene dado por

p=P(|Tanl < |tlla=dy)-

En la practica suponer que se conoce el parametro de no centralidad § no es muy realista, por tanto,
cuando el parametro de no centralidad § es desconocido los autores plantean tres aproximaciones, una
basada en una t de Student no central, otra basada e la distribucién normal y otra basada en una t de
Student. En el estudio de simulacion de Anderson y Hauck! (1983)) se puede ver que la mejor aproximacion
en términos de potencia es la basada en una distribucién t de Student, por tanto, esta es la que usaremos.
Para esto, se necesita estimar el pardmetro de no centralidad § por

5= dy — 3(dp + dy) _dy—dy
se(d) 2se(d)

Ahora, podemos reescribir p como

P(|Tan| < |tla=dy) = P(—|t| < Tan < |t|la=dy )
= P(—|t| =0 < Tag — 6 <|t| = dla=a,) = Fe(|t| = 9) — Fe(=|t| = 9),

p

siendo F; la funcién de distribuciéon de una t de Student.
Cuando el intervalo de equivalencia es simétrico, es decir, dy = —dp = A, |Rocke| (1984) desarrollé de
manera independiente un test basado en el estadistico
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cuya distribucién es una F de Snedecor no central (vease seccion del apéndice) con 1y ny +ng — 2
grados de libertad de parametro de no centralidad

ninaA?
(ny +ng)o?’

Martin Andrés (1990) ilustré que el test de Rocke es un caso particular del test de Anderson-Hauck
vaque T3y =Fy t, (N) = F 1 nyo(N) sidy = —dp, = A

nit+ng—2

2.1.3. Correccion de Welch

En los apartados 2.1.1] y 2.1.2] teniamos la hipotesis poco realista de que la varianza de ambos grupos
coincidia. Dannenberg et al.| (1994) propusieron un método basado en la correcciéon de Welch para el

t-test. Este se basa en substituir se(d) por

A s s
sew(d) = X + Yy
1 o
y los grados de libertad ny + ne — 2 por
1 n2

f = 2 N2 2 N2 "

() (&)

ny 2
nlfl + ’nzfl

2.1.4. Test de Wellek

Wellek| (2002) presento en el capitulo 6 un test UMPI (uniformemente mas potente invariante) para
contrastar [2.2 bajo la suposicion Este se basa en el estadistico

nlng(n1+n272) CZ
ni+ng
Tw =

\/§<Xz-—f<>2+ S - V)2

i=1 j=1
La region critica del test viene dada por
{él <Tw < ég},

siendo C; y (s las soluciones del siguiente sistema de ecuaciones
GJL (02) - GJL (01) =«
GJU(CQ) - GJU (Cl) =«
siendo G(.) la funcién de distribucion de una t de Student de ny + ny — 2 grados de libertad no central

con parametro de no centralidad 8, d; = dr,,/ nﬁfi{z y dy = dy ./ n’zfrfg los extremos del intervalo de
equivalencia dr, y dy respectivamente ponderados por , /-"L72-

1+n2”
Cuando el intervalo de equivalencia es simétrico, es decir, dy = —dy, = A, la regién critica admite la

siguiente representacion,
T2, < F 1 s :
%% 1,ni4+nes—2,« ny na 9

donde Fl’,l_’,ljz,a (1) es el cuantil @ de una distribucién F de Snedecor no central con vy y vy grados de
libertad y parametro de no centralidad .
En el caso de que el intervalo de equivalencia sea simétrico y el tamano de ambas poblaciones coincida,

esto es, dy = —dyp, = A y n; = ny = n, la potencia del test cuando la diferencia real es d = 0 se puede

calcular como N
_ n
Bn.o = 2F, <F1”n11+n22’a <2> > — 1.
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2.2. Tests no paramétricos

En el apartado [2.J] para realizar el contraste de equivalencia suponfamos que las muestras proce-
dian de dos poblaciones normales independientes. En este apartado relajaremos las hipotesis sobre las
poblaciones de ambas muestras suprimiendo la suposiciéon de normalidad, para ello, propondremos dos
tests no paramétricos, el primero de ellos basado en el bootstrap y el segundo inspirado en el test de
Wilcoxon-Mann-Whitney.

2.2.1. Test de tipo Mann-Whitney

Wellek| (1996) propuso un test no paramétrico para distribuciones continuas basado en el test de
Wilcoxon-Mann-Whitney en la forma de Mann-Whitney. Entonces, siendo Xi...,X,, e Y7...,Y,, dos
muestras aleatorias simples independientes de X ~ F' e Y ~ @, respectivamente, con F' y G funciones de
distribucion continuas. Denotemos por y(F,G) = P(X > Y). En este caso el contraste de equivalencia se
plantea como

Ho . ’)/(F'7 G) ¢ |:; — &1, % +€2:| (25)

frente a

2 2

donde €1 y €2 son dos valores prefijados de antemano. Es decir, queremos contrastar la hipdtesis nula
de que v(F,G) no esta contenida en el intervalo [% — €1, % + e9] frente a la alternativa de que si lo esta.
Cuando rechacemos la hipotesis nula diremos que las localizaciones de ambas poblaciones son equivalentes.
Un estimador razonable de « serd de la forma del estadistico de Mann-Whitney para dos muestras
independientes, es decir,

1 1
H, :’Y(F,G) S (—81,+€2>,

ny ng

1
=22 oo (X = Y)).

i=1j=1

A continuacién daremos un procedimiento para calcular la distribucion asintética de dicho estadistico.
Este se basaré en la solucion UMP para el siguiente problema

H029§91 (@] 8292,

(2.6)

Hy:0 >0, y 0<02,
donde 6 denota la media de una distribucién normal con varianza conocida ¢2. Sea Zi,...,Z; una
muestra de dicha normal y 6y un valor fijo contenido en el intervalo (61, 6s) tal que cualquier N(6,0?)
con € (61,6-) es equivalente a la distribucion objetivo N (g, 0?). En Wellek (1993)) se puede ver que
para este problema existe una solucion UMP de nivel « cuya zona de rechazo es

{kw@l;"?ﬂ <y (\/Eez—el)}
o? ’

20

donde Z denota la media muestral de Zy,...,Z; y X’§71 () es el cuantil a de una distribucién x 2 no
central (vease secciéndel apéndice) con un grado de libertad con pardmetro de no centralidad ¢ > 0.

Ahora, siguiendo el tercer capitulo de Randles y Wolfe| (1979) conocemos para cualquier F' y G la
varianza de %,

1

nin2

o [v = (n1+n2 — 1)7* + (n1 — V)yrre + (n2 — 2)vrac]

20

donde,
yrra =P(X;, > Y, X5, >Y;) v vrae =P(X; > Y, X; > Y,).

Para estimar estas funciones se proponen los siguientes estadisticos.

nl—l ni

—1 ng
~ ny 1
YFFG = (2) ,n; Z Z ZI(OQO)(XZ& - }/})I(O»OO)(Xi2 - Y})’

i1=1 ip=i1+1 j=1
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Y
g —1 1 ny ng—1 no
Srae = (2> LSS Y e Vg~ 1),
LiZ1 ji=1 ja=j1+1

Por el corolario 3.49 de |Randles y Wolfe| (1979) los estimadores 4, 4rra ¥ ¥Fce son consistentes para -,
YFFG Y YFGG respectivamente, por tanto,

1
ning

[4 = (n1 +n2 — 1) + (n1 — 1)Arre + (n2 — 2)Arce]

2
CT,.AY—

es un estimador consistente de J?Y. Ahora, dada la normalidad asintotico del estadistico de Mann-Whitney
2

5 implica que

y la consistencia de &

4 N(0,1)

cuand00<'y<1,n1,n2—>ooyZ—;—>x\>0.
(r=[3+22571)

Volviendo al problema original y tomando 6 = —
»

yE= 51;“32 tenemos que

(2.7)

(L4 E2—¢€1
es asintéticamente equivalente al problema (2.5)) cuando tenemos una sola observacion Z = M

precedente de la distribucion N(6,1). Ahora bien, el problema (2.7) es un caso particular de (2.6) con
k=10, = -5, 0y = Ui y 0 = 1. Por tanto se obtiene un test UMP de nivel « para el problema

os 0

reducido utilizando la siguiente region critica

(5 — 5 — 272)? -1 &
{ R <2 =)
0',? O',y

Por tltimo, podemos substituir en la expresién anterior 0,% por &fy para obtener un test asintoticamente
valido para el problema (2.5) como podemos ver en el apéndice de Wellek] (1996)).

2.2.2. Test basado en el bootstrap

En este apartado se propondréa un test basado en el bootstrap para realizar el contraste (2.2]) supo-
niendo que el intervalo de equivalencia es simétrico, es decir, se quiere contrastar la hipdtesis nula

HO : |d| ZAv

frente a la alternativa
H; |d| < A.

Sin embargo, dado que la funcién valor absoluto no es diferenciable, elevaremos los términos al cuadrado
obteniendo un test equivalente. Por tanto, queremos contrastar la hipdtesis nula

Hy: d?* > A?, (2.8)
frente a la alternativa
Hy:d* < A%
Sean X ...,X,, e Y7...,Y,, dos muestras aleatorias simples independientes tales que X; ~ F'y
Y;~Gparatodoi=1,...,n1yj=1,...,n9 siendo F e G dos distribuciones totalmente desconocidas.

Para presentar un algoritmo bootstrap que nos permita realizar el contraste (2.8)) necesitamos estimar
las medias px y 1y bajo la restriccion d? = A2, es decir, tenemos que encontrar dos cantidades fix y fiy
tales que minimicen
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2 (X = i + 32 (% — i)
j:

=1

(2.9)
S.a : (ﬂX — ﬂy)Q = AQ.

Como es una optimizacion con restricciones de igualdad la resolveremos por el método de los multiplica-
dores de Lagrange, por tanto, tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones

3[%"%(.&)(7[143/7)‘) =0
m%g(ﬂXJl}ﬁ)‘) =0
%g(ﬂx,ﬂy,A) =0

siendo
ni n2

L, v, N) = Y (Xi = ix)? + D (Vi = i) + M(fex — fi)* = A?).

i=1 j=1

Ahora procedemos a resolver el sistema,

0 - . ) R
Biix Lfix, iy, \) =0 = =2 (X; — fix) + 2\(iix — fiy) =0, (2.10)
=1
0 . = R ) R
c’)/Ty‘Z(”X’”Y’ N=0 <« =23 (Yi—fy)—2\(x — fiy) =0, (2.11)
j=1
0 . N
53(,&){,,&}/,/\) =0 <— (/.LX —/.Ly)2 :AQ. (212)

Para ello despejamos e igualamos A de las ecuaciones (2.10) y (2.11)) obteniendo que

ni na < = ~
N N . X +n2Y —nifix

Z(Xi —jx)=— Z(Yl —fy) <= [y = s . (2.13)

i=1 j=1

Ahora substituyendo iy de la ecuacion (2.13]) en la ecuacion (2.12) obtenemos la siguiente ecuacion
cuadratica,

2 v % o o\ 2
ni+n R ny +n9)(nX +nyY) . n1 X +ngY
( = 2) u§(+—2(1 2)(21 2 )ux+< ! 2 ) — A2 =0. (2.14)
n2 n2 n9
A continuacion, resolviendo (2.14) obtenemos dos posibles soluciones,
Solucién 1:  jx = W’ fy = W, (2.15)
Solucién 2:  jix = W fy = % (2.16)

Por tltimo, para determinar si las posibles soluciones (2.15) y (2.16)) son minimos locales debemos ver si
el determinante de la hessiana orlada es menor que cero,

0 2(fx — fry)  —2(fix — fiy)
Wix — fiy)  2n1 + 27 —2\ = —8(n1 + n2)(fix — fiy)? < 0.

—2(/:LX — ﬂy) —2A 2712 + 2A
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Si en la ecuacion (2.14) despejamos jix podemos encontrar de manera anéloga otras dos soluciones al

problema ([2.9)),

6m 3 [y — mXtneViamA o s X dnoVonaA 2.17
Solucién 3: fx = L aTs , by = 1t ) (2.17)
ion d: fiv = mXFneYom A~ ny X4naYineA 2.18
Solucion 4:  fx = o , fy = Fypr . ( )

Por tanto, hemos encontrado 4 soluciones (2.15)), (2.16f), (2.17)), (2.18)) para el problema (2.9).

Ahora, estamos en condiciones de presentar el algoritmo bootstrap.

1. Calculamos las medias muestrales X Y Y, los estimadores (2.15) jix v fiy y las funciones de
distribucion empiricas centradas F,, y Gp, de las poblaciones X e Y respectivamente.

2. Calculamos el estadistico d? = (X —Y)2 — A2 y los estimadores jix y jiy dados por

R X si d?>A?
ux =

ﬂX st dA2 < AZ?
. Y s od?> A2
Hy =

ﬂy st 622 < A?

3. Calculamos el estadistico bootstrap de la siguiente manera.

i. Se arrojan una remuestras bootstrap X; ..., X, eY"... Y de Fnl y G’M respectivamente.

ni
ii. Se calcula X7*..., X % e Y™ ... Y siendo

X =X+px Vi=1,...,n,

Y/ =Y Ay Yi=1,...,na

iii. Se calcula d2* = (X** — Y**)2 — A2
4. Ahora, repetimos B veces el paso 3 para generar ci%*, . ,a%k estadisticos bootstrap.

5. Por ultimo, siendo cZ%f) <...< d?g) los estadisticos bootstrap ordenados, rechazaremos la hipdtesis
nula si

72 72%
d“ < d(LBaJ)'

Es decir, rechazaremos la hipotesis nula si d? es menor que el elemento | Ba| de los estadisticos
bootstrap ordenados.

2.3. Estudio de simulaciéon

En este apartado vamos a comparar mediante un estudio de Monte Carlo los tests para la equivalencia
de medias de dos poblaciones estudiados hasta ahora bajo dos situaciones distintas, una disenada para
que nos permita comparar el test de tipo Mann-Whitney y otra situacion mas acercada a la realidad
utilizando como intervalo de equivalencia el propuesto en el capitulo
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2.3.1. Situacion para comparar el test de tipo Mann-Whitney

Para poder comparar los tests expuestos en la literatura con el nuevo test basado en el bootstrap se
simularan poblaciones normales, N (0, 1), uniformes, U (—%, %) y exponenciales, Exp(1), bajo las hipotesis
nula y alternativa. Esto nos permitira comparar la significaciéon y potencia de los tests con un nivel de
significaciéon de e = 0.05. Para poder realizar la simulacién necesitamos conocer la relacion entre los
intervalos de equivalencia planteados en [2:2] 2.8]y [2.5] es decir, los intervalos de equivalencia de los tests
basados en la normalidad de los datos, el test basado en el bootstrap y el test de tipo Mann-Whitney.
Mientras que la relaciéon entre los tests basados en la normalidad y el bootstrap es inmediata, la relacion
con el test tipo Mann-Whitney no es tan sencilla. Por tanto, siendo X; = X? + v y Y, = on donde X?
y on muestras procedentes de poblaciones Fy y G respectivamente, siguiendo Wellek| (1996) se debe
escoger un v tal que

wi) = [ 1= Foly = 1)}dGoy)

— 00
tome un valor fijado de antemano w* tal que w* € (0,1). En general no es factible resolver esta integral,
sin embargo, para las distribuciones que vamos a estudiar existen las siguientes expresiones explicitas si
Fy y Gy coinciden.

=
=
—
S~—
g
+
—
<
N—
Il
ASS
~~
NN
AN
~—

Exp(1) wi (V) =1 — Uy(méx{—4v,0})

donde ¢ y ¥, son las funciones de distribucién de una normal estandar y una x2 con cuatro grados de
libertad respectivamente.

Significacién

Comenzaremos aproximando la significacion, es decir, la probabilidad de aceptar la hipotesis nula
cuando esta es verdadera. Para realizar esta tarea simularemos dos poblaciones normales estandar, dos
uniformes entre menos un medio y un medio y dos exponenciales de pardmetro uno. Concretamente se
simularan 1000 muestras X; = X2 + v y Y, = on donde X! y on proceden de poblaciones Fj y G,
respectivamente, siendo estas unas poblaciones de las mencionadas anteriormente. Las muestras simuladas
seran de tamanos 15, 30 y 50. Por ultimo, para realizar las simulaciones se tomaron los valores para el
test de tipo Mann-Whitney €1 = e = 0.2, por tanto, tenemos que los valores de dy, y dy se obtienen
despejando

w"r(dL) = 037

U)+(dU) =0.7.

Realizando las operaciones oportunas obtenemos los intervalos de equivalencia para las distintas distri-
buciones que vamos a estudiar. En la tabla se muestran las distribuciones que siguen las poblaciones
que vamos a usar en el estudio de simulacién 2.3.1] y sus correspondientes intervalos de equivalencia.

Una vez vista la relacion entre el intervalo de equivalencia del test Mann-Whitney (% — €1, % + 52) y
el resto de tests, estamos en condiciones de ver la significacion de los tests.

En la tabla se muestra la proporcién de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando las
poblaciones Fyy y G sigan una distribucion N(0,1). En la parte de la izquierda se muestra la proporcion
de rechazos cuando d = —0.7416 y en la derecha se muestra la proporcion de rechazos cuando d = 0.7416.
En la tabla 2.2] se puede observar que para los diferentes tamanios muestrales todos los test presentan

TPara v < 0 se puede usar la relaciéon w4 (—v) = 1 — w4 (v) valida para cualquier familia de localizacién con funcién de
densidad simétrica.
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Poblaciones Intervalo de equivalencia
Fy ~ N(0,1) Go ~ N(0,1) (-0.7416, 0.7416)
Fo~U(-3%,3) Go~U(-3%,3) (-0.2254, 0.2254)
Fy ~ Exp(1) Gy ~ Exzp(1) (-0.5108, 0.5108)

Tabla 2.1: Distribuciones que siguen las poblaciones usadas en la simulacién y sus correspondientes
intervalos de equivalencia

d=—-0.7416 d=10.7416

(n1,n2) TOST H-A W% M-W  Boot (n1,m2) TOST H-A W M-W  Boot
(15,15)  0.047 0.059 0.055 0.048 0.063 (15,15)  0.041 0.047 0.038 0.046 0.050
(15,30)  0.054 0.057 0.049 0.045 0.065 (15,30)  0.044 0.062 0.050 0.050 0.069
(30,15)  0.038 0.040 0.046 0.038 0.046 (30,15)  0.058 0.061 0.050 0.048 0.065
(15,50)  0.056 0.059 0.055 0.044 0.062 (15,50)  0.054 0.056 0.055 0.48 0.062
(50,15)  0.046  0.047 0.046 0.038 0.055 (50,15)  0.041 0.041 0.046 0.043 0.053
(30,30)  0.059 0.059 0.063 0.048 0.063 (30,30) 0.045 0.046 0.043 0.042 0.048
(30,50)  0.037 0.037 0.034 0.031 0.044 (30,50) 0.042 0.042 0.043 0.039 0.043
(50,30)  0.052 0.052 0.056 0.050 0.052 (50,30)  0.058 0.058 0.059 0.057 0.063

(50,50)  0.063 0.063 0.067 0.059 0.064 (50,50)  0.049 0.049 0.053 0.046 0.050

Tabla 2.2: Proporcion de rechazos en los extremos de la hipétesis nula cuando Fy, Go ~ N(0,1)

una proporcion de rechazos en tanto por uno similar al nivel de significaciéon « = 0.05, por tanto, bajo
normalidad todos los tests aceptan la hipotesis nula cuando esta es verdadera.

En la tabla 2.3] se muestra la proporcion de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando
las poblaciones Fy y G sigan una distribucion U (—%, %) En la parte de la izquierda se muestra la
proporciéon de rechazos cuando d = —0.7416 y en la derecha se muestra la proporcion de rechazos cuando
d = 0.7416. En la tabla se puede ver que, salvo el test de Wellek, todos aproximan de manera correcta
el nivel de significacion @ = 0.05. El test de Wellek tiene una proporciéon de rechazos muy por debajo del

nivel de significacién y por tanto en este caso se comporta de manera muy conservadora.

En la tabla [2.4] se muestra la proporcion de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando las
poblaciones Fy y G sigan una distribucion Fzp(1). En la parte de la izquierda se muestra la proporcion
de rechazos cuando d = —0.7416 y en la derecha se muestra la proporcién de rechazos cuando d = 0.7416.
En la tabla[2:4] se puede ver que en los test de Anderson-Hauck, Wellek y de tipo Mann-Whitney respetan
el nivel de significaciéon. E1 TOST cuando uno de los tamanos muestrales es 15 la proporcién de rechazos
es ligeramente inferior al nivel de significaciéon. Por ultimo el test basado en el bootstrap presenta una
proporciéon de rechazos cercano a 0.1 cuando n; = 50 y no = 15 si d = —0.5108 y cuando n; = 15 y
ng = 50 si d = 0.5108.
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d =—-0.2254 d =0.2254

(n1,n2) TOST A-H W% M-W  Boot (n1,m2) TOST A-H W M-W  Boot
(15,15)  0.051 0.054 0.003 0.044 0.061 (15,15)  0.052 0.060 0.006 0.043 0.065
(15,30)  0.043 0.044 0.001 0.040 0.057 (15,30)  0.047 0.047 0.002 0.051 0.056
(30,15)  0.060 0.060 0.004 0.051 0.068 (30,15)  0.064 0.064 0.002 0.047 0.066
(15,50)  0.052 0.052 0.001 0.050 0.058 (15,50)  0.056 0.056 0.002 0.048 0.062
(50,15)  0.051 0.052 0.001 0.051 0.062 (50,15)  0.043 0.044 0.004 0.051 0.057
(30,30)  0.053 0.053 0.001 0.044 0.059 (30,30) 0.052 0.052 0.001 0.039 0.056
(30,50)  0.061 0.061 0.000 0.059 0.067 (30,50)  0.061 0.061 0.000 0.049 0.067
(50,30)  0.042 0.042 0.000 0.035 0.051 (50,30)  0.055 0.055 0.000 0.046 0.053

(50,50)  0.054 0.054 0.000 0.050 0.056 (50,50)  0.031 0.043 0.000 0.037 0.043

Tabla 2.3: Proporcién de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando Fy, Gg ~ U (—%, %)

d = —0.5108 d=0.5108

(n1,n2) TOST A-H W M-W  Boot (n1,m2) TOST A-H W M-W  Boot
(15,15)  0.014 0.062 0.050 0.052 0.063 (15,15)  0.008 0.048 0.044 0.052 0.047
(15,30)  0.023  0.060 0.055 0.056 0.055 (15,30)  0.020 0.065 0.062 0.056 0.053
(30,15)  0.019 0.061 0.052 0.053 0.055 (30,15)  0.015 0.047 0.043 0.052 0.057
(15,50)  0.022 0.051 0.047 0.050 0.099 (15,50)  0.024 0.059 0.055 0.043 0.044
(50,15)  0.030 0.062 0.056 0.055 0.049 (50,15)  0.023 0.053 0.054 0.049 0.098
(30,30)  0.043 0.057 0.051 0.048 0.060 (30,30) 0.029 0.045 0.043 0.042 0.049
(30,50)  0.037 0.037 0.034 0.031 0.044 (30,50)  0.047 0.052 0.063 0.046 0.048
(50,30)  0.043 0.048 0.041 0.043 0.037 (50,30)  0.039 0.046 0.043 0.038 0.056

(50,50)  0.052 0.052 0.051 0.047 0.054 (50,50)  0.041 0.041 0.057 0.044 0.045

Tabla 2.4: Proporcion de rechazos en los extremos de la hip6tesis nula cuando Fy, Go ~ Exp(1)
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Potencia

A continuacion realizaremos varias simulaciones que nos permitan aproximar la curva potencia bajo
diferentes poblaciones. Para realizar esta tarea se simulardn 5000 muestras procedentes las mismas po-
blaciones vistas en con tamatios muestrales de 25 y 40 de tal forma que X; = X? +v*€y Y; = on
donde X! y on proceden de las anteriores poblaciones y £ € [—1.3,1.3]

En los graficos se muestra las aproximaciones de la curva de potencia bajo las diferentes poblaciones.
En negro tenemos el TOST, en verde el test de Anderson-Hauck, en rojo el test de Wellek, en rosa el test
de tipo Mann-Whitney y en azul el test basado en el bootstrap. La intersecciéon de las lineas punteadas
marcan los extremos de la hip6tesis nula.

En las figuras[2.4)y se puede ver una aproximacion de la curva potencia cuando los datos proceden
de poblaciones N (0, 1) cuando los tamanios muestrales son n; = ng = 25y ny = ng = 40, respectivamente.
En ella se puede observar que la potencia de todos los tests es muy similar siendo el test basado en el
bootstrap el que tiene una mayor potencia y el test de tipo Mann-Whitney el que una potencia menor.

En las figuras[2.6]y [2.7] se puede ver una aproximacion de la curva potencia cuando los datos proceden
de poblaciones U (—%7 %) cuando los tamanos muestrales son n; = ne = 25 y ny = ny = 40, respectiva-
mente. Se observa que la potencia del TOST, el test de Anderson-Hauck y el test basado en el bootstrap
es muy similar siendo el test basado en el bootstrap el que tiene una mayor potencia. El test de tipo
Mann-Whitney presenta una potencia ligeramente inferior y el test de Wellek no tiene potencia.

En las figuras[2.8]y [2.9]se puede ver una aproximacion de la curva potencia cuando los datos proceden
de poblaciones Ezp(1) cuando los tamanos muestrales son ny = ny = 25 y n1 = ng = 40, respectivamente.
El test de tipo Mann-Whitney presenta una potencia notablemente superior al resto. Cuando los tamanos
muestrales son ny = ny = 25 los tests de Anderson-Hauck y el basado en el bootstrap presentan una
mayor potencia que el TOST, y este, a su vez presenta una mayor potencia que el test de Wellek. Cuando
los tamanos muestrales son n; = ne = 40 todos los test salvo el de tipo Mann-Whitney tienen una
potencia casi idéntica.
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Figura 2.4: Aproximacion de las curvas de potencia de los tests cuando Fy, Gy ~ N(0,1) con tamafios
muestrales nq = ny = 25
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Figura 2.5: Aproximacion de las curvas de potencia de los tests cuando Fy, Gy ~ N(0,1) con tamarfios
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2.3.2. Situacion mas realista

En el anterior apartado hemos visto las limitaciones del test de tipo Mann-Whitney para ser aplicado
a una situaciéon realista, por ello, a continuacién vamos a realizar simulaciones en escenarios que nos
permitan comparar la potencia de los tests en una situaciéon mas plausible. Por tanto, vamos a considerar
dos poblaciones diferentes Fy y G independientes y con la misma media. Tomaremos como poblacién de
referencia Fy y consideraremos como intervalo de equivalencia el propuesto en el capitulo [T}

En la tabla [2.5]se muestran las distribuciones que siguen las poblaciones que vamos a usar en el estudio
de simulacion y sus correspondientes intervalos de equivalencia.

Significacion

Igual que hicimos en el subapartado comenzaremos aproximando la significaciéon. Para ello si-
mularemos 1000 muestras X; = X +v y Y, = on donde X? ~ Fy y on ~ () siguen alguna de las
poblaciones expuestas en la tabla 2.5y v tomara uno de los valores extremos del intervalo de equivalen-
cia. Las muestras simuladas seran de tamanos 30 y 50.

En la tabla se muestra la proporciéon de rechazos en los extremos de la hipétesis nula cuando la
poblacion Fj siga una distribucion N (%, 1—96) vy Go siga una U (O7 %) En la parte izquierda se muestra la
proporcion de rechazos cuando d = —0.2849 y en la parte derecha cuando d = 0.2849. En la tabla [2.6]
podemos observar que el test TOST presenta una proporcion de rechazos muy inferior al nivel de signifi-
cacion, el test de Wellek presenta una proporcion de rechazos ligeramente inferior al nivel de significacion
y los tests de Anderson-Hauck y el basado en el bootstrap presenta una proporcion de rechazos similar

al nivel de significacion.

En la tabla 2.7 se muestra la proporcién de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando
la poblacion Fj siga una distribucion Exp(%) vy Gy siga una Weibull (%, 1). En la parte izquierda se
muestra la proporciéon de rechazos cuando d = —0.2649 y en la parte derecha cuando d = 0.2649. En la
tabla se observa que el test TOST cuando los tamanos muestrales n; = ny = 30 o la diferencia entre
las medias es d = 0.2649 presenta una proporcion de rechazos muy inferior al del nivel de significacion.
Ademas, el test TOST para el resto de casos y el test de Wellek presentan una proporciéon de rechazos
ligeramente inferior al nivel de significacion. Los tests de Anderson-Hauck y el basado en el bootstrap
presentan una proporciéon de rechazos similar al nivel de significacion.

En la tabla se muestra la proporciéon de rechazos en los extremos de la hipétesis nula cuando la
1 . .
M) En la parte izquierda se
muestra la proporciéon de rechazos cuando d = —0.1836 y en la parte derecha cuando d = 0.1836. En la
tabla[2.8] se puede observar que el test TOST no presenta ningin rechazo. Los tests de Anderson-Hauck,

Wellek y el basado en el bootstrap presentan una proporciéon de rechazos similar al nivel de significacion.

poblacién Fy siga una distribucién Log — N (0, 3) y Gy siga una Ezp (

Poblaciones Intervalo de equivalencia
Fo~N (5,5%) Go~ U (0,3) (-0.2849,0.2849)
Fy ~ Exp(<L) Go ~ Weibull (3,1) (-0.2649,0.2649)
Fy~Log— N (0,3) Gy~ Exp (+(1)> (-0.1836,0.1836)

Tabla 2.5: Distribucion de las poblaciones usadas en la simulacion y sus correspondientes intervalos de
equivalencia.
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d=—

0.2849

(n1,n2) TOST
(30,30)  0.001
(30,50)  0.001
(50,30)  0.002

(50,50)  0.017

H-A

0.046

0.046

0.046

0.042

W

0.030

0.027

0.026

0.022

Boot

0.045

0.044

0.048

0.046

(n1,n2)
(30,30)
(30,50)
(50,30)

(50,50)

d = 0.2849
TOST H-A W Boot
0 0.054 0.028 0.052
0.003 0.058 0.032 0.061
0.001 0.042 0.025 0.041
0.021 0.053 0.029 0.056

Tabla 2.6: Proporcién de rechazos en los extremos de la hipoétesis nula cuando Fy ~ N (%, 1%) y Go ~

U(©,3)

d = —0.2649

(n1,ng) TOST
(30,30)  0.004
(30,50)  0.029
(50,30)  0.027

(50,50)  0.033

H-A

0.036

0.041

0.049

0.037

W

0.029

0.028

0.032

0.025

Boot

0.039

0.038

0.052

0.039

(n1,m2)
(30,30)
(30,50)
(50,30)

(50,50)

d =0.2649
TOST H-A W Boot
0.009 0.056 0.028 0.057
0 0.057 0.032 0.059
0.003 0.050 0.021 0.050
0.005 0.051 0.029 0.052

Tabla 2.7: Proporcién de rechazos en los extremos de la hipdtesis nula cuando Fj ~ E:z:p(lg—o) y Go ~

Weibull (%, 1)

d = —0.1836
(n1,ny) TOST H-A W Boot
(30,30) 0 0.044 0.033 0.045
(30,50) 0 0.052 0.043 0.055
(50,30) 0 0.068 0.050 0.065
(50,50) 0 0.056 0.046 0.053

(n1,n2)
(30,30)
(30,50)
(50,30)

(50,50)

d=0.1836
TOST H-A W Boot
0 0.038 0.026 0.034
0 0.039 0.041 0.040
0 0.045 0.036 0.038
0 0.053 0.051 0.052

Tabla 2.8: Proporcion de rechazos en los extremos de la hipotesis nula cuando Fy ~ Log — N(0,

Go~ Exp( 1+<11>2)

1

2

)y
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Potencia

A continuacién aproximaremos las curvas de potencia para los diferentes tests. Para esto simularemos
5000 muestras procedentes de las poblaciones expuestas en la tabla con tamanos muestrales n; =
ny = 100 de tal forma que X; = X? + vy Y; =Y donde X ~ Fy y Y ~ Gy y v € (-1.3A,1.34)
siendo A el extremo superior del intervalo de equivalencia. En negro se muestra la aproximacion de la
curva de potencia del test TOST, en verde la del test de Anderson-Hauck, en rojo la del test de Wellek
y en azul la del test basado en el bootstrap.

En la figura se muestra la aproximacion de las curvas de potencia cuando la poblacion Fy siga
una distribucion N (g, 1—96) vy Gy siga una U (O7 g) con n; = ng = 100. En ella podemos ver que los
tests TOST, Anderson-Hauck y el basado en el bootstrap presentan una potencia muy similar. Ademas,
observamos que el test de Wellek es el que presenta una menor potencia.

En la figura 2.11] se muestra la aproximacion de las curvas de potencia cuando la poblacion Fj siga
una distribucién Exp (19—0) vy Gy siga una Weibull (%, 1) con n; = ny = 100. En la ﬁgura ocurre una
situacion similar a la de la figura[2.10] donde los tests TOST, Anderson-Hauck y el basado en el bootstrap
presentan una potencia similar mientras que el test de Wellek tiene una potencia bastante inferior.

En la figura se muestra la aproximacion de las curvas de potencia cuando la poblacién Fy siga

1)2> con n; = ne = 100. En la figura [2.12

1+(%
e
observamos que los tests tiene una baja potencia. Esto se debe a que la desviacion tipica de la distribucion

una distribuciéon Log — N (0, %) y Gy siga una FExp (

Exp (H(ll)g> es elevada. Ademaés, observamos que los tests de Anderson-Hauck y el basado en el
e 2

bootstrap tiene una potencia muy similar. El test de Wellek presenta una potencia ligeramente inferior
con respecto a los tests anteriores y el test TOST no presenta potencia.
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Figura 2.10: Aproximacion de las curvas de potencia de los tests cuando Fy ~ N (g, 1975) y Gy ~U (0, g)
con ny = ng = 100
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Figura 2.11: Aproximaciéon de las curvas de potencia de los tests cuando Fy ~ Exp (%0) y Go ~
Wetbull (%, 1) con n1 = ngy = 100
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2.4. Aplicaciéon a datos reales

Aplicaremos los diferentes tests al conjunto de datos expuesto en [Biesheuvel y Hothorn| (2002)), un
estudio sobre la aplicacion de un tratamiento para los hombres que sufren el sindrome de intestino irritable,
el cual, ya ha sido testado en mujeres. Para ello se mide el dolor abdominal promedio en una escala de
0 (sin dolor) hasta 4 (incapacitacion) expuestos a un placebo o a 4 dosis diferentes. Compararemos si la
media de dolor de hombres y mujeres es equivalente aplicando la segunda dosis. Consideraremos como
intervalo de equivalencia propuesto en el capitulo [ En nuestro caso particular da como resultado el
intervalo de equivalencia (—0.42,0.42). La media y desviacion tipica muestral para mujeres es 0.515 y
0.710, respectivamente, con 56 datos y la media y desviacion tipica muestral para los hombres es de 0.512
y 0.706, respectivamente, con 26 datos.

En la figura 2.13] se observa que las medianas muestrales del dolor de hombres y mujeres son préc-
ticamente iguales. Si aplicamos el test de Shapiro-Wilk a la muestra de hombres obtenemos un p-valor
de 0.5552 y si lo aplicamos sobre la muestra de mujeres obtenemos un p-valor de 0.8818. Por tanto, no
tenemos evidencias significativas de que las poblaciones no sigan una distribucién normal.

Los test de Anderson-Hauck, Wellek y el basado en boostrap son capaces de encontrar evidencias
de que las medias de ambas poblaciones son equivalentes con un nivel de significacion de a = 5%. Sin
embargo, el test TOST acepta la hipotesis nula de no equivalencia. Esto concuerda con lo visto en la
figura 2.3] y las simulaciones donde vimos que el test TOST necesita tener un ntimero minimo de datos
para tener potencia.

2.0 25
|

15
|

1.0

0.5

0.0

0.5

-1.0

T T
Hombres Mujeres

Figura 2.13: Boxplot de la media de dolor de hombres y de mujeres bajo la segunda dosis

Test Estadistico/s p-valor
TOST T, =0.599 y T, = —0.633 0.1094
Anderson-Hauck Tapg = —0.0167 y 5=0.615 0.0060
Wellek 4? = 2.560 - 1073 0.0091
Bootstrap d? =7.821-10"6 0.0055

Tabla 2.9: Estadisticos y p-valores de los tests
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Capitulo 3

Contrastes de equivalencia para dos
modelos de regresion paramétricos

En el capitulo 2 introdujimos los contrastes de equivalencia para las medias de dos poblaciones.
Ahora vamos a llevar este concepto a los modelos de regresion simple. En este caso se desea establecer la
equivalencia entre dos modelos de regresiéon paramétricos que usaremos para describir la relaciéon entre
una variable respuesta numérica y una variable explicativa categoérica de dos grupos diferentes. Una
vez establecida esta equivalencia mostraremos varias simulaciones donde generalizaremos este tipo de
contrastes para el uso de una variable explicativa numérica. Este tipo de contrastes fueron estudiados por
Liu et al.| (2009) y |Gsteiger et al. (2011) obteniendo unos tests con baja potencia. Mas adelante Dette
et al.| (2018) propusieron estimar directamente la distancia entre ambos modelos obteniendo asi tests con
una mayor potencia. En este trabajo revisaremos la metodologia propuesta en Dette et al.| (2018)).

Estamos interesados en contrastar la hipétesis nula de que la distancia entre ambas curvas sea mayor
o igual que una cantidad positiva prefijada de antemano ¢ frente a la alternativa de que sea menor. Es
decir, siendo d(mq,ms) la distancia entre las curvas de regresion m; y mo se desea contrastar la hipotesis
nula

Ho : d(ml,mg) >e

frente a la alternativa
Hy :d(my,mg) < e.

Como distancias consideraremos la distancia del supremo L™ y la distancia L2.
Siguiendo el trabajo de Dette et al.| (2018), consideramos dos posibles modelos my(x, 1) y ma(z, B2)
parameétricos para explicar la variable respuesta Y frente a una covariable de dos grupos diferentes | = 1, 2:

}/l,i,j = ml(xl,iaﬂl) +77l,i,j7 .7 = ]-7' <oy Mgy 1= 1’ .. '7kl7

donde z;; denota el i-ésimo nivel a correspondiente al grupo I, 3; es el vector de los p; pardmetros de
cada grupo, n;; el numero de elementos en el nivel ¢ del grupo [ y k; el nimero de niveles en cada
grupo. Ademaés, denotaremos X como el intervalo donde se desea hacer la comparativa, n; el namero de
elementos del grupo I y n como el total de elementos en ambos grupos. Por tultimo consideraremos que
los errores 1, ; ; son independientes y cuya distribucion es normal de media cero y varianza Ulz.

Antes de nada introduciremos algunas notaciones previas necesarias.

Sean ¢;; > 0y A € (1,00), entonces siendo n = ny + ng definimos

LNy
G = lim Li=1,...k,1=1,2.
n;—roo nl

, n
A= lim —.
n1,N2——>00 1]

Sea A(z, 1, 82) la verdadera diferencia entre my y ma, es decir,
A(J}, 511 62) = ml(l’, Bl) - m2(337 52)

29
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Sea ¥; una matriz de dimension p; X py definida por

1 & d 0 t
Y= — i\ A7 ’iub =01 a1 iﬂb 1=0 .
! g?;% (ablml(ml, Dlo B,) ((%lmz(wz, Do B,)

Ademas, supondremos que Y; es no singular.
El nacleo k(x,y) se define como

) L /0
ba.y) = A(ablmm,b»bl—m) Ell(ablmmy,bz)bl—gl)

A (D "0
521 (gpmate ol ) 55t (gpmatnil-s,).

3.1. Tests basados en la distancia L2

Sea dy la distancia en L? de las curvas m; y mq definida por

dy = /X(ml(x,ﬂl) — ma(z, B2))dx.

Estamos interesados en contrastar
Hy:dy > e

frente a la alternativa
Hy:dy < e9.

Un estimador natural de esta cantidad es

do 1= /X(ml(x,ﬁl) — ma(x, f2))?d,

donde (1 y P2 son los estimadores por minimos cuadrados ordinarios de 31 y (2, respectivamente. Por
tanto, rechazaremos la hipétesis nula de que ambos modelos no son equivalentes cuando ds < ¢, siendo ¢

una constante fijada de antemano por el nivel de significacién «, es decir, Pg, (dg < c) X .

3.1.1. Test basado en la distribucién asintotica

Para determinar esta constante haremos uso del teorema 1 expuesto en [Dette et al.| (2018). Este nos
dice que si dy # 0 la distribucion asintética del estadistico es dada por

dy —dy 4

vn 5 N(0,1), (3.1)

Od,

con

o3 =4 / Aa, B1, Ba) O (9, B B (e, y)dady,
XXX

La varianza 032 se puede estimar por &32 remplazando 1, B2 v k(x,y) por sus estimadores. Como (4

y Bg son consistentes para los parametros 51 y (2 se tiene que, por el teorema de Mann-Wald (Mann y
Waldl 1943) que

~2 P 2
Udz — 0d2 .
Ahora, utilizando podemos obtener un test asintéticamente de nivel a. Por tanto, si d = €9

dy — .
a%]P(\/’ﬁm<Za> :P<d2<€2+za%>
0d, \/ﬁ

siendo z, el cuantil o de una ditribucién normal estandar.
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Por ultimo, teniendo en cuenta que 64, es un estimador consistente de o4, obtenemos un test asinto-
ticamente de nivel «, por tanto, rechazaremos la hipotesis nula si

d Od o 3.2
2<€2+\/ﬁ s ( )

siendo z, el cuantil o de una ditribucién normal estandar. El siguiente corolario del teorema 1 de Dette
et al.| (2018]) expone que el test presentado es consistente y asintéticamente de nivel a.

Corolario 3.1. Fl test expuesto en (3.2) es consistente y asintdticamente de nivel «. De manera mds
precisa se tiene que

0 st do > e,

N G4 n1,n9—>00
P (d2 < &g+ \/%Za> e, o si dy = eo,
1 si dy <eo.

Demostracion.
Teniendo en cuenta que 64, es un estimador consistente de o4, y la convergencia dada en (3.1f), el
teorema de Slutsky garantiza que

\/ﬁdé d2 d

- N(0,1).
Od,
Consideraremos los siguientes casos:

m Sidy > &9 tenemos que €5 — do < 0 y por tanto

~ IS ~ +6ﬂ a_d
P (dQ < &9+ %Za) =P <\/ﬁd3dd2 < \/552 ‘gZLZ > (\/>d2 da < \/>€2 dz + z ) n—o00 n7%0)
2 2

ya que lim \/nf2=% es divergente hacia —oo.
n—00 Odg

= Si dy = g5 tenemos que

P(dy<ertza22) =P (vaZ=2 <o) =pva2=® o ) 222,
\/ﬁ Ody Od,

= Sidy < g9 tenemos que €5 — ds > 0 y por tanto

P(Cz2<82+%2a) <fd2 = <\f€2+fza ) (\Fdz SRR el ) ol

e2—do

ya que lim /n%2=% es divergente hacia +oo.
n—00 Odgy

3.1.2. Test basado en bootstrap

Cuando el tamano muestral es pequeno la teoria asintotica podria dar lugar a un test demasiado
conservador y una baja potencia. Por ello, vamos a presentar un test basado en el siguiente algoritmo
bootstrap.
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Algoritmo 3.2.

1. Calculamos los estimadores por minimos cuadrados 81 y B2, los correspondiantes estimadores de

las varianzas
k; M

. 1 5
% = n S g — mulas, B))?, 1= 1,2,

i=1 j=1
y el estadistico

dy = /X(ml(ax,ﬁl) — o, Ba))2dar

2. Definimos los estimadores de los parametros 57 y B2 bajo la hipotesis nula como

B si dy> e,
1=1.2

) )

9>>
|

Bl St (i2<€2.

donde 1 y B2 denota los estimadores por minimos cuadrados de los parametros 31 y 82 bajo la
siguiente restriccion:

/X(ml(x,ﬁl) — ma(z, f2))%dx = €.
Ahora estamos en condiciones de presentar el algoritmo bootstrap.
Algoritmo bootstrap
(i) Primero usaremos los parametros calculados anteriormente para generar remuestras bootstrap
bajo la hipétesis nula de la siguiente forma:
Ylij = ml(fl,iaﬁl) +nl, 1=1,2

donde los términos de error 77 ; ; y 75 ; ; se simulan de manera independiente de distribuciones
N(0,61) y N(0,52) respectivamente.

(ii) Calculamos por minimos cuadrados los estimadores 57 y /5 usando las remuestras anteriores
y calculamos el estadistico bootstrap

ds = /X (ma(z, B7) — ma(z, B3))2dz

Ahora, repetimos B veces los pasos (i) y (ii) para generar 623’1, ..., d3 p estadisticos bootstrap.
Por ualtimo, siendo dé 1) < ... < ci’z‘ (B) los estadisticos bootstrap ordenados, rechazaremos la

hip6tesis nula si dy es menor que el elemento | Ba| de los estadisticos bootstrap ordenados. Es
decir, rechazaremos la hipdtesis nula si

d2 < dy,(|Ba))-
Siguiendo el teorema 2 expuesto en Dette et al.| (2018) tenemos que el test bootstrap es consistente y
asintoticamente de nivel a.
3.2. Tests basados en la distancia del supremo
Sea ahora d, la distancia del supremo para las curvas mj y mo definida por
doo = gleé)? [ma(x, B1) — ma(z, B2)].
Estamos interesados en contrastar la hipotesis nula

H() : doo Z Eoo (33)
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frente a la alternativa
Hi:dy < €50

Un estimador natural de esta cantidad es

doo := glea? \ml(x,ﬂﬂ - m2(33aﬂ2)|a

donde 81 y Bg son los estimadores por minimos cuadrados ordinarios de 31 y (2 respectivamente. Por
tanto, al igual que ocurria en el apartado rechazaremos la hipétesis nula de que ambos modelos no
son equivalentes cuando de < c, siendo ¢ es una constante fijada de antemano por el nivel de significacion
«, es decir,

Py, (CZOO < c) ~ a. (3.4)

3.2.1. Test basado en la distribucion asintética

Antes de dar la distribucion asintotica del estadistico dso definimos el conjunto de puntos extremos
E={rex: gleé%|m1($,51) —ma(x, B2)| = doo }

y lo descomponemos en £ = £ U £, donde,
& = {iC eX: gleé‘/{f(ml(mvﬂl) - m?(xa62)) = _doo}a

Er={reXx: %é/%((ml(x,ﬁl) —ma(x,2)) = doo }-

Siguiendo el teorema 3 de Dette et al.| (2018) se tiene que
vn ((foo — doo) 4z = méx{méux G(x), max —G(m)} ,
ze€t r€ET

donde {G(x)}zecx denota el proceso gaussiano definido por

P t . 9 b A
G(l‘) — (%ml(xabl)lbl_ﬁl> \/le A (%mQ(xybl)lbz_ﬁ2> E2 : \/iZ27

donde Z; y Z5 son normales estaAndar multivariantes independientes de dimension p; y ps respectivamente.
Por tanto, rechazaremos la hipotesis nula (3.3)) si

doo < Ga,00s (3.5)

siendo gq,c €l cuantil a de la distribucién Z.
Sin embargo, dicha distribucién tiene una estructura compleja. Por ejemplo, si & = {z(} la distribucion
Z es una normal de media 0 y varianza

0 e
0300 = )\(ablml(x()abl”bl—ﬁl) 211<6blm1(x07bl)|bl—51>

A (D " (0
N1 (8blm2(x0vbl)|bz—62) 2y <ablm2($o,bl)|bl—ﬁz> ;

la cual depende de la localizacion del punto extremo xzg.
En consecuencia, si el conjunto de puntos extremos £ consiste en un dnico punto y siendo &4 un
estimador de Ufloo rechazaremos la hipo6tesis nula de no equivalencia entre las curvas de regresion si

R 6(100
doo <€OO+W

Esto da lugar a un test consistente y asintoéticamente de nivel a.

Za-
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3.2.2. Test basado en bootstrap

Igual que ocurria con el contraste para la distancia ds, cuando el nimero de datos sea reducido la
teoria asintotica podria dar un test demasiado conservativo. Ademaés, hemos visto la dificultad que tiene
la aplicacion de la teoria asintética para aproximar la constante ¢ de la ecuacion . Por ello, igual que
haciamos con la distancia ds, presentaremos un algoritmo bootstrap.

Algoritmo 3.3.

1. Calculamos los estimadores por minimos cuadrados 81 y B2, los correspondiantes estimadores de

las varianzas
k; M

. 1 5
o = o S i — mulaes, B))?, 1= 1,2,
)
y el estadistico

doo = max |m1(z, B1) — ma(x, B2)]
zeX
2. Definimos los estimadores de los pardametros 51 y B2 bajo la hipotesis nula como

A Bi st deo > Eco,
B = 1=1,2,

B si deo < Eno-

donde 1 y B2 denota los estimadores por minimos cuadrados de los parametros 31 y 82 bajo la
siguiente restriccion:

I;léi)){( |mi(x, B1) — ma(z, B2)] = €co- (3.6)

Sin embargo, al contrario que ocurria en el algoritmo 3.2} el maximo no es una funcion diferenciable,
por tanto, es necesario utilizar una aproximacion derivable del maximo. Siendo

fe(zy, ..o, 7-)=61g<r Jr"">,e>0
T x o) 7Z;exp(€>

se tiene que

lim fo(z1,...,2,) = mix x;.

e—0 i=1,...,r
Ahora, escogemos una particion de la region de covariables X fijando r nodos z1, ..., Z,, los cuales
usaremos para aproximar el maximo de la diferencia en valor absoluto entre ambos modelos, es

decir,

max |mq(z, f1) — ma(z, B2)| = max |my(z;, f1) — ma(x;, B2)| =

zeX ie{l,..r}
lim f.(mq(z1,..., 20 51) — ma(x1,..., 20, 02)) = lim elog (Z exp (ml(wi’ﬁl)_mz(“’ﬁz))) )
e—0 e—0 i—1 €

En conclusion, substituiremos la restriccion (3.6) por

510g <zr: exXp (ml(xi?ﬁl) ;mQ(:E“/BQ))) = €00y

=1

siendo € un nimero lo suficientemente pequeiio.

Ahora estamos en condiciones de presentar el algoritmo bootstrap.
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Algoritmo bootstrap

(i) Primero usaremos los parametros calculados anteriormente para generar remuestras bootstrap
bajo la hipotesis nula de la siguiente forma:

yl*,z,j = ml(xl,iaBl) + nii,j7 l= 172

donde los términos de error 77 ; ; y 715 ; ; se simulan de manera independiente de distribuciones
N(0,61) y N(0,52) respectivamente.

(ii) Calculamos por minimos cuadrados los estimadores 57 y 5 usando las remuestras anteriores
y calculamos el estadistico bootstrap

ds, = max [my (z, B7) — ma(x, B3)].
rzeX

., d5, p estadisticos bootstrap. Por

£
oco,19°

Ahora, repetimos B veces los pasos (i) y (i) para generar d
altimo, siendo a?*o‘é <...< (féf los estadisticos bootstrap ordenados, rechazaremos la hipétesis nula
si do es menor que el elemento | Ba| del estadistico bootstrap ordenado. Es decir, rechazaremos la
hipétesis nula si

doo < dzLPo)

El teorema 4 expuesto en [Dette et al| (2018) muestra que, siendo o~ €l cuantil « tedrico de la
distribucién bootstrap, si el conjunto de puntos extremos £ consiste en un tinico punto el test es consistente
y de nivel a, cuando el cardinal de dicho conjunto sea mayor que uno el test controla el nivel a aunque
se convierte en un test mas conservador. De manera méas concreta, se tiene que:

1. Si se cumple la hipétesis nula en (3.3) y el conjunto de puntos extremos £ es un tnico punto,
entonces para cualquier « € (0,0.5) se satisface que

. 0 si doo > €oo,
lim | P (doo < daec ) =

ni,N2—>00 .
a 81 dog = €oo-

2. Sean Fz y qz o la funcion de distribucion y el cuantil a de la variable Z respectivamente. Asumiendo
que Fz es continua en ¢z o y que ¢z o < 0, si se satisface la hipotesis nula en (3.3)) se tiene que

lim sup P (CZOO < q}wo) <«

ni,ng —0o0
3. Si se satisface la hipotesis alternativa en (3.3)) entonces para cualquier « € (0,0.5)

lim P (doo < o) = 1.

ni,n2 —>00

Este cuantil oo tedrico bootstrap lo aproximaremos por el cuantil empirico boostrap.

3.3. Simulacion

En este apartado vamos a comparar por Monte Carlo los tests basados en la teoria asintotica y los
basados en el bootstrap para las distancias ds y d. Para ello se simularan muestras de modelos lineales
y cuadraticos bajo las hipotesis nula y alternativa lo cual nos permitird comparar la significacion y la
potencia con un nivel de significacion de o = 0.05. La variable explicativa X tomara valores en el conjunto
{0,0.25,0.5,0.75,1}.
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Figura 3.1: Dos modelos lineales

3.3.1. Dos modelos lineales

Comenzaremos con dos modelos lineales tomando como puntos de equivalencia 5 = % V€0 = 1.

Modelo 1: Y1; = B1o+ f11 X1 + &1 i=1,...,m

Modelo 2: Y1; = B20 + P21 X2; +&25 j=1,...,n2

Significacion

Comenzaremos aproximando la significacion, es decir, aceptar la hipotesis nula cuando esta es verda-
dera. Para realizar esta tarea simularemos 1000 muestras de dos modelos lineales con tamanos muestrales
15, 30 y 50.

En el primer modelo tomaremos 190 = 0, f11 = 1y & ~ N(0,1), en el segundo modelo tomaremos
P20 =0, B21 =2y & ~ N(0,1). Por tanto los modelos quedarian de la siguiente forma.

Modelo 1: Yy, = X9, + &, i=1,...,m
(3.7)

Modelo 2: Ylj = 2X2j +’£2j j = ]., D)

En la figura podemos ver el primer modelo en color azul y el segundo modelo en color verde. En
color rosa podemos ver el area entre ambos modelos de regresion y en negro su distancia maxima.

En la tabla podemos observar que para la distancia dy el test asintético tiene una proporciéon de
rechazos superior al nivel de significacién, por tanto en este caso es un test liberal. El test basado en el
bootstrap tiene una proporcién de rechazos similar al nivel de significacion.

En la tabla [3.I] también podemos observar que para la distancia do, el test asintotico tieneuna pro-
porcion de rechazos no alcanza el nivel de significacion, por tanto en este caso es un test conservador.
Sin embargo, el test basado el bootstrap igual que ocurria para la distancia ds tiene una proporcion de
rechazos similar al nivel de significacion.
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dy =% doo =1
(n1,n2) Asintotico Bootstrap (n1,n2) Asintotico Bootstrap
(15,15) 0.072 0.057 (15,15) 0.005 0.053
(15,30) 0.0.88 0.043 (15,30) 0.008 0.040
(30,15)  0.077 0.056 (30,15)  0.003 0.047
(15,50) 0.096 0.054 (15,50) 0.018 0.057
(50,15)  0.084 0.055 (50,15)  0.023 0.053
(30,30)  0.089 0.054 (30,30) 0.16 0.049
(30,50)  0.079 0.050 (30,50)  0.021 0.052
(50,30)  0.094 0.061 (50,30)  0.038 0.068
(50,50)  0.072 0.045 (50,50)  0.043 0.078

Tabla 3.1: Proporcion de rechazos para los modelos expuestos en (3.7)

Potencia

Ahora aproximaremos la curva de potencia de los tests expuestos para las distancias do y do, . Para
ello simularemos 5000 muestras con tamanos muestrales n; = ny = 50 bajo la hipétesis nula y diferentes
alternativas. En el primer modelo tomaremos S10 = 0, 11 = 1y & ~ N(0,1), en el segundo modelo
tomaremos B9 = 0, B21 € [0,2] v & ~ N(0, 1). Es decir, simularemos muestras de los siguientes modelos

Modelo 1: YVi; = X1, + & 1=1,...,nq,
(3.8)

Modelo 2: Ylj =6X2j+§2j j:l,...,ng,

donde ¢ € [0, 2].

En la figura podemos ver el primer modelo en color negro y el segundo modelo en diferentes
tonalidades de azul, segin nos acerquemos a los extremos de la hipotesis nula.

En la figura [3-3] tenemos las curvas de potencia de los test expuestos para la distancia ds y en la figura
tenemos las curvas de potencia de los test para la distancia do,. En color negro se muestra la curva
de potencia del test basado en la teoria asintética y en color rojo la curva de potencia del test basado en
el bootstrap.

En la figura observamos el test asintético tiene mas potencia que el test boostrap. Sin embargo,
yva hemos visto que el test basado en la teoria asintética no respeta el nivel de significaciéon de o = 0.05.

En la figura [3.4] observamos que al contrario que en la figura [3:3]la curva de potencia del test basado
en el bootstrap esta claramente por encima de la curva de potencia de test basado en la teoria asintética.
Como era de suponer cuando el tamano muestral es pequeno la teoria asintotica tiene menos potencia.
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Figura 3.3: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en (3.8]) con la distancia ds
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Figura 3.4: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en (3.8)) con la distancia d

3.3.2. Un modelo lineal y uno cuadratico

A continuacion simularemos un modelo lineal y uno cuadratico y tomaremos como puntos de equiva-
. _ 1 o
lencia 9 = £YEo =1

Modelo 1: Y1; = B1o + B11. X1 + &14 t=1,...,m

Modelo 2: Ylj = B0 + ﬁnggj + B22X22j + fzj j=1...,n9

Significacion

En el primer modelo tomaremos 190 = 0, f11 = 1y & ~ N(0,1), en el segundo modelo tomaremos
Bao =0, B21 =1, Baz =1y & ~ N(0,1). Es decir,

Modelo 1: Yy; = Xq; + &5 1=1,...,nq,
(3.9)

Modelo 2: Ylj :X2j+X22j+§2j ]: 1,...,712.

En la figura podemos ver el modelo lineal en color azul y el cuadratico en color verde. En color
rosa podemos ver el area entre ambos modelos de regresion y en negro su distancia maxima.

En la tabla se puede ver que para la distancia do el test asintético es conservador cuando el
tamano muestral es pequeno, sin embargo, en el momento en que los tamanos muestrales aumentan, es
decir, n; = ng = 50 el test aproxima bien el nivel de significacién. El test basado en el bootstrap tiene
una proporcion de rechazos similar al nivel de significacion de o = 0.05.

En la tabla [3:2 también podemos observar que para la distancia do el test asintotico es conservador
para tamanos muestrales pequefios y aproxima mejor el nivel de significacién conforme los tamanos
muestrales aumentan. Por otro lado tenemos que el test basado en el bootstrap presenta una proporciéon
de rechazos superior al nivel de significacion.
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Figura 3.5: Un modelo lineal y otro cuadratico
dy =1 doo =1

(n1,n2) Asintotico Bootstrap (n1,n2) Asintotico Bootstrap
(15,15) 0.006 0.066 (15,15) 0.004 0.083
(15,30) 0.017 0.052 (15,30) 0.011 0.068
(30,15) 0.012 0.053 (30,15) 0.007 0.073
(15,50) 0.014 0.051 (15,50) 0.008 0.069
(50,15)  0.017 0.054 (50,15)  0.010 0.069
(30,30)  0.003 0.052 (30,30)  0.018 0.071
(30,50)  0.032 0.053 (30,50)  0.037 0.081
(50,30)  0.037 0.052 (50,30)  0.023 0.073
(50,50)  0.053 0.064 (50,50)  0.039 0.067

Tabla 3.2: Proporcion de rechazos para los modelos expuestos en (3.9))
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Potencia

Como hemos hecho para el caso de dos modelos lineales aproximaremos las curvas de potencia mediante
la simulacién de 5000 muestras con tamanos muestrales n; = ny = 50. En el primer modelo tomaremos
P10 =0, B11 =1y & ~ N(0,1), en el segundo modelo tomaremos B9 = 0, B21 = 1, fo2 € [-1.2,1.2] ¥
& ~ N(0,1). Es decir, muestras de los siguientes modelos

Modelo 1: Yli:X1i+§1i i:l,...,nl,
(3.10)

Modelo 2: Yy; = Xg; + 5X22j +&; j=1,...,n,

donde ¢ € [—-1,1].

En la figura [3.6] podemos ver el modelo lineal en color negro y el cuadrético en diferentes tonalidades
de azul, segiin nos acerquemos a los extremos de la hipotesis nula.

En la figura[3.7] tenemos las curvas de potencia de los test expuestos para la distancia ds y en la figura
[3:8] tenemos las curvas de potencia de los test para la distancia d. En color negro se muestra la curva
de potencia del test basado en la teoria asintética y en color rojo la curva de potencia del test basado en
el bootstrap.

En la figura [3.7] observamos que las curvas de potencia son practicamente iguales, por tanto para la
distancia ds en este caso concreto con muestras de n; = no = 40 se cumple la teoria asintética.

En la figura[3.8] en contra de lo que ocurre en la figura 3.7 la curva de potencia del test basado en la
aproximacion bootstrap es superior a la curva de potencia del test basado en la teoria asintotica.

o —
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o —
S y=X—Xx"2
T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Figura 3.6: Un modelo lineal y varios cuadraticos utilizados en el estudio de la potencia



42 3.3. Simulacién
o I ;
- . Asintético
e ' Bootstra '
© P Intervalo de Equivalencia
1 K >
s © E 5
5 © ' :
S , ,
3 - !
a ¥ ' ¢ = 8 ——— '
o ' '
, ‘/ \4 |
N E o/ \o E
o E ./ \. E
S : :
f T T T f
-0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2

Figura 3.7: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en (3.10)) con la distancia ds

Potencia

Figura 3.8: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en ([3.10)) con la distancia dn,
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3.4. Diseno aleatorio

En los anteriores apartados hemos supuesto diseno fijo para la covariable y una proporcién de obser-
vaciones balanceado entre los distintos valores de la variable explicativa. Esto resulta ser una imposicién
demasiado restrictiva y reduce la aplicaciéon de los tests a casos reales. Por tanto, estudiaremos mediante
simulaciones si es razonable eliminar esta restriccion. Para esto, compararemos la significacién cuando
el tamano muestral sea elevado y aproximaremos la curva de potencia de los modelos presentados en la
seccion suponiendo que la variable X se distribuye de manera uniforme en el intervalo [0, 1].

3.4.1. Dos modelos lineales

En este apartado consideraremos los mismos modelos y puntos de equivalencia expuestos en [3.3.1] para
la significacion y la potencia. Esto nos permitira poder comparar la situaciéon donde la variable explicativa
X toma valores en el conjunto {0,0.25,0.5,0.75,1} on en el intervalo [0, 1].

Significacion

Como hemos dicho antes consideramos los modelos

Modelo 1: Yi; = X1; + &5 i=1,...,nq,
(3.11)

Modelo 2: Y1; =2Xo; +&; j=1,...,n9,

e intentaremos imitar la situacién ni,no — co. Por tanto consideramos los tamanos muestrales 100, 1000,
10000 y 100000.

En la tabla|3.3|se observa que el test asint6tico para la distancia ds presenta una proporcién de rechazos
superior al nivel de significacion y el test asintotico para la distancia d, inferior cuando n; = ng = 100. En
los restantes casos todos los tests mantienen una proporcion de rechazos similar al nivel de significacion.
Ademas, observamos que cuando aumenta el tamano muestral la proporcion de rechazos se mantiene
entorno al nivel de significaciéon de av = 0.05. Por tanto, parece factible usar estos tests cuando el soporte
de la variable explicativa sea no finito.

Potencia

Ahora consideramos los mismos escenarios para la potencia que en la seccion [3.3] con los mismos
tamanos muestrales.

Modelo 1: YVi; = X1+ & 1=1,...,nq,
(3.12)

Modelo 2: Yi; = 6Xo; + &5 j=1,...,n0,

donde ¢ € [0, 2]Ademas, compararemos la potencia de los tests cuando el soporte de la variable explicativa
sea {0,0.25,0.5,0.75,1} o el intervalo [0, 1]

En la figura 3.9 se muestras las curvas de potencia de los tests asintotico y bootstrap para la distancia
ds de dos modelos lineales con tamafnios muestrales n; = ny = 50. Observamos que las curvas de potencia
son practicamente iguales a las mostradas en la figura[3.3] la cual se corresponde con las curvas de potencia
para la distancia ds cuando la variable explicativa toma valores en el conjunto {0,0.25,0.5,0.75,1}. Por
tanto podemos sacar idénticas conclusiones, es decir, aunque la potencia del test asintotico sea superior
a la del test bootstrap es preferible el test bootstrap ya que el test asintético no respeta el nivel de
significacion.

En la figura[3.10]se muestran la curvas de potencia de los tests asintotico y bootstrap para la distancia
dso de dos modelos lineales con tamanos muestrales n; = no = 50. En este caso, a diferencia de antes,
observamos que la potencia de los tests cuando estamos bajo diseno aleatorio es menor para la distancia
deo- Observamos que la potencia del test bootstrap es superior a la del test basado en la teoria asintotica.
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dy =14 dos =1
(n1,n2) Asintético  Bootstrap (n1,n2) Asintotico  Bootstrap
(100,100) 0.76 0.052 (100,100) 0.39 0.053
(1000,1000) 0.056 0.053 (1000,1000) 0.52 0.051
(10000,10000) 0.055 0.056 (10000,10000) 0.56 0.052
(100000,100000) 0.048 0.053 (100000,100000) 0.51 0.049

Tabla 3.3: Proporcion de rechazos para los modelos expuestos en ((3.11)
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Figura 3.9: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en (3.12)) con la distancia ds
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3.4.2. Un modelo lineal y uno cuadratico

Ahora consideraremos los modelos y puntos de equivalencia expuestos en [3.3.2| para la significacion y
la potencia.

Significacion

Como ya hemos dicho antes consideraremos los siguientes modelos para la significacion

Modelo 1: Yli:X1i+§1i i:l,...,nl,
(3.13)

Modelo 2: Ylj :X2j+X22j+§2j ] = 1,...,712.

Igual que en el caso de dos modelos lineales intentaremos emular la situacién donde ny,ny — oo tomando
tamanos muestrales de 100, 1000, 10000 y 100000.

En la tabla se muestra la significaciéon de un modelo lineal y uno cuadratico. En ella podemos ver
que para el caso de n; = no = 100 el test basado en la teoria asintotica para la distancia ds presenta
una proporcion de rechazos superior al nivel de significaciéon y para la distancia d,, una proporcién de
rechazos inferior. En el resto de casos se respeta el nivel de significacién y por tanto podemos decir que
estos test son validos cuando el soporte de la variable sea no finito.

Potencia

Por ultimo aproximaremos la curva de potencia de los tests de los siguientes modelos

Modelo 1: Yli:X1i+£1i izl,...,nl,
(3.14)

Modelo 2: Ylj = ng + (SXQQJ + £2j j=1...,ng9,

donde ¢ € [—-1,1].

En la figura|3.11|se muestran las curvas de potencia de los tests para la distancia ds con n; = ngy = 50.
Se observa que la curva de potencia del test basado en el bootstrap es ligeramente superior. Igual que
ocurria en el caso de dos modelos lineales observamos que la potencia de los tests cuando estamos bajo
diseno aleatorio es menor para la distancia dg.

En la figura[3.12]se muestran las curvas de potencia de los tests para la distancia do, con ny = ny = 50.
Se observa que la curva de potencia del test basado en el bootstrap es bastante superior. Igual que ocurria
en el caso de dos modelos lineales, estas curvas de potencia son muy similares a las de la figura [3.8
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dy =1 dos =1
(n1,n2) Asintético  Bootstrap (n1,n2) Asintético  Bootstrap
(100,100) 0.051 0.053 ((100,100) 0.048 0.051
(1000,1000) 0.054 0.053 (1000,1000) 0.053 0.052
(10000,10000) 0.052 0.053 (10000,10000) 0.054 0.052
(100000,100000) 0.048 0.051 (100000,100000) 0.050 0.049

Tabla 3.4: Proporcion de rechazos para los modelos expuestos en ([3.13)
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Figura 3.11: Aproximacion de la curva de potencia de los modelos expuestos en ((3.14)) con la distancia dy
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3.5. Aplicacién a datos reales

En este apartado aplicaremos los diferentes tests para el contraste de equivalencia de dos modelos
de regresion parameétricos al conjunto de datos expuesto en |Pardo-Fernandez et al.| (2007)), un estudio
sobre los gastos mensuales de los hogares holandeses. Los datos estéan registrados en florines holandeses
y corresponden al perfodo comprendido entre octubre de 1986 y septiembre de 1987. Tomaremos como
variable explicativa X el logaritmo del gasto mensual total y como variable respuesta Y el logaritmo del
gasto mensual en alimentacion.

Comparamos las curvas de regresion para tres grupos de hogares: hogares compuestos por dos miem-
bros (159 en total), tres miembros (45 en total) y cuatro miembros (73 en total). Ajustaremos un modelo
lineal para cada grupo y tomaremos como puntos de equivalencia €5 = % V €oo = i.

En la figura se muestra el diagrama de dispersion del logaritmo de los gastos totales frente al
logaritmo de los gatos en alimentacion junto con las correspondientes rectas ajustadas. Los puntos en color
negro representan a las familias formadas por 2 miembros, en color rojo las compuestas por 3 miembros
y en color verde las formadas por 4 miembros.

En la tabla 3] se muestra la distancia dy entre los modelos lineales de 2, 3 y 4 miembros y los p-
valores asociados a los tests asintotico y bootstrap para la distancia do. Observamos que con un nivel
de significacion de o = 0.05 el test asintotico rechaza la hipotesis nula de no equivalencia para todos los
modelos lineales. Sin embargo, el test asintotico solamente encuentra evidencias de que los modelos de 3
v 4 miembros son equivalentes. Esto puede deberse a que el test asintético puede comportarse de manera
liberal como ya hemos visto en 3.1y [3-3]

En la tabla [3.0] se muestra lo mismo que en la tabla para la distancia d.,. Se observa que no se
encuentran evidencias significativas para ninguno de los modelos con un nivel de significacién de o = 0.05.

Log(gastos en comida)

i e 2 miembros
¢ 3 miembros
* 4 miembros

T T T T T
9.5 10.0 105 11.0 115

Log(gastos totales)

Figura 3.13: Diagrama de dispersion de los datos

Miembros ds p-valor asintético p-valor bootstrap
2y3 0.053 0.010 0.092
2y4 0.070 0.037 0.052
3y4 0.018 6-107° 0.025

Tabla 3.5: p-valores para la distancia do



48 3.5. Aplicacion a datos reales

Miembros do  p-valor asintético p-valor bootstrap

2y 3 0.260 0.528 0.488
2y4 0.185 0.305 0.083
3y4 0.175 0.319 0.249

Tabla 3.6: p-valores para la distancia d,



Apéndice A

Distribuciones no centrales

A.1. Distribuciéon t de Student no central

La distribucion t de Student no central con v grados de libertad y pardmetro de no centralidad 9,
que denotaremos por t,(8), se define como el cociente de una variable normal estandar Z desplazada
una cantidad J sobre la raiz cuadrada de una variable chi-cuadrado V' con v grados de libertad entre sus
grados de libertad v. Es decir,

Z 496

~ 1! (8).
v

A.2. Distribucién chi-cuadrado no central

La distribucién chi-cuadrado no central con k grados de libertad y pardmetro de no centralidad 1,
72 . . .
que denotaremos por X'z (1), se define como la suma de k variables aleatorias normales de media pu; y
varianza uno. Es decir, sean X7 ..., X variables aleatorias normales independientes de medias p1, . . ., g
respectivamente y varianza uno, entonces la variable aleatoria

k
> X
i=1

sigue una distribucién x2 no central con k grados de libertad y pardmetro de no centralidad
k
b= .
i=1

A.3. Distribucién F de Snedecor no central

La F de Snedecor no central se define como el cociente de una chi-cuadrado no central (A.2) de

parametro de no centralidad v, que definiremos por Flﬁhuz (1), entre sus grados de libertad y una chi-

. . . . . 2
cuadrado entre sus grados de libertad siendo estas independientes, es decir, si Uy ~ x';, (¢) y Uz ~ X2,

entonces
Uy

% ~ Flil,llz (d))

vy

49



50

A.3. Distribucion F de Snedecor no central
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