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T́ıtulo en galego: Métodos de ensamblaxe en Machine Learning
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Recomendaciones:

Otras observaciones:



iv



v
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Resumen

Resumen en español

En el marco del aprendizaje automático existen un amplio abanico de técnicas estad́ısticas para
resolver problemas de carácter supervisado, tanto para tareas de regresión como de clasificación. En
todas estas el objetivo principal es construir, a partir de un conjunto de datos catalogado, un modelo
matemático que consiga predecir la variable respuesta para nuevos datos no observados anteriormente.

En este contexto, se denominan métodos de ensamblado estad́ıstico al conjunto de técnicas que nos
permiten combinar varios modelos a la hora de realizar predicciones en vez de utilizar uno solo. Desde
las más sencillas (votación de comité con o sin pesos), hasta las más sofisticadas (Random Forest,
Boosting y sus variantes), estas técnicas están siendo extensa y exitosamente utilizadas en un amplio
espectro de problemas en la actualidad.

En este trabajo se hará una revisión teórico-práctica de estas técnicas, comentando los distintos
tipos que existen, las motivaciones de cada uno (destacando bagging, random forest, boosting y stac-
king) y sus ventajas e inconvenientes frente a la utilización de un único modelo dependiendo del tipo
de problema.

English abstract

Within the framework of machine learning, there is a wide range of statistical techniques to solve
supervised problems, both for regression and classification tasks. In all of these, the main objective
is to build, from a cataloged data set, a mathematical model that manages to predict the response
variable for new data not previously observed.

In this context, ensemble methods is the set of techniques that allow us to combine several models
when making predictions, instead of using only one. From the simplest (committee vote with or without
weights), to the most sophisticated (Random Forest, boosting and its variants), these techniques are
being widely (and successfully) used in a wide spectrum of problems today.

In this work a theoretical-practical review of these techniques will be made, commenting on the
different types that exist and the motivations of each one (highlighting bagging, random forest, boosting
and stacking) and its advantages and disadvantages compared to the use of a single model, depending
on the type of problem.
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Prefacio

La capacidad de decisión de un comité de personas es
superior a la capacidad de los miembros que lo
componen individualmente, supuesto que cada uno de
los miembros tiene una competencia razonable.

Teorema del jurado de Condorcet

Se puede definir el aprendizaje estad́ıstico como el conjunto de técnicas matemáticas que nos
permiten entender y sacar partido de un conjunto de datos, ya sea para labores de interpretación de
los mismos o para realizar predicciones.

Estas metodoloǵıas, junto con los grandes avances computacionales de los últimos años, son las
principales responsables del actual auge de la inteligencia artificial y de sus numerosos éxitos a la hora
de resolver problemas industriales que hace solo unas décadas parećıan imposibles. Dentro de los casos
de éxito, caben destacar los siguientes:

Algoritmos de recomendación. Esta área del aprendizaje estad́ıstico es una de las áreas de
investigación más activas en la actualidad, de la mano del gran crecimiento de la industria de
servicios de internet y su necesidad por personalizar qué se le ofrece y a quién. Destaca el popular
Netflix Prize de 2009, en donde la compañ́ıa Netflix ofreció un millón de dólares a quien fuese
capaz de mejorar su algoritmo de recomendación de peĺıculas un 10 %.

Clasificación de imágenes. Los avances en el aprendizaje estad́ıstico, mayoritariamente los
relacionados con las redes neuronales convolucionares, fueron clave en la creación de sistemas de
clasificación de imágenes ampliamente utilizados en la actualidad. Por ejemplo, los sistemas de
reconocimiento facial o los sistemas de diagnóstico temprano de numerosas patoloǵıas a partir
de imágenes del paciente, entre otros.

Conducción autónoma. Los recientes avances en técnicas estad́ısticas de visión por computador
y detección de objetos (destacando las redes neuronales convolucionales y las redes recurrentes)
son la piedra angular del nacimiento de la conducción autónoma, una de las tecnoloǵıas que está
revolucionando la industria del transporte.

Procesamiento de lenguaje natural (PLN). Herramientas como los asistentes de voz (Siri,
Alexa...), sistemas de traducción e interpretación de textos, bots conversacionales, etc., son po-
sibles gracias a los numerosos avances en la rama del PLN (relacionados la mayoŕıa con las redes
neuronales recurrentes).

Detección de fraude. Los sistemas de detección de transacciones bancarias fraudulentas o de
detección de spam en los correos electrónicos son otros ejemplos de servicios hechos posibles
gracias a estas técnicas estad́ısticas.

xi



xii PREFACIO

Todos estos problemas encajan dentro del marco del aprendizaje estad́ıstico antes mencionado. La
mayoŕıa de ellos, en concreto, son problemas de aprendizaje estad́ıstico supervisado, en los cuales se
centrará el presente proyecto. Este tipo de problemas se puede definir como:

Definición 0.1 Dados X ⊆ Rp, Y ⊆ R espacios vectoriales. Sea el conjunto S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}
formado por los N pares (xi, yi), denominado conjunto de entrenamiento. Sea xi ∈ X el vector de carac-
teŕısticas de i-ésimo par (también conocido como variables regresoras), e yi ∈ R su variable respuesta.
Un algoritmo de aprendizaje estad́ıstico es aquel que busca una función f(x) que sea capaz de predecir,
dado un nuevo dato con vector de caracteŕısticas x0, su correcta variable respuesta y0.

Dependiendo de si la variable que se quiere predecir es continua o categórica se estará ante un
problema de regresión o clasificación, respectivamente. Concretando sobre los ejemplos anteriores, en
un algoritmo de clasificación de imágenes que pretende detectar números escritos a mano, se estaŕıa
ante un problema de clasificación. En el, xi seŕıa el vector de caracteŕısticas que definen a la i-ésima
imagen, y yi ∈ Y = {0, 1, ..., 9} seŕıa la variable respuesta (en este caso categórica) que indica el d́ıgito
que aparece en esa imagen.

Por otro lado, un ejemplo de problema de regresión es un tasador automático de precio de coches
de segunda mano, el cual a partir de las caracteŕısticas de un veh́ıculo nos haŕıa una predicción de su
valor de mercado. En ese caso, xi seŕıa el vector de caracteŕısticas que definen al i-ésimo coche (año
de compra, kilometraje, cv, etc.), y yi ∈ R seŕıa la variable respuesta continua que indica su precio.

Las técnicas analizadas a lo largo de este texto, en su gran mayoŕıa, están capacitadas para re-
solver tanto problemas de regresión como de clasificación. No obstante, la mayoŕıa de resultados aqúı
expuestos se centrarán en la clasificación, al ser este el problema en el que se centran la gran mayoŕıa
de trabajos en el ámbito del ensamblado estad́ıstico.

Ensamblado estad́ıstico: introducción y motivación

De una manera menos rigurosa, se puede decir que un algoritmo de aprendizaje supervisado intenta
buscar, dentro de un espacio de hipótesis, el modelo que se ajuste mejor a los datos de entrenamiento
disponibles.

Como se verá en la siguiente sección en detalle, existen una amplia gama de técnicas estad́ısticas
para buscar y encontrar la mejor hipótesis para un problema dado, cada una con sus ventajas e
inconvenientes dependiendo del escenario en cuestión. No obstante, aún existiendo modelos que se
ajusten bien a los datos dentro del espacio de hipótesis disponible, el hecho de tener que escoger
de entre ellas un único modelo que dé buenos resultados a lo largo de todo el espacio vectorial de
caracteŕısticas es una tarea de enorme dificultad.

Por ejemplo, imaǵınese la situación reflejada en la Figura 1. Se tienen un cojunto de datos S que fue
generado por la hipótesis verdadera H*, y existe un conjunto de hipótesis (entre las cuales destacamos
H1, H2 y H3) que dan lugar a buenos resultados de predicción en el conjunto de entrenamiento.
Escogiendo una única hipótesis se podŕıa seleccionar una que, aunque comportándose bien sobre S, no
tenga el mejor error de generalización (es decir, no es la mejor prediciendo nuevos datos no incluidos
en el conjunto de entrenamiento), o con una que no es la mejor hipótesis a lo largo de todo el espacio
vectorial de caracteŕısticas. Es decir, existen distintos riesgos a la hora de quedarnos con un único
modelo.

Las técnicas de ensamblado estad́ıstico nacen con el objetivo de paliar algunos de estos proble-
mas. En vez de seleccionar una única hipótesis, estas técnicas permiten combinar distintos modelos
para realizar la predicción final teniéndolos a todos en cuenta, potencialmente reduciendo el sesgo y la
varianza que tendŕıa un único modelo.
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Espacio de hipótesis

Buenas hipótesis 

H*

H1

H2
H3

Figura 1: Representación de una de las motivaciones por la cual usar ensamblados de modelos. H* es
la verdadera hipótesis de los datos. La zona sombreada es el área con hipótesis que se ajustan bien a
los datos.

Para visualizar la justificación de por qué estas técnicas pueden ser de utilidad en ciertos casos, es
de utilidad imaginarse la siguiente situación. Ante un problema de clasificación binario dado se tienen
entrenados L modelos h1, ..., hL. Suponiendo que el ratio de error de clasificación de todos los modelos
hl es p < 1/2, y que además las predicciones de todos estos dado un nuevo dato x son incorreladas (ya
que si todos los modelos hl tienden a predecir lo mismo para un nuevo dato, combinarlos no va a dar
lugar a ninguna mejora). Si bajo estas condiciones se utilizase como clasificador un ensamblado de las
L hipótesis donde para un nuevo dato predecimos la clase que escojan la mayoŕıa de modelos (votación
de mayoŕıa sin pesos), se tendŕıa que la probabilidad de que la mayoŕıa de modelos hl cometan un error
es el área debajo de la distribución binomial donde más de L/2 modelos se equivocan. Por ejemplo,
si con estas condiciones hubiese 21 modelos a ensamblar, todos con error de clasificación p = 0.3, la
probabilidad de que 11 o más modelos se equivoquen al mismo tiempo (equivocándose aśı el ensamblado
antes descrito), seŕıa de 0.026, mucho menor que el error individual de cada modelo.

Esta intuición se formaliza en Hansen y Salamon (1990), en donde los autores demuestran que una
condición necesaria y suficiente para que un ensamblado de clasificadores sea mejor que sus miembros
individuales es que estos sean precisos y diversos.

Se define un modelo preciso como aquel cuyas predicciones son mejores que una predicción aleatoria,
y se definen dos modelos como diversos entre śı si cometen errores distintos al predecir nuevos datos
x (es decir, que sus predicciones para un nuevo punto no estén correladas).

El objetivo principal de este proyecto es realizar un estudio teórico-práctico del estado del arte del
ensamblado estad́ıstico. Para ello, el contenido se estructurará en dos secciones: la primera tratará los
distintos modelos clásicos de aprendizaje estad́ıstico, haciendo hincapié en los que en la práctica son
los más utilizados para posteriormente construir ensamblados (árboles de decisión, redes neuronales,
etc.). Esta sección bebe fundamentalmente de Hastie et al. (2001). En la segunda y principal sección del
proyecto se definen formalmente los ensamblados estad́ısticos: las razones de su existencia, su taxonomı́a
y las técnicas más relevantes y sus propiedades (centrándose en bagging, boosting y stacking). Para
este apartado, las referencias principales consultadas fueron Kuncheva (2014), Re y Valentini (2012) y
Dietterich (2000).
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Caṕıtulo 1

Aprendizaje estad́ıstico supervisado

Una de las partes fundamentales a la hora de construir buenos ensamblados (i.e., combinaciones)
de modelos, es cerciorándose de que los modelos individuales que se van a combinar son tanto precisos
como diversos. En esta sección se abordará el problema de la exactitud de los modelos y, de la mano de
la teoŕıa estad́ıstica de la decisión, se presentarán las técnicas más relevantes para construir algoritmos
de aprendizaje estad́ıstico supervisado que se ajusten de manera robusta a los datos de entrenamiento
disponibles.

1.1. Teoŕıa estad́ıstica de la decisión

Si bien el problema que se tratará de resolver es el anteriormente expuesto en la Definición 0.1,
conviene antes introducir las bases teóricas sobre las que se sostiene el aprendizaje estad́ıstico. Estas
fueron fijadas mayoritariamente por Vapnik y Chervonenkis a lo largo de los años 90, y se pueden
consultar sus detalles en Vapnik (1995 y 1999).

Sea X ∈ Rp un vector aleatorio (denominado habitualmente vector de caracteŕısticas), e Y ∈ R
una variable aleatoria de respuesta continua, siendo P(X,Y ) su distribución conjunta. Supóngase que
tenemos un conjunto de datos los cuales vienen generados por un modelo del tipo Y = g(X) + ε, con
E(ε) = 0 y g desconocida. El objetivo será encontrar una función f(X) capaz de predecir la variable
respuesta Y dado un vector de caracteŕısticas X.

Para llevar a cabo este proceso se requiere de una función de pérdida L que nos indique, dados
Y y f(X), el error que se está cometiendo en la predicción, para aśı intentar construir modelos que
minimicen dicha cantidad. Para problemas de regresión (donde la variable respuesta es continua) las
funciones de pérdida más habitual son el error cuadrático, L(Y, f(X)) = (Y − f(X))2, y la norma L1,
L(Y, f(X)) = |Y − f(X)|. Por otro lado, en el contexto de problemas de clasificación (i.e., donde Y es
una variable categórica), un ejemplo de función de pérdida seŕıa la función 0-1, la cual tiene la forma
L(Y, f(X)) = θ(−Y f(X)), siendo θ la función escalonada de Heaviside:

θ(x) =


0 si x < 0

1 si x ≥ 0

(1.1)

dando aśı 0 cuando X se clasifica correctamente, y 1 cuando no.
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2 CAPÍTULO 1. APRENDIZAJE ESTADÍSTICO SUPERVISADO

En un escenario id́ılico en el cual conociésemos la distribución P(X,Y ), un posible criterio para
seleccionar la función f deseada seŕıa la minimización de su error de test esperado (ETE). Este se
puede definir como el error esperado que tendrá un modelo f prediciendo nuevos datos generados bajo
la distribución P(X,Y ), y se expresa matemáticamente como sigue:

ETE(f) = E[L(Y, f(X))] =

∫
X×Y

L(Y, f(X))P(x, y)dxdy.

Esta expresión, en el caso particular de usar la función de pérdida cuadrática, habitualmente usada
para problemas de regresión por sus convenientes propiedades, se puede escribir como:

ETE(f) = E[Y − f(X)]2 =

∫
X×Y

[y − f(x)]2P(x, y)dxdy.

Aśı, factorizando la densidad conjunta, P(X,Y ) = P(Y |X)P(X), y dividiendo la integral doble
utilizando el teorema de Fubini, se obtiene:

ETE(f) =

∫
X

(∫
Y

(y − f(x))2P(y|x)dy

)
P(x)dy

expresión que, por las propiedades de la esperanza condicionada, se convertiŕıa en:

ETE(f) = EXEY |X([Y − c]2|X)

la cual es suficiente con minimizarla puntualmente en x:

f(x) = arg mincEY |X([Y − c]2|X = x)

y cuya solución seŕıa:

f(x) = E[Y |X = x]. (1.2)

Este operador es conocido como la función de regresión, e indica que la mejor predicción posible
para Y en un punto x concreto es su esperanza condicionada a dicho x.

En la práctica, no obstante, la distribución conjunta P(X,Y ) será totalmente desconocida, y lo
único de lo que se dispondrá será de un conjunto de entrenamiento finito con N pares de datos
S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}. Aśı, aunque no se puedan utilizar directamente las derivaciones hechas
anteriormente, śı se podrá intentar aproximar el error de predicción esperado con métricas como la
función de riesgo emṕırica:

RE(f) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, f(xi)) (1.3)

la cual expresa, dado un modelo estad́ıstico fijado f(x) entrenado en un conjunto finito S, lo bien o
mal que el modelo se ajusta a los datos de entrenamiento.
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A los algoritmos de aprendizaje estad́ıstico que intentan encontrar a partir del conjunto S una
función fS que se ajuste a los datos a traves de minimizar (1.3), se les denomina algoritmos de
minimización del riesgo emṕırico.

Paralelamente, en el caso de que nuestra variable respuesta sea categórica, los conceptos ante-
riormente definidos son fácilmente adaptables, excepto la función de pérdida cuya naturaleza se ve
modificada. Se denota como G = {G1, ...,GK} el conjunto de posibles clases de Y , cuya cardinalidad es
K = card(G). Se puede representar la función de pérdida con una matriz L de dimensión K ×K, en
donde L(k, j) tendrá la “pérdida” asociada a clasificar un X que pertenece a la clase Gk como si fuese
de la clase Gj, y 0 en la diagonal. En este caso, el error de predicción esperado será:

ETE = E[L(Y, f(X))]

el cual podemos reescribir de la siguiente manera:

ETE = EX

K∑
k=1

L[Gk, f(X)]P(Gk|X).

Análogamente al caso de regresión, se minimiza ETE puntualmente en x,

f(x) = arg ming∈G

K∑
k=1

L[Gk, g]P(Gk|X).

Esta expresión, de utilizar la función de pérdida 0-1 antes mencionada (y bastante utilizada en la
práctica), se simplifica a:

f(x) = arg ming∈G [1− P(g|X = x)].

Aśı:

f(x) = Gk si P(G|X = x) = maxg∈GP(g|X = x). (1.4)

Esta regla de clasificación es conocida como el clasificador de Bayes, y nos indica que dado un nuevo
x0 se debe clasificar en la clase con mayor probabilidad condicionada. Como ocurŕıa con el caso de la
regresión, al no ser conocidas las funciones de distribución anteriores, el clasificador de Bayes teórico
no es posible de construir en la práctica. No obstante, puede ser de gran ayuda para hacer pruebas con
datos sintéticos a partir de distribuciones conocidas y compararlo con otros algoritmos, al ser el error
de este (conocido como el Bayes rate), el mı́nimo error posible para un clasificación de salida aleatoria
(Hastie et al. 2001). El error de clasificación de la regla de Bayes es el siguiente:

1− E[máx
j

P(Y = j|X)].

En la práctica, muchas de las técnicas de aprendizaje estad́ıstico intentarán acercarse a dicho
Bayes rate tratando de construir clasificadores basados en él, intentando aproximar las distribuciones
de probabilidad necesarias. Algunos de estos ejemplos son los árboles de decisión, los k−vecinos más
cercanos, la regresión loǵıstica, el clasificador de Bayes ingenuo, etc. Como se verá a continuación,
la mayoŕıa de estas técnicas asumirán que P(Y |X) tiene una hipotética estructura funcional (ya sea
un modelo lineal, polinómico, etc.) e intentarán estimar los parámetros de dicha función a partir del
conjunto de entrenamiento S. Una vez se tiene la probabilidad de que x pertenezca a cada una de las
clases, se le asignará la más probable.
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1.2. Terminoloǵıa del aprendizaje estad́ıstico

Para conocer el potencial de un modelo estad́ıstico será crucial ser capaces de medir la exactitud
del mismo. En esta sección se definen los principales conceptos necesarios para dicho propósito. Como
anteriormente, se desenvolverá la teoŕıa para el caso concreto de la regresión (utilizando en concreto
la función de pérdida L(y, f(x)) = (y − f(x))2 del apartado anterior), para luego adaptarlo al caso de
clasificación.

Una vez entrenado un modelo a través de la minimización de la función de riesgo emṕırica (1.3)
utilizando los datos de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, se dispondrá de una función f(x)
que en teoŕıa debeŕıa, dado un nuevo vector de catacteŕısticas x0 (no antes visto por el modelo),
predecir con precisión su variable respuesta y0, i.e., f(x0) ∼ y0.

Aśı, una vez se tiene f(x) construida, se puede usar la anteriormente comentada fórmula del riesgo
emṕırico (1.3) para tener una visión de lo bien o mal que el modelo entrenado f se ajusta a los datos
de entrenamiento en S. En concreto, en el caso de usar la función de pérdida del error cuadrático
medio (una de las más habituales para problemas de regresión), la expresión se conoce como el error
cuadrático medio del modelo:

ECM(f) =
1

N

N∑
i=1

(yi − f(xi))
2.

No obstante, como ECM fue calculado con los mismos datos con los que se entrenó el propio modelo
(conjunto S), los resultados pueden no ser del todo fiables. Lo exacto que sea f prediciendo sobre los
datos del conjunto de entrenamiento S no nos dará necesariamente información sobre la capacidad de
generalización del modelo, es decir, la capacidad de predicción que tendrá sobre nuevos datos x0 no
utilizados en el entrenamiento.

Esta capacidad de generalización es la que en realidad interesa medir, y se formaliza matemática-
mente mediante el error de test esperado (ETE, también conocido como el error de generalización).
Construida una función fS a partir de un conjunto de entrenamiento S fijado, se define el error de test
esperado de fS condicionado a que se tiene el conjunto de entrenamiento S como:

ETES = EP[(fS(x)− y)2] =

∫
x

∫
y

(y − fS(x))2P(x, y)dydx (1.5)

en donde se usa la función de pérdida cuadrática por sus convenientes propiedades matemáticas,
aunque se podŕıa utilizar cualquier otra. Además, la esperanza se toma sobre (x, y) ∼ P (en donde
P = P(X,Y ) por simplicidad) intentando aśı denotar que se está calculando el error promedio sobre
la distribución teórica (y desconocida) que generó nuestros datos de entrenamiento. Con respecto a
la notación, a lo largo de este trabajo denotaremos como (x, y) a un par genérico de puntos de test
generados por la distribución P, y como (x0, y0) a un par de puntos de test concreto generados por P
no antes visto en nuestro conjunto de entrenamiento. En el caso del conjunto S, se usará de manera
ambigua para, según el caso, denotar a un conjunto de entrenamiento concreto, o a un conjunto de
entrenamiento teórico generado por la distribución P(X,Y )N .

Aśı, la expresión (1.5) nos da la esperanza del error promedio que se cometerá cuando se intente
predecir un nuevo vector de caracteŕısticas x0 generado por la distribución P(X,Y ). No obstante, esta
expresión es verdadera para un conjunto de entrenamiento S concreto, el cual a su vez se supuso que
era generado por una distribución desconocida PN = P(X,Y )N . Por lo tanto, como nuestra función
fS depende de dicho conjunto, será en si misma una variable aleatoria, pudiendo aśı ser calculada su
esperanza.



1.2. TERMINOLOGÍA DEL APRENDIZAJE ESTADÍSTICO 5

Sea A un algoritmo de aprendizaje estad́ıstico el cual, a partir de un conjunto de entrenamiento S,
nos devuelve un modelo (o hipótesis) fS = A(S). Definimos, dado un A, el modelo esperado como:

f̄ = EPN [fS ] =

∫
S

fSP(S)dS (1.6)

en donde P(S) es la probabilidad de generar el conjunto de entrenamiento S de la distribución PN . De
esta expresión se puede ver que f̄ es una media ponderada de funciones, y, usando de nuevo el hecho
de que fS es una variable aleatoria, se puede calcular el error de test esperado dado únicamente el
algoritmo A, tomando aśı también como aleatorio el conjunto de entrenamiento S:

ETE = EP[(fS(x)− y)2] =

∫
S

∫
x

∫
y

(y − fS(x))2P(x, y)P(S)dydxdS (1.7)

donde S es un conjunto de entrenamiento generado por PN , y los pares (x, y) son datos de test
generados por la distribución P, dando lugar a una expresión que nos permite evaluar la capacidad de
generalización que tiene un algoritmo de aprendizaje estad́ıstico A con respecto a la distribución P de
la que provienen los datos.

En la práctica, no obstante, no se podrá calcular el error de test esperado, dado que la distribu-
ción conjunta de los pares (x, y), P(X,Y ), es desconocida. Sin embargo, śı existen varias técnicas para
intentar aproximar dicha cantidad de una forma computacional y matemáticamente eficiente. La más
utilizada, conocida como validación cruzada de R iteraciones (o R−fold CV en inglés), consiste
en dividir el conjunto de entrenamiento S en R subconjuntos (supóngase que de igual tamaño) para
posteriormente hacer iteraciones sobre los mismos utilizando R− 1 de ellos como conjunto de entrena-
miento y el otro restante como conjunto de test sobre el cual aproximar el error de test esperado (1.5).
Una vez se hace este procedimiento con todos los R subconjuntos (dando lugar a la aproximación del

error de test esperado ÊTEi para cada subconjunto Ri), se puede calcular la media de todos ellos,
obteniendo aśı el error de validación cruzada (Cross Validation Error):

CV E =
1

R

R∑
i=1

ÊTEi. (1.8)

Como lo que interesa es lo bien que va a generalizar el modelo construido, el cual está entrenado
con un conjunto de entrenamiento particular S, la cantidad que será más útil de estimar será el error
de test de f con S fijado, ETES (1.5), que cuantifica lo bueno que es el modelo entrenado con ese
conjunto de entrenamiento particular. No obstante, las técnicas de aproximación conocidas, entre las
cuales se incluye el error de validación cruzada (CVE), únicamente estiman de manera efectiva el error
de test esperado ETE (1.7), que es de utilidad para analizar el poder de predicción de un algoritmo
de forma general, pero no tanto para analizar un algoritmo ya entrenado con un conjunto de datos
concreto. No parece posible estimar de manera exacta el error condicional de un modelo, ETES , dado
que solo se tiene información de un único conjunto de entrenamiento (Hastie et al 2001).

Como se comentó anteriormente, el error de entrenamiento de un modelo f entrenado sobre un
conjunto particular S (ECM) y la aproximación del error test esperado (riesgo emṕırico, o RE) no se
comportan de manera similar. En la Figura 1.1 podemos ver la relación entre estas dos cantidades.

En esta figura se puede ver la relación entre los dos tipos de errores antes mencionados en función
de la complejidad del modelo a utilizar (en donde con complejidad nos refeŕımos a la flexibilidad del
modelo, es decir, número de parámetros, grados de libertad, etc.). En la gráfica de la izquierda se
pueden observar distintos modelos de aprendizaje estad́ıstico que se intentaron aproximar a partir de
la muestra de datos de puntos negros (los cuales fueron generados por la ĺınea negra continua, la cual
muestra su esperanza dado X para cada x). Como se puede observar, el modelo lineal simple se ajusta



6 CAPÍTULO 1. APRENDIZAJE ESTADÍSTICO SUPERVISADO
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Figura 1.1: Representación del comportamiento de los errores conforme se permite más o menos flexi-
bilidad (i.e., grados de libertad) al modelo para intentar ajustar la curva que simuló los datos (negro).
En la gráfica de la derecha se puede ver como, según se aumenta la flexibilidad del modelo, por ejemplo
permitiendo regresiones polinómicas, el error de entrenamiento (gris) se reduce monótamente, mien-
tras que el error de test (en rojo) lo hace en forma de U. En el punto donde este último es mı́nimo se
considera un buen ajuste, mientras que en los puntos en los cuales este vuelve a aumentar se considera
que el modelo está sobreajustando los datos.

de manera pobre a los datos (dado que es una hipótesis más simple de lo que se necesita), dando
lugar a un error alto tanto en el conjunto de test (ĺınea roja), como en el conjunto de entrenamiento
(ĺınea gris). Conforme se aumenta la flexibilidad del modelo a utilizar (modelos no lineales, modelos
no paramétricos, etc.) se ve como las funciones se ajustan cada vez mejor a los puntos negros, bajando
aśı tanto el error de test como de entrenamiento como se puede ver en la parte central de la gráfica de
la derecha. No obstante, esta flexibilidad llevada al extremo, como por ejemplo cuando aumentamos
demasiado los grados de libertad de una regresión polinómica (ĺınea de ajuste verde en la gráfica),
puede ser contraproducente. En este caso, el modelo se intenta ajustar demasiado a los datos de
entrenamiento, dando lugar a un sobreajuste. Si bien, como se puede ver en la gráfica de la derecha,
el error de entrenamiento baja mucho (ya que la curva tiene la flexibilidad suficiente como para pasar
casi por todos los puntos del entrenamiento), el error de test sube considerablemente (es decir, baja el
poder de generalización para predecir bien datos no vistos anteriormente por el modelo).

A través de regular el equilibrio entre la flexibilidad permitida al modelo y el error de test que este
comete, se dará lugar a métodos para evitar este sobreajuste. La búsqueda de este equilibrio se conoce
matemáticamente como la compensación sesgo-varianza, y viene dada por la siguiente manera de
descomponer del error de test esperado, ETE (1.7):

Ex,y,S [(fS(x)− y)2] = Ex,y,S [((fS(x)− f̄(x)) + (f̄(x)− y)2]

= Ex,S [(fS(x)− f̄(x))2] + 2Ex,y,S [(fS(x)− f̄(x))(f̄(x)− y)] + Ex,y[(f̄(x)− y)2].

(1.9)
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En esta expresión, el término del medio evalúa a 0, dado que:

Ex,y,S [(fS(x)− f̄(x))(f̄(x)− y)] = Ex,y[ES [(fS(x)]− f̄(x))(f̄(x)− y)]

= Ex,y[(f̄(x)− f̄(x))(f̄(x)− y)]

= Ex,y[0]

= 0.

(1.10)

Aśı, volviendo a la expresión anterior, quedaŕıa:

Ex,y,S [(fS(x)− y)2] = Ex,S [(fS(x)− f̄(x))2]︸ ︷︷ ︸
Varianza

+Ex,y[(f̄(x)− y)2]

donde el primer término es la varianza, y el segundo se puede continuar descomponiendo de la
siguiente forma:

Ex,y[(f̄(x)− y)2] = Ex,y[
(
(f̄(x)− ȳ(x)) + (ȳ(x)− y)

)2
]

= Ex,y[
(
ȳ(x)− y)

)2
]︸ ︷︷ ︸

Ruido

+Ex,y[
(
f̄(x)− ȳ(x)

)2
]︸ ︷︷ ︸

Sesgo2

+2Ex,y[(f̄(x)− ȳ(x))(ȳ(x)− y)]

(1.11)

en donde definimos ȳ(x) como la respuesta esperada para un vector de caracteŕısticas dado x:

ȳ(x) = Ey|x[Y ] =

∫
y

yP(y|x). (1.12)

De forma similar a lo realizado en (1.10), se puede probar que el último término es igual a 0:

Ex,y[(f̄(x)− ȳ(x))(ȳ(x)− y)] = Ex

[
Ey|x[ȳ(x)− y](f̄(x)− ȳ(x)

]
= Ex

[
(ȳ(x)− Ey|x[y])(f̄(x)− ȳ(x))

]
= Ex

[
(ȳ(x)− ȳ(x))(f̄(x)− ȳ(x))

]
= Ex[0]

= 0.

Aśı, juntando todo lo anterior, obtendŕıamos la conocida como descomposición sesgo varianza:

Ex,y,S [(fS(x)− y)2] = Ex,S [(fS(x)− f̄(x))2]︸ ︷︷ ︸
Varianza

+Ex,y[
(
f̄(x)− ȳ(x)

)2
]︸ ︷︷ ︸

Sesgo2

+Ex,y[
(
ȳ(x)− y)

)2
]︸ ︷︷ ︸

Ruido

. (1.13)

Por un lado, la varianza es la magnitud en la que cambia la función f estimada si se modifica
la muestra de los datos S, siendo aśı una cantidad que nos ayuda a conocer cuánto de especializado
está el modelo a un conjunto de entrenamiento particular (sobreajuste). Para algunos modelos, como
pueden ser los K−vecinos más cercanos o los árboles de decisión, pequeños cambios en la muestra de
datos tienen un impacto notorio en la estructura de f , siendo estos aśı generalmente métodos con gran
varianza.
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Por otro lado, se define el sesgo como el error sistemático que se va a cometer debido a las carencias
que tiene el algoritmo seleccionado para los datos disponibles. Por ejemplo, en escenarios con datos
cuyas relaciones sean complejas y no lineales, modelos poco flexibles como la regresión lineal suelen
acarrear un sesgo alto, dadas las fuertes suposiciones que hacen sobre la estructura de los datos.

Por último, el ruido es una caracteŕıstica intŕınseca de los datos disponibles, en el cual se engloban
problemas en la obtención del propio dato (errores de medición), variables que no estamos teniendo
en cuenta y son relevantes para nuestro problema, etc.. Es un error irreducible el cual no podrá ser
modelado.

Sesgo Bajo
Varianza Alta

Sesgo Alto
Varianza Baja

Conjunto de test

Conjunto de
entrenamiento

Complejidad del modelo

Er
ro

r d
e 

pr
ed

ic
ci
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Baja Alta

Figura 1.2: Generalización del caso particular de la Figura 1.1, en donde se representa cómo la com-
pensación sesgo-varianza afecta al comportamiento de los errores de entrenamiento y de test a la hora
de entrenar un modelo. De nuevo, con complejidad del modelo nos referimos a la flexibilidad que se le
permite (es decir, a los grados de libertad, número de parámetros, etc.).

En general, este comportamiento queda representado en la Figura 1.2. Utilizar modelos con dema-
siada complejidad (i.e., demasiado flexibles) proporciona en la mayoŕıa de los casos modelos con bajo
sesgo a expensas de una mayor varianza, la cual se traduce mediante la expresión (1.13) en un elevado
error de test esperado (ETE). Por otro lado, la utilización de modelos demasiado simples y poco fle-
xibles conllevará a construir hipótesis con mucha menor varianza, pero con un elevado sesgo derivado
de las carencias del modelo seleccionado, dando lugar de igual manera a un aumento del ETE. Aśı,
la clave para dar con un modelo con una buena capacidad de generalización pasa por encontrar un
equilibrio entre esas dos cantidades.

Regularización

Una de las técnicas más utilizadas para llegar a un buen equilibrio sesgo-varianza es la conocida
como regularización. Esta se basa en utilizar determinadas restricciones sobre el modelo a entrenar
para evitar que este llegue a la fase de sobreajuste. Es decir, dada una estructura supuesta para la
hipótesis f (por ejemplo, un modelo polinómico), la regularización consiste en restringir la complejidad
que se le permite a f a través de añadir un nuevo término a la función de pérdida (1.3) que se quiere
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minimizar:

mı́n
f

N∑
i=1

L(yi, f(xi)) + λR(f) (1.14)

donde L es la función de pérdida, λ es el parámetro que regula cuanto influirá la regularización,
y R(f) el término de regularización en śı. Uno de los ejemplos más utilizados en la práctica es la
regularización de Tikhonov. Suponiendo que nuestra función de aprendizaje f tiene una forma
lineal caracterizada por un vector β:

f(x) = β · x

la regularización de Tikhonov seŕıa la norma L2 (equivalente a la conocida como regresión ridge):

mı́n
β

N∑
i=1

V (β · xi) + λ‖f‖2.

En la práctica, el parámetro de regularización λ será escogido por validación cruzada. Se entrenará
el modelo para distintos valores de λ, estimando para cada uno de ellos el error de test esperado,
escogiendo aśı el que lo minimice.

Clasificación

De nuevo, los conceptos definidos en esta sección son fácilmente adaptables al caso de tener una
variable respuesta categórica. Por un lado, se puede definir el riesgo emṕırico (o error de clasificación
medio de entrenamiento) para el caso de problemas de clasificación. Aunque se pueden usar nume-
rosas funciones de pérdida, la función indicador I, la cual vale 0 si el punto se clasifica correctamente
y 1 en otro caso, L(y, f(x))) = I(y 6= f(x)), es bastante popular:

RE =
1

N

N∑
i=1

I(yi 6= ŷi) (1.15)

donde ŷi es la clase predicha para la observación i usando nuestra hipótesis f , e I representa la función
indicador. Aśı, (1.15) se puede ver como la proporción de xi que fueron clasificados incorrectamente.
También es habitual usar otras funciones de pérdida más sofisticadas, que, por ejemplo, permiten
asociar distintos costes dependiendo de que clase estamos clasificando erróneamente.

Análogamente al caso de regresión se puede definir el error de test esperado de un modelo de
clasificación f entrenado en un conjunto de entrenamiento S. Este será el error medio que se cometerá
al clasificar un nuevo punto de test x0 generado por P(X,Y ), cuya clase correcta es y0 y la predicha
ŷ0:

ETES = EP[I(y0 6= ŷ0)] (1.16)

en la que de nuevo usamos la función identidad I como función de pérdida.

A continuación, en la figura 1.3 se puede observar un problema de clasificación donde interesa
predecir la etiqueta de cada punto (rojo o azul) dado su vector de caracteŕısticas x ∈ R2 (donde se
escoge R2 como espacio de caracteŕısticas para facilitar la visualización del problema). Las ĺıneas negras
representan la frontera de decisión obtenida al entrenar sobre el mismo conjunto de datos tres modelos
estad́ısticos para clasificación con distintas compensaciones sesgo-varianza, los cuales darán lugar a
distintas cantidades de error de entrenamiento y error de test (aproximado por validación cruzada).
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La motivación de esta imagen no es cuantificar ni analizar espećıficamente ningún algoritmo, si no
visualizar gráficamente las situaciones más generales que se pueden dar cuando se entrena un modelo
de clasificación: sobre-ajuste, falta de ajuste, y ajuste correcto.

En la figura de la izquierda se muestra la frontera de decisión de un modelo de clasificación lineal,
cuya estructura demasiado ŕıgida da lugar a una falta de ajuste (ocasionada por el sesgo del modelo),
teniendo aśı un error de clasificación alto (tanto error de entrenamiento, como se puede ver en la imagen,
como error de test si se aproximase por validación cruzada). En la figura de la derecha se puede onservar
la situación opuesta, en donde el uso de un modelo de clasificación de 1 vecino más cercano (demasiado
flexible, con sesgo nulo pero con una gran varianza), da lugar a un obvio sobreajuste de los datos. En
este caso, por definición del los k−vecinos más cercanos cuando k = 1 , el error de entrenamiento
siempre será 0. No obstante, el error de test del mismo, aproximado por validación cruzada, será muy
elevado, ya que la gran varianza del método dará lugar a fronteras de decisión muy distintas para cada
subdivisión del conjunto de entrenamiento, ‘memorizando’ todos los puntos de entrenamiento en vez
de encontrar patrones en los mismos, teniendo un mal rendimiento a la hora de predecir datos de test
no vistos anteriormente. Finalmente, la figura del medio refleja un modelo con un ajuste correcto, con
un buen equilibrio entre sesgo y varianza, obteniéndose aśı una buena capacidad de generalización.

Figura 1.3: Representación de los conceptos explicados anteriormente mediante la Figura 1.1, ahora
para el caso de un problema de clasificación binaria en dos dimensiones.

1.3. Modelos base relevantes para construir ensamblados

Volviendo al problema original descrito en la Definición 0.1, existen en la literatura numerosas
técnicas para construir hipótesis f con una buena capacidad de generalización. En esta sección se
presentarán varias de ellas, centrándose en las que son más utilizadas para la posterior construcción
de ensamblados de modelos. Si bien no se entrará a demasiado detalle, se puede consultar Hastie et al.
(2008) para un riguroso y extenso estudio de las mismas.

Además, este análisis se centrará mayoritariamente en el problema de clasificación binario, al ser
este en donde el área de investigación de ensamblados estad́ısticos ha puesto más foco en las últimas
décadas.

Supóngase, para todas las técnicas a continuación, que se tiene un conjunto de entrenamiento S
con N pares de datos (x, y). Además, por conveniencia para las explicaciones y visualizaciones en esta
sección, supongamos que estamos en el caso más sencillo de un problema binario en dos dimensiones. Es
decir, x = (x1,x2) ∈ R2 e Y ∈ {0, 1} = G, donde convenientemente se codificó una de las posibles clases
de y como 0, y otra como 1. El objetivo será crear una regla de clasificación f(x) que permita clasificar
nuevos puntos x0 en su clase correcta. Destacar que mientras algunas técnicas intentan modelar la
probabilidad de cada clase Y condicionada al punto X, i.e. P(Y = j|X = x), creando posteriormente
una regla de clasificación a partir de ella, otras directamente intentan predecir la clase correcta sin
antes modelar dicha probabilidad.
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k−vecinos más cercanos (k−NN)

Los k−vecinos más cercanos es una popular técnica de aprendizaje estad́ıstico no paramétrica
introducida en el 1951 por Fix y Hodges. Dado un nuevo dato a clasificar x, se le asigna la clase que
predomina en los k puntos xi del entrenamiento más cercanos a x (donde por cercańıa se entiende
cualquier distancia, usualmente la eucĺıdea). Aśı, se puede definir matemáticamente la hipótesis que
genera está técnica como sigue:

h(x) =
1

k

∑
xi∈Nk(x)

yi (1.17)

en donde Nk(x) es el conjunto de puntos “vecinos” de x (los más cercanos), y se está calculando la
media de las respuestas yi en un entorno local de x, es decir, la proporción de puntos con clase yi = 1
cerca de x.

Una forma natural de definir una regla de clasificación a partir de la hipótesis h, en caso de que
estemos ante un problema binario equilibrado, seŕıa:

f(x) =


1 si h(x) > 0.5

0 si h(x) 6 0.5

(1.18)

mientras que en el caso de un problema desbalanceado se suelen usar técnicas de aprendizaje basado en
costes para modificar los umbrales de decisión dependiendo del riesgo asociado a cometer cada posible
error.

Aśı, dado que con (1.17) se está intentando aproximar la probabilidad condicional de cada clase,
P(y = 1|X = x) y P(y = 0|X = x), se puede considerar la regla de clasificación k−NN como una
aproximación de la regla de Bayes descrita en (1.4).

Destacar que los k−vecinos más cercanos es una de las técnicas existentes con más flexibilidad para
adaptarse a cualquier relación entre los datos, y eso puede llevar a situaciones de sobreajuste. Para
evitarlas, lo que se hace es entrenar el modelo para varios valores de k, aproximando para todos ellos
el error de test esperado, y escogiendo el que tenga un menor valor.

En la siguiente imagen se puede ver este fenómeno gráficamente. Para el escenario definido al
principio de la sección, Hastie et al. (2001) simulan 100 datos x de la clase 1 (naranja) y 100 datos de
la clase 0 (azul), ambas normales bidimensionales con medias distintas e igual matriz de covarianzas.
En la gráfica izquierda se puede ver la frontera de decisión del clasificador k−NN con k = 15. Y en la
de la derecha se puede observar como según se aumenta el grado de libertad del modelo (el valor N

k ,
donde N es la cardinalidad de la muestra, 200 en este caso), el error del conjunto de entrenamiento
baja de forma casi monótona, mientras que el error de test aproximado tiene la forma convexa de “U”
estudiada en la sección anterior. Utilizando validación cruzada, k = 8 daŕıa lugar al modelo con menos
error de test esperado, y por ello el que a priori tendŕıa mayor capacidad de generalización.

Árboles de decisión

Los árboles de decisión son algoritmos de aprendizaje estad́ıstico que tienen como objetivo seg-
mentar el espacio de las variables predictoras (R2 en nuestro problema particular) en varias regiones
más sencillas, denominadas nodos o ramas. Dado un nuevo dato x a predecir o clasificar, se utilizará
la media (o en caso de clasificación, la clase más votada) que tienen los x del conjunto de entrena-
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Figura 1.4: Frontera de decisión del modelo 15−NN a la izquierda, y el comportamiento de los k−NN
según vaŕıa su valor de k, de Hastie et al. (2001), a la derecha.

miento de esa región. Como la forma en la que se van creando las reglas de segmentación pueden ser
representadas en forma de árbol, estas técnicas llevan el nombre de árboles de decisión.

Los métodos basados en árboles no suelen competir en capacidad de predicción con otras técnicas
más sofisticadas. No obstante, tienen la caracteŕıstica de ser muy simples y fáciles de interpretar.
Junto con otros motivos, esta es una de las razones por las cuales son tan usados a la hora de crear
ensamblados estad́ısticos.

Dentro de todas las variantes que hay en los árboles de decisión, aqúı presentaremos su versión
más sencilla. En ella, vamos a dividir el espacio de parámetros (R2 en nuestro caso, Rp en general) en
M regiones distintas y no solapadas R1, ..., RM (también denominadas nodos terminales o ramas del
árbol). Una vez creadas esas regiones, para todo nuevo dato a predecir que caiga en la región Rm se le
asignará la clase mayoritaria entre los datos de entrenamiento en dicha región. Es decir, si se está por
ejemplo en el nodo terminal m (equivalente a la región Rm), se calculaŕıa:

p̂mk =
1

Nm

∑
xi∈Rm

I(yi = k) (1.19)

teniendo aśı la proporción de datos en m para cada clase k. Con eso, se clasificaŕıan todos los datos
nuevos que caigan en m en la clase k(m) = arg maxk p̂mk.

Para construir esas M regiones Rm, que por conveniencia se va a suponer que serán rectángulos
(o hiperrectánculos en el caso genérico), se seguirán los siguientes pasos. Dado el conjunto de entre-
namiento S, lo que interesará es que los rectángulos R1, ..., RM minimicen la función de pérdida L
escogida:

M∑
m=1

∑
i∈Rm

L(yi, ŷRm) (1.20)

donde ŷRm
es la respuesta que el árbol predice para los elementos del nodo terminal m.

Mientras que en el caso de regresión la función de pérdida usada habitualmente es la de mı́nimos
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cuadrados, en el caso de clasificación existen opciones más adecuadas para tratar respuestas categóricas.
Sea el nodo terminal m representando a la región Rm en la cual hay Nm observaciones, se definen las
siguientes tres funciones de pérdida para la región Rm (también conocidas como métricas de impureza
de nodo terminal):

Error de clasificación
1

Nm

∑
xi∈Rm

I(yi 6= k(m)) = 1− p̂mk(m)

Índice Gini

K∑
k=1

p̂mk(1− p̂mk)

Entroṕıa cruzada −
K∑
k=1

p̂mk log p̂mk.

(1.21)

Estas se simplifican considerablemente para nuestro caso particular de problema binario donde
K = 2. Para este caso en la Figura 1.5 se representa la cantidad del error que cada una de esas tres
métricas asigna a la incorrecta clasificación de un punto x̂ dependiendo de la proporción de las clases
en el nodo terminal. Destacar que, al contrario que el error de clasificación, tanto el ı́ndice Gini como
la entroṕıa cruzada son funciones diferenciables, lo que las hace más convenientes para ser usadas en
la práctica.

Entropía

Índ
ice

 G
ini

Erro
r d

e c
las

ific
ac

ión

Figura 1.5: Representación del error asignado por tres métricas de impureza de nodo a la hora de
clasificar incorrectamente un punto en un problema binario. Dado un nuevo punto a clasificar, las
proporciones de las dos clases posibles serán p y 1 − p. En la gráfica se puede ver la impureza que
tendŕıa el nodo en función de p.

Continuando con la minimización de (1.20), considerar todas las posibles particiones del espacio de
caracteŕısticas en M rectángulos es computacionalmente costoso. Por eso, otra de las simplificaciones
que se hace es construir los nodos con el método de la segmentación binaria recursiva de arriba
abajo. Empezando desde la cima del árbol, donde todo el conjunto de entrenamiento pertenece a
un único nodo, en cada paso se hace la mejor división binaria posible hasta que cada punto del
entrenamiento pertenezca a su propio nodo terminal.

Formalmente, en cada paso se escogerá la variable predictora Xj y el umbral s que dividen el espacio
de caracteŕısticas en las regiones {X|Xj < s} y {X|Xj > s}, produciendo aśı el mayor decrecimiento
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posible del error total cometido definido en (1.20). Es decir, para cada j y s se dará lugar a las regiones:

R1(j, s) = {X|Xj < s} y R2(j, s) = {X|Xj > s} (1.22)

y se buscará el valor j y s que minimice la ecuación:

∑
i:xi∈R1(j,s)

L(yi, ŷR1
) +

∑
i:xi∈R2(j,s)

L(yi, ŷR2
) (1.23)

en donde ŷ
R1

es la clase predicha para los datos en la región R1(j, s) e ŷ
R2

para los de R2(j, s), calculada
en cada caso como la clase mayoritaria en la región que corresponda. Encontrar los j y s que resuelvan
esta ecuación se puede hacer de manera rápida y eficiente (Hastie et al. 2001).

En el siguiente paso, se escogeŕıa una de las dos regiones en las que se divide el espacio de predictores
y se volveŕıa a repetir el mismo proceso, y aśı sucesivamente. El proceso se para cuando se tenga un
único dato por nodo terminal m o cuando se llegue a un criterio de parada, como, por ejemplo, que
no existan regiones Rm con menos de 5 datos de entrenamiento en ellas.

Este modelo estad́ıstico, tal y como se ha definido, es muy probable que vaya a dar muy buenos
resultados en el conjunto de entrenamiento. De hecho, si se construye un árbol sin criterio de parada (e
igual que ocurre al construir los k−vecinos más cercanos con k = 1), el modelo tendrá por definición un
100 % de exactitud de clasificación en el conjunto de entrenamiento. No obstante, ese comportamiento
vendrá dado por un gran sobreajuste de los datos, consecuencia de la demasiada flexibilidad del método,
y producirá un rendimiento pobre al clasificar nuevos datos de test.

Para evitar este sobreajuste existe la técnica denominada poda de árboles. Esta, partiendo de un
árbol grande, va fusionando según qué nodos hasta conseguir un árbol más pequeño y simple que
dé lugar a una mayor capacidad de generalización. El tamaño del árbol en śı será un parámetro que
gobernará la complejidad del modelo, similar al k en los k−vecinos más cercanos. Sea Tmáx un árbol
grande creado sin criterio de parada. Se define el concepto de subárbol T ⊂ Tmáx como cualquier árbol
obtenido de colapsar un número de nodos internos de Tmáx. Similar a con los k−NN, una manera para
estimar el tamaño de subárbol óptimo con el que quedarse podŕıa ser estimar el error de clasificación
esperado utilizando validación cruzada para varios tamaños de árbol, para posteriormente escoger el
mejor. No obstante, hacer dicho cómputo para todas los posibles subárboles T ⊂ Tmáx es inviable en
la mayoŕıa de los casos.

Para resolver este problema surge la técnica de poda coste - complejidad (cost complexity pru-
ning en inglés), que permite generar una secuencia de subárboles de Tmáx cumpliendo unas propiedades
deseables. Se define el proceso como sigue:

Sea |T | el número de nodos terminales (i.e., regiones) de un árbol T , y sea Nm = #{xi ∈ Rm} el
número de datos del conjunto de entrenamiento en el nodo terminal m. A continuación se define el
criterio coste-complejidad de un árbol dependiendo del parámetro α ≥ 0, en el que al cálculo del error
cometido (coste), se le añade un término que tiene en cuenta cuánto de largo es el árbol construido
(complejidad):

Cα(T ) =

|T |∑
m=1

∑
i:xi∈Rm

L(yi, ŷRm
) + α|T |.

El objetivo será, para un secuencia finita de α ≥ 0, conseguir los subárboles Tα ⊆ Tmáx que
minimizan Cα(T ). Se puede consultar Breiman et al. (1984) para la prueba de que dado un α, Cα(T )
tiene una única solución, y también que Cα(T ) tiene un número de valores distintos finitos para
una cantidad finita de valores de α. Los detalles matemáticos de cómo conseguir la secuencia de
subárboles óptimos Tα y la secuencia de valores de α se omiten en este trabajo, dado que, por su
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coste computacional, los árboles usados en los ensamblados estad́ısticos suelen dejar los árboles base
sin podar.

Para finalizar, destacar que el parámetro α regula el equilibrio entre lo bien que se ajusta el árbol
a los datos y su tamaño, siendo aśı otro ejemplo de las técnicas de regularización vistas en la sección
1.2. Una vez se tiene la sucesión de árboles Tα, se puede aproximar para cada uno de ellos el error de
test esperado, para finalmente escoger el que lo minimice.

Redes neuronales (NNs)

Las redes neuronales son modelos amplia y exitosamente utilizados en tareas de regresión y clasi-
ficación estad́ıstica, cuya estructura está inspirada en el funcionamiento de las neuronas del cerebro
humano. Desarrolladas a lo largo de la mitad del siglo pasado, no fue hasta los avances de LeCun et
al. (1998) y, posteriormente, Krizhevsky et al (2012), que recobraron importancia en una amplia gama
de problemas. En concreto, las variantes más sofisticadas de estos métodos, como las redes convolucio-
nares o recurrentes, son consideradas como el estado del arte actual a la hora de resolver problemas
de procesamiento de lenguaje natural y clasificación de imágenes, entre otros.

En esta sección se presentarán las redes neuronales en su versión más sencilla, denominadas redes
alimentadas hacia adelante (o feedforward neural nets en inglés). Estas se pueden representar como
el grafo de la Figura 1.6, en donde habrá una primera capa por donde entrarán los datos, una o más
capas intermedias con M neuronas donde estos sufrirán transformaciones (lineales y no lineales), y una
capa de salida donde habrá tantas neuronas como variables respuesta.

x1

x2

xp

y1

y2

...

Capa	de
entrada	1

Capa
intermedia	2

Capa	de
salida	3

a1

a2

aM

...

a3

Figura 1.6: Esquema y elementos de una red neuronal totalmente conectada.

Matemáticamente, los distintos elementos y transformaciones que identifican la red neuronal de la
Figura 1.6 son los siguientes. Dado un par (x, y) ∈ S del problema binario propuesto a resolver, con
x ∈ Rp y y ∈ {−1, 1}, cada x entraŕıa en la capa de entrada donde hay una neurona por cada una
de sus p variables. Conectadas a esas neuronas de entrada, cada una identificada por un peso w, se
encuentran las M neuronas de aj . Se denomina a wljk como el peso que va desde la neurona k de la
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capa l − 1 hasta la neurona j de la capa l. Se calculaŕıa, de manera general, cada alj de la capa l y
neurona j como la siguiente combinación lineal de x:

alj = σ

(∑
k

wljka
l−1
k + blj

)
(1.24)

donde σ se conoce como la función de activación, que intenta normalizar de alguna forma el resultado
intermedio obtenido en la expresión anterior. Si bien existen distintas funciones de activación para
distintos propósitos, una de las más habituales es la función sigmoide, σ(z) = 1

1+exp(−z) . En nuestro

caso particular, no necesitaremos calcular a recursivamente como en 1.24 dado que solo se tiene una
capa intermedia de activación, quedando la expresión:

a2
j = σ

(
p∑
k=1

w2
jkxk + b2j

)
en donde b seŕıa el término del sesgo de la capa l = 2.

Una vez se tiene calculada la primera transformación, se podŕıa repetir de nuevo el mismo paso
para sacar las variables de salida. Si bien eso es lo que se suele hacer en un escenario de regresión
utilizando una única neurona en la capa de salida, en nuestro caso lo que nos interesará será que la
salida de esta red nos dé en el vector (y1, y2) con las probabilidades de que el dato x pertenezca a la
clase 0 o 1 respectivamente (aunque, en el caso de la clasificación binaria, una única neurona de salida
podŕıa codificar toda esa informacion, siendo su cantidad p la probabilidad de una de las clases, y 1−p
la de la otra). Para ello, el cálculo final será:

yj = gj

(
M∑
k=1

w3
jka

2
k + b3j

)
, j = 1, 2

donde la función de transformación g en el caso de clasificación suele ser gj(z) =
exp(zj)∑2
l=1 exp(zl)

, que con-

venientemente hace que la suma y1 +y2 sea 1 para ser interpretado como probabilidades de pertenecer
a cada una de las dos clases.

Aśı, se pueden ver las redes neuronales como una extensión no lineal de la regresión multivariante en
donde, a través de numerosas transformaciones no lineales, se le permite al modelo aprender relaciones
más complejas entre los datos.

Para entrenar este tipo de modelos se utiliza una técnica conocida como propagación hacia atrás.
Escogida la función de coste que se usará para calcular cuánto error se comete con un conjunto de
pesos wljk dado, esta será extremadamente no convexa y no lineal, problema el cual no va a tener
usualmente una solución expĺıcita. Por lo tanto, y empezando con un conjunto de pesos aleatorios,
lo que se intentará es aproximar el gradiente de dicha función para posteriormente utilizar el método
iterativo del descenso del gradiente para ir actualizando los pesos wljk según los errores cometidos en
el conjunto de entrenamiento S.

Por último, escoger una arquitectura concreta de red para resolver un problema (número de capas
intermedias, neuronas de cada una de ellas, etc.) es más un arte que una ciencia, y no existe una norma
que funcione de manera universal en todas las situaciones.



Caṕıtulo 2

Técnicas de ensamblado estad́ıstico

El término ensamblado estad́ıstico (también denominado en la literatura como fusión o combinación
estad́ıstica) se refiere al conjunto de metodoloǵıas que permiten combinar varios modelos estad́ısticos
para dar lugar a un meta-algoritmo que mejore los resultados de los modelos individuales que lo forman.
Desde las técnicas más sencillas, como la votación de comité vista en la sección anterior, hasta las más
sofisticadas, como bagging o boosting, esta área de investigación es una de las más populares de la
última década, principalmente por los exitosos resultados emṕıricos cosechados en una amplia gama
de campos cient́ıficos.

Aunque este ámbito es de rigurosa actualidad, cabe destacar que los primeros trabajos en esta
temática fueron propuestos hace más de 50 años. Probablemente uno de los primeros fue el art́ıculo
de Dasarathy y Sheela (1979), en donde propońıan un sistema de ensamblado del tipo “divide y
vencerás”, en el cual se divide el espacio de caracteŕısticas Rp en distintas regiones, utilizando para
clasificar un nuevo dato el modelo que mejor se comporte en su región correspondiente. Años después,
Hansen y Salamon (1990) probaŕıan la capacidad de reducir la varianza de los ensamblados, y la mejor
generalización que una combinación de redes neuronales con distintas configuraciones tienen frente a
una única. No obstante, fue Shapire R (1990) el que llevó a la popularidad esta área de la estad́ıstica
al probar que se pod́ıa construir un clasificador fuerte (en el sentido del aprendizaje PAC) a partir de
la combinación de varios clasificadores débiles (o clasificadores base) mediante un procedimiento que
acuñó como boosting.

En esta sección se hará un repaso de los hechos más relevantes de esta área: las razones de su
existencia, su taxonomı́a, varios ejemplos de algoritmos concretos, y los resultados teóricos conocidos.
En la mayoŕıa de los casos se tratará únicamente el problema de clasificación, al ser este el más
estudiado en la bibliograf́ıa consultada.

2.1. Motivación

Antes de indagar en los detalles de estas metodoloǵıas, será de utilidad entender las razones que
motivaron a esta área de investigación a hacer uso de estas técnicas. Algunas de estas, de manera
informal, se pueden encontrar en nuestras propias experiencias personales: desde el funcionamiento
democrático de nuestro sistema poĺıtico hasta las decisiones que tomamos en nuestras vidas a partir
de consultar distintas fuentes de información, combinar o ensamblar distintas opiniones es algo que
hacemos de manera natural en nuestro d́ıa a d́ıa. Además, existen también razones prácticas, motivadas
por el gran éxito de algunas de estas técnicas en distintos campos cient́ıficos: finanzas (Leigh et al.
2002), astronomı́a y astrof́ısica (Bazell y Aha 2001), medicina (Polikar et al. 2008), y un largo etcétera.

Por otro lado, y de una manera más rigurosa, la mayoŕıa de autores de la literatura coinciden que
existen tres razones principales por las cuales combinar distintos modelos en un ensamblado puede ser
beneficioso. Estas, descritas a continuación, aparecen representadas gráficamente en la Figura 2.1.
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Estadísticas Computacionales Representacionales

Ensamblado

Hipótesis verdadera

Espacio de hipótesis

Modelo individual

Espacio de buenas hipótesis

Modelo individual sub-óptimo

Figura 2.1: Representación gráfica de las tres razones principales por las cuales un ensamblado puede
dar buenos resultados.

1. Razones estad́ısticas

Cualquier algoritmo de aprendizaje estad́ıstico se puede ver como la búsqueda del mejor modelo
para nuestros datos en un espacio de hipótesis. Sea cual sea el procedimiento para escoger un
modelo y sus parámetros (validación cruzada, etc.) siempre existirá una incertidumbre asociada
con dicho proceso debido a que se dispone únicamente de un conjunto de entrenamiento S finito.
Si la cantidad de datos es reducida, puede darse la situación en la cual se tengan muchos modelos
en el espacio de hipótesis con un rendimiento parecido en el conjunto de test (representados
como los puntos negros dentro del espacio de buenas hipótesis – área azul – en la Figura 2.1 a
la izquierda). Mediante la creación de un ensamblado (representado por el cuadrado verde), se
puede reducir el riesgo de escoger una hipótesis incorrecta a través de hacer una combinación de
todos los modelos buenos disponibles.

2. Razones computacionales

Algunos algoritmos, como las redes neuronales o los árboles de decisión, pueden dar lugar a mi-
nimizar funciones de coste altamente no convexas, pudiendo quedar los métodos utilizados para
resolverlas en un óptimo local. Ensamblar distintas hipótesis, utilizando en cada una de ellas
puntos de partida distintos para esa búsqueda local, puede aumentar la probabilidad de aproxi-
mar mejor la hipótesis verdadera (representada por el triángulo rojo). Otra razón es cuando el
tamaño del conjunto de entrenamiento S es reducido. En estos casos, se pueden hacer remues-
treos bootstrap de dicho conjunto, entrenando en cada uno de los remuestreos cada modelo, y
combinarlos todos al final. En otros casos donde tenemos una cantidad demasiado grande de
datos, una solución puede ser dividirlos en N conjuntos, entrenar un modelo en cada uno de
ellos, fusionándolos después para dar lugar al modelo final.

3. Razones representacionales

En algunos casos, la función verdadera que se quiere aproximar f∗ no puede ser representada
por ninguno de los modelos de nuestro espacio de hipótesis. Como se puede observar en la Figura
2.1 de la derecha, a partir de hacer combinaciones de distintos métodos que śı están en nuestro
espacio de hipótesis disponible, se puede extender el mismo para aproximar mejor la hipótesis
verdadera. Por ejemplo, un ensamblado de clasificadores lineales puede dar lugar a fronteras de
decisión tan complejas como se quiera, dando aśı la posibilidad de resolver un problema no lineal
no factible en caso de usar un único clasificador lineal.
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2.2. Terminoloǵıa y taxonomı́a

A lo largo de la literatura de los ensamblados estad́ısticos se utilizan numerosos términos para
referirse a conceptos análogos. A continuación se presenta la terminoloǵıa más común, comentando
sus variantes más utilizadas. Sea S el conjunto de entrenamiento formado por N pares de puntos
{(xi, yi)}Ni=1 (también denominados ejemplos, observaciones o vectores de caracteŕısticas). Se define
como caracteŕıstica o variable a cada una de las p componentes de xi ∈ Rp. Cada uno de los L modelos
construidos para ensamblar se denominarán clasificadores base, hipótesis, o aprendices débiles. Por
último, se denomina a la combinación de los clasificadores base como ensamblado, comité, o meta-
modelo.

A pesar de que el concepto de combinar modelos parezca intuitivo, las múltiples maneras de hacerlo
hace que no exista a d́ıa de hoy una definición rigurosa de qué elementos definen exactamente un
ensamblado estad́ıstico. La cantidad de niveles sobre los cuales se puede caracterizar un ensamblado
estad́ıstico es muy amplia: la manera en la que se utilizan los datos de entrada; la utilización o no
de todas las variables disponibles; los criterios para seleccionar los modelos o clasificadores base, o las
distintas formas de combinar los resultados obtenidos, entre otras.

De este amplio abanico de posibilidades nacen las numerosas técnicas que hoy en d́ıa existen en la
literatura. Con el afán de taxonomizar las mismas, y en base a la organización de Kuncheva (2014)
representada en la Figura 1, se definen los cuatro niveles principales sobre los cuales se puede definir
un ensamblado estad́ıstico:

Conjunto de entrenamiento

Vector de características X

Modelo 1 Modelo 2 Modelo L. . . 

Metamodelo
D: Nivel de combinación
¿Cómo se combinan los resultados de
los L modelos?

A: Nivel de datos de entrada
¿Cómo se manipulan los datos
para asegurar que se
construyen modelos precisos y
diversos?

B: Nivel de variables
¿Todos los modelos harán uso de todas
las variables, o solo un subconjunto?
¿Cómo se selecciona ese subconjunto?

C: Nivel de modelo
¿Se utiliza un único algoritmo
con distintos parámetros, o
distintos algoritmos?
¿Qué algoritmo se utilizan?
¿KNN, redes neuronales, árboles
de decisión?
¿Los modelos se entrenarán
secuencial o paralelamente?

Figura 2.2: Representación gráfica de los distintos niveles sobre los cuales se pueden caracterizar a un
ensamblado de modelos, basado en Kuncheva (2014).
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Nivel de datos de entrada

Dado el conjunto de entrenamiento S, un ensamblado puede entrenar cada uno de sus L modelos
base en el mismo conjunto S o asignarle a cada uno de ellos una perturbación del mismo denomi-
nada S∗, pudiendo ser esta un subconjunto de S, un remuestreo bootstrap, etc. Paralelamente,
también se distingue entre los métodos que permiten entrenar los modelos base al mismo tiempo,
y los que, por la naturaleza secuencial de las perturbaciones de S, no lo permiten.

En varios de los métodos que se verán a continuación, como en bagging, cada uno de los L
modelos se entrena en un conjunto S∗ distinto, para crear aśı diversidad entre los clasificadores.

Nivel de variables

Con respecto a las distintas p variables de cada xi ∈ S, cada clasificador base puede ser entrenado
utilizando todo el conjunto de variables o con solo un subconjunto del mismo.

En algunas técnicas, como los métodos de subespacios aleatorios, cada clasificador base se entrena
en un subconjunto aleatorio de variables para dar lugar a modelos menos correlados, aumentando
aśı la diversidad.

Nivel de modelo

Dada la amplia gama de modelos de aprendizaje estad́ıstico que se pueden utilizar como clasi-
ficadores base, las posibilidades a la hora de combinarlos son infinitas. Sin embargo, se pueden
definir dos estrategias principales.

En una de ellas, se crea un ensamblado utilizando el mismo modelo L veces, variando entre ellos
únicamente los parámetros. Por ejemplo, utilizando L modelos k−NN modificando el parámetro
k o L árboles de decisión con distintos criterios de parada y distintos niveles de podaje. En la
otra, se ensamblan L métodos distintos; un k−NN, un modelo lineal, una red neuronal, etc.

Nivel de combinación

Una vez se dispone del resultado de los L modelos base, las posibilidades para combinarlos se
dividen en dos grandes tipos: ensamblados entrenables y no entrenables.

Dentro de los no entrenables están las técnicas que utilizan directamente la salida de los L mode-
los para obtener la clasificación final, por ejemplo, la votación comité sin pesos. Los entrenables,
sin embargo, son técnicas de ensamblado que requieren de la construcción de un meta-modelo,
utilizando las salidas de los modelos base para dotar de información extra al conjunto de entre-
namiento S.

Además, también se puede distinguir entre los métodos de combinación, que necesitan simple-
mente la clase predicha por los L clasificadores base, y los que necesitan a mayores el soporte
que cada modelo base L le asigna a cada clase, i.e., la estimación que cada modelo hace de la
probabilidad P(Y = g|X = x) con g ∈ G.

Paralelamente a esta taxonomı́a, y centrándose en la estrategia general de la técnica, se pueden
definir dos tipos principales de ensamblados: de fusión y de selección. En la fusión de clasificadores se
supone que todos los L modelos base construidos tienen información de todo el espacio de caracteŕısti-
cas, y por lo tanto son todos utilizados a la hora de predecir la clase de un nuevo punto x. Este es
el tipo de técnicas más estudiado a d́ıa de hoy, y en el que caen la mayoŕıa de métodos que se estu-
diarán en la siguiente sección, como el bagging y el boosting. En la selección de clasificadores se supone
que cada modelo base solo tiene información valiosa de un subconjunto del espacio de parámetros, y,
por lo tanto, a la hora de clasificar un nuevo punto solo serán utilizados los modelos base que tienen
información en dicha región.
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2.3. Ejemplos de técnicas de ensamblado

A lo largo de esta sección, se denotará S al conjunto de entrenamiento formado por N pares de datos
(X,Y ), donde X ∈ Rp e Y ∈ G, siendo G el conjunto de posibles clases de Y con cardinalidad card(G) =
K. Se utilizará Gk para referirse a la k-ésima clase de G, y g para referirse a una clase arbitraria de G.
Se denotarán hl a cada uno de los L clasificadores base creados y h = [h1(x), ..., hL(x)] ∈ GL el vector
de salidas de los L clasificadores base. Se define h como el ensamblado construido a partir de los L
modelos base.

2.3.1. Promedio de modelos Bayesiano

A la hora de resolver un problema de clasificación, una práctica habitual en la ciencia de datos es
escoger una familia de modelos hθ para, a partir de ajustar los datos al conjunto de entrenamiento
S, encontrar el θ̂ óptimo que maximiza algún tipo de criterio de ajuste o precisión de clasificación
(minimizar una función de coste, criterio de máxima verosimilitud...). Una vez conseguido el modelo
óptimo h0, y validado que sus parámetros son significativos, éste estaŕıa a priori listo para utilizarse
en producción para realizar predicciones.

No obstante, como se mencionó anteriormente, es posible que exista otro modelo h1 (que puede o
no ser de la misma familia hθ) que también produzca un buen ajuste de los datos, aunque dando lugar
a distintas predicciones. La posibilidad de existencia de estos modelos similares hl es una fuente de
incertidumbre, y la solución de escoger un único modelo “óptimo” la estaŕıa ignorando, pudiendo aśı
subestimarla.

El promedio de modelos Bayesiano intenta arreglar este problema utilizando para la predicción no
solo el mejor modelo, sino un promedio de modelos, a priori, buenos candidatos. Dado un problema
de clasificación, sea ĝ la clase de un nuevo punto x que se quiere predecir. Por la ley de probabilidades
totales, se puede escribir la probabilidad a posteriori de ĝ condicionada a S como:

P(ĝ|S) =

L∑
l=1

P(ĝ|hl, S)P(hl|S). (2.1)

Haciendo la esperanza de (2.1) se tiene:

E [ĝ|S] =

L∑
l=1

E [ĝ|hl, S]P(hl|S) (2.2)

que indica que la predicción Bayesiana de la clase ĝ viene dada por el promedio de las predicciones
de los L modelos, ponderado por la probabilidad a posteriori P(hl|S) de cada uno de ellos, que será
mayor cuanto mejor sea el ajuste de hl a los datos.

En la práctica, sin embargo, computar la expresión (2.2) es una tarea con numerosas complicaciones:
dar con una forma de escoger una familia finita de modelos candidatos hl; las integrales a las que dan
lugar las probabilidades posteriores P(hl|S); o la selección que en estas tenemos que hacer de las
distribuciones previas P(hl), entre otras. Se puede consultar Hoeting et al (1999) para más detalles.

Aunque en la práctica no se suele utilizar, la formulación (2.2) da lugar a populares técnicas de
ensamblados estad́ısticos, algunas de las cuales se revisarán a continuación.
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2.3.2. Votación de la mayoŕıa del comité

La votación de comité es una técnica de ensamblado estad́ıstico que actúa principalmente a nivel de
combinación. Es mayoritariamente utilizada cuando los clasificadores base entrenados dan como salida
directamente la clase predicha, sin estimar la probabilidad de cada una de las clases, P(Y = j|X = x).

Sean hl, l = 1, . . . , L los clasificadores base entrenados, y sea hl(x), l = 1, . . . , L la clase que cada
uno de ellos le asignan a un nuevo punto a clasificar x. El ensamblado creado por votación de comité
asignaŕıa a x la clase mayoritaria entre los modelos base hl, es decir:

h(x) = arg maxg∈G

L∑
l=1

I(hl(x) = g). (2.3)

Como se mostró en la introducción, dadas las suposiciones de que todos los clasificadores base son
precisos (ratio de acierto de clasificacion p > 0.5) y diversos, tenemos que el ensamblado (2.3) mejora
la exactitud de los modelos individuales que lo conforman.

En concreto, en este contexto se entiende como modelos diversos aquellos que dan predicciones de
manera independiente condicionados a la clase verdadera. Es decir, que para toda clase Gk ∈ G,

P(h1(x), . . . , hL(x)|Gk clase verdadera) = P(h1(x)|Gk)P(h2(x)|Gk) . . .P(hL(x)|Gk). (2.4)

En este caso, si se tiene un problema binario (card(G) = K = 2), el ratio de acierto del ensamblado
será:

pens =

L∑
m=bL/2c+1

(
L

m

)
pm(1− p)L−m (2.5)

donde el operador bzc es el menor número entero más cercano a z. A partir de esta expresión se pueden
derivar los siguientes resultados:

1. Si p > 0.5 se tiene que pens es monótona creciente conforme L→∞, tendiendo pens → 1.

2. Si p < 0.5 se tiene que pens es monótona decreciente conforme L→∞, y pens → 0.

3. Si p = 0.5 se tiene que pens = 0.5 para cualquier número de clasificadores base L.

Esto confirma la intuición de que un ensamblado cumpliendo estas condiciones mejorará los resultados
de los modelos individuales si es lo suficientemente preciso, siendo contraproducente de otro modo.

Dado que la expresión (2.5) trata el caso particular de un problema binario, se supone que bL/2c+1
clasificadores tienen que votar una clase para salir escogida. Si bien esa condición es necesaria y
suficiente con K = 2, esta es suficiente pero no necesaria cuando K > 2. Por esa razón, la precisión
de un ensamblado usando la regla de votación de mayoŕıa cuando K > 2 puede ser incluso mayor.
Se puede probar, además, que la regla de votación por mayoŕıa es el método de ensamblado óptimo
para combinar los L clasificadores base cuando la precisión de clasificación p es igual para todos ellos
(Kuncheva 2014).

Como la mayoŕıa de métodos de ensamblado pretenden crear diversidad entre los modelos base, la
suposición de que todos ellos vayan a tener la misma precisión de clasificación casi nunca se va a dar en
la práctica. Aśı, otra de las técnicas de combinación ampliamente utilizada es la votación por mayoŕıa
con pesos. Intuitivamente, esta se basa en darle más o menos poder a los votos de un clasificador base
hl según sea su poder de predicción individual pl.
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Extendiendo la expresión (2.3) al caso con pesos, el ensamblado creado tendŕıa la siguiente forma:

h(x) = arg maxg∈G

L∑
l=1

wlI(hl(x) = g) (2.6)

donde los wl seŕıan los pesos asociados a cada uno de los clasificadores hl, y cuyos valores óptimos que
maximizan la precisión del ensamblado seŕıan:

wl = log

(
pl

1− pl

)
, 0 < pl < 1 (2.7)

siendo pl el ratio de acierto de clasificación del modelo hl (se pueden consultar los detalles de la prueba
en Pierce 1961).

2.3.3. Combinación ingenua Bayesiana (Naive Bayes ensemble)

Dado el vector de salidas de los clasificadores h = [h1(x), ..., hL(x)] ∈ GL, seŕıa interesante conocer
la probabilidad que tiene cada clase Gk de ser la correcta, condicionado al vector h. Es decir:

P(Gk es la clase verdadera |h), k = 1, . . . ,K.

Dada la suposición de independencia definida en (2.4) y el teorema de Bayes, se puede reescribir esta
expresión como:

P(Gk|h) =
P(Gk)

P(h)

L∏
l=1

P(hl(x)|Gk), k = 1, . . . ,K.

A partir de esta, la regla de Bayes ingenua se basa directamente en escoger la clase Gk para la cual
la probabilidad P(Gk|h) sea mayor. Es decir:

arg maxGk∈G

{
P(Gk)

L∏
l=1

P(hl(x)|Gk)

}
en donde se elimina P(h) ya que no influye al ser constante para todas las clases.

Se puede probar que la combinación Bayesiana ingenua es, bajo las suposiciones antes mencionadas,
la regla óptima de ensamblaje (consultar Kuncheva 2014). La técnica lleva el nombre “ingenuo” por
hacer la suposición (2.4) de que todos los clasificadores base asignan entre ellos etiquetas de manera
independiente a un punto x si se condiciona a su clase verdadera, y “Bayesiana” por hacer uso del
teorema de Bayes para su derivación.

2.3.4. Bagging

Introducido por Leo Breiman en 1994, bagging (o bootstrap aggregation) es una de las técnicas más
populares de ensamblado estad́ıstico. Actuando principalmente a nivel de datos de entrada, bagging
hace uso de remuestreos con reemplazamiento bootstrap para dar lugar a perturbaciones del conjunto
de entrenamiento S, entrenando los clasificadores base en cada una de ellas para obtener aśı a modelos
más diversos.

Dado un conjunto de observaciones Z1, . . . , ZN independientes e identicamente distribuidas, cada
una de ellas con una varianza σ2, se tiene que la varianza de la media Z̄ es σ2/N . Es decir, hacer
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la media de un conjunto de observaciones independientes conlleva a reducir la varianza. Basándose
en esta propiedad, dado un modelo h y L conjuntos de entrenamiento independientes, si se entrenase
cada modelo hl en su conjunto Sl obteniendo las predicciones h1(x), . . . , hl(x), hacer la media de la
siguiente manera:

havg(x) =
1

L

L∑
l=1

hl(x) (2.8)

daŕıa lugar a un único modelo ensamblado en donde se conseguiŕıa reducir la varianza de sus modelos
base.

En la mayoŕıa de problemas prácticos, no obstante, se dispondrá de un único conjunto de entre-
namiento S. Bagging intenta resolver este problema construyendo L conjuntos de entrenamiento S∗l a
través de hacer remuestros bootstrap con reemplazamiento sobre S. Aśı, entrenando cada modelo base
h∗l(x) en su conjunto de entrenamiento bootstrap S∗l, el ensamblado bagging para el caso de regresión
tendŕıa la siguiente forma:

hLbag(x) =
1

L

L∑
l=1

h∗l(x) (2.9)

en donde L indica el número de modelos base a entrenar.

Mientras que se podŕıa tratar L como un hiper-parámetro más a ajustar, existen distintos trabajos
en la literatura que prueban (teórica y emṕıricamente) que, fijados todos los parámetros de los modelos
base h∗l, aumentar el número de modelos L por śı solo no produce un sobreajuste. Sin embargo, eso
no significa que bagging no pueda dar lugar a un ensamblado que sobreajuste los datos, simplemente
ese sobreajuste no puede ser provocado por el parámetro L. Se puede consultar Probst y Boulesteix
(2017) para más detalles, en donde los autores prueban que la esperanza del error cometido por el
ensamblado bagging es una función monótona de L para algunas funciones de coste, la cual tenderá
a un valor particular de predicción conforme L → ∞ . Esto parece indicar que, en vez de gastar
recursos computacionales en ajustar L, se puede simplemente escoger el mayor L posible que sea
computacionalmente asumible.

Para el caso de clasificación la construcción hLbag(x) en (2.9) es fácilmente adaptable. Una vez
entrenados los clasificadores base h∗l(x), se combinaŕıan sus predicciones de alguna de las formas
existentes (votación por mayoŕıa, votación ponderada por el poder de predicción de cada clasificador
base, etc.).

Propiedades del ensamblado bagging

Si bien la intención principal del método bagging es la reducción de la varianza de los clasifica-
dores base, el hecho de entrenarse los L modelos base en remuestreos bootstrap de S hace que las
clasificaciones de los mismos no sean del todo independientes, haciendo aśı que la reducción de la
varianza sea menor. En concreto, sean L variables identicamente distribuidas pero no independientes,
cuya correlación positiva entre cada par de ellas es ρ > 0, se tiene que la varianza de la media será:

ρσ2 +
1− ρ
L

σ2 (2.10)

en donde el segundo término desaparece conforme se aumenta el número de modelos base L, mientras
que el primero permanece y limita los beneficios de agregar clasificadores base dependiendo de la
correlación entre las predicciones de los mismos.
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Aparte de potencialmente mejorar la varianza, bagging también puede producir mejoras en la
exactitud de predicción. Dado el conjunto de observaciones independientes (xi, yi) ∈ S, supóngase
que estas fueron generadas por una distribución P(X,Y ) que denotaremos P por simplicidad. A partir
de esta, se define hag(x) = EP[h∗(x)] como el estimador bagging verdadero del que hLbag(x) es una
estimación. En este estimador verdadero, cada modelo h∗(x) se entrena con el conjunto bootstrap S∗
generado a partir de la distribución P. Si bien este estimador no será de utilidad en la práctica al no
conocer P, śı será conveniente para derivar algunas propiedades teóricas sobre esta técnica. Bajo estas
suposiciones, dado un x fijo y sea Y la variable respuesta continua que se quiere predecir, se tiene:

EP[Y − h∗(x)]2 = EP[Y − hag(x) + hag(x)− h∗(x)]2

= EP[Y − hag(x)]2 + EP[h∗(x)− hag(x)]2

≥ EP[Y − hag(x)]2
(2.11)

donde el error extra que aparece en la parte derecha de la ecuación (EP[h∗(x)−hag(x)]2) es la varianza
que tiene h∗(x) alrededor de su media hag(x). Esto sugiere que, igual que ocurre con el estimador
teórico bagging verdadero, bagging basado en remuestro bootstrap puede mejorar el error cuadrático
medio. Además, reescribiendo EP[h∗(x)− hag(x)]2 > 0, se obtiene:

EP[h∗(x)]2 ≤ EP[h2
∗(x)] (2.12)

lo cual indica que la potencial mejora en el error cuadrático medio que se tendrá por hacer el agregado
bagging viene dado por cuánto de distintos son los dos lados de la inecuación (2.12). Esta inecuación
está relacionada con la estabilidad del método h∗: cuanto más cambie h∗ al ser entrenado con distintos
remuestros bootstrap de S∗ generados por P, mayor será esa diferencia, indicando aśı que son los
métodos con más varianza los que más se benefician de ser agregados con técnicas bagging. Es por eso
que se suelen utilizar como modelos base en bagging árboles de decisión o redes neuronales, y no tanto
modelos más estables como pueden ser los k vecinos más cercanos (se puede consultar Breiman 1994
para un análisis con más detalle sobre el impacto que la estabilidad de los modelos base tiene en el
ensamblado final).

No obstante, destacar que esta mejora en la exactitud no se da siempre en el caso de clasificación.
En este, e igual que en otros casos vistos anteriormente, mientras que hacer bagging con clasificado-
res base buenos puede ser positivo, hacerlo con clasificadores base con peor exactitud que predecir
aleatoriamente puede ser contraproducente.

Dado que bagging mejora la varianza de los clasificadores base escogidos, lo más habitual en la
práctica es que se utilicen como modelos base árboles de decisión no podados, debido al poco sesgo y
gran varianza que estos poseen.

Por último, destacar que una vez que se hace bagging a un conjunto de árboles de decisión, el
ensamblado resultante ya no será un árbol, perdiendo aśı la facilidad de interpretación que estos
poseen a cambio de una potencial mejora en su capacidad predictiva. Sin embargo, śı existen métricas
para identificar la importancia de cada una de las variables regresoras, lo que puede ayudar en la tarea
de interpretación del modelo. Una vez se obtiene una colección de árboles bagging entrenados, se puede
calcular cuánto se reduce el valor de la función de coste (por ejemplo el ı́ndice Gini en el caso de la
clasificación) al hacer una división para cada una de las variables predictoras, y hacer la media a lo
largo de los L árboles. Variables con un valor elevado de esa métrica serán consideradas importantes
para el problema.

2.3.5. Random Forest

Como se señalaba en la expresión (2.10), la reducción de varianza que se consigue mediante el
ensamblado bagging depend́ıa de cuánto de correlados estaban los clasificadores base creados. El al-



26 CAPÍTULO 2. TÉCNICAS DE ENSAMBLADO ESTADÍSTICO

goritmo Random Forest, también introducido por Leo Breiman (2001), tiene como objetivo mejorar
esa reducción de varianza a través de construir árboles de clasificación menos correlados entre ellos. A
diferencia de los métodos vistos hasta ahora, donde los modelos base h pod́ıan pertenecer a cualquier
familia, Random Forest está diseñado para ser utilizado únicamente con árboles de decisión.

Para conseguir el objetivo de reducción de varianza, antes de entrenar cada árbol hl en su conjunto
de entrenamiento bootstrap S∗l se selecciona aleatoriamente un subconjunto de m ≤ p variables para
ser usadas, entrenando aśı el árbol únicamente con un subconjunto del total de variables regresoras. A
esta selección de variables a utilizar se las conoce como bagging de caracteŕısticas.

Sea hl∗(x; θl) el l−ésimo árbol de decisión entrenado en el conjunto de entrenamiento bootstrap
S∗l, en donde θl representa el subconjunto de m variables usado para su entrenamiento. Se define el
ensamblado Random Forest para el problema de regresión como:

hLrf(x) =
1

L

L∑
l=1

h∗l(x; θl) (2.13)

donde el valor θl caracteriza por completo el l−ésimo árbol base en términos de las variables que se
segmentan, los umbrales en cada uno de ellas, los valores de cada nodo terminal, y las m variables que
se utilizan para entrenarlo. En general, en la práctica se suele utilizar m =

√
p, aunque se debe tratar

como un meta-parámetro más a ajustar.

Análogamente al caso de bagging, el ensamblado para predicción en (2.13) es fácilmente adaptable
al caso de clasificación utilizando algunas de las técnicas de combinación de clases predichas conocidas
(votación comité por mayoŕıa, Bayes ingenuo, etc.).

Error Out-of-bag

Una caracteŕıstica interesante que comparten tanto bagging como Random Forest es la posibilidad
de aproximar el error de predicción esperado (o error de generalización) sin tener que hacerlo mediante
la computacionalmente costosa validación cruzada, a partir del conocido como error out-of-bag. En el
proceso de entrenamiento de un árbol con bagging se puede probar que cada modelo base en promedio
hace uso de dos tercios del conjunto de entrenamiento S. El tercio de observaciones restantes son
conocidas como observaciones out-of-bag, y dado que no son utilizadas para el entrenamiento de ese
árbol, se pueden utilizar para estimar el error de test del mismo. Es decir, para cada uno de los datos
de la muestra de entrenamiento xi, se puede predecir la respuesta con todos los árboles hl en los cuales
xi no se usó en el entreno, y calcular el error promedio que se comete al predecir la clase de xi. Si se
hace la media para todos los x ∈ S, se tendrá una válida estimación del error de generalización del
algoritmo, pudiéndose probar que si el número de árboles L es lo suficiente grande el error out-of-bag es
equivalente a la validación cruzada con R = N (es decir, subdividiendo el conjunto de entrenamiento
S en subconjuntos de cardinalidad 1).

Al igual que con bagging, del ensamblado Random Forest también se puede sacar la métrica de
importancia de cada variable midiendo cuánto mejora el error de clasificación la división al segmentar el
árbol por esa variable. No obstante, a mayores con Random Forest se puede utilizar el error out-of-bag
para definir una nueva métrica de importancia de variables. Para cada árbol hl creado, se calcula el
error de predicción con las observaciones out-of-bag. A posteriori, se selecciona la j−ésima variable de x
y se le añade ruido. Se calcula la diferencia promedio de precisión de clasificación dada la perturbación
en la variable j, y haciéndose para todas las variables se tendŕıa una medida de importancia de cada
variable utilizada.
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Propiedades del ensamblado Random Forest

Análogamente a lo comentado en el caso de bagging, Random Forest puede construir un ensamblado
de árboles que sobreajusta los datos, pero este no puede ser provocado únicamente por entrenar un
número L de árboles base demasiado grande (véase Breiman 2001). Aśı, lo habitual en la práctica es
seleccionar un L tan grande como capacidad computacional se tenga.

El sobreajuste, no obstante, śı podŕıa ser provocado por la utilización de árboles base de tamaño
máximo (construidos sin criterio de parada), originando un modelo demasiado flexible. En distintos
trabajos de investigación se estudió emṕıricamente que el uso de árboles base menos largos puede dar
lugar a ligeras mejoras de rendimiento del clasificador, aunque estas pueden no valer la pena el coste
computacional de estimar el hiper-parámetro de profundidad de árbol base óptimo (véase Hastie et al
2008).

Varianza, correlación entre árboles base y sesgo

Sea el estimador Random Forest hLrf(x) para un problema de regresión, se puede escribir su forma
ĺımite cuando L→∞ como:

hrf(x) = Eθ|S [h∗l(x; θl)]

donde se hace expĺıcita su dependencia con el conjunto de entrenamiento S. Por la expresión (2.10) se
tiene que:

V ar[hrf(x)] = ρ(x)σ2(x) (2.14)

en donde ρ(x) es la correlación entre cualquier par de árboles usados en el ensamblado:

ρ(x) = corr[h∗l(x; θl), h∗j(x; θj)] (2.15)

representando θl y θj a cualquier par de árboles entrenados en un remuestro bootstrap de S.

Por otro lado, σ2(x) es la varianza de cualquiera árbol base:

σ2(x) = V ar[h∗l(x; θl)].

Hastie et al (2008) llevan a cabo la simulación representada en la Figura 2.3, donde calculan la
correlación (2.15) entre pares de árboles pertenecientes a un ensamblado Random Forest en distintos
puntos x, en función del valorm escogido. Como se puede observar, esta correlación disminuye conforme
disminuye m, al ser más probable que dos árboles base sean menos parecidos si para entrenarlos se
utilizan distintos conjuntos de variables. En la práctica, la correlación entre árboles base siempre será
baja. Esto, junto a la expresión (2.14) da lugar a que el ensamblado Random Forest disminuya mucho
la varianza individual de los árboles base.

Al igual que ocurre con bagging, el sesgo del ensamblado Random Forest al predecir un punto x
será el mismo que el sesgo de cualquiera de los modelos individuales h∗l(x; θl):

Sesgo(x) = E[Y |X = x]− ES [hrf(x)]

= E[Y |X = x]− ES
[
Eθ|S [h∗l(x; θl)]

]
.

(2.16)

Este sesgo será generalmente más alto que el que se obtendŕıa con un árbol no podado entrenado a
partir de S, dadas las restricciones que supone entrenar los árboles Random Forest con remuestreos de
S y con un número de variables m < p. Aśı, las mejoras en predicción que se pueden obtener mediante
bagging o Random Forest son únicamente resultado de reducir la varianza.
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Parámetro m de variables seleccionadas aleatoriamente

C
or

re
la

ci
ón

 e
nt

re
 á

rb
ol

es

Figura 2.3: Se simulan datos bajo la expresión Y =
1√
50

∑50
j=1Xj + ε, siendo Xj y ε gausianas e iid.

Para cada parámetro m se crea un ensamblado Random Forest y se calcula la correlación media entre
pares de árboles base.

Relación de Random Forest con k−NN

Tanto Random Forest como el método k−NN revisado en la sección 1.3 se pueden ver como métodos
de vecindarios ponderados, en donde para realizar una predicción de un punto x se busca información
en un “vecindario” de x. Matemáticamente se pueden representar ambos métodos como:

h(x) =

N∑
i=1

W (xi, x)yi (2.17)

en donde para predecir la cantidad (o clase) y de un nuevo punto x, se promedian las cantidades de
los N puntos yi del conjunto de entrenamiento S, ponderándolas por el peso W (xi, x) que será mayor
para los xi más cercanos a x.

Para el caso de los k−NN, los pesos son W (xi, x) =
1

k
si xi es uno de los k puntos más cercanos

a x, y 0 en otro caso.

Para el caso de un árbol, W (xi, x) =
1

k′
si xi es uno de los k′ puntos en el mismo nodo terminal

que x, y 0 en otro caso.

Como Random Forest hace un promedio de todos los árboles base, su predicción se puede escribir
de la siguiente forma:

hLrf(x) =
1

L

L∑
l=1

N∑
i=1

W (xi, x)yi =

N∑
i=1

(
1

L

L∑
l=1

W (xi, x)

)
yi (2.18)
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lo cual indica que el “bosque” de árboles se puede interpretar como una ponderación de los puntos del
vecindario, donde el peso de cada punto es a su vez un promedio de los pesos de cada árbol individual.
La diferencia principal radica en que en el contexto de los árboles el vecindario de x serán los puntos
xi que comparten nodo terminal en alguno de los l árboles base, dependiendo de forma compleja aśı
el vecindario de la estructura de los árboles construidos.

2.3.6. Boosting

Las técnicas de boosting son probablemente uno de los avances más importantes en el área del
aprendizaje estad́ıstico de las últimas dos décadas. Estas, al igual que bagging y Random Forest, son
una familia de algoritmos que tienen como objetivo crear un clasificador con un error de entrenamiento
arbitrariamente pequeño partiendo de un conjunto de clasificadores base.

Aprendizaje fuerte y débil

En el núcleo de las técnicas de boosting están los conceptos fundamentales de aprendizaje débil
y aprendizaje fuerte. Estos tienen sus ráıces en la teoŕıa PAC (probably approximately correct), y los
definimos a continuación basándonos en el trabajo de Kearns (1994).

Supóngase una hipótesis f ∈ H en un contexto de clasificación binaria, i.e., f : Rp → {−1, 1}, en
donde H es un espacio de funciones de Rp a {−1, 1}. Imaginemos, como hasta ahora, que disponemos
de un conjunto de ejemplos S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )} que vienen generados por una distribución no
conocida P(X,Y ), tal que f(xi) = yi.

Se define como un algoritmo de aprendizaje fuerte (strong learner) aquel algoritmo A que, dado
un S suficientemente grande, es capaz de generar un modelo “bueno” con alta probabilidad. Es decir,
de manera formal, dada la distribución P(X,Y ) (que denotaremos P) y una función f ∈ H, para todos
ε ∈ (0, 1/2) y δ ∈ (0, 1/2), el algoritmo dará lugar, con probabilidad mayor o igual que 1 − δ, a un
clasificador h : Rp → {−1, 1} cuyo error satisfaŕıa que PP[h(x) 6= f(x)] ≤ ε. Además, la complejidad
computacional del algoritmo en cuestión seŕıa como mucho polinomial dependiendo de 1/ε, 1/δ, N y
la dimensión del espacio de caracteŕısticas (p).

Por otro lado, mientras que el aprendizaje fuerte puede dar lugar a clasificadores con un error tan
próximo a 0 como queramos (dado que se cumple para todo ε ∈ (0, 1/2) y δ ∈ (0, 1/2)), el aprendizaje
débil solo requiere que el clasificador sea ligeramente mejor que la estimación aleatoria. Formalmente,
dada cualquier distribución P, una función f ∈ H y un δ ∈ (0, 1/2), se dice que un algoritmo A
de aprendizaje es débil si existe algún γ > 0 tal que el clasificador devuelto tiene, con probabilidad
mayor o igual que 1− δ, un error que cumple PP [h(x) 6= f(x)] ≤ 1/2− γ. En la literatura a este γ se
le denomina como borde o ventaja del algoritmo A, denotando la “ventaja” que este tiene sobre un
modelo que simplemente haga una clasificación al azar.

El concepto de aprendizaje débil fue introducido por Kearns y Valiant (1988, 1989), y con él la
pregunta de si el aprendizaje débil y fuerte eran equivalentes. Esta pregunta se acuñó como hypothesis
boosting problem, dado que si fuera cierta, seŕıa equivalente a decir que existe un método que nos
permitiŕıa mejorar (boost) uno o varios algoritmos débiles para dar lugar a uno fuerte con un error de
clasificación arbitrariamente pequeño.

Esta equivalencia fue probada por Robert Shapire (1990) en su art́ıculo The Strength of Weak Lear-
nability, uno de los estudios más relevantes en el ámbito de la teoŕıa detrás del ensamblado estad́ıstico.
La prueba es una construcción en donde se describe un algoritmo capaz de convertir un modelo débil
en uno fuerte. Esta técnica, descrita en el Algoritmo 1, se acuñó como boosting, y fue la base de la
mayoŕıa de las variantes de boosting que se conocen hoy en d́ıa. La motivación del Algoritmo 1, tal y
como se explica en dicho art́ıculo, se describe a continuación.
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Algoritmo 1 Procedimiento de boosting original para problema de clasificación binario

Entrada: Un conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, en donde xi ∈ Rp y yi ∈ {−1, 1}
Salida: Un clasificador hboost : Rp → {−1, 1}

1: Seleccionamos, sin reemplazamiento, N1 < n elementos de S para dar lugar a S∗1 .
2: Entrenamos un algoritmo débil sobre S∗1 para obtener un clasificador h1.
3: Seleccionamos N2 < n elementos de S, donde la mitad de ellos fueron clasificados erróneamente

por h1, dando lugar al conjunto de entrenamiento S∗2 .
4: Entrenamos de nuevo el algoritmo débil sobre S∗2 para dar lugar al clasificador h2.
5: Seleccionamos todos los elementos de S en donde la respuesta de h1 y h2 no coincide, dando lugar

al tercer conjunto de entrenamiento S∗3
6: Entrenamos finalmente el algoritmo débil sobre S∗3 para dar llugar al modelo h3.
7: Juntamos los 3 modelos entrenados, ensamblándolos en un único clásificador con la regla de la

votación por mayoŕıa: hboost(x) = signo
(∑3

i=1 hi(x)
)
.

Supóngase que ante un problema de clasificación binario se tiene un algoritmo débil A el cual, por
definición, es capaz de producir un clasificador ligeramente mejor que la predicción aleatoria. En este
caso, supongamos que el clasificador está ε− cerca de la función objetivo, es decir, que el error de
clasificación es ε ∈ (0, 0.5). El Algoritmo 1 intentará crear un algoritmo A′, que, en base a entrenarse
en distintas variaciones del conjunto de entrenamiento S disponible, de lugar a una mejora en el error
de clasificación.

Para comenzar, el algoritmo A se entrena en un subconjunto de elementos de S (S∗1 ), obteniendo
un clasificador inicial h1 con un error de clasificación ligeramente inferior al 50 %. Intuitivamente,
se podŕıa decir que h1, mediante su entrenamiento, ha aprendido a generalizar ligeramente sobre el
conjunto de datos, i.e., ha aprendido ligeramente la distribución inicial de los datos. Para mejorar
el rendimiento de A, se tendrá que forzar a que aprenda más en las partes “dif́ıciles” del espacio de
caracteŕısticas dado. Para ello, creamos un nuevo conjunto de datos de entrenamiento S∗2 (i.e., una
nueva distribución) cogiendo otro subconjunto de elementos S con la peculiaridad de que la mitad
tienen que haber sido clasificados erróneamente por el modelo inicial h1. A ráız de entrenar A sobre
S∗2 tendremos el segundo modelo h2, que se podŕıa decir que se ha forzado a que aprendiera sobre
un conjunto de entrenamiento “dif́ıcil”. Por último, cogemos todos los elementos de S para los cuales
h1(x) 6= h2(x), y entrenamos sobre ellos el último modelo h3. Finalmente se construye el ensamblado
h(x) usando el criterio de la votación por mayoŕıa.

Schapire probó, por un lado, que si el error del clasificador débil inicial es ε, entonces el error del
ensamblado h(x) estará acotado superiormente por g(ε) ≡ 3ε2−2ε3, mejorando aśı el error del clasifica-
dor original. Por otro lado, probó que el error se puede continuar reduciendo aplicando recursivamente
el Algoritmo 1 para dar lugar a los sucesivos h(x). Además, también probó que dicha técnica se puede
ejecutar en tiempo polinomial.

AdaBoost

De forma simililar a los métodos de bagging, las técnicas boosting también entrenarán un número L
de modelos base h1, . . . , hL. No obstante, en vez de entrenar los L modelos paralelamente en perturba-
ciones bootstrap del conjunto S para posteriormente agregarlos, el entrenamiento se hace de manera
secuencial, donde cada modelo base se va entrenando repetidamente en versiones modificadas de S,
cuyas modificaciones dependieron de los resultados obtenidos por el modelo anterior.

A continuación se presenta el algoritmo AdaBoost, una de las implementaciones de boosting más
populares. Introducido en 1997 por Freund y Schapire, fue el primer algoritmo de boosting adaptativo,
resolviendo aśı muchas de las limitaciones que poséıan los métodos presentados hasta ese momento.
Creado con el objetivo de mejorar la capacidad predictiva de los clasificadores binarios, AdaBoost
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está diseñado para que en cada paso del entreno la distribución de los datos S se vaya adaptando
a los resultados del clasificador actual, para aśı poner más peso en los puntos x ∈ S que el modelo
clasifica de forma incorrecta. Finalmente, se utilizará un promedio ponderado de todos estos modelos
secuenciales para dar lugar a la predicción final ensamblada.

En el Algoritmo 2 se define el funcionamiento de AdaBoost, en donde suponemos un problema de
clasificación binario en donde disponemos de un conjunto de entrenamiento S con N pares de datos
(xi, yi) donde yi ∈ G = {−1, 1}, y donde L el número de clasificadores base a entrenar (en concreto
árboles de decisión en el caso de AdaBoost).

Aparte de AdaBoost, dentro de la familia de técnicas de boosting existen una gran cantidad de
implementaciones distintas, diferenciándose la mayoŕıa de ellas en la forma de calcular los pesos αl
asignados a cada clasificador base y los pesos wli que se asignan a cada xi ∈ S en cada iteración. Sin
embargo, todos ellos siguen una filosof́ıa parecida. En vez de entrenar, como se vio en las técnicas
bagging, árboles base sin criterio de parada que pueden dar lugar a sobreajuste, las técnicas boosting
intentan aprender más despacio generando sucesivamente árboles más cortos y adaptándose de forma
secuencial a los errores que se van cometiendo en las iteraciones pasadas.

Los principales hiperparámetros a ajustar en un modelo boosting son los siguientes:

1. El número de árboles base L. Si bien en bagging y Random Forest el hecho de aumentar el
número de modelos base a entrenar no suele producir un sobreajuste por śı mismo, boosting śı
puede dar lugar a un sobreajuste a los datos cuando L es muy grande (aunque no es habitual, y de
ocurrir lo hace de manera muy lenta). Este parámetro se suele seleccionar utilizando validación
cruzada o haciendo uso del error out-of-bag conforme se va entrenando el modelo.

2. El peso αl de cada modelo en el ensamblado final. También denominado parámetro de
contracción, este controlará la velocidad de aprendizaje del método de boosting. En algunos casos
se selecciona un valor constante, t́ıpicamente αl = α = 0.01 ó 0.001 dependiendo del problema,
y también ajustado por validación cruzada. En otros casos, como el ya mencionado AdaBoost,
el parámetro de constracción αl será adaptativo, recalculándose en cada iteración l.

3. Los parámetros a ajustar de la familia de modelos base hl escogida. Si bien se puede
boostear cualquier tipo de modelo base, lo más habitual es hacerlo con árboles de decisión, por
su bajo sesgo y su facilidad computacional. Aśı, el parámetro principal a ajustar en este caso
seŕıa el número de segmentaciones d que se le permiten a cada árbol hl creado, que controlará la
complejidad (i.e., el tamaño) del mismo. Una selección popular en la práctica es d = 1, haciendo
aśı que cada árbol esté compuesto por una única segmentación sobre una única variable (dando
aśı a árboles con |T | = 2 nodos terminales). Estos árboles también se conocen como tocones (o
stump trees en inglés).

Propiedades teóricas de AdaBoost

La principal propiedad teórica del algoritmo AdaBoost prueba su capacidad de reducir el error de
entrenamiento conforme añadimos modelos base al ensamblado. Esta, demostrada por Shapire y Singer
(1999), acota el error de entrenamiento del algoritmo según el número de modelos base entrenados.

Teorema 2.1 Sea hada el clasificador ensamblado devuelto por el algoritmo AdaBoost con parámetro
fijado L, y γl la ventaja del modelo base hl tal y como se definió al inicio de la sección. Entonces:

RE(hada) =
1

N

N∑
i=1

I(yi 6= hada(xi)) ≤ e−2
∑L

l=1 γ
2
l . (2.22)
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Algoritmo 2 Algoritmo AdaBoost para problemas de clasificación binarios

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, con xi ∈ Rp y yi ∈ {−1, 1}.
Número de clasificadores base L.

Salida: Un clasificador hada : Rp → {−1, 1}

1. Se inicializan los pesos asignados a cada dato xi ∈ S: w1
i =

1

N
, i = 1, . . . , N

2. para l = 1, . . . , L, se calcula:

a) Se ajusta un clasificador base débil hl(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales wli. Este modelo base tendrá como error Pi∼wl

i
[hl(xi) 6= yi], en donde cabe destacar

que el cálculo se hace con respecto a la distribución wli sobre la que se entrenó el modelo
(i.e., teniendo en cuenta los pesos que cada xi tiene en S). En la práctica, esto significa
que el algoritmo base usará en la función de coste los pesos wli. En caso de no ser esto
posible, también se puede hacer mediante un muestreo de S con reemplazamiento acorde
a la distribución de los pesos, utilizando el conjunto de datos resultante para entrenar el
modelo.

b) Se calcula:

εl =

N∑
i=1

wliI(yi 6= hl(xi)) (2.19)

obteniendo el error de clasificación cometido por el modelo hl ponderado por los pesos de
cada xi.

c) Se calcula αl =
1

2
log

(
1− εl
εl

)
, que será el peso que tendrá modelo hl en la suma ponderada

final del ensamblado. Destacar que esta forma de calcular αl es la presentada por Schapire
y Freund en el art́ıculo original, existiendo en la literatura actual numerosas formas de
calcularla dependiendo del problema en cuestión.

d) Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteración para cada punto del conjunto de
entrenamiento S:

wl+1
i =

wli · exp(αlyihl(xi))

Zl
, i = 1, 2, . . . , N (2.20)

en donde Zl =
∑N
i=1 w

l
i · eαlyihl(xi) es un factor normalizador.

3. El modelo ensamblado final será:

hada(x) = signo

[
L∑
l=1

αlhl(x)

]
(2.21)
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Aśı, si existe un γ tal que γl ≥ γ para todo l, se tiene:

RE(hada) =
1

N

N∑
i=1

I(yi 6= hada(xi)) ≤ e−2γ2L. (2.23)

Este teorema prueba una cota superior del error de entrenamiento de AdaBoost que decrece expo-
nencialmente conforme aumentamos el número de modelos base L. Importante comentar que, aunque
la cota final del error depende de γ, el algoritmo como tal no depende de dicho parámetro, aśı que el
resultado del teorema está garantizado sin tener que seleccionar un γ particular. La demostración de
este teorema se puede ver en el apéndice (demostración A.1).

No obstante, como se comentó en secciones anteriores, la métrica del error de entrenamiento puede
no ser un buen indicador sobre la capacidad de generalización de un algoritmo. La métrica que śı
podŕıa ser más interesante a la hora de conocer la capacidad de predicción es el error de test esperado
del clasificador (1.16), para el cual los mismos autores en 1997 probaron que, con alta probabilidad,
está acotado superiormente por:

ETE(hada) ≤ RE(hada) + Õ

(√
dV CL

N

)
. (2.24)

En donde dV C es la dimensión VC 1 del conjunto de clasificadores base, N es el número de elementos
del conjunto de entrenamiento, y L el número de modelos base entrenados. Se utiliza la notación Õ
(en vez de O) para denotar que se están obviando términos logaŕıtmicos y constantes.

Este resultado muestra que la capacidad de generalización de hada está controlada por un equilibrio
entre la flexibilidad o complejidad de los modelos base. Cuanto más fuerte sea el modelo base, menor
será RE(hada), pero mayor será la dimensión VC (dV C). Y viceversa, modelos base más débiles o simples
tendrán una dimensión VC menor, pero requerirán de un número L de modelos base a entrenar mucho
mayor. La prueba de (2.24), fuera del alcance de este texto, se puede consultar en Freund y Schapire
(1997).

Además, a partir de la cota (2.24) se puede deducir que dado un L demasiado grande AdaBoost
podŕıa dar lugar a un sobreajuste de los datos. No obstante, numerosos estudios emṕıricos (destacando
Breiman 1998) observaron que, conforme L crećıa, el error de test no solo no soĺıa aumentar, sino que
en muchos casos decrećıa, contradiciendo aśı la interpretación de la cota mencionada. A ráız de estas
observaciones, Shapire et al (1998) derivaron una explicación alternativa al comportamiento del poder
de generalización de AdaBoost, interpretándolo como un clasificador basado en márgenes (de hecho,
esta interpretación relaciona las técnicas de boosting con las basadas en aprendizaje discriminante
basado en márgenes, como las máquinas de vectores de soporte).

Formalmente, de nuevo en el contexto de clasificación binaria sobre S en donde f(xi) = yi ∈
{−1, 1}, se define el margen de un par de elementos (xi, yi) para un modelo h como f(xi)h(xi) =
yih(xi). Es decir, el margen de xi seŕıa la distancia de él al hiperplano de frontera de decisión definido

por h. En concreto, para AdaBoost el margen de (xi, yi) seŕıa f(xi)hada(xi) = yi
∑L
l=1 αlhl(xi) =

1La dimensión VC (Vapnik-Chervonenkis) es una medida de la compejidad que tiene un espacio de funciones binarias.
Se define un modelo h como separador de un conjunto S si, para cualquier asignación de clases yi de todo xi, existen
parámetros θ de h tal que h no comete errores al clasificar los puntos de S. Aśı, para problemas de clasificación binaria,
la dimensión VC de un modelo h es el máximo dV C para el cual existe un conjunto S de cardinalidad dV C que es
separable por h. Se puede consultar en detalle su definición y su relación con la teoŕıa del aprendizaje estad́ıstico en
Vapnik y Chervonenkis (1971).
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∑L
l=1 αlyihl(xi), y el margen normalizado seŕıa:

f(xi)hada(xi) =

∑L
l=1 αlyihl(xi)∑L

l=1 αl
(2.25)

en donde αl es el peso del modelo hl en el ensamblado final.

Este margen definido en (2.25) será un número en [−1, 1], positivo únicamente si hada clasifica bien
el ejemplo xi, y que se puede interpretar como una métrica de confianza de la predicción (i.e., a mayor
valor, mayor la confianza que se dispone para clasificar xi en la clase correspondiente).

Aśı, basándose en el concepto de margen, Shapire et al (1998) probaron la siguiente cota del error
de generalización, mejorando la dada en (2.24):

Teorema 2.2 Sea P(X,Y ) una distribución sobre Rp × {−1, 1}, S el conjunto de entrenamiento en
donde tenemos N pares de datos (xi, yi) escogidos independientemente de P(X,Y ). Sea el espacio
de clasificadores base H un espacio con dimensión VC dV C , y una constante δ > 0. Entonces, con
probabilidad mayor o igual que 1−δ, el error de test del ensamblado hada satisface la siguiente expresión
para todo θ > 0:

ETE(hada) ≤ PS [yhada(x) ≤ θ] +O

(
1√
N

(
dV C log2(N/dV C)

θ2
+ log

(
1/δ
))1/2

)
. (2.26)

Si usamos de nuevo la notación Õ, y obviamos términos logaritmicos y constantes, tenemos:

ETE(hada) ≤ PS [yhada(x) ≤ θ] + Õ

(√
dV C
Nθ2

)
(2.27)

en donde la probabilidad del primer término se toma sobre el conjunto S, cuantificando aśı la proba-
bilidad de que un punto del conjunto de entrenamiento tenga un margen menor al θ definido. Como se
puede observar, esta cota da a entender que cuanto mayor sea el margen sobre el conjunto de entrena-
miento, menor será el error de test o generalización. Por otro lado, es de interés ver como el segundo
término es totalmente independiente del número de modelos base a utilizar L, a diferencia de (2.24).

Aśı, esta cota se suele utilizar como explicación a porqué AdaBoost no tiende a sobreajustar los
datos cuando se escogen valores de L muy grandes, ya que, aún después de llegar a un error de
entrenamiento sobre S igual a 0, se interpreta que el algoritmo sigue maximizando el margen en S
para aśı minimizar el error de test.

Variantes y extensiones de AdaBoost

En la literatura existen numerosas variantes y extensiones del algoritmo AdaBoost original. A
continuación se presentan las más relevantes: la extensión a problemas de clasificación multiclase y a
problemas de regresión.

AdaBoost para problemas de clasificación multiclase

Existen varias técnicas para extender AdaBoost al caso de un problema de clasificación multiclase.
La primera y más sencilla, AdaBoost.M1 (definida en el Algoritmo 3), fue presentada por el propio
Shapire en 1997. En esta, el error de clasificación que comete cada modelo base es usado para
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crear una métrica del apoyo que recibe cada una de las clases, escogiendo la clase que maximiza
dicha cantidad.

No obstante, y como se puede ver en la definición del algoritmo, uno de los principales problemas
de AdaBoost.M1 es que exige a los clasificadores base a tener un error de clasificación multiclase
menor a 1/2, algo que puede ser complicado si estamos ante un problema dif́ıcil con muchas
clases.

Posteriormente surgieron los algorirtmos AdaBoost.M2 y AdaBoost.MR, que paĺıan las restric-
ciones de AdaBoost.M1 a ráız de dividir el problema multiclase en un conjunto de problemas
binarios más sencillos.

Por un lado, AdaBoost.MH crea un problema binario por cada instancia x y su posible clase
Gk ∈ G (en donde G es el conjunto de las posibles clases con cardinalidad K), e intenta resolver
la pregunta de si a dicho x se le debe asociar la clase Gk o cualquiera de las otras. Esta propuesta
se conoce como “uno contra el resto” (one-versus-rest, u OVR), y da lugar a descomponer el
problema multiclase en K problemas binarios, donde K es el número de clases posibles.

Una vez creados los K clasificadores binarios hGkada, se utiliza la salida real2 de cada uno de ellos,
y a posteriori se escoge la clase más probable. Es decir, la clase Gk que satisface:

hada.m2(x) = arg max
Gk∈G

hGkada. (2.28)

Por otro lado, AdaBoost.M2 (explicado en el Algoritmo 4) crea un problema binario por cada
x y cada par de clases Gk,Gj , preguntándose si la clase que le corresponde a x es una u otra.
La propuesta de AdaBoost.MH se conoce como “uno contra uno” (one-versus-one, u OVO), y

convierte el problema original en K(K−1)
2 problemas binarios.

Este algoritmo es más sofisticado y complejo que AdaBoost.M1. Como se puede observar el en
paso 3.a en Algoritmo 4, se le da más libertad a los modelos base, dado que en vez de devolver
la clase concreta que predice para un x particular, devuelve un vector en [0, 1]K en donde cada
componente k nos da una idea de cuánto de plausible3 es que x pertenezca a la clase Gk. Además,
en vez de calcular el error con la formula clásica (usada por ejemplo en 2.b en Algoritmo 3) se
utiliza el pseudo-error, el cual se calcula sobre todos los pares de datos y sus clases incorrectas.
De este modo, el algoritmo hace que los modelos base se centren no solo en clasificar puntos
dif́ıciles, sino también en distinguir correctamente aquellos que son dif́ıciles de discriminar.

Aśı, si por ejemplo en el modelo base se tiene hl(xi, yi) = 1 y hl(xi, y) = 0, significa que el modelo
hl clasifica la clase de xi correctamente. Si por el contrario hl(xi, yi) = 0 y hl(xi, y) = 1, entonces
hl clasifica la clase de xi incorrectamente. Es esta interpretación la que lleva a construir la función
de pseudo-error del punto 3.b del algoritmo, para la cual es trivial encontrar un modelo que tenga
error 1/2 (por ejemplo, cualquier modelo de respuesta constante). Es esta última propiedad la
que permite a Adaboost.M2 paliar el problema de AdaBoost.M1 de, sobre todo con K grande,
encontrar modelos base que tuvieran error menor a 1/2.

Por último, en la fase de clasificación AdaBoost.M2 asigna a x la clase y = Gk que maximiza la
media ponderada de los modelos débiles base hl(x, y). En concreto, si los modelos base tienen
pseudo-errores ε1, . . . , εL, y sea γl = 1/2− εl, entonces el error de entrenamiento de hada.m2 está

2La salida real del algoritmo AdaBoot es el resultado de
∑L

l=1 αlhl(x), es decir, sin aplicar como último paso función
signo() para obtener la clase asignada. Esta cantidad puede servir para interpretar cuanto de segura es la predicción.

3Denotar que ese vector no es una probabilidad, por lo que sus componentes no tienen que sumar 1. Por lo tanto, sus
valores no pueden ser interpretados como probabilidad de pertenecer a una clase.
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acotado por:

RE(hada.m2) =
1

N

N∑
i=1

I(yi 6= hada.m2(xi)) ≤(K − 1)

L∏
l=1

√
(1− 4γ2

l )

≤(K − 1) exp

(
− 2

L∑
l=1

γ2
l

)
.

(2.29)

La prueba de (2.29) se puede ver en Freund y Shapire (1997).

Boosting para problemas de regresión

La principal extensión de boosting a problemas de regresión (donde la variable respuesta es
continua, i.e., y ∈ R) es el algoritmo AdaBoost.R presentado en Algoritmo 5. Esta técnica, tal y
como la presentaron originalmente Freund y Shapire (1997), contempla que la variable respuesta
y esté en el intervalo cerrado [0, 1]. Su estrategia es convertir el problema de regresión en uno de
clasificación, para luego aplicarle a este último el algoritmo AdaBoost original.

Para llevar a cabo esta conversión de problemas, por cada dato en el conjunto de entrenamiento
(xi, yi) se crea un conjunto infinito y continuo de puntos indexado por los pares (i, y) para todo
y ∈ [0, 1]. Aśı, se obtendŕıa un conjunto en donde tendŕıamos las instancias x̃i,y = (xi, y) cuya
respuesta seŕıa ỹi,y = I[y ≥ yi]. Informalmente, se podŕıa decir que cada instancia (xi, yi) se
mapea a un conjunto infinito de problemas binarios en donde, para cada y ∈ [0, 1] se intenta
responder si la respuesta correcta yi es mayor o menor que y.

Al mismo tiempo, cada modelo base hl : Rp → [0, 1] también se ve reducido a una hipótesis
binaria del estilo h̃l : Rp × [0, 1]→ {0, 1} definida como:

h̃l(x, y) = I[y ≥ hl(x)] (2.33)

intentando aśı resolver los problemas binarios previamente descritos a partir del valor de hl(x).

Por último, igual que se hizo para los problemas de clasificación, también se asume una dis-
tribución D (normalmente será uniforme, i.e., D(i) = 1/N) sobre los puntos del conjunto de
entrenamiento, la cual se va modificando según los errores que se cometan a través de los pe-
sos wli asignados a cada punto xi en cada iteración l. En AdaBoost.R, esta parte también se
ve modificada, mapeando esa distribución a otra densidad sobre los pares (i, y) de tal manera
que reducir el error de clasificación en el problema convertido sea equivalente a reducir el error
cuadrático medio en el problema original. Aśı, estos pesos wl(i, y) son los definidos en el punto
1 de la descripción del algoritmo.

Si calculamos el error binario del modelo base transformado h̃l : Rp× [0, 1]→ {0, 1} con respecto
a la densidad modificada a la que dan lugar los pesos wl(i, y), se obtiene, como mencionamos
anteriormente, que es directamente proporcional a calcular el error cuadrático medio del problema
de regresión original:

N∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣ỹi,y − h̃ (x̃i,y)
∣∣∣ D̃(i, y)dy =

1

Z

N∑
i=1

D(i)

∣∣∣∣∣
∫ h(xi)

yi

∣∣∣∣∣ y − yi|dy|
=

1

2Z

N∑
i=1

D(i) (h (xi)− yi)2

(2.34)

en donde la constante de proporcionalidad es Z/2, con Z definido en el punto 1 del algoritmo.

Aśı, cada modelo base débil h̃(x, y) que usamos para resolver el problema transformado es una
función no decreciente sobre y. Por lo tanto, la hipótesis ensamblada h̃ada generada por AdaBoost
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Algoritmo 3 Algoritmo AdaBoost.M1 para problemas de clasificación multiclase

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, con xi ∈ Rp, yi ∈ G = {G1, ...,GK}.
Número de clasificadores base L.

Salida: Un clasificador hada.m1 : Rp → G.

1. Se inicializan los pesos asignados a cada dato xi ∈ S: w1
i =

1

N
, i = 1, . . . , N.

2. Para l = 1, . . . , L, se calcula:

a) Se ajusta un clasificador base débil hl(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales wli. Este modelo base tendrá como error Pi∼wl

i
[hl(xi) 6= yi], en donde cabe destacar

que el cálculo se hace con respecto a la distribución wli sobre la que se entrenó el modelo
(i.e., teniendo en cuenta los pesos que cada xi tiene en S). En la práctica, esto significa
que el algoritmo base usará en la función de coste los pesos wli. En caso de no ser esto
posible, también se puede hacer mediante un muestreo de S con reemplazamiento acorde a la
distribución de los pesos, utilizando el conjunto de datos resultante para entrenar el modelo.

b) Se calcula:

εl =

N∑
i=1

wliI(yi 6= hl(xi))

obteniendo el error de clasificación cometido por el modelo hl ponderado por los pesos de
cada xi.

c) Si el error εl es 0 o mayor o igual que 0.5, entonces reinciamos los pesos al valor inicial

(wli =
1

N
, i = 1, . . . , N), y continuamos. En caso de que εl ∈ (0, 0.5), calculaŕıamos:

βl =
εl

1− εl
.

d) Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteración para cada punto del conjunto de
entrenamiento S:

wl+1
i =

wli · β
(1−I(yi 6=hl(xi))
l

Zl
, i = 1, 2, . . . , N

en donde Zl =
∑N
i=1 w

l
i · β

(1−I(yi 6=hl(xi))
l es un factor normalizador.

3. Fase de clasificación. Dado un x a clasificar, calculamos el soporte que AdaBoost.M1 asocia a
cada clase Gk:

µk(x) =
∑

hl(x)=Gk

log

(
1

βl

)
. (2.30)

Es decir, a la hora de calcular el soporte para la clase Gk, se tendrán en cuenta únicamente los
modelos hl los cuales predicen dicha clase para x.

4. Por último, se clasificará x en la clase y = Gk para la cual el soporte µk sea el máximo. Es decir:

hada.m1(x) = arg max
y∈G

L∑
l=1

log

(
1

βl

)
. (2.31)
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Algoritmo 4 Algoritmo AdaBoost.M2 para problemas de clasificación multiclase

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, con xi ∈ Rp, yi ∈ G = {G1, ...,GK}.
Número de clasificadores base L.

Salida: Un clasificador hada.m2 : Rp → G.

1. Se comienza definiendo el conjunto B de todos los pares de puntos x y clases y tal que la clase
correcta de x no es y. Es decir, los pares (i, y) en donde el punto S con ı́ndice i (xi) no tiene
como clase y ∈ G. Aśı, se define B = {(i, y)|i ∈ {1, ..., N}, y 6= yi}.

2. Se inicializan los pesos, en este caso habiendo uno para cada dato xi ∈ S y clase y ∈ G:

w1(i, y) =
1

|B|
, para todo (i, y) ∈ B.

3. Para l = 1, . . . , L, se calcula:

a) Se ajusta un clasificador base débil hl(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales wl(i, y). En este caso, a diferencia del AdaBoost original, la definición de cada modelo
base es h : Rp×G → [0, 1], por lo que los modelos base devolverán más información (y no solo
la clase predicha). Intuitivamente, se puede interpretar cada par (i, y) como si se le estuviera
pidiendo al algoritmo que escogiese entre la clase yi (la correcta para xi) o y (una de las
incorrectas). Aśı, en este contexto el peso wl(i, y) seŕıa la importancia que tendŕıa en nuestro
problema, para xi, distinguir entre la clase incorrecta y y la correcta yi.

b) Se calcula el pseudo-error con la siguiente fórmula, cuya derivación se puede ver en Freund y
Schapire (1997):

εl =
1

2

∑
(i,y)∈B

wl(i, y)
(
1− hl(xi, yi) + hl(xi, y)

)
.

c) Se calcula βl =
εl

1− εl
.

d) Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteración para cada punto del conjunto de
entrenamiento S:

wl+1(i, y) =
wl(i, y)

Zl
· β(1/2)(1−hl(xi,yi)+hl(xi,y))

l , i = 1, 2, . . . , N

en donde Zl =
∑N
i=1 w

l
i(i, y) · β(1/2)(1−hl(xi,yi)+hl(xi,y))

l es un factor normalizador.

4. Fase de clasificación. Dado un x a clasificar, se asociaŕıa la clase y (equivalentemente, Gk) que
maximice la siguiente expresión:

hada.m2(x) = arg max
y∈G

L∑
l=1

log

(
1

βl

)
hl(x, y). (2.32)
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en el problema de clasificación transformado también será no decreciente. Como la salida de h̃ada
es binaria, esto implicará que para todo x habrá únicamente un y para el cual h̃ada(x, y) = 0
para todo y′ < y y h̃ada(x, y) = 1 para todo y′ > y. Este, como se muestra en el apartado 3 de
la definición del algoritmo, será el valor y que devolverá hada.R(x).

Es de interés comentar que aunque la cantidad de pesos wl(i, y) es incontable, se puede observar
que, si lo vemos como función de y, es una función lineal a trozos. Si tenemos l = 1 tenemos dos
trozos lineales, y conforme aumentamos l se subdividirá uno de los trozos en dos (en el punto
hl(xi)), y aśı sucesivamente. Aśı, guardar y actualizar estas funciones lineales a trozos, aśı como
el cálculo de las integrales en las que están involucradas en la definción del algoritmo, se vuelve
plausible.

Análogamente a lo descrito para AdaBoost y AdaBoost.M2, el siguiente teorema describe la
cota superior del error (en concreto, error cuadrátivo medio) para AdaBoost.R en problemas de
regresión.

Teorema 2.3 Sea hada.R el modelo de regresión ensamblado devuelto por el algoritmo Ada-
Boost.R, y sean εl, ..., εL los errores de los modelos base tal y como se definen en 2.c del Algoritmo
5. Entonces, el error cuadrático de entrenamiento de AdaBoost.R, εada.R, está acotado por

εada.R =
1

N

N∑
i=1

(yi − hada(xi)2 ≤ e−2
∑L

l=1 γ
2
l . (2.35)

Boosting como modelo aditivo

Como se comentó al principio de la sección, es habitual en las técnicas de boosting usar como
modelos base árboles de decisión, y más en concreto, árboles en donde el parámetro d = 1. En este
caso, cada árbol únicamente utilizará una de las variables de x, y por lo tanto se puede ver que el
ensamblado AdaBoost (2.21) es equivalente a ajustar un modelo aditivo. De manera más general, los
modelos de expansiones aditivas de funciones base tienen la forma:

h(x) =

L∑
l=1

βlb(x; γl) (2.36)

en donde los βl se denominan los coeficientes de expansión, y b(x; γl) son funciones base t́ıpicamente
simples caracterizadas por el conjunto de parámetros γl.

Muchas de las técnicas de aprendizaje estad́ıstico se pueden escribir de esta forma. Por ejemplo,
las redes neuronales con una única capa intermedia. En estas, b(x; γ) = σ(γ0 + γT1 x), donde σ(z) =

1
1+exp(−z) es la función sigmoidal, y γ parametrizan una combinación lineal del dato de entrada x.

Usualmente estos modelos dan lugar a minimizar una función de pérdida sobre los datos de la
forma:

mı́n
{βl,γl}L1

N∑
i=1

L

(
yi,

L∑
l=1

βlb(xi; γl)

)
. (2.37)

Para muchas funciones de pérdida L(y, h(x)) y funciones base b(x; γ), resolver el anterior problema
se vuelve computacionalmente muy costoso. Por lo tanto, dado que resolver el subproblema de ajustar
una única función base:

mı́n
β,γ

N∑
i=1

L (yi, βb(xi; γ)) (2.38)
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Algoritmo 5 Algoritmo AdaBoost.R para problemas de regresión.

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, con xi ∈ Rp, yi ∈ [0, 1].
Número de modelos base L.

Salida: Un modelo hada.R : Rp → [0, 1]

1. Se inicializa el vector de pesos:

w1(i, y) =
|y − yi|
NZ

, para todo i = 1, ..., N e y ∈ [0, 1].

en donde Z =
∑N
i=1

∫ 1

0
|y − yi| dy, y D(i) = 1/N .

2. Para l = 1, . . . , L, se calcula:

a) Se calcula:

pl(i, y) =
wl(i, y)∑N

i=1

∫ 1

0
wl(i, y)dy

.

b) Se entrenan los modelo base haciendo uso de la distribución (o pesos) pl calculada en el paso
anterior. Esto nos devolverá un modelo base hl : Rp → [0, 1].

c) Calculamos el error de hl con la siguiente expresión:

εl =

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∫ hl(xi)

yi

pl(i, y)dy

∣∣∣∣.
Si εl > 1/2, entonces no se continua y se sale del bucle.

d) Se calcula β = εl/(1− εl).
e) Se actualizan los pesos para la siguiente iteración:

wl(i, y) =

{
wl(i, y) si yi 6 y 6 hl (xi) o hl (xi) 6 y 6 yi
wl(i, y)βt de otra forma.

para todo i = 1, ..., N , y ∈ [0, 1].

3. Fase de predicción. Se devuelve la hipótesis ensamblada final:

hada.R(x) = ı́nf

y ∈ Y :
∑

t:hl(x)6y

log (1/βt) >
1

2

∑
t

log (1/βt)

 .
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es mucho más sencillo, en la práctica la expresión (2.37) se aproxima mediante el modelado progresivo
por etapas (o forward stagewise modeling). Este va secuencialmente añadiendo nuevas funciones base
a la expansión y entrenando únicamente los parámetros de la última, no teniendo que ajustar aśı las
que ya están añadidas. Por ejemplo, para el caso de regresión con función de pérdida L(y, h(x)) =
(y − h(x))2, se iniciaŕıa el procedimiento minimizando el subproblema con una única función base, y
a partir de ah́ı se iŕıan incluyendo más bases, minimizando, recurrentemente, la expresión:

L(yi, hl−1(xi) + βb(xi; γ)) = (yi − hl−1(xi)− βb(xi; γ)). (2.39)

Es decir, que una vez obtenida hl−1, se ajustaŕıa el problema de minimización al que llevaŕıa (2.39),
añadiendo posteriormente a hl−1 el término βlb(xi; γl) resultante de la minimización.

Aunque el algoritmo AdaBoost fue desarrollado de manera independiente a los modelos de expan-
siones aditivas, unos años después del trabajo original de Freund y Schapire se demostró que AdaBoost
es equivalente a entrenar un modelo con el método de modelado progresivo por etapas utilizando como
función de pérdida:

L(y, h(x)) = exp(−yh(x)) (2.40)

y cuya prueba se puede consultar en Friedman et al (2000).

Este descubrimiento, poniendo a AdaBoost en el marco de una familia de modelos mucho más
general, facilitó en gran medida el estudio de sus propiedades. Además, motivó la creación de un grupo
de técnicas de boosting más genéricas conocidas como gradient boosting, las cuales son variaciones de
AdaBoost que intentan minimizar (2.37) utilizando distintas funciones de pérdida.

No obstante, las facilidades a la hora de recalcular pesos descritas en (2.19) y (2.20) vienen dadas
impĺıcitamente por la utilización de la función de pérdida exponencial, y estas no tienen una derivación
análoga en el caso de utilizar otras funciones L(y, h(x)). En esos otros casos, se tendrá que resolver
el problema de minimización (2.37) (que puede o no ser convexo) utilizando técnicas del descenso del
gradiente, y de ah́ı el nombre gradient boosting. Para llevar a cabo esta minimización, se tiene que la
pérdida asociada a usar h(x) para predecir y en el conjunto de entrenamiento es:

L(h) =

N∑
i=1

L(yi, h(xi))

donde el objetivo es minimizar L(h) con respecto a f , el cual se puede expresar como la siguiente
optimización numérica:

h∗ = arg minh L(h)

donde los parámetros h son la aproximación que hace h(x) en cada punto de S, i.e., h = [h(x1), . . . , h(xN )].
Esta expresión se podrá resolver numericamente con un procedimiento iterativo, en donde comenzando
con un valor inicial h0, se van añadiendo términos hl, de la siguiente forma:

hL =

L∑
l=0

hl, hl ∈ RN .

Los distintos métodos iterativos se diferencian en cómo dan lugar al vector incremental hl de cada
iteración, siendo uno de los más populares la técnica del descenso del gradiente, donde hl = −ρlgl,
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siendo gl ∈ RN el gradiente de L(h) evaluado en hl−1:

gil =

[
∂L(yi, h(xi))

∂h(xi)

]
h(xi)=hl−1(xi)

(2.41)

y ρl un escalar que es solución de:

ρl = arg minρ L(hl−1 − ρlgl)

quedando aśı la actualización de f en el paso l como:

hl = hl−1 − ρlgl. (2.42)

Como se puede ver, la expresión iterativa para resolver el problema genérico a minimizar en (2.42)
es similar a la estructura de nuestro modelo aditivo presentado en (2.36). Esta similitud se refleja en el
algoritmo genérico de gradient tree boosting (cuya implementación original se denomina MART), que
se define en el Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Algoritmo Gradient Tree Boosting

1. Se inicializa el modelo con un valor constante: h0(x) = arg minγ
∑N
i=1 L(yi, γ).

2. Para l = 1, . . . , L, se calcula:

a) Para cada i = 1, . . . , N , se calcula:

ril = −
[
∂L(yi, h(xi))

∂h(xi)

]
h(xi)=hl−1(xi)

. (2.43)

también conocidos como pseudo-residuos, ya que en el caso de que L sea el error cuadrático
medio, coincide con el residuo yi − h(xi).

b) Se ajusta un árbol para los pseudo-residuos ril, dando lugar a las regiones terminales Rjl, j =
1, . . . , Jl.

c) Para cada j = 1, . . . , Jl, se calcula:

γjl = arg minγ
∑

xi∈Rjl

L(yi, hl−1(xi) + γ). (2.44)

d) Se actualiza la función:

hl = hl−1 +

JN∑
j=1

γjlI(xi ∈ Rjl). (2.45)

3. El modelo ensamblado de gradient tree boosting será h(x) = hL(x).

Para adaptar este modelo al problema de clasificación se repiten los pasos del punto 2 del Algoritmo
6 K veces, una por cada una de las clases posibles en el conjunto G. Aśı, en el punto 3 tendŕıamos
K ensamblados distintos hkL, en vez de un único hL. Las predicciones de esos K modelos se podŕıan
convertir a probabilidades asociadas con cada clase Gk mediante la expresión:

pk(x) =
exp(hk(x))∑K
c=1 exp(hc(x)

(2.46)
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para, posteriormente, crear la regla de clasificación f que escoja la clase Gk con mayor probabilidad:

h(x) = Gk donde k = arg maxc pc(x). (2.47)

AdaBoost en la práctica

En la práctica AdaBoost es una técnica popular por múltiples razones, algunas de ellas ya explicadas
con más detalle en secciones anteriores:

No requiere de hiperparámetros complicados de configurar.

No es necesario saber cual es la ventaja γ que tiene el algoritmo débil usado para generar los
clasificadores en el paso 2.a del Algoritmo 2.

Es un algoritmo computacionalmente eficiente (Freund y Schapire, 1997).

Tiene un buen poder de generalización y suele evitar el sobreajuste.

Existen propiedades teóricas interesantes sobre el comportamiento del error de entrenamiento y
error de generalización.

No obstante, no es una técnica perfecta para todo tipo de situaciones. El principal problema en
la práctica de AdaBoost es su gran sensibilidad ante datos con ruido, los cuales son muy habituales
en problemas con datos reales. Esta sensibilidad es generalmente atribuida a la función de pérdida
exponencial que se está minimizando (2.40), la cual hace que si una instancia xi no es clasificada en su
clase correcta yi entonces su peso para la siguiente iteración aumentará drásticamente. Por ello, cuando
por motivos de ruido una instancia está asociada a una clase errónea en el conjunto de entrenamiento,
AdaBoost puede que intente forzar su clasificación de forma correcta, degenerando aśı el poder de
generalización del modelo final.

A diferencia de las técnicas bagging, boosting tiene como objetivo mejorar tanto la varianza como el
sesgo de un clasificador base. Para visualizar en la práctica la capacidad que estas metodoloǵıas tienen
de mejorar las predicciones de un modelo base débil, y basándose en Hastie et al. (2008), se genera
un conjunto de entrenamiento S con x = (X1, . . . , X10) ∈ R10 cuyas variables son normales estándar
idénticamente distribuidas e independientes, y con su clase y ∈ {−1, 1} generada por la siguiente
expresión:

y =


1 si

∑10
j=1X

2
j > χ2

10(0.5)

−1 en otro caso

(2.48)

en donde χ2
10(0.5) es la mediana de la variable aleatoria chi-cuadrado con 10 grados de libertad a la que

da lugar la suma de los cuadrados de 10 normales estándar. Se genera un conjunto de entrenamiento
con N = 2000 y uno de test con N = 10000.

Los resultados de aplicar AdaBoost con cotones (árboles con d = 1) se pueden observar en la
Figura 2.4. Asimismo, se tiene que el error de test esperado de utilizar un único cotón es alrededor
del 46 %, siendo solo ligeramente mejor que un clasificador que prediga la clase binaria de manera
aleatoria. Conforme aumentan el número L de árboles añadidos al modelo, se puede ver como el error
baja considerablemente, siendo menor incluso que el error de test medio cometido por un árbol grande
(d = 244).
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Número L de iteraciones boosting
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Error de un árbol grande (d = 244)

Error de un stump (d=1)

Figura 2.4: Error de test en función de L al ajustar AdaBoost a los datos generados en la expresión
(2.48).

Regularización en las técnicas de boosting

Los parámetros más relevantes a la hora de controlar el posible sobreajuste de los datos en un modelo
de boosting son el tamaño permitido de árbol d, y el número L de iteraciones boosting utilizadas. Con
respecto a d, este es el parámetro que controla la iteración que se permite entre variables en el modelo.
En el caso particular con d = 1, construyendo aśı cotones, este método da lugar a un modelo aditivo.
Este parámetro se suele ajustar por validación cruzada, aunque a lo largo de la literatura se recomienda
usar valores entre 4 y 8, siendo d = 1 insuficiente en la práctica para muchos problemas, y pudiendo
ocasionar la selección de valores para d demasiado grandes un sobreajuste de los datos.

Por otro lado, el parámetro L también es de vital importancia a la hora de evitar el sobreajuste,
dado que un L demasiado grande puede dar lugar a un ajuste de los datos de entrenamiento demasiado
bueno, perdiendo aśı capacidad de generalización. Lo habitual en la práctica es monitorear el error de
test aproximado conforme se va entrenando el algoritmo, escogiendo finalmente el valor que minimiza
dicho error.

Controlar estos dos parámetros, sin embargo, no son las únicas maneras con las cuales se puede
evitar el sobreajuste de un ensamblado de árboles tipo boosting, pudiendo utilizar también las técnicas
de regularización vistas en el caṕıtulo 1. La técnica más habitual en la práctica es añadir un coeficiente
de contracción 0 < λ < 1 a la expresión (2.45) del algoritmo gradient boosting trees que controlará
el ratio de aprendizaje del procedimiento boosting (análogo a los parámetros αl que ponderaban los
modelos en AdaBoost). En Friedman (2001) se muestra emṕıricamente como valores pequeños de λ
dan lugar, en general, a mejorar el error de test, a expensas de requerir un mayor valor L. El mismo
autor recomienda seleccionar valores de λ < 0.1 al mismo tiempo que se monitorea el error de test
conforme aumenta L, para detener el algoritmo antes de dar lugar a sobreajuste (técnica conocida
como early stopping).
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2.3.7. Stacking

Las técnicas de stacking son un procedimiento general para ensamblar modelos base (también
conocidos como modelos de primer nivel) a través de entrenar un meta-modelo (o modelo de segundo
nivel) que tendrá como objetivo encontrar una manera óptima de combinar la salida de los modelos
individuales.

En esta técnica, presentada en el Algoritmo 7, parte de entrenar una serie de L modelos base sobre
el conjunto de entrenamiento S. A priori, no hay ningún tipo de restricción sobre qué modelos se
pueden usar, siendo habitual usar un conjunto de 4-10 modelos de distinta naturaleza: un regresor
lineal, una máquina de vectores de soporte, una red neuronal, etc. La clave, como se vio al inicio del
texto, es dar lugar a modelos variados, con predicciones lo más incorreladas posible entre ellos.

Una vez se tienen los nuevos L modelos, se crea un nuevo conjunto de entrenamiento S′ con N
pares de puntos (zi, yi), en donde zi será el resultado de aplicar los L modelos de primer nivel sobre
xi (zi = [h1(xi, ..., hL(xi)]), y la variable respuesta yi queda fija.

A continuación, se entrena un meta-modelo hmeta sobre el nuevo conjunto S′, cuyo objetivo es
encontrar patrones entre los resultados de los modelos base z y la respuesta y para aśı dar con la forma
óptima de combinarlos.

Finalmente, para predecir la respuesta de un nuevo punto x simplemente habrá que primero obtener
el vector de salidas con el resultado de los L modelos base, y pasárselo al meta-modelo para dar la
respuesta final:

hstack(x) = hmeta
(
h1(x), ..., hL(x)

)
.

Cabe destacar que, en la fase 2 del Algoritmo 7 donde damos lugar al nuevo conjunto S′, se está
usando los mismos datos tanto para entrenar cada modelo hl como para generar los zil. Esto puede
ocasionar problemas de sobreajuste, por lo que en la literatura se suele recomendar que las instancias
que se usan para generar zil no hayan sido usadas entrenando hl.

Habitualmente esto se consigue aplicando la validación cruzada de R iteraciónes previamente defini-
da en 1.8. Se comienza dividiendo el conjunto de entrenamiento S en R subconjuntos S1, ..., SR, donde

definimos S(−r) como S\Sr. Aśı, para cada r, obtendremos un modelo base h
(−r)
l entrenado sobre

S(−r), con el cual usaremos los elementos de Sr (conjunto de test) para crear los valores zil = h
(−r)
l (xi)

para todo xi ∈ Sr. Al realizar el proceso de validación cruzada al completo para todo r, modelo l y
instancia xi, obtendremos el nuevo conjunto S′:

S′ = {((zi1, ..., ziL), yi)}Ni=1

en donde la generación de cada zil y el entreno de hl fueron independientes.
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Algoritmo 7 Algoritmo genérico de stacking, tanto para clasificación como regresión.

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1, y1), ..., (xN , yN )}, con xi ∈ Rp.
En donde yi variable continua o categórica.
L algoritmos A1, ...,AL (por ejemplo, regresor lineal, un árbol de decisión, etc.).
Algoritmo para entrenar el meta-modelo Ameta.

Salida: Un modelo hstack que ensambla a los L modelos base haciendo uso del meta-modelo.

1. Se entrena L modelos base haciendo uso de los L algoritmos disponibles:

hl = Al(S), l = 1, . . . , L.

2. Se genera un nuevo conjunto de entrenamiento S′ con las salidas de los modelos hl al aplicarlos
sobre S. Es decir, para cada i = 1, ..., N y para cada l = 1, ..., L, se calcula:

zij = hl(xi)

dando lugar aśı a un nuevo conjunto S′ = {((zi1, ..., ziL), yi)}Ni=1 en donde tenemos N pares de
datos cuya primera componente son las L salidas de los modelos hl al aplicarles xi, y la segunda
componente será la variable respuesta yi inicial.

3. Se entrena el algoritmo Ameta sobre S′ para dar lugar a un meta-modelo óptimo que ensamble
los L modelo base.

hmeta = Ameta(S
′).

4. Fase de predicción / clasificación: Dado un nuevo x, la salida del algoritmo de stacking será:

hstack(x) = hmeta
(
h1(x), ..., hL(x)

)
.



Caṕıtulo 3

Ensamblados estad́ısticos en la
práctica

El objetivo de este caṕıtulo es presentar varios problemas con datos reales, entrenar distintos modelos
(simples y ensamblados) sobre los mismos, y comparar los resultados obtenidos. Todas las pruebas
fueron realizadas con el lenguaje de programación Python, haciendo uso mayoritariamente de la libreŕıa
sklearn (Pedregosa et al, 2011). El código utilizado se puede ver en el Apéndice B.

3.1. Introducción

Una vez tenemos un modelo h entrenado sobre un conjunto de entrenamiento S, el último paso a realizar
es comprobar su rendimiento sobre un conjunto de datos de test (recomendablemente no usados en la
fase de entrenamiento), para aśı conocer su poder de generalización. En esta sección se presentan las
métricas más habituales a la hora de llevar a cabo esta fase evaluación.

Suceso Pedicho

Población total Predicción Positiva Predicción Negativa

Suceso

Real

Suceso Positivo Positivo Real = PR
Falso Negativo = FN

(Error tipo II)

Suceso Negativo
Falso Positivo = FP

(Error tipo I)

Negativo Real = NR

Tabla 3.1: Definición de matriz de confusión para un problema binario, en donde se codifica la clase
positiva como +1 y la negativa como −1.

47



48 CAPÍTULO 3. ENSAMBLADOS ESTADÍSTICOS EN LA PRÁCTICA

Métricas para evaluar problemas de clasificación binarios

En el caso de estar ante un problema de clasificación binario, uno de los métodos más habituales es
usar la matriz de confusión del modelo, definida en la Tabla 3.1. A partir de sus elementos y notación
se pueden definir las siguientes métricas:

Porcentaje de acierto de clasificación. Equivalente al riesgo emṕırico de clasificación usando
como pérdida la función indicador I introducida en (1.15). Es la métrica más habitual a la hora
de evaluar el rendimiento de un clasificador:

% de Acierto =
PR+NR

PR+NR+ FN + FP
.

No obstante, destacar que un % de acierto de clasificación alto no tiene por qué indicar que
el modelo tiene una buena capacidad de generalización, sobre todo cuando estamos ante un
problema con clases muy desbalanceadas. Por ejemplo, de tener un problema binario en donde
la clase 1 tiene una representación mucho mayor (+99 %) que la clase −1 sobre el conjunto S,
un clasificador constante que siempre clasifique un nuevo punto x como 1 (hx = 1 ∀x) tendŕıa
un acierto mayor del 99 %, aunque su capacidad de generalización será obviamente mala sobre
la clase infrarepresentada.

Precisión. Se define como la proporción de observaciones positivas que predecimos correctamente
sobre el total de predicciones positivas que hace el modelo. Intenta responder a la pregunta: ¿Qué
proporción de observaciones predichas como positivas eran realmente positivas?:

Precisión =
PR

PR+ FP
.

Por ejemplo, en el caso anterior desbalanceado, la clase con una representación mayor tendŕıa
una precisión elevada, mientras que la infrarepresentada tendŕıa una precisión cercana al 0 %.

Sensibilidad (o recall): Se define como la proporción de observaciones positivas que predecimos
correctamente sobre el total de observaciones positivas. Intenta responder a la pregunta: ¿Qué
proporción de positivos reales fue clasificado correctamente?:

Sensibilidad =
PR

PR+ FN
.

Valor F1. Se define como la media armónica de la precisión y la sensibilidad:

Valor F1 = 2 · Precisión · Sensibilidad

Precisión + Sensibilidad
=

2 · PR

2 · PR + FP + FN
. (3.1)

El valor F1 suele ser una métrica recomendada cuando estamos ante problemas desbalanceados,
al tener en cuenta tanto la precisión como la sensibilidad. Además, el hecho de que se use la media
armónica hace que el valor de la métrica baje significativamente si la precisión o sensibilidad son
muy bajas.

Coeficiente de correlación de Mattheus (CCM):

CCM =
PR ·NR− FP · FN√

(PR + FN)(PR + FP)(NR + FN)(NR + FP)
. (3.2)

También conocido como coeficiente phi de Pearson, el CCM para el caso binario es una
métrica que calcula la correlación entre el vector de clases reales y predichas, dando aśı un valor
entre −1 y 1. El CCM tiene en cuenta tanto los falsos positivos como los falsos negativos, por lo
que se puede usar como métrica para problemas desbalanceados.
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Suceso Predicho

Población Total Clase 1 ... Clase K

Suceso

Real

Clase 1 N11 ... N1K

... Nk1 Nkk NkK

Clase K NK1 ... NKK

Tabla 3.2: Ejemplo de matriz de confusión para un problema multiclase, i.e., K > 2.

Aśı, dependiendo del problema concreto a tratar y de la importancia que en él tenga cada tipo
de error, será de mayor interés optimizar nuestro modelo para maximizar unas métricas u otras.
Para entender esto de manera más visual, supongamos un problema de clasificación binaria en donde
queremos clasificar un tumor (en base a su vector de caracteŕısticas x) como maligno (+1) o benigno
(−1). Supóngase que, entrenado un modelo h, se obtiene la siguiente matriz de confusión:

PR = 2 FN = 15

FP = 3 NR = 180


Por un lado, si nos fijásemos en el % de acierto del algoritmo, obtendŕıamos 182/200 = 0.91, lo

cual nos podŕıa dar a pensar que tenemos un buen clasificador para el problema dado. No obstante,
en este problema podemos ver como las clases están desbalanceadas, y además, los dos tipos de error
no tienen la misma criticidad: decirle a un paciente con un tumor maligno que el tumor que tiene es
benigno seŕıa más cŕıtico que a la inversa.

En este caso, si calculamos la precisión obtendŕıamos 2/(2 + 3) = 0.4, lo que nos dice que para
los tumores que se han predicho como malignos por el modelo, estos son efectivamente malignos el
40 % de las veces. Por otro lado, la sensibilidad nos daŕıa 2/(2 + 15) = 0.12, diciéndonos que si un
tumor es realmente maligno, nuestro modelo solo lo predice como tal el 12 % de las veces. Este es un
claro ejemplo de modelo inaceptable en la practica que, de haber usado únicamente la métrica de %
de acierto para evaluarlo, podŕıamos haber pensado que era un buen candidato para ser usado.

Métricas para evaluar problemas de clasificación multiclase

Como se puede observar, las métricas de precisión, sensibilidad y valor F1 fueron pensadas origi-
nalmente para problemas de clasificación binarios. Sin embargo, estas se pueden adaptar para el caso
de problemas con más de dos clases (K > 2) haciendo uso de la extensión de la matriz de confusión
multiclase definida en la Tabla 3.2.

Para la métrica de % de acierto general del modelo, la extensión al caso multiclase es trivial:

% de Acierto =

∑K
k=1Nkk
N

.

Para extender la métrica de la precisión, sensibilidad y valor F1, una posibilidad es usar el concepto
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one-vs-rest (OVR) introducido en la Sección 2.3.6, calculando aśı las métricas para cada clase por
separado, agregándolas posteriormente con algún criterio espećıfico (media, media ponderada, etc.).

En el caso de la precisión para la clase k, se tendŕıa:

Precisiónk =
Nkk∑K
i=1Nik

.

Calculando aśı la precisión que nuestro modelo tiene para distinguir entre la clase k y el resto.

Para la sensibilidad de la clase k, la métrica seŕıa análoga a la precisión, pero iterando sobre los
valores de la misma fila de la matriz de confusión en vez de por los de la columna:

Sensibilidadk =
Nkk∑K
i=1Nki

.

En el caso del valor F1 para la clase k la extensión es directa, modificando en la expresión (3.1)
los valores de precisión y sensibilidad general por los de una clase en particular:

Valor F1k = 2 · Precisiónk · Sensibilidadk
Precisiónk + Sensibilidadk

.

Una vez calculadas las métricas para cada clase, estas se pueden agrupar obteniendo aśı una métrica
global. Es habitual utilizar la media aritmética (lo que se conoce como agregación ‘macro’ en la
literatura) o la media ponderada por la proporción que cada clase tiene en el conjunto de entrenamiento,
para aśı tener en cuenta desbalanceos entre las clases.

Aparte de estas adaptaciones, también existen otras métricas con definiciones espećıficas para el
caso de problemas multiclase. En este trabajo nos centraremos en la métrica CCM, definida en (3.2),
que para el caso K > 2 se define de la siguiente manera:

CCM =
c · s−

∑K
k=1 pk · tk√(

s2 −
∑K
k=1 p

2
k

)(
s2 −

∑K
k=1 t

2
k

)
en donde:

c =
∑K
k=1Nkk, el número total de elementos correctamente predichos.

s =
∑K
i=1

∑K
j=1Nij = N , el número total de elementos de la matriz.

pk =
∑K
i=1Nki, el número total de veces que predecimos la clase k, es decir, la suma de la

columna k.

tk =
∑K
j=1Nik, el número total de veces que la clase real observada es k, es decir, la suma de la

fila k.

Métricas para evaluar problemas de regresión

Para el caso de problemas de regresión (variable respuesta continua, i.e., y ∈ R), supongamos que
tenemos un modelo predictivo h tal que h(x) ∈ R. Imaginemos también que tenemos un conjunto de
N pares de datos para evaluar el modelo S′ = {(xi, yi)}Ni=1 no usado en la fase de entrenamiento. Las
métricas de evaluación para este tipo de problemas son las siguientes:
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Error cuadrático medio (ECM):

ECM(h) =
1

N

N∑
i=1

(yi − h(xi))
2.

El ECM es una de las métricas mas usada, tanto para evaluar modelos como para entrenarlos
a partir de utilizarla como función de pérdida (dado que es diferenciable). Esta nos devuelve
una cantidad absoluta que indica cuánto difieren los valores predichos por nuestro modelo de los
valores observados. No es interpretable por si misma, pero śı es de utilidad para comparar varios
modelos.

Es habitual usar la ráız cuadrada del ECM, dando lugar a la métrica de la ráız del error
cuadrático medio (RECM):

RECM(h) =

√√√√ 1

N

N∑
i=1

(yi − h(xi))2.

En esta expresión, al aplicar la ráız cuadrada al resultado se obtiene la métrica del error al mismo
nivel que los datos originales, facilitando aśı su interpretación.

Error absoluto medio (EAM):

EAM(h) =
1

N

N∑
i=1

|yi − h(xi)| .

Esta métrica es una representación más veraz de los errores cometidos por el modelo, dado que
no penaliza de más los errores grandes como EMC y REMC.

R2 o coefiente de determinación:

R2(h) = 1−
∑N
i=1

(
yi − h(xi)

)2∑N
i=1(yi − ȳ)2

, en donde ȳ =
1

N

N∑
i=1

yi.

Esta cuant́ıa representa la proporción de varianza de y que es explicada por las variables inde-
pendientes en el modelo. Es un indicador de lo bien que ha ido el ajuste, y por lo tanto, nos da
una medida de cuánto de bien vamos a predecir nuevos datos de test aún no vistos. El mayor
valor que puede alcanzar es 1, y puede ser negativo.

3.2. Problemas planteados, resultados y conclusiones

Para poner en práctica los conceptos introducidos en este trabajo, en esta sección se presentan
tres problemas a resolver con técnicas de aprendizaje estad́ıstico. Se comienza con P1, un problema de
clasificación binaria en el que se pretende predecir el nivel de ingresos de una persona adulta (codificado
en dos clases: más o menos de $50k/año) en base a distintas caracteŕısticas de la misma (edad, nivel
de educación, etc.). El segundo problema (P2) es de clasificación multiclase, en donde a partir de una
imagen de un número del 0 al 9 escrito a mano (representada por un vector en escala de grises) se
intentará predecir el d́ıgito correspondiente. Por último, P3 es un problema de regresión cuyo objetivo
es predecir el precio de un coche usado en base a sus caracteŕısticas (año de matriculación, potencia,
etc.).
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Para cada uno de los problemas se presentará el conjunto de datos y su estructura; los modelos
seleccionados para resolver el problema y sus parámetros óptimos obtenidos por validación cruzada;
las distintas métricas de evaluación usadas en cada uno de ellos; y el código Python utilizado para
llevar a cabo el experimento.

3.2.1. P1: Clasificación de nivel de ingresos de población adulta

Para el primer problema utilizaremos el conjunto de datos Adult Data Set, obtenido del repositorio
de Machine Learning de la UCI (Dua y Grraff, 20019). Este conjunto de datos, ampliamente utilizado
en la literatura, consta de datos de cerca de 50 000 personas adultas, cada una de ellas perteneciente a
una clase de nivel de ingresos: la clase >50k (que codificaremos como +1) y la clase <50k (codificada
como −1).

El código utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.2.

Presentación del conjunto de datos

Los atributos de los que se disponen para cada persona son los siguientes:

age: Variable continua con la edad de la persona.

workclass: Tipo de ocupación de la persona con 8 posibles valores.

education: Nivel de educación, con 15 valores posibles.

education-num: Identificador de la variable de nivel de educación.

marital-status: Situación sentimental, con 7 valores posibles.

occupation: Ocupación de la persona.

relationship: Situación sentimental, con 6 valores posibles.

race: Raza de la persona, con 5 valores posibles.

sex : Female, Male.

capital-gain: Ganancias capitales de la persona.

capital-loss: Pérdidas capitales de la persona.

hours-per-week : Variable continua con las horas trabajadas por semana.

native-country : Páıs de origen.

Preprocesado de los datos

El preprocesado de los datos consta de las siguientes fases:

Eliminamos todas las filas del conjunto de datos para las cuales algún atributo sea nulo.

Eliminamos duplicados del conjunto de datos.

Codificamos la variable income en sus dos posibles clases.
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Filtramos únicamente por el páıs Estados Unidos (representación mayoritaria en el conjunto de
datos), para que los páıses con distinto nivel económico no introduzcan sesgos al problema.

Eliminamos variables que no son de utilidad o que son redudantes: education-num, ya que es
redudante al saber education, y Native-country, dada que nos quedamos únicamente con EEUU.

Reducimos la cardinalidad de las variables education y marital-status, simplificando sus posibles
valores.

Codificamos las variables categóricas restantes con el método one-hot enconding, que convierte
cada variable categórica en m variables (donde m es la cardinalidad de la variable en cuestión),
obteniendo aśı un 1 en la variable asociada al valor correspondiente, y 0 para las demás.

El resultado final es un conjunto de datos con 42 256 registros y 50 variables.

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos seleccionados para este problema son los siguientes:

Árbol de decisión para clasificación CART.

Regresión loǵıstica.

Perceptrón multicapa.

Clasificador de Bayes ingenuo Gaussiano.

k−vecinos más cercanos.

Máquina de vectores de soporte para clasificación.

Análisis discriminante lineal.

Random Forest.

Bagging.

AdaBoost.

Stacking usando como modelos base los 7 primeros modelos de esta lista, y como meta-modelo
la regresión loǵıstica.

Para todos ellos el método de entrenamiento es análogo. En primer lugar, creamos una malla de
posibles parámetros según el modelo en cuestión, y hacemos una búsqueda bruta en dicho espacio
de parámetros con validación cruzada, quedándonos con el conjunto de parámetros que optimice el %
de acierto del modelo. A continuación procedemos a entrenar de nuevo el modelo en el conjunto de
entrenamiento, ya con los parámetros tuneados, para posteriormente calcular las métricas de evaluación
del mismo sobre el conjunto de test.

Los resultados de cada modelo para las distintas métricas evaluadas se pueden ver en la Tabla 3.3.
Para todas las métricas, con excepción del CCM, se calcula cada una de ellas a nivel de clase (>50k
y <50k) y a mayores la media aritmética de ambas (bajo la variable avg). En concreto, para el % de
acierto se hace la media ponderada, para tener en cuenta el desbalanceo entre clases. Destacar que, al
estar ante un problema binario, el % de acierto a nivel de clase y la sensibilidad son idénticas.

Además, en la Figura 3.1 se presenta un diagrama de cajas hecho a partir del cálculo de la estimación
del error de test de los distintos modelos con validación cruzada. En esta, además de ver la estimación



54 CAPÍTULO 3. ENSAMBLADOS ESTADÍSTICOS EN LA PRÁCTICA

Métrica

% Acierto Sensibilidad Precisión valor F1 CCM

<50k >50k w.avg <50k >50k avg <50k >50k avg <50k >50k avg valor

CART 0.88 0.62 0.81 0.88 0.62 0.756 0.88 0.64 0.76 0.88 0.63 0.75 0.51

R. Loǵıstica 0.93 0.57 0.83 0.93 0.57 0.75 0.87 0.73 0.80 0.90 0.64 0.77 0.54

LDA 0.93 0.57 0.83 0.93 0.57 0.75 0.87 0.73 0.80 0.90 0.64 0.77 0.54

MLP 0.94 0.52 0.84 0.94 0.52 0.86 0.86 0.79 0.83 0.90 0.63 0.77 0.57

k−NN 0.94 0.59 0.85 0.94 0.59 0.76 0.87 0.75 0.81 0.90 0.66 0.78 0.57

NB Gaussiano 0.83 0.76 0.81 0.83 0.76 0.80 0.92 0.60 0.76 0.87 0.67 0.77 0.55

SVC 0.94 0.62 0.86 0.94 0.62 0.78 0.88 0.78 0.83 0.91 0.69 0.79 0.60

Bagging 0.91 0.63 0.77 0.91 0.63 0.78 0.88 0.71 0.79 0.90 0.67 0.78 0.56

Random Forest 0.90 0.66 0.84 0.90 0.66 0.78 0.87 0.72 0.79 0.89 0.65 0.78 0.56

AdaBoost 0.95 0.64 0.87 0.95 0.64 0.80 0.89 0.79 0.83 0.92 0.70 0.80 0.62

Stacking S1 0.94 0.70 0.86 0.94 0.70 0.80 0.89 0.78 0.83 0.91 0.70 0.80 0.61

Tabla 3.3: Resultados de aplicar distintos algoritmos al problema P1. En negrita se destaca el mejor
modelo según cada métrica.

del % de acierto de cada uno de las técnicas, se puede ver la varianza de cada una de ellas al ser
entrenadas con distintos conjuntos de entrenamiento.

Como se puede observar en los resultados, todos los métodos en general tienen dificultades a la
hora de predecir correctamente datos de la clase >50k por su baja representación en el conjunto de
entrenamiento. En general, se aprecia que los métodos de ensamblado tienen menos varianza que los
individuales, y destacan AdaBoost y S1 como mejores clasificadores (en términos de % de acierto).
Teniendo en cuenta la definición del ensamblado S1 tipo stacking, parece que la combinación de los
siete primeros modelos mejora, ligeramente, el rendimiento de los modelos base individuales.

3.2.2. P2: Clasificación de d́ıgitos escritos a mano

Presentación del conjunto de datos

En este problema utilizaremos el conjunto de datos MNIST obtenido de la página web oficial
de los autores (Lecun y Cortes, 2010). Este conjunto de datos consta de 60 000 imágenes de 28x28
ṕıxeles codificadas en vectores de longitud 784, en donde cada componente tiene, en escala de grises, la
intensidad de color de cada pixel. Cada una de las imágenes representa un único d́ıgito del 0 al 9, por
lo que el objetivo es clasificar cada una de ellas en la clase que le corresponda. En este caso estamos
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Figura 3.1: Diagrama de caja de los resultados de estimar para cada modelo su porcentaje de acierto
de clasificación usando validación cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a derecha de menor a
mayor mediana. Por sus siglas en inglés: CART (árboles de regresión y clasificación, Classification And
Regression Trees), NB (Bayes ingenuo, o Naive Bayes), LDA (Análisis discriminante lineal, o Linear
Discriminant Analysis), LR (Regresión loǵıstica, o logistic regression), MLP (Perceprón multicapa,
o Multilayer Perceptron, definido en 1.3), RF (Random Forest, definido en 2.3.5, BAGG (Bagging,
definido en 2.3.4), KNN (k−vecinos más cercanos, o k−nearest neighbors, definido en 1.17), SVC
(Máquina de vectores de soporte para clasificación, o Support Vector Clasification), E1 (Ensamblado
tipo stacking de varios de los modelos individuales mencionados, definido en 2.3.7), ADA (AdaBoost,
definido en 2.3.6).
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ante un problema multiclase balanceado, dado que todas las clases tienen la misma proporción en el
conjunto de entrenamiento.

De nuevo, el código utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.3.

Preprocesado de los datos

El único preprocesado que le hacemos a los datos es convertir las imágenes de escala de grises
(valores de 0 a 255) a blanco y negro (valores 0 para blanco y 1 para negro).

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos a entrenar son los mismos que para el problema P1, de nuevo con el mismo método de
entrenamiento. Para todos los modelos buscamos los mejores parámetros candidatos maximizando la
métrica del porcentaje de acierto, para posteriormente entrenar el modelo final con dichos parámetros.
Finalmente se estiman las distintas métricas para evaluar el rendimiento del clasificador, las cuales se
resumen en la Tabla 3.4.

Teniendo en cuenta la dificultad del problema, y que las técnicas seleccionadas no están pensadas
originalmente para tratar con imágenes, en general se observa que todas las técnicas obtienen resultados
bastante meritorios, a excepción de AdaBoost y el clasificador de Bayes ingenuo. Destaca de nuevo el
buen rendimiento de los modelos ensamblados, sobre todo Random Forest, Bagging y E1. Este último
ensamblado tipo stacking, E1, es el mejor bajo todas las métricas de clasificación multiclase usadas, y
mejora substancialmente el rendimiento de los siete clasificadores base que forman parte del mismo.

En el diagrama de cajas de la figura 3.2 se pueden ver, de izquierda a derecha, de menor a mayor
mediana de porcentaje de acierto, todos los modelos entrenados para este problema.

3.2.3. P3: Predicción del valor de un coche usado

Para este problema utilizaremos el conjunto de datos de dominio público Car Evaluation, obtenido
de kaggle.com, una conocida web que organiza competiciones de Machine Learning y que dispone de un
amplio catálogo de conjuntos de datos. Disponemos de información de 100 000 veh́ıculos usados, cada
uno de ellos con su precio de valor de mercado. Para este caso utilizaremos únicamente un subcojunto
de los mismos para hacerlo computacionalmente más asequible, usando aśı exclusivamente los veh́ıculos
de la marca Volkswagen (16 000 registros aproximadamente).

El código utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.4.

Presentación del conjunto de datos

Los atributos de los que se disponen para cada persona son los siguientes:

model : Variable categórica con el modelo de coche.

year : Año de fabricación del modelo.

price: Precio de valor de mercado.

transmission: Tipo de caja de cambio.

mileage: Número de kilómetros.

fuelType: Tipo de combustible usado.

http://www.kaggle.com/adityadesai13/used-car-dataset-ford-and-mercedes
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Métrica

% Acierto Sensibilidad Precisión Valor F1 CCM

avg w.avg avg w.avg avg w.avg avg valor

CART 0.77 0.79 0.80 0.79 0.80 0.79 0.80 0.77

R. Loǵıstica 0.87 0.88 0.89 0.88 0.89 0.88 0.89 0.87

LDA 0.83 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.84 0.82

MLP 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.91

k−NN 0.91 0.92 0.93 0.92 0.93 0.92 0.93 0.92

NB Gaussiano 0.56 0.59 0.63 0.73 0.73 0.63 0.57 0.60

SVC 0.92 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93 0.92 0.92

Bagging 0.90 0.89 0.90 0.89 0.90 0.89 0.90 0.88

Random Forest 0.93 0.95 0.95 0.95 0.95 0.95 0.94 0.90

AdaBoost 0.56 0.66 0.65 0.66 0.65 0.64 0.64 0.62

Stacking S1 0.95 0.95 0.96 0.95 0.96 0.96 0.96 0.96

Tabla 3.4: Resultados obtenidos para el problema P2. En negrita se destaca el mejor modelo según
cada métrica. ‘avg’ es el resultado de hacer la media aritmética del resultado para cada clase, y ‘w.avg’
de la media aritmética ponderada por la proporción de elementos de cada clase.
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Figura 3.2: Diagrama de caja de los resultados de P2 obtenidos tras estimar para cada modelo su
porcentaje de acierto de clasificación usando validación cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a
derecha, de menor a mayor mediana. Se continúa con la nomenclatura de la Tabla 3.1, por sus siglas
en inglés.
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tax : Impuesto de circulación.

mpg : Consumo del veh́ıculo, en galones por milla.

engineSize: Tamaño del motor, en litros.

Preprocesado de los datos

A mayores de filtrar únicamente por los coches de la marca Volkswagen, se eliminan los registros que
contengan algun valor nulo, y se codifican las variables categóricas (transmission, fuelType y model)
con el mismo criterio de codificación one-hot mencionado en P1.

El resultado final es un conjunto de datos con 15 157 registros y 40 variables.

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos seleccionados para este problema son los siguientes:

Árbol de decisión para regresión CART.

Regresión lineal.

Perceptrón multicapa.

k−vecinos más cercanos.

Máquina de vectores de soporte para regresión.

Random Forest.

Bagging.

AdaBoost.

Stacking usando como modelos base los cinco primeros modelos de esta lista, y como meta-modelo
la regresión loǵıstica.

Para estos, aunque estemos ante un problema de regresión, el método de tuneado y entrenamiento
es análogo a P1 y P2. En primer lugar, creamos una malla de posibles parámetros según el modelo
en cuestión, y hacemos una búsqueda bruta en dicho espacio de parámetros con validación cruzada,
quedándonos con el conjunto de parámetros que optimice el valor R2 del modelo. A continuación
procedemos a entrenar de nuevo el modelo en el conjunto de entrenamiento, ya con los parámetros
tuneados, para posteriormente calcular las métricas de evaluación del mismo sobre el conjunto de test.

Los resultados de cada modelo para las cuatro métricas de regresión presentadas al inicio de esta
sección se pueden ver en la Tabla 3.5. De nuevo, en la Figura 3.3 se presenta un diagrama de cajas
hecho a partir del cálculo de la estimación del valor R2 de test de los distintos modelos con validación
cruzada.

Como se puede observar en los resultados, en general todos los métodos que involucran un ensam-
blado tienen un mejor poder de predicción y generalización que los métodos individuales, destacando
el modelo Random Forest, el cual obtiene los mejores resultados para las cuatro métricas evaluadas.
Además, se puede apreciar como el ensamblado tipo stacking E1, el cual es una combinación de los
cinco primeros modelos individuales entrenados, con una regresión Ridge como meta-modelo, mejora
substancialmente los resultados de los modelos base.
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Figura 3.3: Diagrama de caja de los resultados de estimar para cada modelo su valor R2 usando
validación cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a derecha de menor a mayor mediana. Por sus
siglas en inglés: SVR (Máquina de vectores de soporte para regresión, o Support Vector Regression),
KNN (k−vecinos más cercanos, o k−nearest neighbors, definido en 1.17), MLP (Perceprón multicapa,
o Multilayer Perceptron, definido en 1.3), CART (árboles de regresión y clasificación, o Classification
And Regression Trees), LR (Regresión lineal, o Lineal Regression), E1 (Ensamblado tipo stacking de
varios de los modelos individuales mencionados, definido en 2.3.7), BAGG (Bagging, definido en 2.3.4),
definido en 1.17), ADA (AdaBoost, definido en 2.3.6), RF (Random Forest, definido en 2.3.5).
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Métrica

ECM RECM EAM R2

CART 4246965.45 2059.00 1326.91 0.92

Regresión L. 6787867.59 2604.66 1852.03 0.88

k−NN 31190681.17 5582.78 4110.12 0.48

MLP 14276447.89 3773.71 2639.80 0.15

SVR 31190681.17 5582.78 4110.12 0.10

Random Forest 2665615.51 1632.21 1081.43 0.95

Bagging 2814938.93 1677.41 1119.33 0.95

Ada Boost 3085347.54 1754.60 1290.22 0.95

Ensamblado E1 3389747.70 1840.59 1267.80 0.94

Tabla 3.5: Resultados obtenidos para el problema P3 tras estimar las distintas métricas utilizando
validación cruzada. En negrita se destaca el mejor modelo según cada métrica. Para los errores (ECM,
RECM y EAM), interesa que la métrica sea lo menor posible, mientras que para el R2 es a la inversa.
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Apéndice A

Demostraciones

A.1. Teorema 2.1

Demostración.

La demostración del Teorema 2.1 se divide en 3 partes. En primero lugar probaremos que:

wL+1
i =

e−yi
∑L

l=1 αlhl(xi)

N
∏L
l=1 Zl

.

A partir de deshacer la recurrencia de wli, tenemos:

wL+1
i =

wLi e
−αLyihL(xi)

ZL

=
wL−1
i e−αL−1yihL−1(xi)e−αLyihL(xi)

ZLZL−1

(continuamos recursivamente hasta llegar a w1
i )

= wi1

∏L
l=1 e

−αlyihl(xi)∏L
l=1 Zl

=

∏L
l=1 e

−αlyihl(xi)

N
∏L
l=1 Zl

=
e
∑L

l=1−αlyihl(xi)

N
∏L
l=1 Zl

=
e−yi

∑L
l=1 αlhl(xi)

N
∏L
l=1 Zl

.

Por segundo lugar, se probará la siguiente cota del error intermedia:

RE(hada) ≤
L∏
l=1

Zl.

Por un lado, tenemos que el clasificador final hada comete un error si signo
(∑L

l=1 αlhl(xi)
)
6= yi, y
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por lo tanto, signo
(
yi
∑L
l=1 αlhl(xi)

)
= −1 y −yi

∑L
l=1 αlhl(xi)

)
≥ 0. Aśı, tenemos:

e−yi
∑L

l=1 αlhl(xi) ≥ 1 si hada(xi) 6= yi.

Además, dado que ex ≥ 0 ∀x,

e−yi
∑L

l=1 αlhl(xi) ≥ 0 si hada(xi) = yi.

Usando estas igualdades y el resultado de la primera parte de la prueba, tenemos:

RE(hada) =
1

N

N∑
i=1

I (h (xi) 6= yi) ≤
1

N

N∑
i=1

e−yi
∑L

l=1 αlhl(xi)

=
1

N

N∑
i=1

NwL+1
i

L∏
t=1

Zl

=

N∑
i=1

wL+1
i

L∏
t=1

Zl

=

L∏
t=1

Zl.

Como tercera y última parte, acotamos los valores de Zl. Primero, segmentaremos la definición de
Zl en dos partes, una con las sumas teniendo en cuenta los puntos clasificados correctamente, y la otra
con los puntos incorrectamente:

Zt =

m∑
i=1

wlie
−αlyihl(xi)

=
∑

i:yi=hl(xi)

wlie
−αl +

∑
i:yi 6=hl(xi)

wlie
αl

= e−αl

∑
i:yi=hl(xi)

wli + eαl

∑
i:yi 6=hl(xi)

wli

= (1− εl) e−αl + εle
αl .

Como vimos en la segunda parte de la demostración, el error será menor cuanto menor sea Zl. Por
lo tanto, podemos resolver la siguiente ecuación, y sacar el valor αl óptimo para minimizar Zl para
cada l. Derivando Zl en función de αl e igualando a 0:

0 =
dZl
dαl

= (1− εl) e−αl + εle
αl

obtendŕıamos que el valor de αl óptimo es:

αl =
1

2
log

(
1− εl
εl

)
.

Poniendo este valor de αl óptimo en Zl tenemos:

Zl = (1− εl) e−αl + εle
−αl = 2

√
(1− εl)εl.
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Finalmente, si agrupamos todo lo anterior, tenemos:

RE(hada) ≤
L∏
l=1

Zt =

L∏
l=1

2
√

(1− εl) εl

( usando que γl =
1

2
− εl)

=

L∏
l=1

2

√(
1

2
− γl

)(
1

2
+ γl

)

=

L∏
l=1

√
1− 4γ2

l

( usando que 1 + x ≤ ex)

≤
L∏
l=1

√
e−4γ2

l =

L∏
l=1

e−2γ2
l

=e−2
∑L

l=1 γ
2
l ≤ e−2Tγ2

quedando aśı finalizada la prueba.

�
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Apéndice B

Código Python

B.1. Código genérico para todos los problemas

# Imports básicos

import numpy as np

import pandas as pd

import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib

# Imports para preprocesado de datos

from sklearn.decomposition import PCA

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from sklearn.preprocessing import LabelEncoder

# Imports de modelos

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier , AdaBoostClassifier ,

GradientBoostingClassifier , ExtraTreesClassifier , VotingClassifier ,

BaggingClassifier

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier , AdaBoostRegressor ,

StackingRegressor , RandomForestRegressor , BaggingRegressor

from sklearn.neural_network import MLPClassifier

from sklearn.discriminant_analysis import LinearDiscriminantAnalysis

from sklearn.linear_model import LogisticRegression

from sklearn.neighbors import KNeighborsClassifier

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier

from sklearn.neural_network import MLPClassifier

from sklearn.naive_bayes import GaussianNB

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier

from sklearn.ensemble import StackingClassifier

# Imports de métricas y selección de modelo

from sklearn.model_selection import GridSearchCV , cross_val_score , StratifiedKFold

, learning_curve , train_test_split , KFold

from sklearn.model_selection import cross_val_score

from sklearn.metrics import silhouette_samples

from sklearn.metrics import silhouette_score

from sklearn.metrics import accuracy_score

from sklearn.metrics import confusion_matrix

from sklearn.metrics import classification_report , accuracy_score
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B.2. Código para problema P1

# Carga de datos

p1_data = pd.read_csv("Data/P1_DATA.csv")

# Tratado de nulos y duplicados

p1_data[’workclass ’]=p1_data[’workclass ’]. replace(’?’,np.nan)

p1_data[’occupation ’]=p1_data[’occupation ’]. replace(’?’,np.nan)

p1_data[’native -country ’]=p1_data[’native -country ’]. replace(’?’,np.nan)

p1_data.dropna(how=’any’,inplace=True)

p1_data=p1_data.drop_duplicates ()

# Codificamos variable respuesta

p1_data.income = [1 if each==’ >50K’ else 0 for each in p1_data.income]

# Filtramos solo para estados unidos

p1_data = p1_data[p1_data["native -country"] == ’United -States ’]

# Eliminamos columnas que no son de utilidad

p1_data.drop(["fnlwgt","native -country", "educational -num"],axis=1,inplace=True)

# Simplificamos la cardinalidad de algunas columnas categóricas :

# Simplificamos alguna columna

# Educacion

p1_data[’education ’]. replace(’Preschool ’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’10th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’11th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’12th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’1st -4th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’5th -6th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’7th -8th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’9th’, ’dropout ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’HS-Grad’, ’HighGrad ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’HS-grad’, ’HighGrad ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Some -college ’, ’CommunityCollege ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Assoc -acdm’, ’CommunityCollege ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Assoc -voc’, ’CommunityCollege ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Bachelors ’, ’Bachelors ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Masters ’, ’Masters ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Prof -school ’, ’Masters ’,inplace=True)

p1_data[’education ’]. replace(’Doctorate ’, ’Doctorate ’,inplace=True)

# Estado sentimental

p1_data[’marital -status ’]. replace(’Never -married ’, ’NotMarried ’,inplace=True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Married -AF-spouse ’], ’Married ’,inplace=True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Married -civ -spouse ’], ’Married ’,inplace=True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Married -spouse -absent ’], ’NotMarried ’,inplace=

True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Separated ’], ’Separated ’,inplace=True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Divorced ’], ’Separated ’,inplace=True)

p1_data[’marital -status ’]. replace ([’Widowed ’], ’Widowed ’,inplace=True)

# Codificamos las variables categóritas restantes

p1_data_dummies = pd.get_dummies(p1_data)

# Separamos vectores de caracterı́sticas y respuesta

drop_elements = [’income ’]

y = p1_data_dummies["income"]

X = p1_data_dummies.drop(drop_elements , axis=1)

# Spliteamos conjunto de test y entrenamiento

x_train , x_test ,y_train ,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.2, random_state=

1)
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# Método genérico para sacar los mejores parámetros de cada uno de las técnicas

# Esto se repetirı́a para todos los modelos en la lista ’models ’

param_grid = {

"C" : np.array ([1 ,2 ,5]),

"gamma" : np.array(["scale","auto"])

}

kfold = StratifiedKFold(n_splits=4)

grid = GridSearchCV(estimator=SVC(), param_grid=param_grid , scoring=’accuracy ’, cv

=kfold)

grid_result = grid.fit(x_train , y_train)

# Obtenemos los mejores parámetros para ese modelo

grid_result.best_params_

# Creamos una lista de modelos a usar

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeClassifier ()))

models.append ((’NB’, GaussianNB ()))

models.append ((’LR’, LogisticRegression ()))

models.append ((’LDA’, LinearDiscriminantAnalysis ()))

models.append ((’KNN’, KNeighborsClassifier(n_neighbors=20)))

models.append ((’MLP’, MLPClassifier ()))

models.append ((’SVC’, SVC(C = 5, gamma = "auto")))

models.append ((’RF’, RandomForestClassifier(n_estimators=1000)))

models.append ((’BAGG’, BaggingClassifier(n_estimators=1000)))

estimators = models [0:7]

models.append ((’ADA’, AdaBoostClassifier(n_estimators=500, learning_rate=1)))

models.append ((’E1’, StackingClassifier(estimators=estimators , final_estimator=

LogisticRegression ())))

# Sacamos métricas para cada uno de ellos , con validación cruzada de 5 iteraciones

results = []

names = []

for name , model in models:

print(f"Starting to train model {name }...")

kfold = KFold(n_splits=5)

cv_results = cross_val_score(model , x_train , y_train , cv=kfold , scoring=’accuracy ’

)

model.fit(x_train ,y_train)

results.append(cv_results)

names.append(name)

msg = " %s: %f ( %f)" % (name , cv_results.mean(), cv_results.std())

print(f"############# CLASIFICACION REPORT FOR {model}")

y_pred = model.predict(x_test)

print(classification_report(y_test , y_pred))

print(msg)

print(f"SCORE a mano: {accuracy_score(y_test , y_pred)}" )

print(f"matthews_corrcoef a mano: {matthews_corrcoef(y_test , y_pred)}" )

# Plot de los resultados :

fig = plt.figure ()

fig.suptitle(’Comparación del acierto de algoritmos para P1’)

ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot(results)

ax.set_xticklabels(names)

ax.set_ylabel(" % de acierto de clasificación ")

plt.savefig(’Plots/P1_boxplot.pdf’)

plt.show()
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B.3. Código para problema P2

# Carga de datos

p2_data = pd.read_csv("Data/P2_DATA.csv")

y = p2_data.label

X = p2_data.drop(columns = ["label"])

# Split de los datos:

x_train , x_test ,y_train ,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.20)

# Preprocesado para cambiar de escala de grises a blanco y negro

x_test[x_test >0]=1

x_train[x_train >0]=1

# Tuneamos modelos

# Practicandocon GridsearchCV - KNN

param_grid = {

"n_neighbors" : np.array ([1,2,3,4,5,7,10,15,30])

}

# kfold = KFold(n_splits=4)

kfold = StratifiedKFold(n_splits=10)

grid = GridSearchCV(estimator=KNeighborsClassifier (), param_grid=param_grid ,

scoring=’accuracy ’, cv=kfold)

grid_result = grid.fit(x_train , y_train)

grid_result.best_score_

# Preparamos modelos

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeClassifier ()))

models.append ((’NB’, GaussianNB ()))

models.append ((’LR’, LogisticRegression ()))

models.append ((’LDA’, LinearDiscriminantAnalysis ()))

models.append ((’KNN’, KNeighborsClassifier(n_neighbors=1)))

models.append ((’MLP’, MLPClassifier ()))

models.append ((’SVC’, SVC(C = 5, gamma = "auto")))

models.append ((’RF’, RandomForestClassifier(n_estimators=1000)))

models.append ((’BAGG’, BaggingClassifier(n_estimators=1000)))

estimators = models [0:7]

models.append ((’ADA’, AdaBoostClassifier(n_estimators=100, learning_rate=0.5)))

models.append ((’E1’, StackingClassifier(estimators=estimators , final_estimator=

LogisticRegression ())))

# Obtenemos resultados :

results = []

names = []

for name , model in models:

print(f"Starting to train model {name }...")

cv_results = cross_val_score(model , x_train , y_train , cv=5, scoring=’accuracy ’)

model.fit(x_train ,y_train)

results.append(cv_results)

names.append(name)

msg = " %s: %f ( %f)" % (name , cv_results.mean(), cv_results.std())

print(f"############# CLASIFICACION REPORT FOR {model}")

y_pred = model.predict(x_test)

print(classification_report(y_test , y_pred))

print(msg)

print(f"SCORE a mano: {accuracy_score(y_test , y_pred)}" )

print(f"matthews_corrcoef a mano: {matthews_corrcoef(y_test , y_pred)}" )

# Boxplot:

fig = plt.figure ()
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fig.suptitle(’Comparación del acierto de algoritmos para P2’)

ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot(results1)

ax.set_xticklabels(names1)

ax.set_ylabel(" % de acierto de clasificación ")

plt.grid(linewidth=0.1)

plt.savefig(’Plots/P2_boxplot_v7.pdf’)

plt.show()

B.4. Código para problema P3

# Carga de datos

p3_data = pd.read_csv("Data/P3_DATA.csv")

# Eliminamos nulos

p3_data.dropna(how=’any’,inplace=True)

# Codificamos las variables categóricas con el one -hot encoding

p3_data = pd.get_dummies(p3_data)

# Variable X e y

y = p3_data.price

X = p3_data.drop(columns=["price"])

# Split de entreno y testeo

x_train , x_test ,y_train ,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.20)

# Validación cruzada para sacr los mejores parámetros de los modelos , análogo para

todos ellos

# Practicandocon GridsearchCV - SVR

param_grid = {

"C" : np.array([1, 0.5]) ,

"kernel" : ["poly", "rgb"],

"gamma": ["scale","auto"]

}

kfold = StratifiedKFold(n_splits=5)

grid = GridSearchCV(estimator=SVR(), param_grid=param_grid , scoring=’

neg_mean_absolute_error ’, cv=kfold , n_jobs= -1)

grid_result = grid.fit(x_train , y_train)

grid_result.best_params

# Modelos a entrenar

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeRegressor ()))

models.append ((’LR’, LinearRegression ()))

models.append ((’KNN’, KNeighborsRegressor(n_neighbors=20)))

models.append ((’MLP’, MLPRegressor ()))

models.append ((’SVR’, SVR(gamma="scale", C=1)))

models.append ((’RF’, RandomForestRegressor(n_estimators=700)))

models.append ((’BAGG’, BaggingRegressor(n_estimators=750)))

estimators = models [0:5]

models.append ((’E1’, StackingRegressor(estimators=estimators , n_jobs= -1)))

# Obtención de resultados y métricas

scoring = {’r2’: ’r2’,

’mean_absolute_error ’: ’neg_mean_absolute_error ’,

"mean_squared_error": ’neg_mean_squared_error ’,

"neg_root_mean_squared_error":"neg_root_mean_squared_error",
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"mean_absolute_percentage_error":"neg_mean_absolute_percentage_error"

}

results = []

names=[]

for name , model in models:

print(f"Starting to train model {name }...")

cv_results = cross_validate(model , x_train , y_train , cv=7, scoring=scoring ,

n_jobs= -1)

print(f"root_mean_squared_error: {str(-cv_results[’

test_neg_root_mean_squared_error ’].mean())}")

print(f"mean_absolute_error: {str(-cv_results[’test_mean_absolute_error ’].mean())}

")

print(f"mean_squared_error: {str(-cv_results[’test_mean_squared_error ’].mean())}")

print(f"mean_absolute_percentage_error: {str(-cv_results[’

test_mean_absolute_percentage_error ’].mean())}")

print(f"r2: {str(cv_results[’test_r2 ’].mean())}")

results.append(cv_results)

# Boxplot:

fig = plt.figure ()

# fig. set_size_inches (18.5 , 10.5)

fig.suptitle(’Comparación del acierto de algoritmos para P3’)

ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot(results)

ax.set_xticklabels(names)

ax.set_ylabel("Coeficiente de determinación (R2)")

plt.grid(linewidth=0.1)

plt.savefig(’Plots/P3_boxplot_v1.pdf’)

plt.show()
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