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Resumen

Resumen en espanol

En el marco del aprendizaje automatico existen un amplio abanico de técnicas estadisticas para
resolver problemas de cardcter supervisado, tanto para tareas de regresiéon como de clasificacién. En
todas estas el objetivo principal es construir, a partir de un conjunto de datos catalogado, un modelo
matematico que consiga predecir la variable respuesta para nuevos datos no observados anteriormente.

En este contexto, se denominan métodos de ensamblado estadistico al conjunto de técnicas que nos
permiten combinar varios modelos a la hora de realizar predicciones en vez de utilizar uno solo. Desde
las més sencillas (votacién de comité con o sin pesos), hasta las mds sofisticadas (Random Forest,
Boosting y sus variantes), estas técnicas estén siendo extensa y exitosamente utilizadas en un amplio
espectro de problemas en la actualidad.

En este trabajo se harda una revisién tedrico-practica de estas técnicas, comentando los distintos
tipos que existen, las motivaciones de cada uno (destacando bagging, random forest, boosting y stac-
king) y sus ventajas e inconvenientes frente a la utilizacién de un tinico modelo dependiendo del tipo
de problema.

English abstract

Within the framework of machine learning, there is a wide range of statistical techniques to solve
supervised problems, both for regression and classification tasks. In all of these, the main objective
is to build, from a cataloged data set, a mathematical model that manages to predict the response
variable for new data not previously observed.

In this context, ensemble methods is the set of techniques that allow us to combine several models
when making predictions, instead of using only one. From the simplest (committee vote with or without
weights), to the most sophisticated (Random Forest, boosting and its variants), these techniques are
being widely (and successfully) used in a wide spectrum of problems today.

In this work a theoretical-practical review of these techniques will be made, commenting on the
different types that exist and the motivations of each one (highlighting bagging, random forest, boosting
and stacking) and its advantages and disadvantages compared to the use of a single model, depending
on the type of problem.
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Prefacio

La capacidad de decisién de un comité de personas es
superior a la capacidad de los miembros que lo
componen individualmente, supuesto que cada uno de
los miembros tiene una competencia razonable.

Teorema del jurado de Condorcet

Se puede definir el aprendizaje estadistico como el conjunto de técnicas matemadticas que nos
permiten entender y sacar partido de un conjunto de datos, ya sea para labores de interpretacion de
los mismos o para realizar predicciones.

Estas metodologias, junto con los grandes avances computacionales de los 1ltimos anos, son las
principales responsables del actual auge de la inteligencia artificial y de sus numerosos éxitos a la hora
de resolver problemas industriales que hace solo unas décadas parecian imposibles. Dentro de los casos
de éxito, caben destacar los siguientes:

= Algoritmos de recomendacion. Esta drea del aprendizaje estadistico es una de las areas de
investigacion mas activas en la actualidad, de la mano del gran crecimiento de la industria de
servicios de internet y su necesidad por personalizar qué se le ofrece y a quién. Destaca el popular
Netflix Prize de 2009, en donde la compania Netflix ofrecié un millén de ddlares a quien fuese
capaz de mejorar su algoritmo de recomendacién de peliculas un 10 %.

= Clasificacion de imagenes. Los avances en el aprendizaje estadistico, mayoritariamente los
relacionados con las redes neuronales convolucionares, fueron clave en la creaciéon de sistemas de
clasificacién de imagenes ampliamente utilizados en la actualidad. Por ejemplo, los sistemas de
reconocimiento facial o los sistemas de diagnéstico temprano de numerosas patologias a partir
de imagenes del paciente, entre otros.

= Conducciéon auténoma. Los recientes avances en técnicas estadisticas de visién por computador
y deteccién de objetos (destacando las redes neuronales convolucionales y las redes recurrentes)
son la piedra angular del nacimiento de la conducciéon auténoma, una de las tecnologias que esté
revolucionando la industria del transporte.

= Procesamiento de lenguaje natural (PLN). Herramientas como los asistentes de voz (Siri,
Alexa...), sistemas de traduccién e interpretacién de textos, bots conversacionales, etc., son po-
sibles gracias a los numerosos avances en la rama del PLN (relacionados la mayoria con las redes
neuronales recurrentes).

= Deteccion de fraude. Los sistemas de deteccién de transacciones bancarias fraudulentas o de

deteccién de spam en los correos electréonicos son otros ejemplos de servicios hechos posibles
gracias a estas técnicas estadisticas.
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XII PREFACIO

Todos estos problemas encajan dentro del marco del aprendizaje estadistico antes mencionado. La
mayoria de ellos, en concreto, son problemas de aprendizaje estadistico supervisado, en los cuales se
centrard el presente proyecto. Este tipo de problemas se puede definir como:

Definicién 0.1 Dados X C RP,Y C R espacios vectoriales. Sea el conjunto S = {(z1,11), ..., (zn,yn)}
formado por los N pares (x;,y;), denominado conjunto de entrenamiento. Sea x; € X el vector de carac-
teristicas de i-ésimo par (también conocido como variables regresoras), e y; € R su variable respuesta.
Un algoritmo de aprendizaje estadistico es aquel que busca una funcion f(x) que sea capaz de predecir,
dado un nuevo dato con vector de caracteristicas xy, su correcta variable respuesta yg.

Dependiendo de si la variable que se quiere predecir es continua o categérica se estard ante un
problema de regresién o clasificacion, respectivamente. Concretando sobre los ejemplos anteriores, en
un algoritmo de clasificacién de imédgenes que pretende detectar niimeros escritos a mano, se estaria
ante un problema de clasificacion. En el, x; seria el vector de caracteristicas que definen a la i-ésima
imagen, y y; € Y = {0,1,...,9} serfa la variable respuesta (en este caso categérica) que indica el digito
que aparece en esa imagen.

Por otro lado, un ejemplo de problema de regresién es un tasador automaético de precio de coches
de segunda mano, el cual a partir de las caracteristicas de un vehiculo nos haria una prediccién de su
valor de mercado. En ese caso, x; serfa el vector de caracterfsticas que definen al i-ésimo coche (afio
de compra, kilometraje, cv, etc.), y y; € R serfa la variable respuesta continua que indica su precio.

Las técnicas analizadas a lo largo de este texto, en su gran mayoria, estan capacitadas para re-
solver tanto problemas de regresién como de clasificaciéon. No obstante, la mayoria de resultados aqui
expuestos se centraran en la clasificacion, al ser este el problema en el que se centran la gran mayoria
de trabajos en el ambito del ensamblado estadistico.

Ensamblado estadistico: introduccion y motivacion

De una manera menos rigurosa, se puede decir que un algoritmo de aprendizaje supervisado intenta
buscar, dentro de un espacio de hipétesis, el modelo que se ajuste mejor a los datos de entrenamiento
disponibles.

Como se vera en la siguiente seccién en detalle, existen una amplia gama de técnicas estadisticas
para buscar y encontrar la mejor hipétesis para un problema dado, cada una con sus ventajas e
inconvenientes dependiendo del escenario en cuestion. No obstante, atin existiendo modelos que se
ajusten bien a los datos dentro del espacio de hipétesis disponible, el hecho de tener que escoger
de entre ellas un tinico modelo que dé buenos resultados a lo largo de todo el espacio vectorial de
caracteristicas es una tarea de enorme dificultad.

Por ejemplo, imaginese la situacion reflejada en la Figura 1. Se tienen un cojunto de datos S que fue
generado por la hipétesis verdadera H*, y existe un conjunto de hipétesis (entre las cuales destacamos
Hi, Hs y Hs) que dan lugar a buenos resultados de prediccién en el conjunto de entrenamiento.
Escogiendo una tnica hipétesis se podria seleccionar una que, aunque comportandose bien sobre .S, no
tenga el mejor error de generalizacién (es decir, no es la mejor prediciendo nuevos datos no incluidos
en el conjunto de entrenamiento), o con una que no es la mejor hipétesis a lo largo de todo el espacio
vectorial de caracteristicas. Es decir, existen distintos riesgos a la hora de quedarnos con un tnico
modelo.

Las técnicas de ensamblado estadistico nacen con el objetivo de paliar algunos de estos proble-
mas. En vez de seleccionar una tnica hipdtesis, estas técnicas permiten combinar distintos modelos
para realizar la prediccién final teniéndolos a todos en cuenta, potencialmente reduciendo el sesgo y la
varianza que tendria un tnico modelo.
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Espacio de hipotesis

Buenas hipotesis

Figura 1: Representacién de una de las motivaciones por la cual usar ensamblados de modelos. H* es
la verdadera hipétesis de los datos. La zona sombreada es el area con hipétesis que se ajustan bien a
los datos.

Para visualizar la justificacién de por qué estas técnicas pueden ser de utilidad en ciertos casos, es
de utilidad imaginarse la siguiente situacién. Ante un problema de clasificaciéon binario dado se tienen
entrenados L modelos hy, ..., hy. Suponiendo que el ratio de error de clasificacién de todos los modelos
hi es p < 1/2, y que ademads las predicciones de todos estos dado un nuevo dato x son incorreladas (ya
que si todos los modelos h; tienden a predecir lo mismo para un nuevo dato, combinarlos no va a dar
lugar a ninguna mejora). Si bajo estas condiciones se utilizase como clasificador un ensamblado de las
L hip6tesis donde para un nuevo dato predecimos la clase que escojan la mayoria de modelos (votacién
de mayorfa sin pesos), se tendria que la probabilidad de que la mayorfa de modelos h; cometan un error
es el drea debajo de la distribucién binomial donde més de L/2 modelos se equivocan. Por ejemplo,
si con estas condiciones hubiese 21 modelos a ensamblar, todos con error de clasificacién p = 0.3, la
probabilidad de que 11 o mas modelos se equivoquen al mismo tiempo (equivocandose asi el ensamblado
antes descrito), serfa de 0.026, mucho menor que el error individual de cada modelo.

Esta intuicién se formaliza en Hansen y Salamon (1990), en donde los autores demuestran que una
condicién necesaria y suficiente para que un ensamblado de clasificadores sea mejor que sus miembros
individuales es que estos sean precisos y diversos.

Se define un modelo preciso como aquel cuyas predicciones son mejores que una prediccion aleatoria,
y se definen dos modelos como diversos entre si si cometen errores distintos al predecir nuevos datos
x (es decir, que sus predicciones para un nuevo punto no estén correladas).

El objetivo principal de este proyecto es realizar un estudio tedrico-practico del estado del arte del
ensamblado estadistico. Para ello, el contenido se estructurard en dos secciones: la primera tratara los
distintos modelos clésicos de aprendizaje estadistico, haciendo hincapié en los que en la practica son
los més utilizados para posteriormente construir ensamblados (drboles de decisién, redes neuronales,
etc.). Esta seccién bebe fundamentalmente de Hastie et al. (2001). En la segunda y principal seccién del
proyecto se definen formalmente los ensamblados estadisticos: las razones de su existencia, su taxonomia
y las técnicas mds relevantes y sus propiedades (centrdndose en bagging, boosting y stacking). Para
este apartado, las referencias principales consultadas fueron Kuncheva (2014), Re y Valentini (2012) y
Dietterich (2000).
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Capitulo 1

Aprendizaje estadistico supervisado

Una de las partes fundamentales a la hora de construir buenos ensamblados (i.e., combinaciones)
de modelos, es cerciorandose de que los modelos individuales que se van a combinar son tanto precisos
como diversos. En esta seccion se abordara el problema de la exactitud de los modelos y, de la mano de
la teoria estadistica de la decision, se presentaran las técnicas mas relevantes para construir algoritmos
de aprendizaje estadistico supervisado que se ajusten de manera robusta a los datos de entrenamiento
disponibles.

1.1. Teoria estadistica de la decisién

Si bien el problema que se tratard de resolver es el anteriormente expuesto en la Definicién 0.1,
conviene antes introducir las bases tedricas sobre las que se sostiene el aprendizaje estadistico. Estas
fueron fijadas mayoritariamente por Vapnik y Chervonenkis a lo largo de los afos 90, y se pueden
consultar sus detalles en Vapnik (1995 y 1999).

Sea X € RP un vector aleatorio (denominado habitualmente vector de caracteristicas), e Y € R
una variable aleatoria de respuesta continua, siendo P(X,Y") su distribucién conjunta. Supéngase que
tenemos un conjunto de datos los cuales vienen generados por un modelo del tipo Y = ¢g(X) + ¢, con
E(e) = 0y g desconocida. El objetivo serd encontrar una funcién f(X) capaz de predecir la variable
respuesta Y dado un vector de caracteristicas X.

Para llevar a cabo este proceso se requiere de una funcién de pérdida L que nos indique, dados
Y y f(X), el error que se estd cometiendo en la prediccién, para asi intentar construir modelos que
minimicen dicha cantidad. Para problemas de regresién (donde la variable respuesta es continua) las
funciones de pérdida mds habitual son el error cuadrético, L(Y, f(X)) = (Y — f(X))?, y la norma L1,
L, f(X)) = |Y — f(X)]. Por otro lado, en el contexto de problemas de clasificacién (i.e., donde Y es
una variable categérica), un ejemplo de funcién de pérdida serfa la funcién 0-1, la cual tiene la forma
LY, f(X)) = (=Y f(X)), siendo 0 la funcién escalonada de Heaviside:

0(z) = (1.1)

dando asi 0 cuando X se clasifica correctamente, y 1 cuando no.
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En un escenario idilico en el cual conociésemos la distribucién P(X,Y"), un posible criterio para
seleccionar la funcién f deseada seria la minimizacién de su error de test esperado (ETE). Este se
puede definir como el error esperado que tendra un modelo f prediciendo nuevos datos generados bajo
la distribucién P(X,Y), y se expresa matematicamente como sigue:

ETE(f) = E[L(Y, f(X))] = /X LY. f(X))P(a )dody

Esta expresion, en el caso particular de usar la funcién de pérdida cuadratica, habitualmente usada
para problemas de regresiéon por sus convenientes propiedades, se puede escribir como:

ETE(f) = BlY — f(X)]? = /X = JO0PP(ay)dady,

Asi, factorizando la densidad conjunta, P(X,Y) = P(Y|X)P(X), y dividiendo la integral doble
utilizando el teorema de Fubini, se obtiene:

ETE() = [

X

( [w- f(X))21P’(ylx)dy> P(x)dy
Y
expresion que, por las propiedades de la esperanza condicionada, se convertiria en:

ETE(f) = ExByx([Y - d?X)
la cual es suficiente con minimizarla puntualmente en x:

f(x) = argmin, By x([Y — ?|X = x)
y cuya solucién seria:

f(x) = E[Y|X = a]. (1.2)

Este operador es conocido como la funcién de regresion, e indica que la mejor prediccién posible
para Y en un punto x concreto es su esperanza condicionada a dicho x.

En la préctica, no obstante, la distribucién conjunta P(X,Y") serd totalmente desconocida, y lo
unico de lo que se dispondré serd de un conjunto de entrenamiento finito con N pares de datos
S = {(x1,¥1), -, (xXn,yn)}. Asi, aunque no se puedan utilizar directamente las derivaciones hechas
anteriormente, si se podra intentar aproximar el error de prediccién esperado con métricas como la
funcién de riesgo empirica:

N
1
RE(f) = NZL(yiaf(Xi)) (1.3)
i=1
la cual expresa, dado un modelo estadistico fijado f(x) entrenado en un conjunto finito S, lo bien o
mal que el modelo se ajusta a los datos de entrenamiento.
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A los algoritmos de aprendizaje estadistico que intentan encontrar a partir del conjunto S una
funcién fs que se ajuste a los datos a traves de minimizar (1.3), se les denomina algoritmos de
minimizacién del riesgo empirico.

Paralelamente, en el caso de que nuestra variable respuesta sea categérica, los conceptos ante-
riormente definidos son ficilmente adaptables, excepto la funcién de pérdida cuya naturaleza se ve
modificada. Se denota como G = {G, ..., Gx } €l conjunto de posibles clases de Y, cuya cardinalidad es
K = card(G). Se puede representar la funcién de pérdida con una matriz L de dimensién K x K, en
donde L(k, j) tendrd la “pérdida” asociada a clasificar un X que pertenece a la clase Gk como si fuese
de la clase Gj, y 0 en la diagonal. En este caso, el error de prediccién esperado sera:

ETE = E[L(Y, f(X))]

el cual podemos reescribir de la siguiente manera:

K
ETE = Ex Y L[Gx, f(X)[P(Gx|X).
k=1

Anélogamente al caso de regresiéon, se minimiza ETE puntualmente en x,

K

f(x) = argmingeg Y L[Gr, 9IP(Gr|X).

k=1

Esta expresion, de utilizar la funcién de pérdida 0-1 antes mencionada (y bastante utilizada en la
practica), se simplifica a:

f(x) = argmin g[1 — P(g|X = z)].

f(x) =G, si P(G|X =) =mazryegP(g|X = ). (1.4)

Esta regla de clasificacion es conocida como el clasificador de Bayes, y nos indica que dado un nuevo
Xq se debe clasificar en la clase con mayor probabilidad condicionada. Como ocurria con el caso de la
regresion, al no ser conocidas las funciones de distribucién anteriores, el clasificador de Bayes tedrico
no es posible de construir en la practica. No obstante, puede ser de gran ayuda para hacer pruebas con
datos sintéticos a partir de distribuciones conocidas y compararlo con otros algoritmos, al ser el error
de este (conocido como el Bayes rate), el minimo error posible para un clasificacién de salida aleatoria
(Hastie et al. 2001). El error de clasificacién de la regla de Bayes es el siguiente:

1 - ElmixB(Y = j|X)]

En la practica, muchas de las técnicas de aprendizaje estadistico intentaran acercarse a dicho
Bayes rate tratando de construir clasificadores basados en él, intentando aproximar las distribuciones
de probabilidad necesarias. Algunos de estos ejemplos son los arboles de decisién, los k—vecinos maés
cercanos, la regresién logistica, el clasificador de Bayes ingenuo, etc. Como se verd a continuacion,
la mayoria de estas técnicas asumirdn que P(Y]X) tiene una hipotética estructura funcional (ya sea
un modelo lineal, polinémico, etc.) e intentardn estimar los pardmetros de dicha funcién a partir del
conjunto de entrenamiento S. Una vez se tiene la probabilidad de que x pertenezca a cada una de las
clases, se le asignarda la méas probable.
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1.2. Terminologia del aprendizaje estadistico

Para conocer el potencial de un modelo estadistico serd crucial ser capaces de medir la exactitud
del mismo. En esta seccion se definen los principales conceptos necesarios para dicho propésito. Como
anteriormente, se desenvolverd la teorfa para el caso concreto de la regresién (utilizando en concreto
la funcién de pérdida L(y, f(x)) = (y — f(x))? del apartado anterior), para luego adaptarlo al caso de
clasificacién.

Una vez entrenado un modelo a través de la minimizacién de la funcién de riesgo empirica (1.3)
utilizando los datos de entrenamiento S = {(x1,y1), ..., (Xn,yn)}, se dispondrd de una funcién f(x)
que en teorfa deberfa, dado un nuevo vector de catacteristicas x¢ (no antes visto por el modelo),
predecir con precisién su variable respuesta yo, i.e., f(Xo) ~ yo.

Asi, una vez se tiene f(x) construida, se puede usar la anteriormente comentada férmula del riesgo
empirico (1.3) para tener una visién de lo bien o mal que el modelo entrenado f se ajusta a los datos
de entrenamiento en S. En concreto, en el caso de usar la funcién de pérdida del error cuadratico
medio (una de las mds habituales para problemas de regresién), la expresién se conoce como el error
cuadratico medio del modelo:

1 N
ECM(f) = 1 Z(y — f(x))*.

No obstante, como ECM fue calculado con los mismos datos con los que se entrend el propio modelo
(conjunto S), los resultados pueden no ser del todo fiables. Lo exacto que sea f prediciendo sobre los
datos del conjunto de entrenamiento .S no nos daréd necesariamente informacioén sobre la capacidad de
generalizacion del modelo, es decir, la capacidad de predicciéon que tendra sobre nuevos datos xp no
utilizados en el entrenamiento.

Esta capacidad de generalizacion es la que en realidad interesa medir, y se formaliza matematica-
mente mediante el error de test esperado (ETE, también conocido como el error de generalizacién).
Construida una funcién fg a partir de un conjunto de entrenamiento S fijado, se define el error de test
esperado de fg condicionado a que se tiene el conjunto de entrenamiento S como:

ETEs = Esl(fs(x) — 9)?] = / / (4 — £5(%))*P(x, y)dydx (15)

en donde se usa la funcién de pérdida cuadratica por sus convenientes propiedades matematicas,
aunque se podria utilizar cualquier otra. Ademds, la esperanza se toma sobre (x,y) ~ P (en donde
P = P(X,Y) por simplicidad) intentando asi denotar que se estd calculando el error promedio sobre
la distribucién teérica (y desconocida) que generd nuestros datos de entrenamiento. Con respecto a
la notacién, a lo largo de este trabajo denotaremos como (x,%y) a un par genérico de puntos de test
generados por la distribucién P, y como (xg,¥p) a un par de puntos de test concreto generados por P
no antes visto en nuestro conjunto de entrenamiento. En el caso del conjunto S, se usard de manera
ambigua para, segin el caso, denotar a un conjunto de entrenamiento concreto, o a un conjunto de
entrenamiento tedrico generado por la distribucién P(X,Y)V.

Asi, la expresién (1.5) nos da la esperanza del error promedio que se cometera cuando se intente
predecir un nuevo vector de caracteristicas xo generado por la distribucién P(X,Y"). No obstante, esta
expresion es verdadera para un conjunto de entrenamiento S concreto, el cual a su vez se supuso que
era generado por una distribucién desconocida PV = P(X,Y)". Por lo tanto, como nuestra funcién
fs depende de dicho conjunto, serd en si misma una variable aleatoria, pudiendo asi ser calculada su
esperanza.
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Sea A un algoritmo de aprendizaje estadistico el cual, a partir de un conjunto de entrenamiento S,
nos devuelve un modelo (o hipétesis) fs = A(S). Definimos, dado un A, el modelo esperado como:

F = Eowlfs] = /S fsP(S)dS (1.6)

en donde P(S) es la probabilidad de generar el conjunto de entrenamiento S de la distribucién PV. De
esta expresién se puede ver que f es una media ponderada de funciones, y, usando de nuevo el hecho
de que fg es una variable aleatoria, se puede calcular el error de test esperado dado Uinicamente el
algoritmo A, tomando asi también como aleatorio el conjunto de entrenamiento S:

BTE = Eel(fs00 ~ ) = [ [ [ (0= fs60)?P0x.)B(8)dyixas (1.7)

donde S es un conjunto de entrenamiento generado por PV, y los pares (x,y) son datos de test
generados por la distribucién P, dando lugar a una expresion que nos permite evaluar la capacidad de
generalizacion que tiene un algoritmo de aprendizaje estadistico A con respecto a la distribucién P de
la que provienen los datos.

En la préactica, no obstante, no se podra calcular el error de test esperado, dado que la distribu-
cién conjunta de los pares (x,y), P(X,Y), es desconocida. Sin embargo, si existen varias técnicas para
intentar aproximar dicha cantidad de una forma computacional y mateméaticamente eficiente. La mas
utilizada, conocida como validacién cruzada de R iteraciones (o R—fold C'V en inglés), consiste
en dividir el conjunto de entrenamiento S en R subconjuntos (supéngase que de igual tamano) para
posteriormente hacer iteraciones sobre los mismos utilizando R — 1 de ellos como conjunto de entrena-
miento y el otro restante como conjunto de test sobre el cual aproximar el error de test esperado (1.5).
Una vez se hace este procedimiento con todos los R subconjuntos (dando lugar a la aproximacién del

error de test esperado E/T\Ei para cada subconjunto R;), se puede calcular la media de todos ellos,
obteniendo asi el error de validacién cruzada (Cross Validation Error):

R
1 —
E=— ETE;. 1.
cv 7 ;_1 (1.8)

Como lo que interesa es lo bien que va a generalizar el modelo construido, el cual estd entrenado
con un conjunto de entrenamiento particular .S, la cantidad que serd mas 1util de estimar sera el error
de test de f con S fijado, ETEg (1.5), que cuantifica lo bueno que es el modelo entrenado con ese
conjunto de entrenamiento particular. No obstante, las técnicas de aproximacién conocidas, entre las
cuales se incluye el error de validacién cruzada (CVE), inicamente estiman de manera efectiva el error
de test esperado ETE (1.7), que es de utilidad para analizar el poder de prediccién de un algoritmo
de forma general, pero no tanto para analizar un algoritmo ya entrenado con un conjunto de datos
concreto. No parece posible estimar de manera exacta el error condicional de un modelo, FT Eg, dado
que solo se tiene informacién de un vinico conjunto de entrenamiento (Hastie et al 2001).

Como se comentd anteriormente, el error de entrenamiento de un modelo f entrenado sobre un
conjunto particular S (ECM) y la aproximacién del error test esperado (riesgo empirico, o RE) no se
comportan de manera similar. En la Figura 1.1 podemos ver la relacién entre estas dos cantidades.

En esta figura se puede ver la relacion entre los dos tipos de errores antes mencionados en funcién
de la complejidad del modelo a utilizar (en donde con complejidad nos referimos a la flexibilidad del
modelo, es decir, nimero de pardmetros, grados de libertad, etc.). En la grafica de la izquierda se
pueden observar distintos modelos de aprendizaje estadistico que se intentaron aproximar a partir de
la muestra de datos de puntos negros (los cuales fueron generados por la linea negra continua, la cual
muestra su esperanza dado X para cada x). Como se puede observar, el modelo lineal simple se ajusta
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Figura 1.1: Representacion del comportamiento de los errores conforme se permite més o menos flexi-
bilidad (i.e., grados de libertad) al modelo para intentar ajustar la curva que simulé los datos (negro).
En la gréafica de la derecha se puede ver como, segin se aumenta la flexibilidad del modelo, por ejemplo
permitiendo regresiones polinémicas, el error de entrenamiento (gris) se reduce mondétamente, mien-
tras que el error de test (en rojo) lo hace en forma de U. En el punto donde este tltimo es minimo se
considera un buen ajuste, mientras que en los puntos en los cuales este vuelve a aumentar se considera
que el modelo estd sobreajustando los datos.

de manera pobre a los datos (dado que es una hipétesis mas simple de lo que se necesita), dando
lugar a un error alto tanto en el conjunto de test (linea roja), como en el conjunto de entrenamiento
(linea gris). Conforme se aumenta la flexibilidad del modelo a utilizar (modelos no lineales, modelos
no paramétricos, etc.) se ve como las funciones se ajustan cada vez mejor a los puntos negros, bajando
asi tanto el error de test como de entrenamiento como se puede ver en la parte central de la grafica de
la derecha. No obstante, esta flexibilidad llevada al extremo, como por ejemplo cuando aumentamos
demasiado los grados de libertad de una regresién polinémica (linea de ajuste verde en la gréfica),
puede ser contraproducente. En este caso, el modelo se intenta ajustar demasiado a los datos de
entrenamiento, dando lugar a un sobreajuste. Si bien, como se puede ver en la grafica de la derecha,
el error de entrenamiento baja mucho (ya que la curva tiene la flexibilidad suficiente como para pasar
casi por todos los puntos del entrenamiento), el error de test sube considerablemente (es decir, baja el
poder de generalizacién para predecir bien datos no vistos anteriormente por el modelo).

A través de regular el equilibrio entre la flexibilidad permitida al modelo y el error de test que este
comete, se dara lugar a métodos para evitar este sobreajuste. La bisqueda de este equilibrio se conoce
matematicamente como la compensacion sesgo-varianza, y viene dada por la siguiente manera de
descomponer del error de test esperado, ETE (1.7):

Bxy,sl(fs(x) = 9)°] = Exy.s[((fs(x) = f(x)) + (f(x) = 9)’]
= By s[(fs(x) = f(x))?] + 2Exy.5[(fs(x) —

(X)) (F () = 9)] + By [((x) = )7].
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En esta expresion, el término del medio evaliia a 0, dado que:

(1.10)

Asi, volviendo a la expresién anterior, quedaria:

Bxy,sl(fs(x) = 9)°] = Exs[(fs(x) = f(x))?] +Exy[(f(x) = 9)°]

Varianza

donde el primer término es la varianza, y el segundo se puede continuar descomponiendo de la
siguiente forma:

el (F(x) = 9(x) + G(x) — )]

Exyl(f(x) —9)*] = E y
= Exy[(5(x) —9)) ]+ Ex,y[(f(x) — Q(X))2] +2E5 y[(f(x) — 5(x))(5(x) — )]

Ruido Sesgo?
(1.11)
en donde definimos §(x) como la respuesta esperada para un vector de caracteristicas dado x:
50 = E,ul¥) = [ sP(l5) (112)
Yy

De forma similar a lo realizado en (1.10), se puede probar que el dltimo término es igual a 0:

By y(f(x) = 9(x))(5(x) — )] = Ex

Asi, juntando todo lo anterior, obtendriamos la conocida como descomposiciéon sesgo varianza:

Erysl(fs(x) = 9)%) = Bxsl(fs(x) = F(x))%] + Bxy[(f(x) = 7)) + Bxy [(3(x) — ))7].  (1.13)

Varianza Sesgo? Ruido

Por un lado, la varianza es la magnitud en la que cambia la funcién f estimada si se modifica
la muestra de los datos S, siendo asi una cantidad que nos ayuda a conocer cuanto de especializado
estd el modelo a un conjunto de entrenamiento particular (sobreajuste). Para algunos modelos, como
pueden ser los K —vecinos mas cercanos o los arboles de decision, pequenos cambios en la muestra de
datos tienen un impacto notorio en la estructura de f, siendo estos asi generalmente métodos con gran
varianza.
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Por otro lado, se define el sesgo como el error sistematico que se va a cometer debido a las carencias
que tiene el algoritmo seleccionado para los datos disponibles. Por ejemplo, en escenarios con datos
cuyas relaciones sean complejas y no lineales, modelos poco flexibles como la regresion lineal suelen
acarrear un sesgo alto, dadas las fuertes suposiciones que hacen sobre la estructura de los datos.

Por 1ltimo, el ruido es una caracteristica intrinseca de los datos disponibles, en el cual se engloban
problemas en la obtencién del propio dato (errores de medicién), variables que no estamos teniendo
en cuenta y son relevantes para nuestro problema, etc.. Es un error irreducible el cual no podra ser

modelado.
Sesgo Alto Sesgo Bajo
Varianza Baja Varianza Alta

<« —>

Conjunto de test

«

Error de prediccion

Conjunto de /
K entrenamiento

Baja Alta

/

Complejidad del modelo

Figura 1.2: Generalizacién del caso particular de la Figura 1.1, en donde se representa cémo la com-
pensacion sesgo-varianza afecta al comportamiento de los errores de entrenamiento y de test a la hora
de entrenar un modelo. De nuevo, con complejidad del modelo nos referimos a la flexibilidad que se le
permite (es decir, a los grados de libertad, ntimero de pardmetros, etc.).

En general, este comportamiento queda representado en la Figura 1.2. Utilizar modelos con dema-
siada complejidad (i.e., demasiado flexibles) proporciona en la mayoria de los casos modelos con bajo
sesgo a expensas de una mayor varianza, la cual se traduce mediante la expresién (1.13) en un elevado
error de test esperado (ETFE). Por otro lado, la utilizacién de modelos demasiado simples y poco fle-
xibles conllevard a construir hipétesis con mucha menor varianza, pero con un elevado sesgo derivado
de las carencias del modelo seleccionado, dando lugar de igual manera a un aumento del ETE. Asi,
la clave para dar con un modelo con una buena capacidad de generalizacién pasa por encontrar un
equilibrio entre esas dos cantidades.

Regularizacién

Una de las técnicas més utilizadas para llegar a un buen equilibrio sesgo-varianza es la conocida
como regularizacién. Esta se basa en utilizar determinadas restricciones sobre el modelo a entrenar
para evitar que este llegue a la fase de sobreajuste. Es decir, dada una estructura supuesta para la
hipétesis f (por ejemplo, un modelo polindmico), la regularizacién consiste en restringir la complejidad
que se le permite a f a través de afiadir un nuevo término a la funcién de pérdida (1.3) que se quiere
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minimizar:

N
mfinZL(yhf(xi)) +AR(f) (1.14)

i=1

donde L es la funciéon de pérdida, A es el pardmetro que regula cuanto influird la regularizacion,
y R(f) el término de regularizacién en si. Uno de los ejemplos mds utilizados en la prictica es la
regularizaciéon de Tikhonov. Suponiendo que nuestra funcién de aprendizaje f tiene una forma
lineal caracterizada por un vector 3:

fx) =0

la regularizacién de Tikhonov serfa la norma Lo (equivalente a la conocida como regresién ridge):
N
mﬁl’nz V(B-xi) + AlfI1P.
i=1

En la practica, el parametro de regularizacion A sera escogido por validacién cruzada. Se entrenara
el modelo para distintos valores de A, estimando para cada uno de ellos el error de test esperado,
escogiendo asi el que lo minimice.

Clasificacion

De nuevo, los conceptos definidos en esta seccion son facilmente adaptables al caso de tener una
variable respuesta categérica. Por un lado, se puede definir el riesgo empirico (o error de clasificacién
medio de entrenamiento) para el caso de problemas de clasificacién. Aunque se pueden usar nume-
rosas funciones de pérdida, la funcién indicador I, la cual vale 0 si el punto se clasifica correctamente
y 1 en otro caso, L(y, f(x))) = I(y # f(x)), es bastante popular:

1 & )
RE = N ;I(yz # Ui) (1.15)

donde g; es la clase predicha para la observacion i usando nuestra hipétesis f, e I representa la funcién
indicador. Asi, (1.15) se puede ver como la proporcién de x; que fueron clasificados incorrectamente.
También es habitual usar otras funciones de pérdida mas sofisticadas, que, por ejemplo, permiten
asociar distintos costes dependiendo de que clase estamos clasificando erréneamente.

Andlogamente al caso de regresion se puede definir el error de test esperado de un modelo de
clasificacién f entrenado en un conjunto de entrenamiento S. Este sera el error medio que se cometera
al clasificar un nuevo punto de test x¢ generado por P(X,Y), cuya clase correcta es yo y la predicha

Jo:
ETEs = Ep[I(yo # 90)] (1.16)

en la que de nuevo usamos la funcién identidad I como funcién de pérdida.

A continuacién, en la figura 1.3 se puede observar un problema de clasificacién donde interesa
predecir la etiqueta de cada punto (rojo o azul) dado su vector de caracteristicas x € R? (donde se
escoge R? como espacio de caracteristicas para facilitar la visualizacién del problema). Las lineas negras
representan la frontera de decisién obtenida al entrenar sobre el mismo conjunto de datos tres modelos
estadisticos para clasificacién con distintas compensaciones sesgo-varianza, los cuales daran lugar a
distintas cantidades de error de entrenamiento y error de test (aproximado por validacién cruzada).
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La motivacion de esta imagen no es cuantificar ni analizar especificamente ningtin algoritmo, si no
visualizar graficamente las situaciones mas generales que se pueden dar cuando se entrena un modelo
de clasificacion: sobre-ajuste, falta de ajuste, y ajuste correcto.

En la figura de la izquierda se muestra la frontera de decisién de un modelo de clasificacion lineal,
cuya estructura demasiado rigida da lugar a una falta de ajuste (ocasionada por el sesgo del modelo),
teniendo asi un error de clasificacién alto (tanto error de entrenamiento, como se puede ver en la imagen,
como error de test si se aproximase por validacién cruzada). En la figura de la derecha se puede onservar
la situacién opuesta, en donde el uso de un modelo de clasificacién de 1 vecino més cercano (demasiado
flexible, con sesgo nulo pero con una gran varianza), da lugar a un obvio sobreajuste de los datos. En
este caso, por definiciéon del los k—vecinos mas cercanos cuando k = 1 , el error de entrenamiento
siempre serd 0. No obstante, el error de test del mismo, aproximado por validacién cruzada, serd muy
elevado, ya que la gran varianza del método dard lugar a fronteras de decision muy distintas para cada
subdivisién del conjunto de entrenamiento, ‘memorizando’ todos los puntos de entrenamiento en vez
de encontrar patrones en los mismos, teniendo un mal rendimiento a la hora de predecir datos de test
no vistos anteriormente. Finalmente, la figura del medio refleja un modelo con un ajuste correcto, con
un buen equilibrio entre sesgo y varianza, obteniéndose asi una buena capacidad de generalizacion.

Figura 1.3: Representacién de los conceptos explicados anteriormente mediante la Figura 1.1, ahora
para el caso de un problema de clasificacién binaria en dos dimensiones.

1.3. Modelos base relevantes para construir ensamblados

Volviendo al problema original descrito en la Definicion 0.1, existen en la literatura numerosas
técnicas para construir hipdtesis f con una buena capacidad de generalizaciéon. En esta seccion se
presentaran varias de ellas, centrandose en las que son mas utilizadas para la posterior construccién
de ensamblados de modelos. Si bien no se entrard a demasiado detalle, se puede consultar Hastie et al.
(2008) para un riguroso y extenso estudio de las mismas.

Ademds, este andlisis se centrard mayoritariamente en el problema de clasificacién binario, al ser
este en donde el area de investigacion de ensamblados estadisticos ha puesto maés foco en las ultimas
décadas.

Supdngase, para todas las técnicas a continuacion, que se tiene un conjunto de entrenamiento .S
con N pares de datos (x,y). Ademds, por conveniencia para las explicaciones y visualizaciones en esta
seccion, supongamos que estamos en el caso més sencillo de un problema binario en dos dimensiones. Es
decir, x = (x1,x2) € R?e Y € {0,1} = G, donde convenientemente se codificé una de las posibles clases
de y como 0, y otra como 1. El objetivo seréd crear una regla de clasificacién f(x) que permita clasificar
nuevos puntos Xg en su clase correcta. Destacar que mientras algunas técnicas intentan modelar la
probabilidad de cada clase Y condicionada al punto X, i.e. P(Y = j|X = x), creando posteriormente
una regla de clasificacién a partir de ella, otras directamente intentan predecir la clase correcta sin
antes modelar dicha probabilidad.
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k—vecinos mas cercanos (k—NN)

Los k—vecinos més cercanos es una popular técnica de aprendizaje estadistico no paramétrica
introducida en el 1951 por Fix y Hodges. Dado un nuevo dato a clasificar x, se le asigna la clase que
predomina en los k& puntos x; del entrenamiento mds cercanos a x (donde por cercanfa se entiende
cualquier distancia, usualmente la euclidea). Asi, se puede definir matemdticamente la hipétesis que
genera estd técnica como sigue:

h(x):% Sow (1.17)

x; € Ng (%)

en donde Ng(x) es el conjunto de puntos “vecinos” de x (los més cercanos), y se estd calculando la
media de las respuestas y; en un entorno local de x, es decir, la proporciéon de puntos con clase y; = 1
cerca de x.

Una forma natural de definir una regla de clasificaciéon a partir de la hipotesis h, en caso de que
estemos ante un problema binario equilibrado, seria:

1 sih(x)>05
f(x) = (1.18)
0 sih(x)<05

mientras que en el caso de un problema desbalanceado se suelen usar técnicas de aprendizaje basado en
costes para modificar los umbrales de decisién dependiendo del riesgo asociado a cometer cada posible
erTor.

Asi, dado que con (1.17) se estd intentando aproximar la probabilidad condicional de cada clase,
Ply = 11X = z) y P(y = 0|X = z), se puede considerar la regla de clasificacién k—NN como una
aproximacién de la regla de Bayes descrita en (1.4).

Destacar que los k—vecinos més cercanos es una de las técnicas existentes con mas flexibilidad para
adaptarse a cualquier relacién entre los datos, y eso puede llevar a situaciones de sobreajuste. Para
evitarlas, lo que se hace es entrenar el modelo para varios valores de k, aproximando para todos ellos
el error de test esperado, y escogiendo el que tenga un menor valor.

En la siguiente imagen se puede ver este fenémeno graficamente. Para el escenario definido al
principio de la seccién, Hastie et al. (2001) simulan 100 datos x de la clase 1 (naranja) y 100 datos de
la clase 0 (azul), ambas normales bidimensionales con medias distintas e igual matriz de covarianzas.
En la grafica izquierda se puede ver la frontera de decision del clasificador k—NN con & = 15. Y en la
de la derecha se puede observar como segin se aumenta el grado de libertad del modelo (el valor %,
donde N es la cardinalidad de la muestra, 200 en este caso), el error del conjunto de entrenamiento
baja de forma casi mondtona, mientras que el error de test aproximado tiene la forma convexa de “U”
estudiada en la seccién anterior. Utilizando validacién cruzada, k = 8 darfa lugar al modelo con menos
error de test esperado, y por ello el que a priori tendria mayor capacidad de generalizacion.

Arboles de decisién

Los éarboles de decisién son algoritmos de aprendizaje estadistico que tienen como objetivo seg-
mentar el espacio de las variables predictoras (R? en nuestro problema particular) en varias regiones
mas sencillas, denominadas nodos o ramas. Dado un nuevo dato x a predecir o clasificar, se utilizara
la media (o en caso de clasificacién, la clase més votada) que tienen los x del conjunto de entrena-
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Figura 1.4: Frontera de decisiéon del modelo 15—NN a la izquierda, y el comportamiento de los k—NN
segtin varfa su valor de k, de Hastie et al. (2001), a la derecha.

miento de esa regién. Como la forma en la que se van creando las reglas de segmentacion pueden ser
representadas en forma de drbol, estas técnicas llevan el nombre de arboles de decisién.

Los métodos basados en arboles no suelen competir en capacidad de prediccién con otras técnicas
mas sofisticadas. No obstante, tienen la caracteristica de ser muy simples y fdciles de interpretar.
Junto con otros motivos, esta es una de las razones por las cuales son tan usados a la hora de crear
ensamblados estadisticos.

Dentro de todas las variantes que hay en los arboles de decisién, aqui presentaremos su versién
més sencilla. En ella, vamos a dividir el espacio de parametros (R? en nuestro caso, RP en general) en
M regiones distintas y no solapadas Ry, ..., Ry (también denominadas nodos terminales o ramas del
arbol). Una vez creadas esas regiones, para todo nuevo dato a predecir que caiga en la regién R, se le
asignara la clase mayoritaria entre los datos de entrenamiento en dicha region. Es decir, si se estd por
ejemplo en el nodo terminal m (equivalente a la regién R, ), se calcularfa:

Pk = NL Z I(y; = k) (1.19)

m X;€ERm

teniendo asf la proporcién de datos en m para cada clase k. Con eso, se clasificarian todos los datos
nuevos que caigan en m en la clase k(m) = arg maxy, k-

Para construir esas M regiones R,,, que por conveniencia se va a suponer que seran rectangulos
(o hiperrectédnculos en el caso genérico), se seguirdn los siguientes pasos. Dado el conjunto de entre-
namiento S, lo que interesara es que los rectingulos Ry, ..., Rj; minimicen la funcién de pérdida L
escogida:

M
> D Lwinir,) (1.20)

m=11€R,,

donde gg . es la respuesta que el arbol predice para los elementos del nodo terminal m.

m

Mientras que en el caso de regresién la funcién de pérdida usada habitualmente es la de minimos
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cuadrados, en el caso de clasificacién existen opciones mas adecuadas para tratar respuestas categoricas.
Sea el nodo terminal m representando a la regién R,, en la cual hay N, observaciones, se definen las
siguientes tres funciones de pérdida para la regién R,, (también conocidas como métricas de impureza
de nodo terminal):

1
Error de clasificacién N Z I(y; # k(m)) =1 — Pri(m)
X ERm
K
Indice Gini Zﬁmk(l — Pmk) (1.21)
k=1

K
Entropia cruzada - Z;ﬁmk log Pk

k=1

Estas se simplifican considerablemente para nuestro caso particular de problema binario donde
K = 2. Para este caso en la Figura 1.5 se representa la cantidad del error que cada una de esas tres
métricas asigna a la incorrecta clasificaciéon de un punto & dependiendo de la proporcién de las clases
en el nodo terminal. Destacar que, al contrario que el error de clasificacién, tanto el indice Gini como
la entropia cruzada son funciones diferenciables, lo que las hace més convenientes para ser usadas en
la préctica.

02 0.3 0.4 05

0.1

0.0 02 0.4 0.6 08 10

Figura 1.5: Representacion del error asignado por tres métricas de impureza de nodo a la hora de
clasificar incorrectamente un punto en un problema binario. Dado un nuevo punto a clasificar, las
proporciones de las dos clases posibles serdan p y 1 — p. En la gréafica se puede ver la impureza que
tendria el nodo en funcién de p.

Continuando con la minimizacién de (1.20), considerar todas las posibles particiones del espacio de
caracteristicas en M rectangulos es computacionalmente costoso. Por eso, otra de las simplificaciones
que se hace es construir los nodos con el método de la segmentacién binaria recursiva de arriba
abajo. Empezando desde la cima del arbol, donde todo el conjunto de entrenamiento pertenece a
un Unico nodo, en cada paso se hace la mejor divisién binaria posible hasta que cada punto del
entrenamiento pertenezca a su propio nodo terminal.

Formalmente, en cada paso se escogeré la variable predictora X; y el umbral s que dividen el espacio
de caracteristicas en las regiones {X|X; < s} y {X|X, > s}, produciendo asi el mayor decrecimiento
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posible del error total cometido definido en (1.20). Es decir, para cada j y s se dard lugar a las regiones:

Ri(j,s) = {X|X; < s} vy Ra(j,s) = {X[X; > s} (1.22)

y se buscara el valor j y s que minimice la ecuacién:

Y Lnde)+ D L) (1.23)

i:x;ER1(j,s) 1:X;ER2(j,s)

en donde g, es la clase predicha para los datos en la regién R1(j, s) e §,, paralos de Ra(j, s), calculada
en cada caso como la clase mayoritaria en la regiéon que corresponda. Encontrar los j y s que resuelvan
esta ecuacion se puede hacer de manera répida y eficiente (Hastie et al. 2001).

En el siguiente paso, se escogeria una de las dos regiones en las que se divide el espacio de predictores
y se volveria a repetir el mismo proceso, y asi sucesivamente. El proceso se para cuando se tenga un
tnico dato por nodo terminal m o cuando se llegue a un criterio de parada, como, por ejemplo, que
no existan regiones R,, con menos de 5 datos de entrenamiento en ellas.

Este modelo estadistico, tal y como se ha definido, es muy probable que vaya a dar muy buenos
resultados en el conjunto de entrenamiento. De hecho, si se construye un drbol sin criterio de parada (e
igual que ocurre al construir los k—vecinos més cercanos con k = 1), el modelo tendra por definicién un
100 % de exactitud de clasificacién en el conjunto de entrenamiento. No obstante, ese comportamiento
vendra dado por un gran sobreajuste de los datos, consecuencia de la demasiada flexibilidad del método,
y producird un rendimiento pobre al clasificar nuevos datos de test.

Para evitar este sobreajuste existe la técnica denominada poda de arboles. Esta, partiendo de un
arbol grande, va fusionando segin qué nodos hasta conseguir un arbol méas pequeno y simple que
dé lugar a una mayor capacidad de generalizacién. El tamano del arbol en si serd un parametro que
gobernaré la complejidad del modelo, similar al k en los k—vecinos més cercanos. Sea Ty, s un arbol
grande creado sin criterio de parada. Se define el concepto de subarbol T' C T4« como cualquier drbol
obtenido de colapsar un ntimero de nodos internos de Ty, 4x. Similar a con los k—NN, una manera para
estimar el tamano de subarbol éptimo con el que quedarse podria ser estimar el error de clasificacion
esperado utilizando validacién cruzada para varios tamanos de arbol, para posteriormente escoger el
mejor. No obstante, hacer dicho cémputo para todas los posibles subarboles T C Ty, 4« es inviable en
la mayoria de los casos.

Para resolver este problema surge la técnica de poda coste - complejidad (cost complezity pru-
ning en inglés), que permite generar una secuencia de subarboles de T},4x cumpliendo unas propiedades
deseables. Se define el proceso como sigue:

Sea |T'| el nimero de nodos terminales (i.e., regiones) de un érbol T, y sea N,,, = #{x; € R, } el
nimero de datos del conjunto de entrenamiento en el nodo terminal m. A continuacién se define el
criterio coste-complejidad de un drbol dependiendo del pardametro o > 0, en el que al calculo del error
cometido (coste), se le anade un término que tiene en cuenta cudnto de largo es el drbol construido
(complejidad):

17|

Ca(T) =" > L(yiGn,)+lTl.

m=14:x;ER,

El objetivo serd, para un secuencia finita de o > 0, conseguir los subarboles T, C Ty que
minimizan C,(T'). Se puede consultar Breiman et al. (1984) para la prueba de que dado un «a, Cy(T)
tiene una unica solucién, y también que C,(T) tiene un nimero de valores distintos finitos para
una cantidad finita de valores de «. Los detalles mateméticos de cémo conseguir la secuencia de
subarboles éptimos T, y la secuencia de valores de o se omiten en este trabajo, dado que, por su
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coste computacional, los arboles usados en los ensamblados estadisticos suelen dejar los arboles base
sin podar.

Para finalizar, destacar que el pardmetro « regula el equilibrio entre lo bien que se ajusta el arbol
a los datos y su tamano, siendo asi otro ejemplo de las técnicas de regularizacion vistas en la seccién
1.2. Una vez se tiene la sucesion de arboles T, se puede aproximar para cada uno de ellos el error de
test esperado, para finalmente escoger el que lo minimice.

Redes neuronales (NNs)

Las redes neuronales son modelos amplia y exitosamente utilizados en tareas de regresiéon y clasi-
ficacion estadistica, cuya estructura estd inspirada en el funcionamiento de las neuronas del cerebro
humano. Desarrolladas a lo largo de la mitad del siglo pasado, no fue hasta los avances de LeCun et
al. (1998) y, posteriormente, Krizhevsky et al (2012), que recobraron importancia en una amplia gama
de problemas. En concreto, las variantes mas sofisticadas de estos métodos, como las redes convolucio-
nares o recurrentes, son consideradas como el estado del arte actual a la hora de resolver problemas
de procesamiento de lenguaje natural y clasificacién de imagenes, entre otros.

En esta seccién se presentaran las redes neuronales en su versiéon mas sencilla, denominadas redes
alimentadas hacia adelante (o feedforward neural nets en inglés). Estas se pueden representar como
el grafo de la Figura 1.6, en donde habra una primera capa por donde entraran los datos, una o mas
capas intermedias con M neuronas donde estos sufrirdn transformaciones (lineales y no lineales), y una
capa de salida donde habra tantas neuronas como variables respuesta.

Capa de Capa Capa de
entrada 1 intermedia 2 salida 3

X,

Y1

Wang

Figura 1.6: Esquema y elementos de una red neuronal totalmente conectada.

Matematicamente, los distintos elementos y transformaciones que identifican la red neuronal de la
Figura 1.6 son los siguientes. Dado un par (z,y) € S del problema binario propuesto a resolver, con
x € RP y y € {—1,1}, cada x entraria en la capa de entrada donde hay una neurona por cada una
de sus p variables. Conectadas a esas neuronas de entrada, cada una identificada por un peso w, se

encuentran las M neuronas de a;. Se denomina a wék como el peso que va desde la neurona k de la
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capa [ — 1 hasta la neurona j de la capa [. Se calcularia, de manera general, cada aé. de la capa l y
neurona j como la siguiente combinacién lineal de x:

aé» =0 Zwékaz_l + b; (1.24)
k

donde o se conoce como la funcién de activacion, que intenta normalizar de alguna forma el resultado
intermedio obtenido en la expresién anterior. Si bien existen distintas funciones de activacién para
distintos propédsitos, una de las mds habituales es la funcién sigmoide, o(z) = ﬁp(ﬁ). En nuestro
caso particular, no necesitaremos calcular a recursivamente como en 1.24 dado que solo se tiene una
capa intermedia de activacion, quedando la expresién:

P
2 2 2
aj =0 | D whxk+b;
k=1
en donde b serfa el término del sesgo de la capa [ = 2.

Una vez se tiene calculada la primera transformacién, se podria repetir de nuevo el mismo paso
para sacar las variables de salida. Si bien eso es lo que se suele hacer en un escenario de regresién
utilizando una tnica neurona en la capa de salida, en nuestro caso lo que nos interesard sera que la
salida de esta red nos dé en el vector (y1,¥y2) con las probabilidades de que el dato x pertenezca a la
clase 0 o 1 respectivamente (aunque, en el caso de la clasificacién binaria, una tnica neurona de salida
podria codificar toda esa informacion, siendo su cantidad p la probabilidad de una de las clases, y 1 —p
la de la otra). Para ello, el célculo final sera:

M
i =95 | D whai +b] | .j=1.2
k=1
donde la funcién de transformacion g en el caso de clasificacion suele ser g;(z) = %,
j—1 X
venientemente hace que la suma y; 4+ 2 sea 1 para ser interpretado como probabilidades de pertenecer
a cada una de las dos clases.

que con-

Asi, se pueden ver las redes neuronales como una extensién no lineal de la regresién multivariante en
donde, a través de numerosas transformaciones no lineales, se le permite al modelo aprender relaciones
mas complejas entre los datos.

Para entrenar este tipo de modelos se utiliza una técnica conocida como propagacion hacia atras.
Escogida la funciéon de coste que se usard para calcular cudnto error se comete con un conjunto de
pesos wék dado, esta sera extremadamente no convexa y no lineal, problema el cual no va a tener
usualmente una solucién explicita. Por lo tanto, y empezando con un conjunto de pesos aleatorios,
lo que se intentard es aproximar el gradiente de dicha funcién para posteriormente utilizar el método
iterativo del descenso del gradiente para ir actualizando los pesos w;k, segun los errores cometidos en

el conjunto de entrenamiento S.

Por ultimo, escoger una arquitectura concreta de red para resolver un problema (nimero de capas
intermedias, neuronas de cada una de ellas, etc.) es mas un arte que una ciencia, y no existe una norma
que funcione de manera universal en todas las situaciones.



Capitulo 2

T'écnicas de ensamblado estadistico

El término ensamblado estadistico (también denominado en la literatura como fusién o combinacién
estadistica) se refiere al conjunto de metodologias que permiten combinar varios modelos estadisticos
para dar lugar a un meta-algoritmo que mejore los resultados de los modelos individuales que lo forman.
Desde las técnicas més sencillas, como la votacién de comité vista en la seccién anterior, hasta las mas
sofisticadas, como bagging o boosting, esta area de investigaciéon es una de las mas populares de la
ultima década, principalmente por los exitosos resultados empiricos cosechados en una amplia gama
de campos cientificos.

Aunque este ambito es de rigurosa actualidad, cabe destacar que los primeros trabajos en esta
tematica fueron propuestos hace méas de 50 anos. Probablemente uno de los primeros fue el articulo
de Dasarathy y Sheela (1979), en donde proponian un sistema de ensamblado del tipo “divide y
vencerds”, en el cual se divide el espacio de caracteristicas RP en distintas regiones, utilizando para
clasificar un nuevo dato el modelo que mejor se comporte en su regién correspondiente. Afios después,
Hansen y Salamon (1990) probarian la capacidad de reducir la varianza de los ensamblados, y la mejor
generalizaciéon que una combinacién de redes neuronales con distintas configuraciones tienen frente a
una tnica. No obstante, fue Shapire R (1990) el que llevé a la popularidad esta drea de la estadistica
al probar que se podia construir un clasificador fuerte (en el sentido del aprendizaje PAC) a partir de
la combinacién de varios clasificadores débiles (o clasificadores base) mediante un procedimiento que
acuné como boosting.

En esta seccién se hard un repaso de los hechos maés relevantes de esta area: las razones de su
existencia, su taxonomia, varios ejemplos de algoritmos concretos, y los resultados teéricos conocidos.
En la mayoria de los casos se tratard tunicamente el problema de clasificacién, al ser este el mas
estudiado en la bibliografia consultada.

2.1. Motivacion

Antes de indagar en los detalles de estas metodologias, serd de utilidad entender las razones que
motivaron a esta drea de investigacién a hacer uso de estas técnicas. Algunas de estas, de manera
informal, se pueden encontrar en nuestras propias experiencias personales: desde el funcionamiento
democratico de nuestro sistema politico hasta las decisiones que tomamos en nuestras vidas a partir
de consultar distintas fuentes de informacién, combinar o ensamblar distintas opiniones es algo que
hacemos de manera natural en nuestro dia a dia. Ademads, existen también razones practicas, motivadas
por el gran éxito de algunas de estas técnicas en distintos campos cientificos: finanzas (Leigh et al.
2002), astronomia y astrofisica (Bazell y Aha 2001), medicina (Polikar et al. 2008), y un largo etcétera.

Por otro lado, y de una manera mas rigurosa, la mayoria de autores de la literatura coinciden que
existen tres razones principales por las cuales combinar distintos modelos en un ensamblado puede ser
beneficioso. Estas, descritas a continuacién, aparecen representadas graficamente en la Figura 2.1.

17
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Estadisticas ‘ ’ Computacionales ] ’ Representacionales

Espacio de hipotesis Espacio de buenas hipotesis

Hipdtesis verdadera

Ensamblado Modelo individual

Modelo individual sub-6ptimo

Figura 2.1: Representacién gréfica de las tres razones principales por las cuales un ensamblado puede
dar buenos resultados.

1. Razones estadisticas

Cualquier algoritmo de aprendizaje estadistico se puede ver como la bisqueda del mejor modelo
para nuestros datos en un espacio de hipdtesis. Sea cual sea el procedimiento para escoger un
modelo y sus pardmetros (validacién cruzada, etc.) siempre existird una incertidumbre asociada
con dicho proceso debido a que se dispone tnicamente de un conjunto de entrenamiento .S finito.
Si la cantidad de datos es reducida, puede darse la situacion en la cual se tengan muchos modelos
en el espacio de hipétesis con un rendimiento parecido en el conjunto de test (representados
como los puntos negros dentro del espacio de buenas hipétesis — area azul — en la Figura 2.1 a
la izquierda). Mediante la creacién de un ensamblado (representado por el cuadrado verde), se
puede reducir el riesgo de escoger una hipétesis incorrecta a través de hacer una combinacion de
todos los modelos buenos disponibles.

2. Razones computacionales

Algunos algoritmos, como las redes neuronales o los drboles de decisién, pueden dar lugar a mi-
nimizar funciones de coste altamente no convexas, pudiendo quedar los métodos utilizados para
resolverlas en un 6ptimo local. Ensamblar distintas hipdtesis, utilizando en cada una de ellas
puntos de partida distintos para esa busqueda local, puede aumentar la probabilidad de aproxi-
mar mejor la hip6tesis verdadera (representada por el tridngulo rojo). Otra razén es cuando el
tamano del conjunto de entrenamiento S es reducido. En estos casos, se pueden hacer remues-
treos bootstrap de dicho conjunto, entrenando en cada uno de los remuestreos cada modelo, y
combinarlos todos al final. En otros casos donde tenemos una cantidad demasiado grande de
datos, una solucién puede ser dividirlos en N conjuntos, entrenar un modelo en cada uno de
ellos, fusionandolos después para dar lugar al modelo final.

3. Razones representacionales

En algunos casos, la funcién verdadera que se quiere aproximar f* no puede ser representada
por ninguno de los modelos de nuestro espacio de hipdtesis. Como se puede observar en la Figura
2.1 de la derecha, a partir de hacer combinaciones de distintos métodos que si estan en nuestro
espacio de hipdtesis disponible, se puede extender el mismo para aproximar mejor la hipdtesis
verdadera. Por ejemplo, un ensamblado de clasificadores lineales puede dar lugar a fronteras de
decisién tan complejas como se quiera, dando asi la posibilidad de resolver un problema no lineal
no factible en caso de usar un tnico clasificador lineal.
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2.2. Terminologia y taxonomia

A lo largo de la literatura de los ensamblados estadisticos se utilizan numerosos términos para
referirse a conceptos andlogos. A continuacién se presenta la terminologia mas comun, comentando
sus variantes mas utilizadas. Sea S el conjunto de entrenamiento formado por N pares de puntos
{(xi,9:)}¥, (también denominados ejemplos, observaciones o vectores de caracteristicas). Se define
como caracteristica o variable a cada una de las p componentes de x; € RP. Cada uno de los L modelos
construidos para ensamblar se denominaran clasificadores base, hipétesis, o aprendices débiles. Por
ultimo, se denomina a la combinacién de los clasificadores base como ensamblado, comité, o meta-
modelo.

A pesar de que el concepto de combinar modelos parezca intuitivo, las multiples maneras de hacerlo
hace que no exista a dia de hoy una definicién rigurosa de qué elementos definen exactamente un
ensamblado estadistico. La cantidad de niveles sobre los cuales se puede caracterizar un ensamblado
estadistico es muy amplia: la manera en la que se utilizan los datos de entrada; la utilizacion o no
de todas las variables disponibles; los criterios para seleccionar los modelos o clasificadores base, o las
distintas formas de combinar los resultados obtenidos, entre otras.

De este amplio abanico de posibilidades nacen las numerosas técnicas que hoy en dia existen en la
literatura. Con el afdn de taxonomizar las mismas, y en base a la organizacién de Kuncheva (2014)
representada en la Figura 1, se definen los cuatro niveles principales sobre los cuales se puede definir
un ensamblado estadistico:

Metamodelo ¢Cémo se combinan los resultados de

‘ D: Nivel de combinacién
los L modelos?

Modelo 1 ] [ Modelo 2 ] LI [ Modelo L

C: Nivel de modelo

¢Se utiliza un Unico algoritmo
con distintos pardmetros, o
distintos algoritmos?

¢Qué algoritmo se utilizan?
¢KNN, redes neuronales, arboles N B: Nivel de variables

de decision? Vector de caracteristicas X ¢Todos los modelos haran uso de todas

¢Los modelos se entrenaran las variables, o solo un subconjunto?
secuencial o paralelamente? X ¢Coémo se selecciona ese subconjunto?

A: Nivel de datos de entrada
¢Como se manipulan los datos
para asegurar que se Conjunto de entrenamiento
construyen modelos precisos y
diversos?

Figura 2.2: Representacién grafica de los distintos niveles sobre los cuales se pueden caracterizar a un
ensamblado de modelos, basado en Kuncheva (2014).
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= Nivel de datos de entrada

Dado el conjunto de entrenamiento S, un ensamblado puede entrenar cada uno de sus L modelos
base en el mismo conjunto S o asignarle a cada uno de ellos una perturbacion del mismo denomi-
nada S*, pudiendo ser esta un subconjunto de S, un remuestreo bootstrap, etc. Paralelamente,
también se distingue entre los métodos que permiten entrenar los modelos base al mismo tiempo,
y los que, por la naturaleza secuencial de las perturbaciones de S, no lo permiten.

En varios de los métodos que se veran a continuacién, como en bagging, cada uno de los L
modelos se entrena en un conjunto S* distinto, para crear asi diversidad entre los clasificadores.

= Nivel de variables

Con respecto a las distintas p variables de cada x; € S, cada clasificador base puede ser entrenado
utilizando todo el conjunto de variables o con solo un subconjunto del mismo.

En algunas técnicas, como los métodos de subespacios aleatorios, cada clasificador base se entrena
en un subconjunto aleatorio de variables para dar lugar a modelos menos correlados, aumentando
asi la diversidad.

= Nivel de modelo

Dada la amplia gama de modelos de aprendizaje estadistico que se pueden utilizar como clasi-
ficadores base, las posibilidades a la hora de combinarlos son infinitas. Sin embargo, se pueden
definir dos estrategias principales.

En una de ellas, se crea un ensamblado utilizando el mismo modelo L veces, variando entre ellos
tnicamente los pardmetros. Por ejemplo, utilizando L modelos k—NN modificando el parametro
k o L arboles de decisiéon con distintos criterios de parada y distintos niveles de podaje. En la
otra, se ensamblan L métodos distintos; un £k—NN, un modelo lineal, una red neuronal, etc.

= Nivel de combinacién

Una vez se dispone del resultado de los L modelos base, las posibilidades para combinarlos se
dividen en dos grandes tipos: ensamblados entrenables y no entrenables.

Dentro de los no entrenables estan las técnicas que utilizan directamente la salida de los L mode-
los para obtener la clasificaciéon final, por ejemplo, la votacién comité sin pesos. Los entrenables,
sin embargo, son técnicas de ensamblado que requieren de la construcciéon de un meta-modelo,
utilizando las salidas de los modelos base para dotar de informacién extra al conjunto de entre-
namiento S.

Ademsds, también se puede distinguir entre los métodos de combinacién, que necesitan simple-
mente la clase predicha por los L clasificadores base, y los que necesitan a mayores el soporte
que cada modelo base L le asigna a cada clase, i.e., la estimacién que cada modelo hace de la
probabilidad P(Y = g|X = x) con g € G.

Paralelamente a esta taxonomia, y centrandose en la estrategia general de la técnica, se pueden
definir dos tipos principales de ensamblados: de fusién y de seleccién. En la fusién de clasificadores se
supone que todos los L modelos base construidos tienen informacion de todo el espacio de caracteristi-
cas, y por lo tanto son todos utilizados a la hora de predecir la clase de un nuevo punto x. Este es
el tipo de técnicas mas estudiado a dia de hoy, y en el que caen la mayoria de métodos que se estu-
diardn en la siguiente seccion, como el bagging y el boosting. En la seleccién de clasificadores se supone
que cada modelo base solo tiene informacién valiosa de un subconjunto del espacio de parametros, y,
por lo tanto, a la hora de clasificar un nuevo punto solo seran utilizados los modelos base que tienen
informacién en dicha region.
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2.3. Ejemplos de técnicas de ensamblado

A lo largo de esta seccién, se denotara S al conjunto de entrenamiento formado por N pares de datos
(X,Y),donde X € RPeY € G, siendo G el conjunto de posibles clases de Y con cardinalidad card(G) =
K. Se utilizara Gy, para referirse a la k-ésima clase de G, y g para referirse a una clase arbitraria de G.
Se denotaran h; a cada uno de los L clasificadores base creados y h = [hy(x), ..., hz (x)] € G el vector
de salidas de los L clasificadores base. Se define h como el ensamblado construido a partir de los L
modelos base.

2.3.1. Promedio de modelos Bayesiano

A la hora de resolver un problema de clasificacién, una préctica habitual en la ciencia de datos es
escoger una familia de modelos hg para, a partir de ajustar los datos al conjunto de entrenamiento
S, encontrar el 6 6ptimo que maximiza algin tipo de criterio de ajuste o precisién de clasificacién
(minimizar una funcién de coste, criterio de méxima verosimilitud...). Una vez conseguido el modelo
optimo hg, y validado que sus pardametros son significativos, éste estaria a priori listo para utilizarse
en produccion para realizar predicciones.

No obstante, como se mencioné anteriormente, es posible que exista otro modelo hy (que puede o
no ser de la misma familia hp) que también produzca un buen ajuste de los datos, aunque dando lugar
a distintas predicciones. La posibilidad de existencia de estos modelos similares h; es una fuente de
incertidumbre, y la solucién de escoger un tnico modelo “6ptimo” la estaria ignorando, pudiendo asi
subestimarla.

El promedio de modelos Bayesiano intenta arreglar este problema utilizando para la prediccién no
solo el mejor modelo, sino un promedio de modelos, a priori, buenos candidatos. Dado un problema
de clasificacién, sea g la clase de un nuevo punto x que se quiere predecir. Por la ley de probabilidades
totales, se puede escribir la probabilidad a posteriori de § condicionada a S como:

L
P(g5) = > _P(glhu, S)P(hulS). (21)
=1
Haciendo la esperanza de (2.1) se tiene:
L
E[91S] = >_ E (g1, S|P(ulS) (22)

=1

que indica que la prediccién Bayesiana de la clase § viene dada por el promedio de las predicciones
de los L modelos, ponderado por la probabilidad a posteriori P(h;|S) de cada uno de ellos, que serd
mayor cuanto mejor sea el ajuste de h; a los datos.

En la practica, sin embargo, computar la expresién (2.2) es una tarea con numerosas complicaciones:
dar con una forma de escoger una familia finita de modelos candidatos h;; las integrales a las que dan
lugar las probabilidades posteriores P(h;]S); o la seleccién que en estas tenemos que hacer de las
distribuciones previas P(h;), entre otras. Se puede consultar Hoeting et al (1999) para més detalles.

Aunque en la préctica no se suele utilizar, la formulacién (2.2) da lugar a populares técnicas de
ensamblados estadisticos, algunas de las cuales se revisaran a continuacién.
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2.3.2. Votaciéon de la mayoria del comité

La votacién de comité es una técnica de ensamblado estadistico que actiia principalmente a nivel de
combinacion. Es mayoritariamente utilizada cuando los clasificadores base entrenados dan como salida
directamente la clase predicha, sin estimar la probabilidad de cada una de las clases, P(Y = j| X = z).

Sean h;, I =1,...,L los clasificadores base entrenados, y sea h;(x), [ =1,...,L la clase que cada
uno de ellos le asignan a un nuevo punto a clasificar x. El ensamblado creado por votacién de comité
asignaria a x la clase mayoritaria entre los modelos base h;, es decir:

L
h(x) = argmax,cg Y I(hu(x) = g). (2.3)
=1

Como se mostro en la introduccion, dadas las suposiciones de que todos los clasificadores base son
precisos (ratio de acierto de clasificacion p > 0.5) y diversos, tenemos que el ensamblado (2.3) mejora
la exactitud de los modelos individuales que lo conforman.

En concreto, en este contexto se entiende como modelos diversos aquellos que dan predicciones de
manera independiente condicionados a la clase verdadera. Es decir, que para toda clase Gy € G,

P(hy(x), ..., hy(x)|Gk clase verdadera) = P(hy (x)|Ge)P(ha(x)|Gh) . .. P(hp(x)[Gr).  (2.4)

En este caso, si se tiene un problema binario (card(G) = K = 2), el ratio de acierto del ensamblado
sera:

Pens = i <:1>pm(1 —p)km (2.5)

m=|L/2|+1

donde el operador | z| es el menor niimero entero més cercano a z. A partir de esta expresion se pueden
derivar los siguientes resultados:

1. Si p > 0.5 se tiene que pe,s €8 mondtona creciente conforme L — 0o, tendiendo peps — 1.
2. Si p < 0.5 se tiene que pens es mondtona decreciente conforme L — 00, ¥ pens — 0.

3. Si p = 0.5 se tiene que pens = 0.5 para cualquier nimero de clasificadores base L.

Esto confirma la intuicién de que un ensamblado cumpliendo estas condiciones mejorard los resultados
de los modelos individuales si es lo suficientemente preciso, siendo contraproducente de otro modo.

Dado que la expresién (2.5) trata el caso particular de un problema binario, se supone que |L/2]+1
clasificadores tienen que votar una clase para salir escogida. Si bien esa condicién es necesaria y
suficiente con K = 2, esta es suficiente pero no necesaria cuando K > 2. Por esa razon, la precisién
de un ensamblado usando la regla de votacién de mayoria cuando K > 2 puede ser incluso mayor.
Se puede probar, ademas, que la regla de votacién por mayoria es el método de ensamblado 6ptimo
para combinar los L clasificadores base cuando la precisién de clasificacién p es igual para todos ellos
(Kuncheva 2014).

Como la mayoria de métodos de ensamblado pretenden crear diversidad entre los modelos base, la
suposicion de que todos ellos vayan a tener la misma precision de clasificacién casi nunca se va a dar en
la practica. Asi, otra de las técnicas de combinacién ampliamente utilizada es la votacién por mayoria
con pesos. Intuitivamente, esta se basa en darle mas o menos poder a los votos de un clasificador base
h; segin sea su poder de prediccién individual p;.
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Extendiendo la expresién (2.3) al caso con pesos, el ensamblado creado tendria la siguiente forma:

L

h(x) = argmax cg Zwll(hl (x)=y9) (2.6)
=1

donde los w; serfan los pesos asociados a cada uno de los clasificadores h;, y cuyos valores éptimos que
maximizan la precisién del ensamblado serfan:

Yz
= log [ —— 1 2.
wy °g<1_pl>’0<pl< (2.7)

siendo p; el ratio de acierto de clasificacién del modelo h; (se pueden consultar los detalles de la prueba
en Pierce 1961).

2.3.3. Combinacién ingenua Bayesiana (Naive Bayes ensemble)

Dado el vector de salidas de los clasificadores h = [h(x), ..., hr(x)] € GF, serfa interesante conocer
la probabilidad que tiene cada clase Gy de ser la correcta, condicionado al vector h. Es decir:

P(Gy es la clase verdadera |h), k=1,..., K.

Dada la suposicién de independencia definida en (2.4) y el teorema de Bayes, se puede reescribir esta
expresién como:

L

H]p X)|Ge), k=1,...,K.

=1

P(Gx|h) =

A partir de esta, la regla de Bayes ingenua se basa directamente en escoger la clase Gi para la cual
la probabilidad P(Gx|h) sea mayor. Es decir:

L
arg maxg, ¢ { H P(hi(x)|Gr) }
I=1

en donde se elimina P(h) ya que no influye al ser constante para todas las clases.

Se puede probar que la combinacién Bayesiana ingenua es, bajo las suposiciones antes mencionadas,
la regla 6ptima de ensamblaje (consultar Kuncheva 2014). La técnica lleva el nombre “ingenuo” por
hacer la suposicién (2.4) de que todos los clasificadores base asignan entre ellos etiquetas de manera
independiente a un punto x si se condiciona a su clase verdadera, y “Bayesiana” por hacer uso del
teorema de Bayes para su derivacion.

2.3.4. Bagging

Introducido por Leo Breiman en 1994, bagging (o bootstrap aggregation) es una de las técnicas més
populares de ensamblado estadistico. Actuando principalmente a nivel de datos de entrada, bagging
hace uso de remuestreos con reemplazamiento bootstrap para dar lugar a perturbaciones del conjunto
de entrenamiento .S, entrenando los clasificadores base en cada una de ellas para obtener asi a modelos
mas diversos.

Dado un conjunto de observaciones 71, ..., Zy independientes e identicamente distribuidas, cada
una de ellas con una varianza o2, se tiene que la varianza de la media Z es 0?/N. Es decir, hacer
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la media de un conjunto de observaciones independientes conlleva a reducir la varianza. Basandose
en esta propiedad, dado un modelo h y L conjuntos de entrenamiento independientes, si se entrenase
cada modelo h; en su conjunto S; obteniendo las predicciones hq(x), ..., hi(x), hacer la media de la
siguiente manera:

1 L
havg(¥) = 7 > Ii(x) (28)
=1

daria lugar a un tinico modelo ensamblado en donde se conseguiria reducir la varianza de sus modelos
base.

En la mayoria de problemas précticos, no obstante, se dispondrd de un tinico conjunto de entre-
namiento S. Bagging intenta resolver este problema construyendo L conjuntos de entrenamiento S,; a
través de hacer remuestros bootstrap con reemplazamiento sobre S. Asi, entrenando cada modelo base
h.(x) en su conjunto de entrenamiento bootstrap S,;, el ensamblado bagging para el caso de regresién
tendria la siguiente forma:

Mag() = 7 ha(x) (29)

en donde L indica el nimero de modelos base a entrenar.

Mientras que se podria tratar L como un hiper-parametro mas a ajustar, existen distintos trabajos
en la literatura que prueban (tedrica y empiricamente) que, fijados todos los pardmetros de los modelos
base h,;, aumentar el nimero de modelos L por si solo no produce un sobreajuste. Sin embargo, eso
no significa que bagging no pueda dar lugar a un ensamblado que sobreajuste los datos, simplemente
ese sobreajuste no puede ser provocado por el pardmetro L. Se puede consultar Probst y Boulesteix
(2017) para més detalles, en donde los autores prueban que la esperanza del error cometido por el
ensamblado bagging es una funcién monétona de L para algunas funciones de coste, la cual tendera
a un valor particular de prediccién conforme L — oo . Esto parece indicar que, en vez de gastar
recursos computacionales en ajustar L, se puede simplemente escoger el mayor L posible que sea
computacionalmente asumible.

Para el caso de clasificacién la construccién h{;ag(x) en (2.9) es ficilmente adaptable. Una vez
entrenados los clasificadores base h,;(x), se combinarfan sus predicciones de alguna de las formas
existentes (votacién por mayoria, votacién ponderada por el poder de prediccién de cada clasificador

base, etc.).

Propiedades del ensamblado bagging

Si bien la intencién principal del método bagging es la reduccion de la varianza de los clasifica-
dores base, el hecho de entrenarse los L modelos base en remuestreos bootstrap de S hace que las
clasificaciones de los mismos no sean del todo independientes, haciendo asi que la reduccién de la
varianza sea menor. En concreto, sean L variables identicamente distribuidas pero no independientes,
cuya correlacién positiva entre cada par de ellas es p > 0, se tiene que la varianza de la media sera:

]_ _
po? + Tp02 (2.10)

en donde el segundo término desaparece conforme se aumenta el nimero de modelos base L, mientras
que el primero permanece y limita los beneficios de agregar clasificadores base dependiendo de la
correlacién entre las predicciones de los mismos.
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Aparte de potencialmente mejorar la varianza, bagging también puede producir mejoras en la
exactitud de prediccién. Dado el conjunto de observaciones independientes (x;,y;) € S, supéngase
que estas fueron generadas por una distribucién P(X,Y’) que denotaremos P por simplicidad. A partir
de esta, se define hag(x) = Ep[h.(x)] como el estimador bagging verdadero del que hf, (x) es una
estimacién. En este estimador verdadero, cada modelo h.(x) se entrena con el conjunto bootstrap S
generado a partir de la distribucién P. Si bien este estimador no sera de utilidad en la préactica al no
conocer P, si serd conveniente para derivar algunas propiedades tedricas sobre esta técnica. Bajo estas

suposiciones, dado un x fijo y sea Y la variable respuesta continua que se quiere predecir, se tiene:

E[[»[Y — ]’L* (X)]2 E]P’[Y - hag(x) + hag(x) - h* (X)]Q
Ep[Y — hag(x)]” + Ep[ha(x) — hag(x)]” (2.11)

> EplY — hag(x))?

donde el error extra que aparece en la parte derecha de la ecuacion (Ep|hy (x) — hag(x)]?) es la varianza
que tiene h,(x) alrededor de su media hag(x). Esto sugiere que, igual que ocurre con el estimador
tedrico bagging verdadero, bagging basado en remuestro bootstrap puede mejorar el error cuadrético
medio. Ademas, reescribiendo Ep[h.(x) — hag(x)]? > 0, se obtiene:

Bolh. (x)]? < Bo[h(x) (2.12)

lo cual indica que la potencial mejora en el error cuadratico medio que se tendra por hacer el agregado
bagging viene dado por cudnto de distintos son los dos lados de la inecuacién (2.12). Esta inecuacién
estd relacionada con la estabilidad del método h.: cuanto més cambie h, al ser entrenado con distintos
remuestros bootstrap de S, generados por P, mayor sera esa diferencia, indicando asi que son los
métodos con mas varianza los que mas se benefician de ser agregados con técnicas bagging. Es por eso
que se suelen utilizar como modelos base en bagging arboles de decision o redes neuronales, y no tanto
modelos més estables como pueden ser los k vecinos més cercanos (se puede consultar Breiman 1994
para un andlisis con mas detalle sobre el impacto que la estabilidad de los modelos base tiene en el
ensamblado final).

No obstante, destacar que esta mejora en la exactitud no se da siempre en el caso de clasificacion.
En este, e igual que en otros casos vistos anteriormente, mientras que hacer bagging con clasificado-
res base buenos puede ser positivo, hacerlo con clasificadores base con peor exactitud que predecir
aleatoriamente puede ser contraproducente.

Dado que bagging mejora la varianza de los clasificadores base escogidos, lo més habitual en la
practica es que se utilicen como modelos base arboles de decisién no podados, debido al poco sesgo y
gran varianza que estos poseen.

Por dltimo, destacar que una vez que se hace bagging a un conjunto de arboles de decision, el
ensamblado resultante ya no serd un &arbol, perdiendo asi la facilidad de interpretacién que estos
poseen a cambio de una potencial mejora en su capacidad predictiva. Sin embargo, si existen métricas
para identificar la importancia de cada una de las variables regresoras, lo que puede ayudar en la tarea
de interpretacion del modelo. Una vez se obtiene una coleccién de arboles bagging entrenados, se puede
calcular cudnto se reduce el valor de la funcién de coste (por ejemplo el indice Gini en el caso de la
clasificacién) al hacer una divisién para cada una de las variables predictoras, y hacer la media a lo
largo de los L arboles. Variables con un valor elevado de esa métrica serdn consideradas importantes
para el problema.

2.3.5. Random Forest

Como se senalaba en la expresién (2.10), la reduccién de varianza que se consigue mediante el
ensamblado bagging dependia de cuanto de correlados estaban los clasificadores base creados. El al-
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goritmo Random Forest, también introducido por Leo Breiman (2001), tiene como objetivo mejorar
esa reducciéon de varianza a través de construir arboles de clasificacién menos correlados entre ellos. A
diferencia de los métodos vistos hasta ahora, donde los modelos base h podian pertenecer a cualquier
familia, Random Forest estd disenado para ser utilizado inicamente con drboles de decision.

Para conseguir el objetivo de reduccién de varianza, antes de entrenar cada arbol h; en su conjunto
de entrenamiento bootstrap S,; se selecciona aleatoriamente un subconjunto de m < p variables para
ser usadas, entrenando asi el darbol inicamente con un subconjunto del total de variables regresoras. A
esta seleccién de variables a utilizar se las conoce como bagging de caracteristicas.

Sea hy.(z;6;) el l—ésimo arbol de decisién entrenado en el conjunto de entrenamiento bootstrap
S.1, en donde 0; representa el subconjunto de m variables usado para su entrenamiento. Se define el
ensamblado Random Forest para el problema de regresién como:

L 1 ¢
hh(x) = =Y hal; 0) (2.13)
=1

|

donde el valor 6; caracteriza por completo el [—ésimo arbol base en términos de las variables que se
segmentan, los umbrales en cada uno de ellas, los valores de cada nodo terminal, y las m variables que
se utilizan para entrenarlo. En general, en la préictica se suele utilizar m = /p, aunque se debe tratar
como un meta-pardmetro mas a ajustar.

Andlogamente al caso de bagging, el ensamblado para prediccién en (2.13) es facilmente adaptable
al caso de clasificacién utilizando algunas de las técnicas de combinacién de clases predichas conocidas
(votacién comité por mayorfa, Bayes ingenuo, etc.).

Error Out-of-bag

Una caracteristica interesante que comparten tanto bagging como Random Forest es la posibilidad
de aproximar el error de prediccién esperado (o error de generalizacién) sin tener que hacerlo mediante
la computacionalmente costosa validacion cruzada, a partir del conocido como error out-of-bag. En el
proceso de entrenamiento de un arbol con bagging se puede probar que cada modelo base en promedio
hace uso de dos tercios del conjunto de entrenamiento S. El tercio de observaciones restantes son
conocidas como observaciones out-of-bag, y dado que no son utilizadas para el entrenamiento de ese
arbol, se pueden utilizar para estimar el error de test del mismo. Es decir, para cada uno de los datos
de la muestra de entrenamiento x;, se puede predecir la respuesta con todos los arboles h; en los cuales
X; no se uso en el entreno, y calcular el error promedio que se comete al predecir la clase de x;. Si se
hace la media para todos los x € S, se tendra una valida estimacion del error de generalizacién del
algoritmo, pudiéndose probar que si el nimero de drboles L es lo suficiente grande el error out-of-bag es
equivalente a la validacién cruzada con R = N (es decir, subdividiendo el conjunto de entrenamiento
S en subconjuntos de cardinalidad 1).

Al igual que con bagging, del ensamblado Random Forest también se puede sacar la métrica de
importancia de cada variable midiendo cuanto mejora el error de clasificacién la divisién al segmentar el
arbol por esa variable. No obstante, a mayores con Random Forest se puede utilizar el error out-of-bag
para definir una nueva métrica de importancia de variables. Para cada arbol h; creado, se calcula el
error de prediccién con las observaciones out-of-bag. A posteriori, se selecciona la j—ésima variable de x
y se le anade ruido. Se calcula la diferencia promedio de precisién de clasificacién dada la perturbacion
en la variable j, y haciéndose para todas las variables se tendria una medida de importancia de cada
variable utilizada.
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Propiedades del ensamblado Random Forest

Andlogamente a lo comentado en el caso de bagging, Random Forest puede construir un ensamblado
de arboles que sobreajusta los datos, pero este no puede ser provocado tnicamente por entrenar un
ntmero L de drboles base demasiado grande (véase Breiman 2001). Asi, lo habitual en la prictica es
seleccionar un L tan grande como capacidad computacional se tenga.

El sobreajuste, no obstante, si podria ser provocado por la utilizacién de arboles base de tamano
méximo (construidos sin criterio de parada), originando un modelo demasiado flexible. En distintos
trabajos de investigacién se estudié empiricamente que el uso de arboles base menos largos puede dar
lugar a ligeras mejoras de rendimiento del clasificador, aunque estas pueden no valer la pena el coste
computacional de estimar el hiper-pardmetro de profundidad de drbol base éptimo (véase Hastie et al
2008).

Varianza, correlacion entre arboles base y sesgo

Sea el estimador Random Forest h; (x) para un problema de regresién, se puede escribir su forma
limite cuando L — oo como:

het(x) = Eg|shw(z;0;)]

donde se hace explicita su dependencia con el conjunto de entrenamiento S. Por la expresién (2.10) se
tiene que:

Var[hes (x)] = p(x)0?(x) (2.14)

en donde p(x) es la correlacién entre cualquier par de drboles usados en el ensamblado:

p(x) = corr[hy(z;6;), hyj(x; 65)] (2.15)
representando ¢; y 0; a cualquier par de drboles entrenados en un remuestro bootstrap de S.

Por otro lado, 02(x) es la varianza de cualquiera arbol base:

0?(x) = Var|h.a(z; 6;)].

Hastie et al (2008) llevan a cabo la simulacién representada en la Figura 2.3, donde calculan la
correlacién (2.15) entre pares de drboles pertenecientes a un ensamblado Random Forest en distintos
puntos x, en funcién del valor m escogido. Como se puede observar, esta correlacién disminuye conforme
disminuye m, al ser mas probable que dos arboles base sean menos parecidos si para entrenarlos se
utilizan distintos conjuntos de variables. En la practica, la correlacién entre drboles base siempre sera
baja. Esto, junto a la expresién (2.14) da lugar a que el ensamblado Random Forest disminuya mucho
la varianza individual de los arboles base.

Al igual que ocurre con bagging, el sesgo del ensamblado Random Forest al predecir un punto x
serd el mismo que el sesgo de cualquiera de los modelos individuales h.(z;0;):

Sesgo(x) = E[Y|X = x] — Eg[hrs(x)]

= E[Y‘X = X] — ES [Eg|s[h*l(x; 9[)]] . (216)

Este sesgo serd generalmente mas alto que el que se obtendria con un arbol no podado entrenado a
partir de .S, dadas las restricciones que supone entrenar los arboles Random Forest con remuestreos de
Sy con un ntmero de variables m < p. Asi, las mejoras en prediccién que se pueden obtener mediante
bagging o Random Forest son tinicamente resultado de reducir la varianza.
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Para cada parametro m se crea un ensamblado Random Forest y se calcula la correlaciéon media entre

pares de drboles base.

Relacién de Random Forest con i—NN

Tanto Random Forest como el método k—NN revisado en la seccién 1.3 se pueden ver como métodos
de vecindarios ponderados, en donde para realizar una prediccién de un punto x se busca informacién
en un “vecindario” de x. Matematicamente se pueden representar ambos métodos como:

N
h(x) = W(xi,2)y; (2.17)
i=1
en donde para predecir la cantidad (o clase) y de un nuevo punto x, se promedian las cantidades de
los N puntos y; del conjunto de entrenamiento S, ponderdndolas por el peso W(x;,x) que serd mayor
para los x; mas cercanos a X.

1
= Para el caso de los k—NN; los pesos son W (x;,z) = % si x; es uno de los k puntos mds cercanos

a X,y 0 en otro caso.

1
= Para el caso de un drbol, W(x;, z) = W si x; es uno de los &’ puntos en el mismo nodo terminal
que x, y 0 en otro caso.

Como Random Forest hace un promedio de todos los drboles base, su prediccién se puede escribir
de la siguiente forma:

ZW(Xi,a:)> Yi (2.18)

=1

S
S

M) = L3S W)y z(

=1 i=1 i=1
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lo cual indica que el “bosque” de arboles se puede interpretar como una ponderacién de los puntos del
vecindario, donde el peso de cada punto es a su vez un promedio de los pesos de cada arbol individual.
La diferencia principal radica en que en el contexto de los arboles el vecindario de x seran los puntos
x; que comparten nodo terminal en alguno de los [ drboles base, dependiendo de forma compleja asi
el vecindario de la estructura de los arboles construidos.

2.3.6. Boosting

Las técnicas de boosting son probablemente uno de los avances méas importantes en el area del
aprendizaje estadistico de las tltimas dos décadas. Estas, al igual que bagging y Random Forest, son
una familia de algoritmos que tienen como objetivo crear un clasificador con un error de entrenamiento
arbitrariamente pequeno partiendo de un conjunto de clasificadores base.

Aprendizaje fuerte y débil

En el nicleo de las técnicas de boosting estan los conceptos fundamentales de aprendizaje débil
y aprendizaje fuerte. Estos tienen sus raices en la teoria PAC (probably approzimately correct), y los
definimos a continuacién basdndonos en el trabajo de Kearns (1994).

Supéngase una hipétesis f € H en un contexto de clasificacién binaria, i.e., f : RP — {—1,1}, en
donde H es un espacio de funciones de R? a {—1,1}. Imaginemos, como hasta ahora, que disponemos
de un conjunto de ejemplos S = {(x1,¥1), ..., (Xn,yn)} que vienen generados por una distribucién no
conocida P(X,Y), tal que f(x;) = y;.

Se define como un algoritmo de aprendizaje fuerte (strong learner) aquel algoritmo A que, dado
un S suficientemente grande, es capaz de generar un modelo “bueno” con alta probabilidad. Es decir,
de manera formal, dada la distribucién P(X,Y") (que denotaremos P) y una funcién f € H, para todos
e € (0,1/2) y § € (0,1/2), el algoritmo dara lugar, con probabilidad mayor o igual que 1 — 4, a un
clasificador h : R? — {—1,1} cuyo error satisfarfa que Pp[h(x) # f(x)] < e. Ademds, la complejidad
computacional del algoritmo en cuestién serfa como mucho polinomial dependiendo de 1/¢, 1/, N y
la dimensién del espacio de caracteristicas (p).

Por otro lado, mientras que el aprendizaje fuerte puede dar lugar a clasificadores con un error tan
préximo a 0 como queramos (dado que se cumple para todo € € (0,1/2) y § € (0,1/2)), el aprendizaje
débil solo requiere que el clasificador sea ligeramente mejor que la estimacion aleatoria. Formalmente,
dada cualquier distribucién P, una funcién f € H y un § € (0,1/2), se dice que un algoritmo A
de aprendizaje es débil si existe algin v > 0 tal que el clasificador devuelto tiene, con probabilidad
mayor o igual que 1 — §, un error que cumple Pp[h(x) # f(x)] < 1/2 — ~. En la literatura a este v se
le denomina como borde o ventaja del algoritmo A, denotando la “ventaja” que este tiene sobre un
modelo que simplemente haga una clasificacién al azar.

El concepto de aprendizaje débil fue introducido por Kearns y Valiant (1988, 1989), y con él la
pregunta de si el aprendizaje débil y fuerte eran equivalentes. Esta pregunta se acuié como hypothesis
boosting problem, dado que si fuera cierta, seria equivalente a decir que existe un método que nos
permitirfa mejorar (boost) uno o varios algoritmos débiles para dar lugar a uno fuerte con un error de
clasificacién arbitrariamente pequeno.

Esta equivalencia fue probada por Robert Shapire (1990) en su articulo The Strength of Weak Lear-
nability, uno de los estudios més relevantes en el &mbito de la teoria detras del ensamblado estadistico.
La prueba es una construccién en donde se describe un algoritmo capaz de convertir un modelo débil
en uno fuerte. Esta técnica, descrita en el Algoritmo 1, se acuné como boosting, y fue la base de la
mayoria de las variantes de boosting que se conocen hoy en dia. La motivacién del Algoritmo 1, tal y
como se explica en dicho articulo, se describe a continuacion.
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Algoritmo 1 Procedimiento de boosting original para problema de clasificacién binario

Entrada: Un conjunto de entrenamiento S = {(x1,41), ..., (Xn,yn)}, en donde x; € RP y y; € {—1,1}

Salida: Un clasificador hpeost : RP — {—1,1}

1: Seleccionamos, sin reemplazamiento, N1 < n elementos de S para dar lugar a S7.

2: Entrenamos un algoritmo débil sobre S} para obtener un clasificador h;.

3: Seleccionamos No < n elementos de S, donde la mitad de ellos fueron clasificados erréneamente
por hy, dando lugar al conjunto de entrenamiento S;.

4: Entrenamos de nuevo el algoritmo débil sobre S5 para dar lugar al clasificador hs.

5: Seleccionamos todos los elementos de .S en donde la respuesta de hy y ho no coincide, dando lugar
al tercer conjunto de entrenamiento S35

6: Entrenamos finalmente el algoritmo débil sobre 53 para dar llugar al modelo hs.

7: Juntamos los 3 modelos entrenados, ensambldndolos en un tnico clasificador con la regla de la
votacién por mayorfa: Apeost (X) = signo( 2?21 hz(x))

Supdngase que ante un problema de clasificacién binario se tiene un algoritmo débil A el cual, por
definicién, es capaz de producir un clasificador ligeramente mejor que la prediccién aleatoria. En este
caso, supongamos que el clasificador estd e— cerca de la funcién objetivo, es decir, que el error de
clasificacién es € € (0,0.5). El Algoritmo 1 intentard crear un algoritmo A’, que, en base a entrenarse
en distintas variaciones del conjunto de entrenamiento S disponible, de lugar a una mejora en el error
de clasificacién.

Para comenzar, el algoritmo A se entrena en un subconjunto de elementos de S (S7), obteniendo
un clasificador inicial hy con un error de clasificacién ligeramente inferior al 50 %. Intuitivamente,
se podria decir que hi, mediante su entrenamiento, ha aprendido a generalizar ligeramente sobre el
conjunto de datos, i.e., ha aprendido ligeramente la distribucién inicial de los datos. Para mejorar
el rendimiento de A, se tendra que forzar a que aprenda més en las partes “dificiles” del espacio de
caracteristicas dado. Para ello, creamos un nuevo conjunto de datos de entrenamiento S5 (i.e., una
nueva distribucién) cogiendo otro subconjunto de elementos S con la peculiaridad de que la mitad
tienen que haber sido clasificados erréneamente por el modelo inicial k1. A raiz de entrenar A sobre
S5 tendremos el segundo modelo ha, que se podria decir que se ha forzado a que aprendiera sobre
un conjunto de entrenamiento “dificil”. Por ltimo, cogemos todos los elementos de S para los cuales
hi(x) # ha(x), y entrenamos sobre ellos el dltimo modelo h3. Finalmente se construye el ensamblado
h(x) usando el criterio de la votacién por mayorfa.

Schapire probé, por un lado, que si el error del clasificador débil inicial es €, entonces el error del
ensamblado h(x) estara acotado superiormente por g(e) = 3e? —2¢3, mejorando asf el error del clasifica-
dor original. Por otro lado, probd que el error se puede continuar reduciendo aplicando recursivamente
el Algoritmo 1 para dar lugar a los sucesivos h(x). Ademds, también probé que dicha técnica se puede
ejecutar en tiempo polinomial.

AdaBoost

De forma simililar a los métodos de bagging, las técnicas boosting también entrenardn un numero L
de modelos base hy,...,hr. No obstante, en vez de entrenar los L modelos paralelamente en perturba-
ciones bootstrap del conjunto S para posteriormente agregarlos, el entrenamiento se hace de manera
secuencial, donde cada modelo base se va entrenando repetidamente en versiones modificadas de S,
cuyas modificaciones dependieron de los resultados obtenidos por el modelo anterior.

A continuacién se presenta el algoritmo AdaBoost, una de las implementaciones de boosting mas
populares. Introducido en 1997 por Freund y Schapire, fue el primer algoritmo de boosting adaptativo,
resolviendo asi muchas de las limitaciones que poseian los métodos presentados hasta ese momento.
Creado con el objetivo de mejorar la capacidad predictiva de los clasificadores binarios, AdaBoost
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estd disenado para que en cada paso del entreno la distribucién de los datos S se vaya adaptando
a los resultados del clasificador actual, para asi poner mas peso en los puntos x € S que el modelo
clasifica de forma incorrecta. Finalmente, se utilizard un promedio ponderado de todos estos modelos
secuenciales para dar lugar a la prediccion final ensamblada.

En el Algoritmo 2 se define el funcionamiento de AdaBoost, en donde suponemos un problema de
clasificacién binario en donde disponemos de un conjunto de entrenamiento S con N pares de datos
(x4,9;) donde y; € G = {—1,1}, y donde L el nimero de clasificadores base a entrenar (en concreto
arboles de decisién en el caso de AdaBoost).

Aparte de AdaBoost, dentro de la familia de técnicas de boosting existen una gran cantidad de
implementaciones distintas, diferenciandose la mayoria de ellas en la forma de calcular los pesos o
asignados a cada clasificador base y los pesos wg que se asignan a cada x; € S en cada iteracién. Sin
embargo, todos ellos siguen una filosoffa parecida. En vez de entrenar, como se vio en las técnicas
bagging, arboles base sin criterio de parada que pueden dar lugar a sobreajuste, las técnicas boosting
intentan aprender mas despacio generando sucesivamente drboles més cortos y adaptandose de forma
secuencial a los errores que se van cometiendo en las iteraciones pasadas.

Los principales hiperparametros a ajustar en un modelo boosting son los siguientes:

1. El niimero de arboles base L. Si bien en bagging y Random Forest el hecho de aumentar el
numero de modelos base a entrenar no suele producir un sobreajuste por si mismo, boosting si
puede dar lugar a un sobreajuste a los datos cuando L es muy grande (aunque no es habitual, y de
ocurrir lo hace de manera muy lenta). Este pardmetro se suele seleccionar utilizando validacién
cruzada o haciendo uso del error out-of-bag conforme se va entrenando el modelo.

2. El peso a; de cada modelo en el ensamblado final. También denominado pardmetro de
contraccién, este controlara la velocidad de aprendizaje del método de boosting. En algunos casos
se selecciona un valor constante, tipicamente oy = a = 0.01 6 0.001 dependiendo del problema,
y también ajustado por validacién cruzada. En otros casos, como el ya mencionado AdaBoost,
el parametro de constracciéon «; sera adaptativo, recalculandose en cada iteracion .

3. Los parametros a ajustar de la familia de modelos base h; escogida. Si bien se puede
boostear cualquier tipo de modelo base, lo mas habitual es hacerlo con arboles de decisién, por
su bajo sesgo y su facilidad computacional. Asi, el parametro principal a ajustar en este caso
seria el nimero de segmentaciones d que se le permiten a cada arbol h; creado, que controlard la
complejidad (i.e., el tamanio) del mismo. Una seleccién popular en la prictica es d = 1, haciendo
asi que cada drbol esté compuesto por una unica segmentaciéon sobre una unica variable (dando
asi a drboles con |T| = 2 nodos terminales). Estos drboles también se conocen como tocones (o
stump trees en inglés).

Propiedades teéricas de AdaBoost
La principal propiedad teérica del algoritmo AdaBoost prueba su capacidad de reducir el error de

entrenamiento conforme anadimos modelos base al ensamblado. Esta, demostrada por Shapire y Singer
(1999), acota el error de entrenamiento del algoritmo segin el niimero de modelos base entrenados.

Teorema 2.1 Sea hyqy, el clasificador ensamblado devuelto por el algoritmo AdaBoost con pardmetro
fjado L, y v la ventaja del modelo base h; tal y como se definié al inicio de la seccion. Entonces:

N
1 2
RE(haa) = 55 D 1y # haaal:)) < e 2T (2.22)
1=1
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Algoritmo 2 Algoritmo AdaBoost para problemas de clasificacién binarios

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1,¥1), ..., (Xn,yn)}, con x; € RP y y; € {—1,1}.

Numero de clasificadores base L.

Salida: Un clasificador hag, : R? — {—1,1}

1. Se inicializan los pesos asignados a cada dato x; € S: w} =

1
N, Z:1,7N

2. paral=1,..., L, se calcula:

a)

Se ajusta un clasificador base débil h;(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales w!. Este modelo base tendra como error Piwi [li(x;) # yil, en donde cabe destacar
que el cdlculo se hace con respecto a la distribucién w! sobre la que se entrené el modelo
(ie., teniendo en cuenta los pesos que cada x; tiene en S). En la practica, esto significa
que el algoritmo base usard en la funcién de coste los pesos w%. En caso de no ser esto
posible, también se puede hacer mediante un muestreo de S con reemplazamiento acorde
a la distribucion de los pesos, utilizando el conjunto de datos resultante para entrenar el
modelo.

Se calcula:
N
e =Y wil(y # hi(x)) (2.19)
i=1
obteniendo el error de clasificacién cometido por el modelo h; ponderado por los pesos de

cada x;.
1-— €]

1
Se calcula oy = 5 log , que sera el peso que tendrd modelo h; en la suma ponderada

final del ensamblado. Destacar que esta forma de calcular «; es la presentada por Schapire
y Freund en el articulo original, existiendo en la literatura actual numerosas formas de
calcularla dependiendo del problema en cuestion.

Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteracion para cada punto del conjunto de
entrenamiento S: )
141 _ w; - explaayihu(xi))
w; = 7 ,
l

i=1,2,...,N (2.20)

N . .
en donde Z; = 3;, wh - ek (%) eg un factor normalizador.

3. El modelo ensamblado final sera:

L
haga(X) = signo [Z alhl(x)] (2.21)
=1
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Ast, si existe un vy tal que vy > v para todo 1, se tiene:

N
RE(hg4,) = %Zl(yi # hoga(m)) < e 2L (2.23)
i=1

Este teorema prueba una cota superior del error de entrenamiento de AdaBoost que decrece expo-
nencialmente conforme aumentamos el nimero de modelos base L. Importante comentar que, aunque
la cota final del error depende de 7, el algoritmo como tal no depende de dicho parametro, asi que el
resultado del teorema estd garantizado sin tener que seleccionar un ~ particular. La demostraciéon de
este teorema se puede ver en el apéndice (demostracién A.1).

No obstante, como se comenté en secciones anteriores, la métrica del error de entrenamiento puede
no ser un buen indicador sobre la capacidad de generalizacién de un algoritmo. La métrica que si
podria ser més interesante a la hora de conocer la capacidad de prediccién es el error de test esperado
del clasificador (1.16), para el cual los mismos autores en 1997 probaron que, con alta probabilidad,
esta acotado superiormente por:

(2.24)

- [dyeL
ETE(haga) < RE(hada)+O< ng )

En donde dy ¢ es la dimensién VC ! del conjunto de clasificadores base, N es el niimero de elementos
del conjunto de entrenamiento, y L el nimero de modelos base entrenados. Se utiliza la notacién O
(en vez de O) para denotar que se estdn obviando términos logaritmicos y constantes.

Este resultado muestra que la capacidad de generalizacién de h,qg, esta controlada por un equilibrio
entre la flexibilidad o complejidad de los modelos base. Cuanto més fuerte sea el modelo base, menor
serd RE(haga), pero mayor sera la dimensién VC (dy¢). Y viceversa, modelos base mas débiles o simples
tendran una dimensién VC menor, pero requerirdn de un nimero L de modelos base a entrenar mucho
mayor. La prueba de (2.24), fuera del alcance de este texto, se puede consultar en Freund y Schapire
(1997).

Ademsds, a partir de la cota (2.24) se puede deducir que dado un L demasiado grande AdaBoost
podria dar lugar a un sobreajuste de los datos. No obstante, numerosos estudios empiricos (destacando
Breiman 1998) observaron que, conforme L crecfa, el error de test no solo no solfa aumentar, sino que
en muchos casos decrecia, contradiciendo asi la interpretacién de la cota mencionada. A raiz de estas
observaciones, Shapire et al (1998) derivaron una explicacién alternativa al comportamiento del poder
de generalizacién de AdaBoost, interpretdndolo como un clasificador basado en mérgenes (de hecho,
esta interpretacion relaciona las técnicas de boosting con las basadas en aprendizaje discriminante
basado en mérgenes, como las maquinas de vectores de soporte).

Formalmente, de nuevo en el contexto de clasificacién binaria sobre S en donde f(x;) = y; €
{—1,1}, se define el margen de un par de elementos (x;,y;) para un modelo h como f(x;)h(x;) =
yih(x;). Es decir, el margen de x; serfa la distancia de él al hiperplano de frontera de decisién definido
por h. En concreto, para AdaBoost el margen de (x;,y;) serfa f(X;)haga(Xi) = ¥ Zlel arhi(x;) =

ILa dimensién VC (Vapnik-Chervonenkis) es una medida de la compejidad que tiene un espacio de funciones binarias.
Se define un modelo h como separador de un conjunto S si, para cualquier asignacién de clases y; de todo x;, existen
pardametros 6 de h tal que h no comete errores al clasificar los puntos de S. Asi, para problemas de clasificacién binaria,
la dimensién VC de un modelo h es el maximo dy ¢ para el cual existe un conjunto S de cardinalidad dy o que es
separable por h. Se puede consultar en detalle su definicién y su relacién con la teoria del aprendizaje estadistico en
Vapnik y Chervonenkis (1971).
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L . ,
> 11 aqyihi(x;), y el margen normalizado serfa:

f(Xi)hada(x:) = Ziy i (i) (2.25)

L
Dol
en donde q; es el peso del modelo h; en el ensamblado final.

Este margen definido en (2.25) serd un ntmero en [—1, 1], positivo dnicamente si haq, clasifica bien
el ejemplo x;, y que se puede interpretar como una métrica de confianza de la prediccién (i.e., a mayor
valor, mayor la confianza que se dispone para clasificar x; en la clase correspondiente).

Asi, basdndose en el concepto de margen, Shapire et al (1998) probaron la siguiente cota del error
de generalizacién, mejorando la dada en (2.24):

Teorema 2.2 Sea P(X,Y) una distribucion sobre RP x {—1,1}, S el conjunto de entrenamiento en
donde tenemos N pares de datos (x;,y;) escogidos independientemente de P(X,Y). Sea el espacio
de clasificadores base H un espacio con dimension VC dyc, y una constante § > 0. Entonces, con
probabilidad mayor o igual que 1—46, el error de test del ensamblado haq, satisface la siguiente expresion
para todo 6 > 0:

o 2 v 1/2
ETB(hoss) < Pslyhasa(@) se}+0<¢1ﬁ(dvcl S o 1/5) ) ) (2.26)

Si usamos de nuevo la notacién O, y obviamos términos logaritmicos y constantes, tenemos:

ETE (haga) < Ps[yhaga(x) < 6] + O (w / 7{;) (2.27)

en donde la probabilidad del primer término se toma sobre el conjunto S, cuantificando asi la proba-
bilidad de que un punto del conjunto de entrenamiento tenga un margen menor al § definido. Como se
puede observar, esta cota da a entender que cuanto mayor sea el margen sobre el conjunto de entrena-
miento, menor sera el error de test o generalizacién. Por otro lado, es de interés ver como el segundo
término es totalmente independiente del nimero de modelos base a utilizar L, a diferencia de (2.24).

Asi, esta cota se suele utilizar como explicacién a porqué AdaBoost no tiende a sobreajustar los
datos cuando se escogen valores de L muy grandes, ya que, ain después de llegar a un error de
entrenamiento sobre S igual a 0, se interpreta que el algoritmo sigue maximizando el margen en S
para asi minimizar el error de test.

Variantes y extensiones de AdaBoost

En la literatura existen numerosas variantes y extensiones del algoritmo AdaBoost original. A
continuacion se presentan las més relevantes: la extension a problemas de clasificacién multiclase y a
problemas de regresion.

= AdaBoost para problemas de clasificacién multiclase

Existen varias técnicas para extender AdaBoost al caso de un problema de clasificacién multiclase.
La primera y més sencilla, AdaBoost.M1 (definida en el Algoritmo 3), fue presentada por el propio
Shapire en 1997. En esta, el error de clasificacién que comete cada modelo base es usado para
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crear una métrica del apoyo que recibe cada una de las clases, escogiendo la clase que maximiza
dicha cantidad.

No obstante, y como se puede ver en la definicién del algoritmo, uno de los principales problemas
de AdaBoost.M1 es que exige a los clasificadores base a tener un error de clasificacién multiclase
menor a 1/2, algo que puede ser complicado si estamos ante un problema dificil con muchas
clases.

Posteriormente surgieron los algorirtmos AdaBoost.M2 y AdaBoost.MR, que palian las restric-
ciones de AdaBoost.M1 a raiz de dividir el problema multiclase en un conjunto de problemas
binarios més sencillos.

Por un lado, AdaBoost.MH crea un problema binario por cada instancia x y su posible clase
Gr € G (en donde G es el conjunto de las posibles clases con cardinalidad K), e intenta resolver
la pregunta de si a dicho x se le debe asociar la clase Gy o cualquiera de las otras. Esta propuesta
se conoce como “uno contra el resto” (one-versus-rest, u OVR), y da lugar a descomponer el
problema multiclase en K problemas binarios, donde K es el nimero de clases posibles.

Una vez creados los K clasificadores binarios hgé“a, se utiliza la salida real? de cada uno de ellos,

y a posteriori se escoge la clase mas probable. Es decir, la clase Gy que satisface:

hada.m2 (X) = argmax hgk (228)

ada*
Greg

Por otro lado, AdaBoost.M2 (explicado en el Algoritmo 4) crea un problema binario por cada
x y cada par de clases Gy, G;, preguntandose si la clase que le corresponde a x es una u otra.
La propuesta de AdaBoost.MH se conoce como “uno contra uno” (one-versus-one, u OVO), y

K(K-1
2

convierte el problema original en ) problemas binarios.

Este algoritmo es més sofisticado y complejo que AdaBoost.M1. Como se puede observar el en
paso 3.a en Algoritmo 4, se le da més libertad a los modelos base, dado que en vez de devolver
la clase concreta que predice para un x particular, devuelve un vector en [0,1]% en donde cada
componente k nos da una idea de cuanto de plausible? es que x pertenezca a la clase G. Ademsés,
en vez de calcular el error con la formula cldsica (usada por ejemplo en 2.b en Algoritmo 3) se
utiliza el pseudo-error, el cual se calcula sobre todos los pares de datos y sus clases incorrectas.
De este modo, el algoritmo hace que los modelos base se centren no solo en clasificar puntos
dificiles, sino también en distinguir correctamente aquellos que son dificiles de discriminar.

Asi, si por ejemplo en el modelo base se tiene hi(x;,y;) = 1y hy(x;,y) = 0, significa que el modelo
hy clasifica la clase de x; correctamente. Si por el contrario h;(x;,y;) = 0y hi(x;,y) = 1, entonces
h; clasifica la clase de x; incorrectamente. Es esta interpretacién la que lleva a construir la funcién
de pseudo-error del punto 3.b del algoritmo, para la cual es trivial encontrar un modelo que tenga
error 1/2 (por ejemplo, cualquier modelo de respuesta constante). Es esta tltima propiedad la
que permite a Adaboost.M2 paliar el problema de AdaBoost.M1 de, sobre todo con K grande,
encontrar modelos base que tuvieran error menor a 1/2.

Por tltimo, en la fase de clasificacion AdaBoost.M2 asigna a x la clase y = G, que maximiza la
media ponderada de los modelos débiles base h;(x,y). En concreto, si los modelos base tienen
pseudo-errores €1,...,€r, y sea v, = 1/2 — ¢, entonces el error de entrenamiento de haga no €sté

2La salida real del algoritmo AdaBoot es el resultado de Zlel arhi(x), es decir, sin aplicar como ultimo paso funcién
signo() para obtener la clase asignada. Esta cantidad puede servir para interpretar cuanto de segura es la prediccién.

3Denotar que ese vector no es una probabilidad, por lo que sus componentes no tienen que sumar 1. Por lo tanto, sus
valores no pueden ser interpretados como probabilidad de pertenecer a una clase.
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acotado por:
1 N L

RE(hsas.ua) = 57 D 10 # hasa.sa(x)) <(K =1 [T/ (01 =)

L

=t =1 (2.29)

La prueba de (2.29) se puede ver en Freund y Shapire (1997).

= Boosting para problemas de regresion

La principal extensién de boosting a problemas de regresién (donde la variable respuesta es
continua, i.e., y € R) es el algoritmo AdaBoost.R presentado en Algoritmo 5. Esta técnica, tal y
como la presentaron originalmente Freund y Shapire (1997), contempla que la variable respuesta
y esté en el intervalo cerrado [0, 1]. Su estrategia es convertir el problema de regresién en uno de
clasificacién, para luego aplicarle a este ultimo el algoritmo AdaBoost original.

Para llevar a cabo esta conversiéon de problemas, por cada dato en el conjunto de entrenamiento
(xi,¥;) se crea un conjunto infinito y continuo de puntos indexado por los pares (i,y) para todo
y € [0,1]. Asi, se obtendria un conjunto en donde tendriamos las instancias X; , = (x;,y) cuya
respuesta serfa ¢;, = I[y > y;]. Informalmente, se podria decir que cada instancia (x;,y;) se
mapea a un conjunto infinito de problemas binarios en donde, para cada y € [0, 1] se intenta
responder si la respuesta correcta y; es mayor o menor que .

Al mismo tiempo, cada modelo base h; : R? — [0,1] también se ve reducido a una hipétesis
binaria del estilo h; : R? x [0,1] — {0,1} definida como:

hi(x,y) = Iy > hi(x)] (2.33)
intentando asf resolver los problemas binarios previamente descritos a partir del valor de h;(x).

Por dltimo, igual que se hizo para los problemas de clasificacién, también se asume una dis-
tribucién D (normalmente serd uniforme, i.e., D(i) = 1/N) sobre los puntos del conjunto de
entrenamiento, la cual se va modificando segun los errores que se cometan a través de los pe-
sos w! asignados a cada punto x; en cada iteracién I. En AdaBoost.R, esta parte también se
ve modificada, mapeando esa distribucién a otra densidad sobre los pares (i,y) de tal manera
que reducir el error de clasificacién en el problema convertido sea equivalente a reducir el error
cuadratico medio en el problema original. Asf, estos pesos w'(4,y) son los definidos en el punto

1 de la descripcién del algoritmo.

Si calculamos el error binario del modelo base transformado & : R? x [0,1] — {0, 1} con respecto
a la densidad modificada a la que dan lugar los pesos w'(i,y), se obtiene, como mencionamos
anteriormente, que es directamente proporcional a calcular el error cuadratico medio del problema

de regresién original:
/h(xi)

N /1
i=170 i

- ~ 1 N
Giy = h(Ziy)| D y)dy = - > D(i)

y — yildyl

(2.34)
= 57 2 D) (0 (x) = )’

en donde la constante de proporcionalidad es Z/2, con Z definido en el punto 1 del algoritmo.

Asi, cada modelo base débil iz(x, y) que usamos para resolver el problema transformado es una
funcién no decreciente sobre y. Por lo tanto, la hipdtesis ensamblada h.gq, generada por AdaBoost
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Algoritmo 3 Algoritmo AdaBoost.M1 para problemas de clasificacién multiclase

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1,¥1), ..., (Xn,yn)}, con x; € RP, y; € G ={G1,...,Gk }.
Numero de clasificadores base L.
Salida: Un clasificador haga.nt : RP — G.

1. Se inicializan los pesos asignados a cada dato x; € S: w} = —, i=1,...,N.

1
N
2. Paral=1,...,L, se calcula:

a) Se ajusta un clasificador base débil h;(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales w!. Este modelo base tendra como error Piwi [li(xi) # yil, en donde cabe destacar
que el célculo se hace con respecto a la distribucién w! sobre la que se entrené el modelo
(i.e., teniendo en cuenta los pesos que cada x; tiene en S). En la practica, esto significa
que el algoritmo base usard en la funcién de coste los pesos wﬁ En caso de no ser esto
posible, también se puede hacer mediante un muestreo de S con reemplazamiento acorde a la
distribucién de los pesos, utilizando el conjunto de datos resultante para entrenar el modelo.

b) Se calcula:
N
&=y wil(y: # hi(xs))
i=1

obteniendo el error de clasificaciéon cometido por el modelo h; ponderado por los pesos de

cada x;.
¢) Si el error ¢ es 0 o mayor o igual que 0.5, entonces reinciamos los pesos al valor inicial
1 . .
(wl = ik 1,...,N), y continuamos. En caso de que ¢ € (0,0.5), calcularfamos:
€l
bir=1— o

d) Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteracién para cada punto del conjunto de

entrenamiento S: (T i (x0))
- 4 X
wj - B e

Z

witt = ,i=1,2,...,N

en donde Z; = YN wl - 5;1_I(yi¢hl(x"’)) es un factor normalizador.

3. Fase de clasificaciéon. Dado un x a clasificar, calculamos el soporte que AdaBoost.M1 asocia a

cada clase Gj:
pi(x) = Z log (;) (2.30)

hi(x)=0k

Es decir, a la hora de calcular el soporte para la clase Gi, se tendran en cuenta unicamente los
modelos h; los cuales predicen dicha clase para x.

4. Por 1ltimo, se clasificara x en la clase y = G, para la cual el soporte i sea el médximo. Es decir:

L
Nada.m1(X) = argmaleog <1> (2.31)

ved 14 Bi
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Algoritmo 4 Algoritmo AdaBoost.M2 para problemas de clasificacién multiclase

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1,41), ..., (Xn,yn)}, con x; € RP, y; € G = {G1, ...,k }.
Nimero de clasificadores base L.
Salida: Un clasificador haga.no : RP — G.

1. Se comienza definiendo el conjunto B de todos los pares de puntos x y clases y tal que la clase
correcta de x no es y. Es decir, los pares (i,y) en donde el punto S con indice ¢ (x;) no tiene
como clase y € G. Asi, se define B = {(¢,y)|i € {1,..., N}, y # v:}.

2. Se inicializan los pesos, en este caso habiendo uno para cada dato x; € S y clase y € G:
1
wt(i,y) = B para todo (i,y) € B.
3. Paral=1,..., L, se calcula:

a) Se ajusta un clasificador base débil h;(x) al conjunto de entrenamiento S utilizando los pesos
actuales w'(4,y). En este caso, a diferencia del AdaBoost original, la definicién de cada modelo
base es h : RP x G — [0, 1], por lo que los modelos base devolverdn mds informacién (y no solo
la clase predicha). Intuitivamente, se puede interpretar cada par (i,y) como si se le estuviera
pidiendo al algoritmo que escogiese entre la clase y; (la correcta para x;) o y (una de las
incorrectas). Asi, en este contexto el peso w!(i, y) serfa la importancia que tendria en nuestro
problema, para x;, distinguir entre la clase incorrecta y y la correcta y;.

b) Se calcula el pseudo-error con la siguiente férmula, cuya derivacién se puede ver en Freund y
Schapire (1997):

1 .
a=3 Z w' (i, y) (1 — hi(xi,9) + (i, ).
(i,y)€B

¢) Se calcula f; = i

1—¢°
d) Se recalculan los pesos a utilizar en la siguiente iteracién para cada punto del conjunto de
entrenamiento S

l .
w0y = & (1, y)  BA/DAmiCeiy)thilei)) ;1 o

N
Zl ) k) )

en donde Z; = Ziil w(i,y) - 51/2)(1_}”(x“y”’Hh’(x””y)) es un factor normalizador.

4. Fase de clasificacién. Dado un x a clasificar, se asociarfa la clase y (equivalentemente, Gi) que
maximice la siguiente expresion:

Ptz (3) = argmx Y log (5 )t (232)

ved 1= Bi
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en el problema de clasificacién transformado también serd no decreciente. Como la salida de }Nzada
es binaria, esto implicard que para todo x habra tnicamente un y para el cual ﬁada(x, y) =0
para todo y' <y 'y Bada(x, y) = 1 para todo ¢y’ > y. Este, como se muestra en el apartado 3 de
la definicién del algoritmo, serd el valor y que devolvera haga.r(X).

Es de interés comentar que aunque la cantidad de pesos w'(i,y) es incontable, se puede observar
que, si lo vemos como funcién de y, es una funcion lineal a trozos. Si tenemos [ = 1 tenemos dos
trozos lineales, y conforme aumentamos [ se subdividird uno de los trozos en dos (en el punto
hi(x;)), v asi sucesivamente. Asi, guardar y actualizar estas funciones lineales a trozos, asi como
el célculo de las integrales en las que estan involucradas en la defincién del algoritmo, se vuelve
plausible.

Anélogamente a lo descrito para AdaBoost y AdaBoost.M2, el siguiente teorema describe la
cota superior del error (en concreto, error cuadrativo medio) para AdaBoost.R en problemas de
regresion.

Teorema 2.3 Sea hg4..r €l modelo de regresion ensamblado devuelto por el algoritmo Ada-
Boost.R, y sean €y, ..., er, los errores de los modelos base tal y como se definen en 2.c del Algoritmo
5. Entonces, el error cuadrdtico de entrenamiento de AdaBoost.R, €,4q.r, estd acotado por

N
1 _ L 2
€ada.R = N E (yi - hada(mi)Q <e EPMERE . (2-35)
i=1

Boosting como modelo aditivo

Como se coment6 al principio de la seccién, es habitual en las técnicas de boosting usar como
modelos base arboles de decision, y mas en concreto, arboles en donde el parametro d = 1. En este
caso, cada arbol tinicamente utilizard una de las variables de x, y por lo tanto se puede ver que el
ensamblado AdaBoost (2.21) es equivalente a ajustar un modelo aditivo. De manera mds general, los
modelos de expansiones aditivas de funciones base tienen la forma:

L
h(x) = Zﬁzb(xrn) (2.36)
=1

en donde los f; se denominan los coeficientes de expansién, y b(z;+;) son funciones base tipicamente
simples caracterizadas por el conjunto de parametros ;.

Muchas de las técnicas de aprendizaje estadistico se pueden escribir de esta forma. Por ejemplo,
las redes neuronales con una tnica capa intermedia. En estas, b(x;v) = o(y0 + ~{ ), donde o(z) =

He% es la funcion sigmoidal, y v parametrizan una combinacion lineal del dato de entrada x.
p(—2)

Usualmente estos modelos dan lugar a minimizar una funcién de pérdida sobre los datos de la
forma:

N
min L <yi, Zﬁlb(xi§’7l)> : (2.37)

L
B T =1

Para muchas funciones de pérdida L(y, h(x)) y funciones base b(x;~), resolver el anterior problema
se vuelve computacionalmente muy costoso. Por lo tanto, dado que resolver el subproblema de ajustar

una unica funcién base:
N

minZL(yi,ﬁb(xi;w)) (2.38)

Byy et



40 CAPITULO 2. TECNICAS DE ENSAMBLADO ESTADISTICO

Algoritmo 5 Algoritmo AdaBoost.R para problemas de regresion.

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1,91), ..., (Xn5,yn)}, con x; € RP, y; € [0,1].
Numero de modelos base L.
Salida: Un modelo haga.g : RP — [0, 1]

1. Se inicializa el vector de pesos:

wh(i,y) = ‘yNZy”’ para todoi=1,..,N ey € [0,1].

en donde Z = YV, fol ly — yi|dy, y D(i) = 1/N.
2. Paral=1,..., L, se calcula:

a) Se calcula:
w'(i,y)
Sl Jy w'y)dy

b) Se entrenan los modelo base haciendo uso de la distribucién (o pesos) p' calculada en el paso
anterior. Esto nos devolverd un modelo base h; : R? — [0, 1].

pliy) =

¢) Calculamos el error de h; con la siguiente expresién:

hi(x;) L
/ P (z,y)dy‘-

i

N

a=3

=1

Si € > 1/2, entonces no se continua y se sale del bucle.
d) Se calcula 8 = ¢/(1 — ¢).
e) Se actualizan los pesos para la siguiente iteracion:

Uiry) = wh(i,y) sty Sy<hi(xi) oh(x) <y<uy
’ w!(i,y)B;  de otra forma.

para todo i = 1,..., N, y € [0,1].

3. Fase de prediccién. Se devuelve la hipétesis ensamblada final:

3 1
haga.r(x) =Inf<y €Y : Z log (1/5:) = §Zlog 1/8:)

t:hy(x)<y
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es mucho més sencillo, en la préctica la expresién (2.37) se aproxima mediante el modelado progresivo
por etapas (o forward stagewise modeling). Este va secuencialmente anadiendo nuevas funciones base
a la expansién y entrenando tnicamente los pardmetros de la tltima, no teniendo que ajustar asi las
que ya estan anadidas. Por ejemplo, para el caso de regresién con funcién de pérdida L(y, h(x)) =
(y — h(x))?, se iniciarfa el procedimiento minimizando el subproblema con una tnica funcién base, y
a partir de ahf se irfan incluyendo més bases, minimizando, recurrentemente, la expresién:

L(yi, hi—1(xi) + Bb(x:57)) = (yi — hi—1(xi) — Bb(xi57))- (2.39)

Es decir, que una vez obtenida h;_1, se ajustaria el problema de minimizacién al que llevarfa (2.39),
anadiendo posteriormente a h;_; el término G;b(x;; ;) resultante de la minimizacion.

Aunque el algoritmo AdaBoost fue desarrollado de manera independiente a los modelos de expan-
siones aditivas, unos anos después del trabajo original de Freund y Schapire se demostré que AdaBoost
es equivalente a entrenar un modelo con el método de modelado progresivo por etapas utilizando como
funcién de pérdida:

L(y, h(x)) = exp(—yh(x)) (2.40)
y cuya prueba se puede consultar en Friedman et al (2000).

Este descubrimiento, poniendo a AdaBoost en el marco de una familia de modelos mucho maés
general, facilité en gran medida el estudio de sus propiedades. Ademads, motivé la creacién de un grupo
de técnicas de boosting més genéricas conocidas como gradient boosting, las cuales son variaciones de
AdaBoost que intentan minimizar (2.37) utilizando distintas funciones de pérdida.

No obstante, las facilidades a la hora de recalcular pesos descritas en (2.19) y (2.20) vienen dadas
implicitamente por la utilizacién de la funcién de pérdida exponencial, y estas no tienen una derivacién
andloga en el caso de utilizar otras funciones L(y, h(x)). En esos otros casos, se tendrd que resolver
el problema de minimizacién (2.37) (que puede o no ser convexo) utilizando técnicas del descenso del
gradiente, y de ahi el nombre gradient boosting. Para llevar a cabo esta minimizacién, se tiene que la
pérdida asociada a usar h(x) para predecir y en el conjunto de entrenamiento es:

N

L(h) = > L(ys, h(x:))

i=1

donde el objetivo es minimizar L(h) con respecto a f, el cual se puede expresar como la siguiente
optimizaciéon numérica:

h* = argmin, L(h)

donde los pardmetros h son la aproximacién que hace h(x) en cada punto de S, i.e., h = [h(x1), ..., h(xn)].
Esta expresién se podra resolver numericamente con un procedimiento iterativo, en donde comenzando
con un valor inicial hg, se van anadiendo términos h;, de la siguiente forma:

L
hp = i, hi e RN

=0

Los distintos métodos iterativos se diferencian en cémo dan lugar al vector incremental h; de cada
iteracién, siendo uno de los mas populares la técnica del descenso del gradiente, donde h; = —p;g;,
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siendo g; € RY el gradiente de L(h) evaluado en h;_:

OL 35 h X;
git = [(gh ( ))} (2.41)
(X7) h(xi):hl,l(x,;)
y p; un escalar que es solucién de:
pi = argmin, L(hi—1 — pg1)
quedando asi la actualizacion de f en el paso | como:
hl = hl—l — P9 (242)

Como se puede ver, la expresién iterativa para resolver el problema genérico a minimizar en (2.42)
es similar a la estructura de nuestro modelo aditivo presentado en (2.36). Esta similitud se refleja en el
algoritmo genérico de gradient tree boosting (cuya implementacién original se denomina MART), que
se define en el Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Algoritmo Gradient Tree Boosting

L. Se inicializa el modelo con un valor constante: ho(x) = argmin,, Zfil L(yi, 7).
2. Paral=1,...,L, se calcula:

a) Para cadai=1,..., N, se calcula:

8h(xz) h(xi)=h;—1(x;)

también conocidos como pseudo-residuos, ya que en el caso de que L sea el error cuadratico
medio, coincide con el residuo y; — h(x;).

(2.43)

b) Se ajusta un arbol para los pseudo-residuos r;;, dando lugar a las regiones terminales Rj;, j =

1,..., 0.
¢) Paracada j =1,...,J;, se calcula:
71 = arg min,, Z L(y:, hi—1(x:) + 7). (2.44)
X;€ERj;
d) Se actualiza la funcién:
JIN
hy=h;_1+ Z’le.[(xi € le). (2.45)
j=1

3. El modelo ensamblado de gradient tree boosting serd h(x) = hp(x).

Para adaptar este modelo al problema de clasificacién se repiten los pasos del punto 2 del Algoritmo
6 K veces, una por cada una de las clases posibles en el conjunto G. Asi, en el punto 3 tendriamos
K ensamblados distintos hyr, en vez de un tinico hy. Las predicciones de esos K modelos se podrian
convertir a probabilidades asociadas con cada clase G; mediante la expresién:

exp(hy,(x))

S 2.46
Z(If:1 exp(he(x) ( )

pr(x) =
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para, posteriormente, crear la regla de clasificacion f que escoja la clase G con mayor probabilidad:
h(x) = Gi, donde k = arg max, p.(x). (2.47)

AdaBoost en la practica

En la préctica AdaBoost es una técnica popular por miltiples razones, algunas de ellas ya explicadas
con mas detalle en secciones anteriores:

= No requiere de hiperpardametros complicados de configurar.

= No es necesario saber cual es la ventaja vy que tiene el algoritmo débil usado para generar los
clasificadores en el paso 2.a del Algoritmo 2.

= Es un algoritmo computacionalmente eficiente (Freund y Schapire, 1997).
= Tiene un buen poder de generalizacién y suele evitar el sobreajuste.

= Existen propiedades tedricas interesantes sobre el comportamiento del error de entrenamiento y
error de generalizacién.

No obstante, no es una técnica perfecta para todo tipo de situaciones. El principal problema en
la préctica de AdaBoost es su gran sensibilidad ante datos con ruido, los cuales son muy habituales
en problemas con datos reales. Esta sensibilidad es generalmente atribuida a la funcién de pérdida
exponencial que se estd minimizando (2.40), la cual hace que si una instancia x; no es clasificada en su
clase correcta y; entonces su peso para la siguiente iteraciéon aumentara drasticamente. Por ello, cuando
por motivos de ruido una instancia estd asociada a una clase errénea en el conjunto de entrenamiento,
AdaBoost puede que intente forzar su clasificacién de forma correcta, degenerando asi el poder de
generalizacion del modelo final.

A diferencia de las técnicas bagging, boosting tiene como objetivo mejorar tanto la varianza como el
sesgo de un clasificador base. Para visualizar en la préctica la capacidad que estas metodologias tienen
de mejorar las predicciones de un modelo base débil, y basindose en Hastie et al. (2008), se genera
un conjunto de entrenamiento S con z = (X1,..., X19) € RV cuyas variables son normales estdndar
idénticamente distribuidas e independientes, y con su clase y € {—1,1} generada por la siguiente
expresion:

1 si 302 X2 > x2,(0.5)
Y= J=1700 7 A0 (2.48)

—1 en otro caso

en donde x%,(0.5) es la mediana de la variable aleatoria chi-cuadrado con 10 grados de libertad a la que
da lugar la suma de los cuadrados de 10 normales estandar. Se genera un conjunto de entrenamiento
con N = 2000 y uno de test con N = 10000.

Los resultados de aplicar AdaBoost con cotones (drboles con d = 1) se pueden observar en la
Figura 2.4. Asimismo, se tiene que el error de test esperado de utilizar un tnico cotén es alrededor
del 46 %, siendo solo ligeramente mejor que un clasificador que prediga la clase binaria de manera
aleatoria. Conforme aumentan el nimero L de arboles anadidos al modelo, se puede ver como el error
baja considerablemente, siendo menor incluso que el error de test medio cometido por un arbol grande
(d =244).
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Figura 2.4: Error de test en funcién de L al ajustar AdaBoost a los datos generados en la expresion
(2.48).

Regularizacién en las técnicas de boosting

Los parametros mas relevantes a la hora de controlar el posible sobreajuste de los datos en un modelo
de boosting son el tamano permitido de arbol d, y el nimero L de iteraciones boosting utilizadas. Con
respecto a d, este es el parametro que controla la iteraciéon que se permite entre variables en el modelo.
En el caso particular con d = 1, construyendo asi cotones, este método da lugar a un modelo aditivo.
Este pardametro se suele ajustar por validacién cruzada, aunque a lo largo de la literatura se recomienda
usar valores entre 4 y 8, siendo d = 1 insuficiente en la practica para muchos problemas, y pudiendo
ocasionar la seleccién de valores para d demasiado grandes un sobreajuste de los datos.

Por otro lado, el parametro L también es de vital importancia a la hora de evitar el sobreajuste,
dado que un L demasiado grande puede dar lugar a un ajuste de los datos de entrenamiento demasiado
bueno, perdiendo asi capacidad de generalizacién. Lo habitual en la préactica es monitorear el error de
test aproximado conforme se va entrenando el algoritmo, escogiendo finalmente el valor que minimiza
dicho error.

Controlar estos dos pardmetros, sin embargo, no son las tnicas maneras con las cuales se puede
evitar el sobreajuste de un ensamblado de arboles tipo boosting, pudiendo utilizar también las técnicas
de regularizacion vistas en el capitulo 1. La técnica méas habitual en la practica es anadir un coeficiente
de contraccién 0 < A < 1 a la expresién (2.45) del algoritmo gradient boosting trees que controlard
el ratio de aprendizaje del procedimiento boosting (andlogo a los pardmetros «; que ponderaban los
modelos en AdaBoost). En Friedman (2001) se muestra empiricamente como valores pequenos de A
dan lugar, en general, a mejorar el error de test, a expensas de requerir un mayor valor L. El mismo
autor recomienda seleccionar valores de A < 0.1 al mismo tiempo que se monitorea el error de test
conforme aumenta L, para detener el algoritmo antes de dar lugar a sobreajuste (técnica conocida
como early stopping).
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2.3.7. Stacking

Las técnicas de stacking son un procedimiento general para ensamblar modelos base (también
conocidos como modelos de primer nivel) a través de entrenar un meta-modelo (o modelo de segundo
nivel) que tendrd como objetivo encontrar una manera 6ptima de combinar la salida de los modelos
individuales.

En esta técnica, presentada en el Algoritmo 7, parte de entrenar una serie de L modelos base sobre
el conjunto de entrenamiento S. A priori, no hay ningin tipo de restriccién sobre qué modelos se
pueden usar, siendo habitual usar un conjunto de 4-10 modelos de distinta naturaleza: un regresor
lineal, una maquina de vectores de soporte, una red neuronal, etc. La clave, como se vio al inicio del
texto, es dar lugar a modelos variados, con predicciones lo mas incorreladas posible entre ellos.

Una vez se tienen los nuevos L modelos, se crea un nuevo conjunto de entrenamiento S’ con N
pares de puntos (z;,¥;), en donde z; serd el resultado de aplicar los L modelos de primer nivel sobre
x; (z; = [h1(X4, ..., hr(x;)]), ¥ la variable respuesta y; queda fija.

A continuacién, se entrena un meta-modelo hgera sobre el nuevo conjunto S’, cuyo objetivo es
encontrar patrones entre los resultados de los modelos base z y la respuesta y para asi dar con la forma
6ptima de combinarlos.

Finalmente, para predecir la respuesta de un nuevo punto x simplemente habra que primero obtener
el vector de salidas con el resultado de los L modelos base, y pasarselo al meta-modelo para dar la
respuesta final:

hstack(x) = hmeta (hl (X)7 ceey hL (X)) .

Cabe destacar que, en la fase 2 del Algoritmo 7 donde damos lugar al nuevo conjunto S’, se estéd
usando los mismos datos tanto para entrenar cada modelo h; como para generar los z;. Esto puede
ocasionar problemas de sobreajuste, por lo que en la literatura se suele recomendar que las instancias
que se usan para generar z; no hayan sido usadas entrenando h;.

Habitualmente esto se consigue aplicando la validacién cruzada de R iteraciénes previamente defini-
da en 1.8. Se comienza dividiendo el conjunto de entrenamiento S en R subconjuntos Sy, ..., Sg, donde
definimos S(_,) como S\S,. Asi, para cada r, obtendremos un modelo base hl(fr) entrenado sobre

S(—r), con el cual usaremos los elementos de .S, (conjunto de test) para crear los valores z;; = hl(_r)(xi)
para todo x; € S,.. Al realizar el proceso de validacién cruzada al completo para todo r, modelo [ y
instancia x;, obtendremos el nuevo conjunto S’:

S = {((2i1s - 2iL), Yi) }ren

en donde la generacion de cada z; y el entreno de h; fueron independientes.
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Algoritmo 7 Algoritmo genérico de stacking, tanto para clasificaciéon como regresion.

Entrada: Conjunto de entrenamiento S = {(x1,¥1), ..., (Xn,yn)}, con x; € RP.
En donde y; variable continua o categorica.
L algoritmos A1, ..., A;, (por ejemplo, regresor lineal, un arbol de decisién, etc.).
Algoritmo para entrenar el meta-modelo Ayeta-

Salida: Un modelo hgiqcr que ensambla a los L modelos base haciendo uso del meta-modelo.

1. Se entrena L modelos base haciendo uso de los L algoritmos disponibles:

hy=A(S), 1=1,...,L.

2. Se genera un nuevo conjunto de entrenamiento S’ con las salidas de los modelos h; al aplicarlos
sobre S. Es decir, para cada ¢ = 1,..., N y para cada [ = 1, ..., L, se calcula:

Zij = hl(xi)

dando lugar asi a un nuevo conjunto S’ = {((2i1, ..., zir.), i) }}*.; en donde tenemos N pares de
datos cuya primera componente son las L salidas de los modelos h; al aplicarles x;, y la segunda
componente sera la variable respuesta y; inicial.

3. Se entrena el algoritmo Ageta sobre S’ para dar lugar a un meta-modelo éptimo que ensamble
los L modelo base.

hmeta = Ameta(S/)'

4. Fase de prediccién / clasificacién: Dado un nuevo x, la salida del algoritmo de stacking seré:

hstack(X) = hneta (h1 (%), ..oy B, (x))




Capitulo 3

Ensamblados estadisticos en la
practica

El objetivo de este capitulo es presentar varios problemas con datos reales, entrenar distintos modelos
(simples y ensamblados) sobre los mismos, y comparar los resultados obtenidos. Todas las pruebas
fueron realizadas con el lenguaje de programacién Python, haciendo uso mayoritariamente de la libreria
sklearn (Pedregosa et al, 2011). El cddigo utilizado se puede ver en el Apéndice B.

3.1. Introduccion

Una vez tenemos un modelo h entrenado sobre un conjunto de entrenamiento S, el iltimo paso a realizar
es comprobar su rendimiento sobre un conjunto de datos de test (recomendablemente no usados en la
fase de entrenamiento), para asi conocer su poder de generalizacién. En esta seccién se presentan las
métricas mas habituales a la hora de llevar a cabo esta fase evaluacién.

Suceso Pedicho

Poblacién total | Prediccién Positiva | Predicciéon Negativa

Falso Negativo = FN
Suceso | Suceso Positivo Positivo Real = PR

(Error tipo II)

Real

Falso Positivo = FP
Suceso Negativo Negativo Real = NR

(Error tipo I)

Tabla 3.1: Definicién de matriz de confusién para un problema binario, en donde se codifica la clase
positiva como +1 y la negativa como —1.

47
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Meétricas para evaluar problemas de clasificacién binarios

En el caso de estar ante un problema de clasificacién binario, uno de los métodos mas habituales es
usar la matriz de confusién del modelo, definida en la Tabla 3.1. A partir de sus elementos y notacién
se pueden definir las siguientes métricas:

= Porcentaje de acierto de clasificaciéon. Equivalente al riesgo empirico de clasificacion usando
como pérdida la funcién indicador I introducida en (1.15). Es la métrica més habitual a la hora
de evaluar el rendimiento de un clasificador:

PR+ NR

PR+ NR+FN+FP’
No obstante, destacar que un% de acierto de clasificacién alto no tiene por qué indicar que
el modelo tiene una buena capacidad de generalizacién, sobre todo cuando estamos ante un
problema con clases muy desbalanceadas. Por ejemplo, de tener un problema binario en donde
la clase 1 tiene una representacién mucho mayor (+99 %) que la clase —1 sobre el conjunto S,
un clasificador constante que siempre clasifique un nuevo punto x como 1 (hyx = 1 ¥x) tendria
un acierto mayor del 99 %, aunque su capacidad de generalizacién serd obviamente mala sobre
la clase infrarepresentada.

% de Acierto =

= Precisién. Se define como la proporcién de observaciones positivas que predecimos correctamente
sobre el total de predicciones positivas que hace el modelo. Intenta responder a la pregunta: ; Qué
proporcién de observaciones predichas como positivas eran realmente positivas?:

PR
PR+ FP’
Por ejemplo, en el caso anterior desbalanceado, la clase con una representacién mayor tendria
una precision elevada, mientras que la infrarepresentada tendria una precisién cercana al 0 %.

Precisiéon =

= Sensibilidad (o recall): Se define como la proporcién de observaciones positivas que predecimos
correctamente sobre el total de observaciones positivas. Intenta responder a la pregunta: ;Qué
proporcién de positivos reales fue clasificado correctamente?:

PR
PR+ FN’

= Valor F;. Se define como la media arménica de la precision y la sensibilidad:

Sensibilidad =

Valor Fy = 2.- Prec.is.i/én : Sensi.bi'li'dad _ 2-PR . (3.1)

Precisién + Sensibilidad 2 - PR + FP + FN
El valor F; suele ser una métrica recomendada cuando estamos ante problemas desbalanceados,
al tener en cuenta tanto la precisién como la sensibilidad. Ademas, el hecho de que se use la media
arménica hace que el valor de la métrica baje significativamente si la precision o sensibilidad son

muy bajas.

» Coeficiente de correlacién de Mattheus (CCM):

COM — PR-NR - FP-FN . (3.2)
/(PR + FN)(PR + FP)(NR + FN)(NR + FP)
También conocido como coeficiente phi de Pearson, el CCM para el caso binario es una
métrica que calcula la correlacién entre el vector de clases reales y predichas, dando asi un valor
entre —1 y 1. E1 CCM tiene en cuenta tanto los falsos positivos como los falsos negativos, por lo
que se puede usar como métrica para problemas desbalanceados.
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Suceso Predicho

Poblacién Total | Clase 1 Clase K
Clase 1 Ny Nix
Suceso
Ni1 Ny Nik
Real

Clase K N1 Nix

Tabla 3.2: Ejemplo de matriz de confusién para un problema multiclase, i.e., K > 2.

Asi, dependiendo del problema concreto a tratar y de la importancia que en él tenga cada tipo
de error, serd de mayor interés optimizar nuestro modelo para maximizar unas métricas u otras.
Para entender esto de manera mads visual, supongamos un problema de clasificacién binaria en donde
queremos clasificar un tumor (en base a su vector de caracteristicas x) como maligno (41) o benigno
(=1). Supdngase que, entrenado un modelo h, se obtiene la siguiente matriz de confusién:

PR=2 FN=15

FP=3 NR =180

Por un lado, si nos fijdsemos en el % de acierto del algoritmo, obtendriamos 182/200 = 0.91, lo
cual nos podria dar a pensar que tenemos un buen clasificador para el problema dado. No obstante,
en este problema podemos ver como las clases estan desbalanceadas, y ademas, los dos tipos de error
no tienen la misma criticidad: decirle a un paciente con un tumor maligno que el tumor que tiene es
benigno seria més critico que a la inversa.

En este caso, si calculamos la precisién obtendriamos 2/(2 + 3) = 0.4, lo que nos dice que para
los tumores que se han predicho como malignos por el modelo, estos son efectivamente malignos el
40% de las veces. Por otro lado, la sensibilidad nos darfa 2/(2 4+ 15) = 0.12, diciéndonos que si un
tumor es realmente maligno, nuestro modelo solo lo predice como tal el 12 % de las veces. Este es un
claro ejemplo de modelo inaceptable en la practica que, de haber usado tinicamente la métrica de %
de acierto para evaluarlo, podriamos haber pensado que era un buen candidato para ser usado.

Meétricas para evaluar problemas de clasificacién multiclase

Como se puede observar, las métricas de precisién, sensibilidad y valor Fy fueron pensadas origi-
nalmente para problemas de clasificacién binarios. Sin embargo, estas se pueden adaptar para el caso
de problemas con més de dos clases (K > 2) haciendo uso de la extensién de la matriz de confusién
multiclase definida en la Tabla 3.2.

Para la métrica de % de acierto general del modelo, la extension al caso multiclase es trivial:

Zszl Nk

% de Acierto = N

Para extender la métrica de la precisién, sensibilidad y valor F1, una posibilidad es usar el concepto
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one-vs-rest (OVR) introducido en la Seccién 2.3.6, calculando asi las métricas para cada clase por
separado, agregandolas posteriormente con algin criterio especifico (media, media ponderada, etc.).

En el caso de la precision para la clase k, se tendria:

Nk
Zf; Nip,

Calculando asi la precisién que nuestro modelo tiene para distinguir entre la clase k y el resto.

Precision;, =

Para la sensibilidad de la clase k, la métrica seria andloga a la precisién, pero iterando sobre los
valores de la misma fila de la matriz de confusion en vez de por los de la columna:

Nk
ZK N

i=1

Sensibilidad; =

En el caso del valor Fy para la clase k la extensién es directa, modificando en la expresién (3.1)
los valores de precisién y sensibilidad general por los de una clase en particular:

Valor Fy, = 2- Precisiony, - Sensibilidady

Precisiény, + Sensibilidady, -

Una vez calculadas las métricas para cada clase, estas se pueden agrupar obteniendo asi una métrica
global. Es habitual utilizar la media aritmética (lo que se conoce como agregacién ‘macro’ en la
literatura) o la media ponderada por la proporcién que cada clase tiene en el conjunto de entrenamiento,
para asi tener en cuenta desbalanceos entre las clases.

Aparte de estas adaptaciones, también existen otras métricas con definiciones especificas para el
caso de problemas multiclase. En este trabajo nos centraremos en la métrica CCM, definida en (3.2),
que para el caso K > 2 se define de la siguiente manera:

K
C 8= 1Pk -tk

\/(52 -, Pi) (32 ~ Y t%)

CCM =

en donde:

mCc= 2521 N, el nimero total de elementos correctamente predichos.
" 5= Zfil 25{:1 N;; = N, el ntimero total de elementos de la matriz.

=D = Zf{:l Ni;, el numero total de veces que predecimos la clase k, es decir, la suma de la
columna k.

w1 = Z;il Nk, el nimero total de veces que la clase real observada es k, es decir, la suma de la
fila k.

Meétricas para evaluar problemas de regresion

Para el caso de problemas de regresién (variable respuesta continua, i.e., y € R), supongamos que
tenemos un modelo predictivo h tal que h(x) € R. Imaginemos también que tenemos un conjunto de
N pares de datos para evaluar el modelo S” = {(x;,¥;)}; no usado en la fase de entrenamiento. Las
métricas de evaluacién para este tipo de problemas son las siguientes:
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= Error cuadratico medio (ECM):

1 N
ECM(h) = 5 > (i — h(x:)*.

i=1

El ECM es una de las métricas mas usada, tanto para evaluar modelos como para entrenarlos
a partir de utilizarla como funcién de pérdida (dado que es diferenciable). Esta nos devuelve
una cantidad absoluta que indica cuanto difieren los valores predichos por nuestro modelo de los
valores observados. No es interpretable por si misma, pero si es de utilidad para comparar varios
modelos.

Es habitual usar la raiz cuadrada del ECM, dando lugar a la métrica de la raiz del error
cuadratico medio (RECM):

1 N

RECM(h) = \| 5= > (i — h(x:))*.
i=1

En esta expresién, al aplicar la raiz cuadrada al resultado se obtiene la métrica del error al mismo
nivel que los datos originales, facilitando asi su interpretacién.

= Error absoluto medio (EAM):

1 N
EAM(h) = = lyi = h(x:)].
i=1

Esta métrica es una representacion mas veraz de los errores cometidos por el modelo, dado que
no penaliza de més los errores grandes como EMC y REMC.

2 . ..
» R“ 0 coefiente de determinacién:

N 2
>im (g — h(xi))
N -
21':1(%' —7)?
Esta cuantia representa la proporciéon de varianza de y que es explicada por las variables inde-
pendientes en el modelo. Es un indicador de lo bien que ha ido el ajuste, y por lo tanto, nos da

una medida de cuanto de bien vamos a predecir nuevos datos de test atin no vistos. El mayor
valor que puede alcanzar es 1, y puede ser negativo.

N
B 1
Rz(h)zl— , en dondey:N E Ui
i=1

3.2. Problemas planteados, resultados y conclusiones

Para poner en préctica los conceptos introducidos en este trabajo, en esta seccién se presentan
tres problemas a resolver con técnicas de aprendizaje estadistico. Se comienza con P1, un problema de
clasificacién binaria en el que se pretende predecir el nivel de ingresos de una persona adulta (codificado
en dos clases: mas o menos de $50k/ano) en base a distintas caracteristicas de la misma (edad, nivel
de educacién, etc.). El segundo problema (P2) es de clasificacién multiclase, en donde a partir de una
imagen de un numero del 0 al 9 escrito a mano (representada por un vector en escala de grises) se
intentard predecir el digito correspondiente. Por tltimo, P3 es un problema de regresién cuyo objetivo
es predecir el precio de un coche usado en base a sus caracteristicas (afio de matriculacién, potencia,
etc.).
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Para cada uno de los problemas se presentard el conjunto de datos y su estructura; los modelos
seleccionados para resolver el problema y sus parametros 6ptimos obtenidos por validacién cruzada;
las distintas métricas de evaluacién usadas en cada uno de ellos; y el cédigo Python utilizado para
llevar a cabo el experimento.

3.2.1. P1: Clasificacion de nivel de ingresos de poblacion adulta

Para el primer problema utilizaremos el conjunto de datos Adult Data Set, obtenido del repositorio
de Machine Learning de la UCI (Dua y Grraff, 20019). Este conjunto de datos, ampliamente utilizado
en la literatura, consta de datos de cerca de 50 000 personas adultas, cada una de ellas perteneciente a
una clase de nivel de ingresos: la clase >50k (que codificaremos como +1) y la clase <50k (codificada
como —1).

El cédigo utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.2.

Presentacion del conjunto de datos

Los atributos de los que se disponen para cada persona son los siguientes:

= qage: Variable continua con la edad de la persona.

= workclass: Tipo de ocupacién de la persona con 8 posibles valores.
= education: Nivel de educacién, con 15 valores posibles.

= education-num: Identificador de la variable de nivel de educacion.
= marital-status: Situacién sentimental, con 7 valores posibles.

= occupation: Ocupacién de la persona.

= relationship: Situacién sentimental, con 6 valores posibles.

= race: Raza de la persona, con 5 valores posibles.

= sex: Female, Male.

= capital-gain: Ganancias capitales de la persona.

= capital-loss: Pérdidas capitales de la persona.

= hours-per-week: Variable continua con las horas trabajadas por semana.

= native-country: Pais de origen.

Preprocesado de los datos
El preprocesado de los datos consta de las siguientes fases:
= Eliminamos todas las filas del conjunto de datos para las cuales algtin atributo sea nulo.

= Eliminamos duplicados del conjunto de datos.

= Codificamos la variable income en sus dos posibles clases.
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= Filtramos unicamente por el pais Estados Unidos (representacién mayoritaria en el conjunto de
datos), para que los paises con distinto nivel econémico no introduzcan sesgos al problema.

= Eliminamos variables que no son de utilidad o que son redudantes: education-num, ya que es
redudante al saber education, y Native-country, dada que nos quedamos unicamente con EEUU.

= Reducimos la cardinalidad de las variables education y marital-status, simplificando sus posibles
valores.

= Codificamos las variables categdricas restantes con el método one-hot enconding, que convierte
cada variable categérica en m variables (donde m es la cardinalidad de la variable en cuestién),
obteniendo asi un 1 en la variable asociada al valor correspondiente, y 0 para las demaés.

El resultado final es un conjunto de datos con 42 256 registros y 50 variables.

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos seleccionados para este problema son los siguientes:

= Arbol de decisién para clasificacion CART.

= Regresién logistica.

= Perceptrén multicapa.

= Clasificador de Bayes ingenuo Gaussiano.

= k—vecinos més cercanos.

= Maquina de vectores de soporte para clasificacién.
= Anilisis discriminante lineal.

= Random Forest.

= Bagging.

= AdaBoost.

= Stacking usando como modelos base los 7 primeros modelos de esta lista, y como meta-modelo
la regresion logistica.

Para todos ellos el método de entrenamiento es andlogo. En primer lugar, creamos una malla de
posibles parametros segiin el modelo en cuestion, y hacemos una busqueda bruta en dicho espacio
de pardmetros con validacién cruzada, queddndonos con el conjunto de pardmetros que optimice el %
de acierto del modelo. A continuacién procedemos a entrenar de nuevo el modelo en el conjunto de
entrenamiento, ya con los parametros tuneados, para posteriormente calcular las métricas de evaluacién
del mismo sobre el conjunto de test.

Los resultados de cada modelo para las distintas métricas evaluadas se pueden ver en la Tabla 3.3.
Para todas las métricas, con excepcién del CCM, se calcula cada una de ellas a nivel de clase (>50k
y <50k) y a mayores la media aritmética de ambas (bajo la variable avg). En concreto, para el % de
acierto se hace la media ponderada, para tener en cuenta el desbalanceo entre clases. Destacar que, al
estar ante un problema binario, el % de acierto a nivel de clase y la sensibilidad son idénticas.

Ademas, en la Figura 3.1 se presenta un diagrama de cajas hecho a partir del cdlculo de la estimacién
del error de test de los distintos modelos con validacién cruzada. En esta, ademés de ver la estimacién
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Métrica

% Acierto Sensibilidad Precision valor Fq CCM
<b0k >50k w.avg <50k >50k avg <50k >bH0k avg <50k >50k avg wvalor
CART 0.88 0.62 0.81 0.88 0.62 0.756 0.88 0.64 0.76 0.88 0.63 0.75 0.51
R. Logistica 0.93 057 0.83 093 057 0.75 0.87 0.73 0.80 0.90 0.64 0.77 0.54
LDA 093 057 0.83 093 057 0.75 0.87 0.73 0.80 0.90 0.64 0.77 0.54
MLP 094 052 0.84 094 052 086 0.86 0.79 0.83 0.90 0.63 0.77 0.57
k—NN 094 059 085 094 059 0.76 0.87 0.75 0.81 0.90 0.66 0.78 0.57
NB Gaussiano 0.83 0.76 0.81 0.83 0.76 0.80 0.92 0.60 0.76 0.87 0.67 0.77 0.55
SvVC 094 062 0.86 094 062 0.78 0.88 0.78 0.83 0.91 0.69 0.79 0.60
Bagging 091 063 077 091 063 0.78 0.88 0.71 0.79 0.90 0.67 0.78 0.56
Random Forest 0.90 0.66 0.84 090 0.66 0.78 087 0.72 0.79 089 0.65 0.78 0.56
AdaBoost 0.95 0.64 0.87 0.95 0.64 0.80 0.89 0.79 0.83 0.92 0.70 0.80 0.62
Stacking S1 094 070 086 094 0.70 0.80 0.89 0.78 0.83 0.91 0.70 0.80 0.61

Tabla 3.3: Resultados de aplicar distintos algoritmos al problema P1. En negrita se destaca el mejor
modelo segtin cada métrica.

del % de acierto de cada uno de las técnicas, se puede ver la varianza de cada una de ellas al ser
entrenadas con distintos conjuntos de entrenamiento.

Como se puede observar en los resultados, todos los métodos en general tienen dificultades a la
hora de predecir correctamente datos de la clase >50k por su baja representacién en el conjunto de
entrenamiento. En general, se aprecia que los métodos de ensamblado tienen menos varianza que los
individuales, y destacan AdaBoost y S1 como mejores clasificadores (en términos de % de acierto).
Teniendo en cuenta la definicién del ensamblado S1 tipo stacking, parece que la combinacién de los
siete primeros modelos mejora, ligeramente, el rendimiento de los modelos base individuales.

3.2.2. P2: Clasificacién de digitos escritos a mano
Presentacion del conjunto de datos

En este problema utilizaremos el conjunto de datos MNIST obtenido de la pagina web oficial
de los autores (Lecun y Cortes, 2010). Este conjunto de datos consta de 60000 imégenes de 28x28
pixeles codificadas en vectores de longitud 784, en donde cada componente tiene, en escala de grises, la
intensidad de color de cada pixel. Cada una de las imégenes representa un unico digito del 0 al 9, por
lo que el objetivo es clasificar cada una de ellas en la clase que le corresponda. En este caso estamos
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Comparacion del acierto de algoritmos para P1
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Figura 3.1: Diagrama de caja de los resultados de estimar para cada modelo su porcentaje de acierto
de clasificacién usando validacién cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a derecha de menor a
mayor mediana. Por sus siglas en inglés: CART (érboles de regresion y clasificacién, Classification And
Regression Trees), NB (Bayes ingenuo, o Naive Bayes), LDA (Anélisis discriminante lineal, o Linear
Discriminant Analysis), LR (Regresion logistica, o logistic regression), MLP (Perceprén multicapa,
o Multilayer Perceptron, definido en 1.3), RF (Random Forest, definido en 2.3.5, BAGG (Bagging,
definido en 2.3.4), KNN (k—vecinos més cercanos, o k—nearest neighbors, definido en 1.17), SVC
(Médquina de vectores de soporte para clasificacién, o Support Vector Clasification), E1 (Ensamblado
tipo stacking de varios de los modelos individuales mencionados, definido en 2.3.7), ADA (AdaBoost,
definido en 2.3.6).
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ante un problema multiclase balanceado, dado que todas las clases tienen la misma proporcién en el
conjunto de entrenamiento.

De nuevo, el cédigo utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.3.

Preprocesado de los datos

El tnico preprocesado que le hacemos a los datos es convertir las imagenes de escala de grises
(valores de 0 a 255) a blanco y negro (valores 0 para blanco y 1 para negro).

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos a entrenar son los mismos que para el problema P1, de nuevo con el mismo método de
entrenamiento. Para todos los modelos buscamos los mejores parametros candidatos maximizando la
métrica del porcentaje de acierto, para posteriormente entrenar el modelo final con dichos parametros.
Finalmente se estiman las distintas métricas para evaluar el rendimiento del clasificador, las cuales se
resumen en la Tabla 3.4.

Teniendo en cuenta la dificultad del problema, y que las técnicas seleccionadas no estan pensadas
originalmente para tratar con imagenes, en general se observa que todas las técnicas obtienen resultados
bastante meritorios, a excepciéon de AdaBoost y el clasificador de Bayes ingenuo. Destaca de nuevo el
buen rendimiento de los modelos ensamblados, sobre todo Random Forest, Bagging y E1. Este ltimo
ensamblado tipo stacking, E1, es el mejor bajo todas las métricas de clasificacion multiclase usadas, y
mejora substancialmente el rendimiento de los siete clasificadores base que forman parte del mismo.

En el diagrama de cajas de la figura 3.2 se pueden ver, de izquierda a derecha, de menor a mayor
mediana de porcentaje de acierto, todos los modelos entrenados para este problema.

3.2.3. P3: Prediccién del valor de un coche usado

Para este problema utilizaremos el conjunto de datos de dominio publico Car Evaluation, obtenido
de kaggle.com, una conocida web que organiza competiciones de Machine Learning y que dispone de un
amplio catdlogo de conjuntos de datos. Disponemos de informacién de 100000 vehiculos usados, cada
uno de ellos con su precio de valor de mercado. Para este caso utilizaremos tinicamente un subcojunto
de los mismos para hacerlo computacionalmente mas asequible, usando asi exclusivamente los vehiculos
de la marca Volkswagen (16 000 registros aproximadamente).

El cédigo utilizado para resolver este problema se puede ver en el Apéndice B.4.

Presentacién del conjunto de datos

Los atributos de los que se disponen para cada persona son los siguientes:

= model: Variable categdrica con el modelo de coche.
= year: Ano de fabricacién del modelo.

= price: Precio de valor de mercado.

= transmission: Tipo de caja de cambio.

= mileage: Numero de kilémetros.

fuelType: Tipo de combustible usado.


http://www.kaggle.com/adityadesai13/used-car-dataset-ford-and-mercedes

3.2. PROBLEMAS PLANTEADOS, RESULTADOS Y CONCLUSIONES

Métrica

% Acierto  Sensibilidad Precision Valor F4 CCM

avg w.avg avg w.avg avg w.avg avg valor

CART 0.77 079 080 079 08 079 0.80 0.77
R. Logistica 0.87 0.88 089 0.88 089 088 0.89 0.87
LDA 0.83 084 084 084 084 084 084 0.82
MLP 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.92 0.91
k—NN 0.91 092 093 092 093 092 093 0.92
NB Gaussiano 0.56 0.59 0.63 073 073 0.63 0.57 0.60
SVC 0.92 093 093 093 093 093 092 092
Bagging 0.90 089 090 0.89 090 089 090 0.88
Random Forest 0.93 095 095 095 095 095 094 0.90
AdaBoost 0.56 066 0.65 0.66 065 0.64 0.64 0.62
Stacking S1 0.95 095 096 0.95 096 0.96 0.96 0.96
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Tabla 3.4: Resultados obtenidos para el problema P2. En negrita se destaca el mejor modelo segin
cada métrica. ‘avg’ es el resultado de hacer la media aritmética del resultado para cada clase, y ‘w.avg’

de la media aritmética ponderada por la proporcién de elementos de cada clase.
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Comparacion del acierto de algoritmos para P2
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Figura 3.2: Diagrama de caja de los resultados de P2 obtenidos tras estimar para cada modelo su
porcentaje de acierto de clasificacién usando validacién cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a
derecha, de menor a mayor mediana. Se continda con la nomenclatura de la Tabla 3.1, por sus siglas
en inglés.
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= taz: Impuesto de circulacion.
= mpg: Consumo del vehiculo, en galones por milla.

= engineSize: Tamano del motor, en litros.

Preprocesado de los datos

A mayores de filtrar inicamente por los coches de la marca Volkswagen, se eliminan los registros que
contengan algun valor nulo, y se codifican las variables categéricas (transmission, fuelType y model)
con el mismo criterio de codificacién one-hot mencionado en P1.

El resultado final es un conjunto de datos con 15157 registros y 40 variables.

Modelos entrenados y sus resultados

Los modelos seleccionados para este problema son los siguientes:

= Arbol de decisién para regresion CART.

= Regresion lineal.

= Perceptrén multicapa.

= k—vecinos mas cercanos.

= Mdquina de vectores de soporte para regresion.
= Random Forest.

= Bagging.

= AdaBoost.

= Stacking usando como modelos base los cinco primeros modelos de esta lista, y como meta-modelo
la regresion logistica.

Para estos, aunque estemos ante un problema de regresion, el método de tuneado y entrenamiento
es analogo a P1 y P2. En primer lugar, creamos una malla de posibles parametros segin el modelo
en cuestion, y hacemos una busqueda bruta en dicho espacio de parametros con validacién cruzada,
queddndonos con el conjunto de pardmetros que optimice el valor R? del modelo. A continuacién
procedemos a entrenar de nuevo el modelo en el conjunto de entrenamiento, ya con los parametros
tuneados, para posteriormente calcular las métricas de evaluaciéon del mismo sobre el conjunto de test.

Los resultados de cada modelo para las cuatro métricas de regresién presentadas al inicio de esta
seccién se pueden ver en la Tabla 3.5. De nuevo, en la Figura 3.3 se presenta un diagrama de cajas
hecho a partir del cdlculo de la estimacién del valor R? de test de los distintos modelos con validacién
cruzada.

Como se puede observar en los resultados, en general todos los métodos que involucran un ensam-
blado tienen un mejor poder de prediccién y generalizacion que los métodos individuales, destacando
el modelo Random Forest, el cual obtiene los mejores resultados para las cuatro métricas evaluadas.
Ademas, se puede apreciar como el ensamblado tipo stacking E1, el cual es una combinacién de los
cinco primeros modelos individuales entrenados, con una regresiéon Ridge como meta-modelo, mejora
substancialmente los resultados de los modelos base.
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Comparacion del acierto de algoritmos para P3
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Figura 3.3: Diagrama de caja de los resultados de estimar para cada modelo su valor R? usando
validacion cruzada con K = 5, ordenados de izquierda a derecha de menor a mayor mediana. Por sus
siglas en inglés: SVR (Mdquina de vectores de soporte para regresion, o Support Vector Regression),
KNN (k—vecinos més cercanos, o k—nearest neighbors, definido en 1.17), MLP (Perceprén multicapa,
o Multilayer Perceptron, definido en 1.3), CART (drboles de regresién y clasificacion, o Classification
And Regression Trees), LR (Regresion lineal, o Lineal Regression), E1 (Ensamblado tipo stacking de
varios de los modelos individuales mencionados, definido en 2.3.7), BAGG (Bagging, definido en 2.3.4),
definido en 1.17), ADA (AdaBoost, definido en 2.3.6), RF (Random Forest, definido en 2.3.5).
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Métrica

ECM  RECM EAM R?

CART 4246965.45  2059.00  1326.91 0.92
Regresion L. 6787867.59  2604.66  1852.03  0.88
k—NN 31190681.17  5582.78  4110.12  0.48
MLP 14276447.89  3773.71  2639.80  0.15
SVR 31190681.17  5582.78  4110.12  0.10

Random Forest 2665615.51 1632.21 1081.43 0.95
Bagging 2814938.93  1677.41  1119.33 0.95
Ada Boost 3085347.54  1754.60  1290.22 0.95

Ensamblado E1 338974770  1840.59  1267.80 0.94

Tabla 3.5: Resultados obtenidos para el problema P3 tras estimar las distintas métricas utilizando
validacién cruzada. En negrita se destaca el mejor modelo segin cada métrica. Para los errores (ECM,
RECM y EAM), interesa que la métrica sea lo menor posible, mientras que para el R? es a la inversa.
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Apéndice A

Demostraciones

A.1. Teorema 2.1

Demostracion.

La demostracion del Teorema 2.1 se divide en 3 partes. En primero lugar probaremos que:

e Sy arhi(x)

wht! = .
NHl:l Z

K2

A partir de deshacer la recurrencia de w!, tenemos:

L,—aryihr(x;

(2 ZL
wiL_le—aL—lyihL—l(xi)e—aLyihL(xi)
ZrZr
(continuamos recursivamente hasta llegar a w,)
L —oqyihi(x;
1Hl:1 e—uyihi(xi)
L
Hz:1 Z
L —ouyihi(xi
CIL e (i)
= L
NIl Z
ez —auyihi(x:)
L
NIl Z
e~ Yi iy rhi(xi)

N H1L:1 Z

:w’i

Por segundo lugar, se probara la siguiente cota del error intermedia:

L
RE(h.) < [[ 2.
=1

Por un lado, tenemos que el clasificador final h,g, comete un error si signo( Zlel ahy (xz)) # i,y
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por lo tanto, signo(y; Zle ahi(x;)) = =1y —y; ZZL=1 arhi(x;)) > 0. Asi, tenemos:

oY it athiXi) > 1§ hagy(x;) # yi.

Ademas, dado que e* > 0 Vz,

e Yi iy enha(xi) > 0 8i haga(%i) = Yi-

Usando estas igualdades y el resultado de la primera parte de la prueba, tenemos:

N N
1 1 i a X,
RE(hasa) = 77 210 (xi) # ) < 57 Y e ¥ b cahiCe)
=1 =1
N

:lz_: L+1HZl
1l

K

7.

I
o ﬁMz

~~
Il

1

Como tercera y tultima parte, acotamos los valores de Z;. Primero, segmentaremos la definicién de
Z; en dos partes, una con las sumas teniendo en cuenta los puntos clasificados correctamente, y la otra
con los puntos incorrectamente:

Zt — Zwl 7aly1h1(x1)

E wle™ + E whe

i:yi:hl(xi) i:yi;éhl(xi)
=e M E wf + e E wﬁ
2y7:hl (x7) zy,;ﬁhl(x7)

=1 —¢)e ¥ 4 ¢ge™

Como vimos en la segunda parte de la demostracion, el error serd menor cuanto menor sea Z;. Por
lo tanto, podemos resolver la siguiente ecuacién, y sacar el valor o; 6ptimo para minimizar Z; para
cada [. Derivando Z; en funcién de «; e igualando a 0:

z

0=
dOél

=1 —¢)e ¥+ e

obtendriamos que el valor de «; éptimo es:

Poniendo este valor de o; 6ptimo en Z; tenemos:

Zr=(1—¢)e ™ +ege M =24/(1—¢)e.
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Finalmente, si agrupamos todo lo anterior, tenemos:

~

L

RE(hada < H H 1 - El
1=1 =1

1
( usando que v, = 5 €)

T2 (5-) ()
lnlm

(usando que 14z < €%)
L L
S H \/ 6_4712 — H 672712
—e 2N < 2T

quedando asi finalizada la prueba.
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Apéndice B

Cdédigo Python

B.1. C(Cdbdigo genérico para todos los problemas

# Imports bdsticos

import numpy as np

import pandas as pd

import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib

# Imports para preprocesado de datos

from sklearn.decomposition import PCA

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

from sklearn.preprocessing import LabelEncoder

# Imports de modelos

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier, AdaBoostClassifier,
GradientBoostingClassifier , ExtraTreesClassifier, VotingClassifier,
BaggingClassifier

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier, AdaBoostRegressor,
StackingRegressor , RandomForestRegressor, BaggingRegressor

from sklearn.neural_network import MLPClassifier

from sklearn.discriminant_analysis import LinearDiscriminantAnalysis

from sklearn.linear_model import LogisticRegression

from sklearn.neighbors import KNeighborsClassifier

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier

from sklearn.neural_network import MLPClassifier

from sklearn.naive_bayes import GaussianNB

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier

from sklearn.ensemble import StackingClassifier

# Imports de métricas y seleccidén de modelo

from sklearn.model_selection import GridSearchCV, cross_val_score, StratifiedKFold
, learning_curve, train_test_split, KFold

from sklearn.model_selection import cross_val_score

from sklearn.metrics import silhouette_samples

from sklearn.metrics import silhouette_score

from sklearn.metrics import accuracy_score

from sklearn.metrics import confusion_matrix

from sklearn.metrics import classification_report, accuracy_score
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B.2. (Cédigo para problema P1

# Carga de datos
pl_data = pd.read_csv("Data/P1_DATA.csv")

# Tratado de nulos y duplicados
pl_data[’workclass’]=pl_datal[’workclass’].replace(’?’,np.nan)
pl_datal[’occupation’]=pl_datal[’occupation’].replace(’?’,np.nan)
pl_datal’native-country’]l=pl_datal[’native-country’].replace(’?’,np.nan)
pl_data.dropna(how=’any’,inplace=True)
pl_data=pl_data.drop_duplicates ()

# Codificamos wvariable respuesta
pl_data.income = [1 if each==’>50K’ else 0 for each in pl_data.incomel

# Filtramos solo para estados unidos
pl_data = pl_datal[pl_data["native-country"] == ’United-States’]

# Eliminamos columnas que no son de uttilidad
pl_data.drop(["fnlwgt","native-country", "educational-num"],axis=1,inplace=True)

# Simplificamos la cardinalidad de algunas columnas categdricas:
# Simplificamos alguna columna

# Educacion

pl_data[’education’].replace(’Preschool’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’10th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’11th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’12th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’1st-4th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_datal[’education’].replace(’5th-6th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’7th-8th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_datal[’education’].replace(’9th’, ’dropout’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’HS-Grad’, ’HighGrad’,inplace=True)
pl_datal[’education’].replace(’HS-grad’, ’HighGrad’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’Some-college’, ’CommunityCollege’,inplace=True)
pl_datal[’education’].replace(’Assoc-acdm’, ’CommunityCollege’,inplace=True)
pl_datal[’education’].replace(’Assoc-voc’, ’CommunityCollege’,inplace=True)
pl_datal’education’].replace(’Bachelors’, ’Bachelors’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’Masters’, ’Masters’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’Prof-school’, ’Masters’,inplace=True)
pl_data[’education’].replace(’Doctorate’, ’Doctorate’,inplace=True)

# Estado sentimental

pl_data[’marital-status’].replace(’Never-married’, ’NotMarried’,inplace=True)

pl_datal’marital-status’].replace([’Married-AF-spouse’], ’Married’,inplace=True)

pl_data[’marital-status’].replace([’Married-civ-spouse’], ’Married’,inplace=True)

pl_datal’marital-status’].replace([’Married-spouse-absent’], ’NotMarried’,inplace=
True)

pl_data[’marital-status’].replace([’Separated’], ’Separated’,inplace=True)

pl_data[’marital-status’].replace([’Divorced’], ’Separated’,inplace=True)

pl_data[’marital-status’].replace([’Widowed’], ’Widowed’,inplace=True)

# Codificamos las wartables categéritas restantes
pl_data_dummies = pd.get_dummies(pl_data)

# Separamos vectores de caracteristicas y respuesta

drop_elements = [’income’]

y = pl_data_dummies["income"]

X = pl_data_dummies.drop(drop_elements, axis=1)
# Spliteamos conjunto de test y entremamiento

x_train , x_test,y_train,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.2,random_state=

1)
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# Método genérico para sacar los mejores pardametros de cada uno de las técnicas
# Esto se repetiria para todos los modelos en la lista ’models’
param_grid = {

"C" : mnp.array([1,2,5]),

"gamma" : np.array(["scale","auto"])

}

kfold = StratifiedKFold(n_splits=4)

grid = GridSearchCV(estimator=SVC(), param_grid=param_grid, scoring=’accuracy’, cv
=kfold)
grid_result = grid.fit(x_train, y_train)

# Obtenemos los mejores pardmetros para ese modelo
grid_result.best_params_

# Creamos una lista de modelos a usar

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeClassifier()))
models.append ((’NB’, GaussianNB()))

models.append ((’LR’, LogisticRegression()))

models.append ((’LDA’, LinearDiscriminantAnalysis()))
models.append ((’KNN’, KNeighborsClassifier(n_neighbors=20)))
models.append ((’MLP’, MLPClassifier()))

models.append ((’SVC’, SVC(C = 5, gamma = "auto")))
models.append ((’RF’, RandomForestClassifier(n_estimators=1000)))
models.append ((’BAGG’, BaggingClassifier(n_estimators=1000)))

estimators = models[0:7]
models.append ((’ADA’, AdaBoostClassifier(n_estimators=500, learning_rate=1)))
models.append ((’E1’, StackingClassifier(estimators=estimators, final_estimator=

LogisticRegression())))

# Sacamos métricas para cada uno de ellos, con wvaltdacidn cruzada de 5 iteraciones

results = []

names = []

for name, model in models:

print (f"Starting to train model {namel}...")

kfold = KFold(n_splits=5)

cv_results = cross_val_score(model, x_train, y_train, cv=kfold, scoring=’accuracy’
)

model.fit(x_train,y_train)

results.append(cv_results)

names . append (name)

msg = "%s: 4f (%f)" % (name, cv_results.mean(), cv_results.std())

print (f"####4####4#4## CLASIFICACION REPORT FOR {modell}")

y_pred = model.predict(x_test)

print (classification_report(y_test, y_pred))

print (msg)

print (£"SCORE a mano: {accuracy_score(y_test, y_pred)}" )

print (f"matthews_corrcoef a mano: {matthews_corrcoef (y_test, y_pred)}" )

# Plot de los resultados:

fig = plt.figure ()

fig.suptitle (’Comparacién del acierto de algoritmos para P1’)
ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot (results)

ax.set_xticklabels (names)

ax.set_ylabel ("7 de acierto de clasificacién")
plt.savefig(’Plots/P1_boxplot.pdf’)

plt.show ()
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B.3. Cédigo para problema P2

# Carga de datos
p2_data = pd.read_csv("Data/P2_DATA.csv")

y = p2_data.label
X p2_data.drop(columns = ["label"])

Split de los datos:
X_train, x_test,y_train,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.20)
# Preprocesado para cambiar de escala de grises a blanco y mnegro
x_test[x_test>0]=1
x_train[x_train>0]=1

# Tuneamos modelos
# Practicandocon GridsearchCV - KNN
param_grid = {
"n_neighbors" : np.array([1,2,3,4,5,7,10,15,30])
}
# kfold = KFold(n_splits=4)
kfold = StratifiedKFold(n_splits=10)

grid = GridSearchCV(estimator=KNeighborsClassifier (), param_grid=param_grid,
scoring=’accuracy’, cv=kfold)

grid_result = grid.fit(x_train, y_train)

grid_result.best_score_

# Preparamos modelos

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeClassifier()))

models.append ((’NB’, GaussianNB()))

models.append ((’LR’, LogisticRegression()))

models.append ((’LDA’, LinearDiscriminantAnalysis()))

models.append ((’KNN’, KNeighborsClassifier(n_neighbors=1)))

models.append ((’MLP’, MLPClassifier ()))

models.append ((’SVC’, SVC(C = 5, gamma = "auto")))

models.append ((’RF’, RandomForestClassifier(n_estimators=1000)))

models.append ((’BAGG’, BaggingClassifier(n_estimators=1000)))

estimators = models [0:7]

models.append ((’ADA’, AdaBoostClassifier(n_estimators=100, learning_rate=0.5)))

models.append ((’E1’, StackingClassifier (estimators=estimators, final_estimator=
LogisticRegression())))

# Obtenemos resultados:

results = []

names = []

for name, model in models:

print(f"Starting to train model {namel}...")

cv_results = cross_val_score(model, x_train, y_train, cv=5, scoring=’accuracy’)

model.fit(x_train,y_train)

results.append(cv_results)

names . append (name)

msg = "Ys: Y%f (%f)" % (name, cv_results.mean(), cv_results.std())

print (f"###4##4#44##4# CLASIFICACION REPORT FOR {modell}")

y_pred = model.predict(x_test)

print(classification_report(y_test, y_pred))

print (msg)

print (£"SCORE a mano: {accuracy_score(y_test, y_pred)l}" )

print (f"matthews_corrcoef a mano: {matthews_corrcoef (y_test, y_pred)}" )

# Bozplot:
fig = plt.figure()
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fig.suptitle(’Comparacién del acierto de algoritmos para P2’)

ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot (resultsl)

ax.set_xticklabels (names1)

ax.set_ylabel ("7 de acierto de clasificacidén")
plt.grid(linewidth=0.1)
plt.savefig(’Plots/P2_boxplot_v7.pdf’)
plt.show ()
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# Carga de datos
p3_data = pd.read_csv("Data/P3_DATA.csv")

# Eliminamos nulos
p3_data.dropna(how=’any’,inplace=True)

# Codificamos las vartiables categdéricas con el one-hot
p3_data = pd.get_dummies(p3_data)

# Vartadble X e y

y = p3_data.price
X = p3_data.drop(columns=["price"])

# Split de entreno y testeo

encoding

X_train, x_test,y_train,y_test = train_test_split(X,y,test_size=0.20)

# Validacion cruzada para sacr los mejores pardmetros
todos ellos

# Practicandocon GridsearchCV - SVR

param_grid = {

"C" : mnp.array([1, 0.5]1),
"kernel" B [Ilpolyll’ Hrgbll]’
"gamma": ["scale","auto"]

}

kfold = StratifiedKFold(n_splits=5)

de los modelos,

grid = GridSearchCV(estimator=SVR(), param_grid=param_grid, scoring=’

neg_mean_absolute_error’, cv=kfold, n_jobs=-1)
grid_result = grid.fit(x_train, y_train)
grid_result.best_params

# Modelos a entrenar

models = []

models.append ((’CART’, DecisionTreeRegressor ()))
models.append ((’LR’, LinearRegression()))

models.append ((’KNN’, KNeighborsRegressor(n_neighbors=20)))

models.append ((’MLP’, MLPRegressor ()))
models.append ((’SVR’, SVR(gamma="scale", C=1)))

models.append ((’RF’, RandomForestRegressor(n_estimators=700)))
models.append ((’BAGG’, BaggingRegressor(n_estimators=750)))

estimators = models [0:5]

models.append ((’E1’, StackingRegressor(estimators=estimators,

# Obtencion de resultados y métricas

scoring = {’r2’: ’r2’,
’mean_absolute_error’: ’neg_mean_absolute_error’,
"mean_squared_error": ’neg_mean_squared_error’,

"neg_root_mean_squared_error":"neg_root_mean_squared

_error",

andlogo para

n_jobs=-1)))
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"mean_absolute_percentage_error":"neg_mean_absolute_percentage_error"
¥
results = []
names=[]
for name, model in models:
print (f"Starting to train model {namel}...")
cv_results = cross_validate (model, x_train, y_train, cv=7, scoring=scoring,
n_jobs=-1)

print (f"root_mean_squared_error: {str(-cv_resultsl[’
test_neg_root_mean_squared_error’].mean())}")

print (f"mean_absolute_error: {str(-cv_results[’test_mean_absolute_error’].mean())}
"
)

print (f"mean_squared_error: {str(-cv_results[’test_mean_squared_error’].mean())}")

print (f"mean_absolute_percentage_error: {str(-cv_results[’
test_mean_absolute_percentage_error’].mean())}")

print (£"r2: {str(cv_results[’test_r2’].mean())}")

results.append(cv_results)

# Bozplot:

fig = plt.figure()

# fig.set_stize_inches (18.5, 10.5)

fig.suptitle (’Comparacién del acierto de algoritmos para P3’)
ax = fig.add_subplot (111)

plt.boxplot (results)

ax.set_xticklabels (names)
ax.set_ylabel("Coeficiente de determinacién (R2)")
plt.grid(linewidth=0.1)
plt.savefig(’Plots/P3_boxplot_v1l.pdf’)

plt.show ()
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