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Resumen

Resumen en espaiol

La regresiéon modal utiliza la moda para modelizar la dependencia entre variables. Las principales
ventajas son su robustez frente a datos atipicos y que permite conocer los distintos patrones que
presenten los datos. Para su estimacion existen métodos no paramétricos y semiparamétricos. Los
no paramétricos son mas flexibles pero presentan el problema del desastre de la dimensionalidad al
incrementar el nimero de covariables, que afectan a las tasas de convergencia de las estimaciones. La
estimacién semiparamétrica es mas restrictiva pero evita los problemas de los métodos no paramétricos,
permitiendo analizar como cambios en las caracteristicas afectan a la moda condicional. El principal
inconveniente es que en la mayoria de los casos es necesario solucionar problemas de optimizacién
multidimensional no convexa.

En este estudio proponemos un método eficiente y escalable de estimacién de modas condicionales
a través de la distribucién empirica de los cuantiles condicionales. El método se compara en un estudio
de simulacién con un método no paramétrico basado en el algoritmo mean-shift y un estimador semi-
paramétrico que utiliza la densidad de los cuantiles condicionales para estimar las modas. Por tltimo,
la regresién modal se aplica para analizar la toma de decisiones en el mercado laboral asi como las
diferencias salariales entre hombres y mujeres desde el punto de vista de la moda. Con tal objetivo se
han utilizado datos de varias encuestas de estructura salarial espafiola.

English abstract

Modal regression uses the mode to model the dependence between variables. The main advantages
are its robustness against outliers and that allows knowing the different patterns that are present on
the data. For its estimation there are nonparametric and semi-parametric methods. The nonparame-
tric ones are more flexible but the main problem is the curse of dimensionality when the number of
covariables increases, affecting the convergence rates of the estimates. The semi-parametric estimation
is more restrictive but avoids the problems of the non-parametric methods, allowing to analyze how
changes in the characteristics affect the conditional mode. The main drawback is that in most cases it
is necessary to solve non-convex multidimensional optimization problems.

In this study we propose an efficient and scalable conditional mode estimation method through the
empirical distribution of conditional quantiles. The method is compared in a simulation study with a
non-parametric method based on the mean-shift algorithm and a semi-parametric estimator that uses
the density of the conditional quantiles in order to estimate the modes. Finally, modal regression is
applied to analyze decision making in the labor market as well as wage differences between men and
women from the point of view of the mode. For this purpose, data from several spanish salary structure
surveys has been used.
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Prefacio

Los modelos de regresion son técnicas estadisticas que se utilizan para modelizar la dependencia
entre variables. La primera forma de regresion la publicé Legendre en 1805 y los primeros métodos
fueron utilizados por Gauss y Laplace en el contexto de la Astrofisica y la Astronomia. Sin embar-
go, el término regresién proviene de los estudios de Galton a finales del siglo XIX para determinar
la dependencia entre la estatura de los padres y los hijos. En el estudio encontré lo que denominé
como “regresién a la media”. Desde entonces, los métodos de estimacion de la media condicional han
avanzado desde la regresion lineal simple hasta distintos tipos de métodos no paramétricos. No fue
hasta 1978 cuando Koenker y Bassett propusieron la regresién cuantil. El método permitié estimar
distintos cuantiles en lugar de la media, resultando de gran interés en distintos escenarios. Al igual
que sucedi6 con la regresion lineal, la literatura en el contexto de la regresién cuantil se extendié y su
uso se generaliz6. En 1982 Sager y Thisted publicaron la primera propuesta de regresién utilizando
la moda. Desde entonces surgieron distintos métodos de estimacién modal condicional, pero su uso
todavia no se ha generalizado a pesar de sus ventajas en distintas situaciones.

En este Trabajo de Fin de Master se presentan varios métodos de estimaciéon de modas condicionales,
analizando las ventajas de este tipo de regresion frente a las técnicas de regresiéon ordinarias. Es preciso
destacar que en esta memoria se realizan las siguientes aportaciones al contexto de la regresiéon modal:

= Presentacion y andlisis de un nuevo método de estimacién modal basado en regresion cuantil. La
estimacién se realiza en los puntos de inflexion de las distribuciones de los cuantiles condicionales.

= Estudio de simulacién para analizar el comportamiento de los diferentes métodos presentados a
lo largo del trabajo.

= Estudio de simulacién del método no paramétrico de estimacién basado en el algoritmo mean-
shift, ya que hasta donde alcanza nuestro conocimiento no se ha realizado antes.

= BEstudio econométrico para analizar las diferencias salariales entre hombres y mujeres y la toma
de decisiones en el mercado laboral desde el punto de vista de la moda, asi como el impacto de la
crisis en los salarios. Para ello se han utilizado varios conjuntos de datos de encuestas cuatrienales
de estructuracion salarial espanola.

La memoria se estructura de la siguiente manera. En el Capitulo 1 se realiza una introduccién y
revision bibliogréafica de los métodos existentes y sus caracteristicas. En el Capitulo 2 se presentan los
conceptos basicos de la terminologia empleada a lo largo del trabajo y tres métodos de estimaciéon de
modas condicionales. El primero de ellos es no paramétrico y estd basado en el algoritmo mean-shift,
el segundo se basa en regresiéon cuantil lineal y por tltimo, presentamos un nuevo procedimiento de
estimacién a través de la distribucion de los cuantiles condicionales. Para finalizar el capitulo se revisa
el software disponible. El Capitulo 3 se dedica a comparar los distintos métodos presentados mediante
un estudio de simulaciéon donde se consideran distintos modelos, tanto con funciones modales lineales
como no lineales. En el Capitulo 4 se realiza un estudio econométrico a partir de los datos de las
encuestas de estructura salarial espafiolas de los afios 2002, 2006, 2010 y 2014. Por dltimo, el trabajo
se cierra con un capitulo de conclusiones.
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Capitulo 1

Introduccion

En el contexto de la regresion existen distintos procedimientos para establecer la relacion entre una
variable dependiente Y y una serie de covariables X dado X = x. Con tal objetivo se debe determinar
una funcién m : R — R que puede ser expresada de manera genérica como m(z) = Q(Y]X), donde
Q(-) relaciona X e Y. La eleccién de 2 debe realizarse de manera adecuada en base a las caracteristicas
e informacién que se necesiten sobre los datos de estudio.

La seleccién mds habitual de € en la literatura es la esperanza, esto es, 2(-) = E(-). Otra eleccién
ampliamente estudiada son los cuantiles (Koenker y Bassett, 1978), en especial la mediana Med(-).
A pesar de ello, la media y la mediana presentan una serie de desventajas cuando la distribucion de
los datos no es simétrica, o cuando las funciones de densidad condicionales presentan multiples modas
(varios méximos locales), impidiendo que se capturen todos los patrones que presentan los datos. Para
solventar estos inconvenientes puede utilizarse la moda a la hora de modelizar la dependencia entre
variables. Las principales ventajas de la moda son su robustez ante datos atipicos y que permite co-
nocer los distintos patrones que presenten los datos. Las estimaciones de regresién modal son aquellas
donde se acumula mayor probabilidad. Ademads, en el caso de que las densidades condicionales sean
simétricas, la estimacién modal serd equivalente a la de la media o la mediana. De estas caracteristicas
nace el interés de trabajar con la moda condicional Q(-) = Moda(-).

Como ejemplo para resaltar la importancia de utilizar la moda podemos pensar en los salarios y
en la toma de decisiones de los individuos a la hora de seguir estudiando o no (Manski, 2003). Los
datos salariales presentan una gran asimetria debido a las rentas méas elevadas. Por tanto, el salario
mas probable estara lejos del salario promedio. En consecuencia, jqué informacion es mas importante
para tomar la decisién de estudiar mas tiempo: un incremento en el salario esperado o un incremento
del salario méas probable? Otro ejemplo es la implementacion de politicas de gestién de recursos para
aumentar la satisfaccién de los trabajadores. ;Qué indicador es méas preciso para medir su efectividad,
el promedio o la moda de los cambios en los niveles de satisfaccién inducidos por estas nuevas politicas?
Por lo general, la distribucién de la satisfaccion laboral es asimétrica a la izquierda y centrarse en la
media podria ser perjudicial a la hora de tomar decisiones.

En la Figura 1.1 se muestran dos ejemplos con datos simulados donde la estimacién de la media
o mediana refleja resultados que no se corresponden con el patrén que presentan los datos. En (a)
como consecuencia de la existencia de dos patrones. En (b) debido al cardcter heteroceddstico de los
datos. En linea negra se muestra el modelo que genera los datos. Al ser las distribuciones condicionales
asimétricas la moda es una mejor aproximacion. En los ejemplos la media ha sido calculada mediante
regresion Nadaraya-Watson, la mediana a partir de regresién cuantil tipo nicleo y las modas usando
el método de estimacién propuesto en Einbeck y Tutz (2006).
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Figura 1.1: Ejemplos en los que seria conveniente aplicar regresién modal.

1.1. Revision bibliografica

La moda es una medida de localizacién que se define como el valor mas probable de una variable
aleatoria o como el valor mas frecuente de un conjunto de observaciones. Como ya se ha mencionado,
es una medida robusta ante datos atipicos que puede tomar varios valores. Ademads, coincide con la
media y la mediana para densidades simétricas.

La estimacién de las modas se puede realizar tanto de manera paramétrica como no paramétrica.
Generalmente se realiza a través de la soluciéon de un problema de maximizacién de una funcién de
densidad no paramétrica. A pesar de ello, las densidades pueden tener una moda (unimodalidad) cuan-
do existe un solo méaximo local o multiples modas (multimodalidad) si existen varios maximos locales.
Cabe destacar que el supuesto de unimodalidad de las densidades ha sido general en la literatura de
estimacién modal.

Los distintos procedimientos de regresion modal se pueden agrupar en dos categorias dependiendo
del supuesto sobre el niimero de modas de las densidades. Por una parte, existen métodos que estiman
la moda condicional global, que se conocen como regresién unimodal (Collomb et al., 1986; Lee, 1989;
Manski, 1991; Ohta et al., 2018, entre otros). Como ya se ha mencionado, el supuesto de unimodalidad
ha sido una condicién general (y restrictiva) en la literatura de estimaciéon de modas. Por otra parte,
la estimacién de multiples modas se considerd en un principio en el contexto del reconocimiento de
imégenes y patrones aplicando el algoritmo mean-shift (Fukunaga y Hostetler, 1975; Cheng, 1995; Co-
maniciu y Meer, 2002). No fue hasta el afio 2006 cuando Einbeck y Tutz (2006) propusieron el primer
procedimiento para estimar las modas condicionales mediante una modificacién de dicho algoritmo.
Posteriormente, en Chen et al. (2016) se demostré la consistencia de la estimacién multimodal. Hasta
donde alcanza nuestro conocimiento, este procedimiento de estimacién es el inico que existe de lo que
se conoce como regresion multimodal. Una de sus mayores ventajas es que no es necesario hacer su-
puestos sobre el niimero de modas que presentan los datos. En el caso de que se desconozca el niimero
de modas puede iniciarse el algoritmo con multiples puntos de arranque. Las distintas estimaciones
deberian converger entre ellas al niimero de modas.

Los primeros estudios sobre la estimacion no paramétrica de modas se remonta a la década de los 60
para el caso univariante. En Parzen (1962) se introdujo la estimacién no paramétrica tipo nicleo como
primera aproximacion para estimar densidades y sus modas. En dicho articulo se estudia consistencia,
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normalidad asintdtica de los estimadores y el error cuadratico medio de la moda muestral tipo nticleo.
Estos resultados se extendieron en varias direcciones. Entre ellas destacan Chernoff (1964), que define
la moda como el valor central del intervalo que contiene un mayor nimero de observaciones de una
serie de intervalos equiespaciados. El estimador es idéntico al de Parzen cuando el kernel elegido es
el uniforme; Dalenius (1965), que presenta tres estimadores explotando el hecho de que cerca de la
moda las observaciones muestrales pueden presentar agrupamientos; Robertson y Cryer (1974), donde
la estimacién se obtiene a partir de un conjunto de intervalos anidados, cada uno de los cuales es
un intervalo més corto que contiene un cierto nimero de observaciones y Eddy (1980), que investiga
las funciones tipo nicleo éptimas para estimar la moda. Recientemente, Dasgupta y Kpotufe (2014)
proponen un estimador de la moda basado en el método de los k vecinos més proximos.

No fue hasta 1982 cuando se considerd por primera vez la estimacién de modas condicionales. La
regresion modal fue propuesta en Sager y Thisted (1982), donde se estudié un estimador no paramétri-
co de maxima verosimilitud suponiendo la moda global como una funcién monétona (isoténica) de
las covariables. La estimacion de la regresién se realiza minimizando una funcién de pérdida 0-1. Des-
de entonces se han publicado numerosos articulos relacionados con la regresion modal, entre los que
podemos destacar Lee (1989, 1993), Kemp y Santos-Silva (2012), Yao et al. (2012), Yao y Li (2014),
Einbeck y Tutz (2006), Chen et al. (2016) y Ohta et al. (2018). Dentro de los distintos procedimientos
existen dos tipos diferentes de estimacién: métodos no paramétricos y semiparamétricos.

Los métodos no paramétricos son los méas habituales para la estimacion de modas a través de la
estimacién tipo niucleo de densidades condicionales. Por tanto, en estos métodos no se asume una forma
funcional particular de las densidades. Collomb et al. (1986) estudiaron la regresiéon modal en el caso
de dependencia, aplicandose a series de tiempo estrictamente estacionarias. Posteriormente, Samanta
y Thavaneswaran (1990) demostraron que los estimadores de modas condicionales que se derivan ma-
ximizando densidades tipo nicleo son consistentes y asintéticamente normales. En Quintela-Del-Rio
y Vieu (1997) se propone un estimador no paramétrico que estima la moda a través de una de la
estimacién tipo ntcleo de la primera derivada de la funcién de densidad condicional. Como ya se ha
comentado, Eibeck y Tutz (2006) desarrollaron un estimador plug-in de las densidades condicionales
y estiman las modas locales modificando el algoritmo mean-shif. La extensiéon del procedimiento al
caso multivariante se estudia en Taylor (2012) y el soporte tedrico en Chen et al. (2016). En Zhou y
Huang (2016) se generaliza dicho procedimiento para el caso en el que existan errores de medida en las
variables, pero se asume que se conoce la distribucién de los errores de medida. Ademads, los parametros
ventana requeridos en este procedimiento pueden ser calculados mediante los selectores descritos en
Bashtannyk y Hyndman (2001) o en Zhou y Huang (2019). Por otra parte, Yao et al. (2012) proponen
un estimador modal local e introducen un parametro que se selecciona automéaticamente utilizando los
datos observados para conseguir robustez y eficiencia de las estimaciones. A pesar de la flexibilidad
que aportan, los métodos no paramétricos presentan una serie de desventajas. La primera de ellas
es el desastre de la dimensionalidad al incrementar el niimero de covariables, que afectan a las tasas
de convergencia de las estimaciones. En segundo lugar, presentan el problema de cémo encontrar los
méximos de las funciones de densidad condicionales (Einbeck y Tutz, 2006). Por tltimo, no es posible
determinar como cambios en las covariables afectan a la moda.

Los métodos de regresiéon modal semiparamétrica presentan una serie de ventajas respecto a la
estimacién no paramétrica. Por lo general asumen que la moda es una funcién lineal de x tal que
Moda(Y'|X = z) = 2/, siendo 8 un vector de pendientes. Aunque la especificacién paramétrica es
restrictiva, evita el desastre la dimensionalidad que existe en los métodos de estimacién no paramétri-
ca. Ademas, permite analizar como cambios en las caracteristicas afectan a la moda condicional. En
Lee (1989) se desarrolla un método de estimacién modal para variables dependientes truncadas. Con
tal objetivo se utiliza una funcién de pérdida con kernel rectangular cuya esperanza se minimiza en
la moda. El método de estimacién se generaliza en Lee (1993) para funciones tipo nucleo cuadraticas,
suavizando el kernel rectangular. El principal inconveniente de los dos trabajos anteriores es que se
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impone una condicién restrictiva sobre la simetria de las distribuciones condicionales. Bajo dicha si-
metria, media, moda y mediana coinciden, por lo que plantear la estimaciéon modal carece de sentido.
Posteriormente, Kemp y Santos-Silva (2012) consideraron regresién modal semiparamétrica para el ca-
so en que la variable dependiente tenga una densidad condicional continua con una moda global bien
definida. En este ultimo trabajo se relajé la condicién de simetria que se imponfa en Lee (1989, 1993) y
se propusieron estimadores con distribucién asintética Normal. Recientemente, Yao y Li (2014) propo-
nen la regresién modal lineal para poder tratar con datos de alta dimensionalidad. Para la estimacién
se utiliza el algoritmo EM (expectation-maximization). Como curiosidad, podemos destacar que dicho
algoritmo guarda relacién con el mean-shift. En Carreira-Perpifidn (2007) se llega a la conclusién de
que el mean-shift gaussiano es equivalente al algoritmo EM. El principal inconveniente de los métodos
de estimacién semiparamétricos es que es necesario solucionar problemas de optimizacion multidimen-
sional no convexa. En Khardani (2019) se propone un método para el caso en el que exista censura
a la derecha y en Ohta et al. (2018) se propone por primera vez otra aproximacién semiparamétrica
pero utilizando regresiéon cuantil lineal para evitar el desastre de la dimensionalidad. Dicho método
es computacionalmente escalable ya que las estimaciones de regresién cuantil pueden ser formuladas
como problemas de programacién lineal convexa. Ademds, no son necesarios supuestos de simetria. El
principal problema que presenta el método es que no existe una regla de seleccién éptima para las
ventanas requeridas.

La regresién modal se ha aplicado en diferentes &mbitos de estudio, como la econometria (Kemp
y Santos-Silva, 2012) o el aprendizaje automético (Feng et al., 2017) y ha sido aplicado a distintos
tipos de datos como el trafico (Einbeck y Tutz, 2006), la prediccién de la temperatura (Hyndman et
al., 1996), consumo eléctrico (Yao y Li, 2014) y dietética (Zhou y Huang, 2016), demostrando ser una
mejor opciéon que las alternativas en numerosos contextos.

En el siguiente capitulo se hard una breve introduccién sobre conceptos previos para entender
la regresién modal, revisaremos en profundidad el método no paramétrico multimodal (Einbeck y
Tutz, 2006; Chen et al., 2016), el procedimiento basado en regresién cuantil lineal (Ohta et al., 2018),
propondremos un nuevo método semiparamétrico también basado en regresiéon cuantil para solventar
los problemas que presenta el método de Ohta et al. (2018) y por wltimo revisaremos el software
disponible para la estimacién de modas condicionales, asi como las nuevas implementaciones que se
han realizado.



Capitulo 2

Métodos de estimacion de modas
condicionales

2.1. Conceptos previos

Sea D = {X;,Y;}" ; una muestra aleatoria i.i.d. de un vector aleatorio (X,Y’) donde Y es la variable
respuesta continua y X un vector de variables regresoras d-variantes X = (X7, ... 7Xd)'. Suponiendo
que existe una funcién de densidad condicional f(y|x) de Y dado X =z donde = = (z1,...,74) € R?
continua en y, entonces, siguiendo Chen et al. (2016) el conjunto de modas condicionales para un punto
x puede ser representado como los puntos en los que la derivada de la funcién de densidad condicional
es cero y la derivada segunda es negativa,

0 0?
M) = {5 5 1(0ka) = 0. 5 i) < 0} (2.1)

Notese que f tiene que ser una funcién dos veces diferenciable. Con el objetivo de estimar la funcién
de densidad condicional necesaria en (2.1) desde un punto de vista no paramétrico es habitual utilizar
la estimaci6n tipo ntcleo (kernel) de la funcién de densidad. Si X es un vector unidimensional (d = 1)
el estimador de f(y|z) toma la forma

Fyla) = 1@ _ i K <th> ¢ <Y;gy>’ (2.2)

@) 92?:1 K (th—x)

donde K y G son funciones kernel univariantes, es decir, funciones de densidad con media ceroy h y
g son pardametros ventana (también los denotaremos indistintamente como bandwidths) que deben ser
seleccionados. Ahora bien, si X es un vector multivariante (d > 1) la funcién de densidad condicional
puede ser estimada mediante

Flylz) = flay) _ 2 € <E9y> [T K, ();SJ%> (2.3)

/(@) g ZZ’:l Hj:1 Kj (X”h_

J

donde Gy Kj, j =1,...,d son kernels univariantes y los valores g y h;, j = 1,...,d son parametros
ventana que requieren de seleccién. Nétese que la diferencia principal respecto a (2.2) radica en el
productorio de los kernels de las variables explicativas.
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Dadas (2.2) y (2.3), el estimador de M(x) es

—~ A 2 A
M) = {y - Fole) = 0. 5 fule) < o}. (2.4)

Ademas, si se conoce que la variable respuesta es unimodal o solo se quiere estimar la moda
que acumula mayor probabilidad, estaremos ante un caso particular de (2.1). En este caso, la moda
condicional corresponde con el tinico maximo de la funcién de densidad condicional. Como ya se
coment6 en el Capitulo 1, en la literatura es habitual el supuesto de unimodalidad. En consecuencia,
el estimador toma la forma

m(z) = Moda(Y|X = z) = arg méﬂéc fylx). (2.5)
ye
Dadas (2.2) y (2.3) la moda condicional (2.5) puede ser estimada como
m(zx) = @(YD( =x) = arg méﬂéc flyla). (2.6)
ye

f(z,y)
f(x)

para un z dado. En consecuencia (2.1), (2.4), (2.5) y (2.6) se pueden reescribir respectivamente como

Dado que f(y|z) = , cabe destacar que si f(z) > 0 las modas de f(y|z) y f(z,y) son iguales

2

M(m)-{ 2 by =0, 2 fa ><o} ﬂ(x)—{ 9 fey) =0, 2 ja ><o}
- y'ay ,y - ’6y2 7y b) - y'ay ’y - ’8y2 ,y )

m(z) = argméx f(z,y),  Mm(z) = argmax f(z,y).
yER yER
Los distintos conjuntos de modas estimadas para cada z € X formaran las funciones modales
m = {m(z1),...,m(zy)}. Sea K el nimero de modas, entonces las funciones modales estimadas pue-
den representarse como M = {m,...,mg}. Si K > 1 la regresién se considera multimodal.

Por otra parte, como ya se introdujo en la revision bibliogréfica, las estimaciones unimodales tam-

1
bién se pueden calcular de manera semiparamétrica. Sea Ky un kernel esférico Ka(z) = §H(|x| <1l)y

s 1
sea f(x) = —I(Jz — X;| < h) la estimacién obtenida con un kernel esférico se tiene que
2nh

A 1
3 = AX —— — <
arg max f(z) arg max 2nhﬂ(|x Xi| <h)
= arg max E I(lz — X;| < h)

2 (2.7)

= argminZ]I(\x — Xi| > h).
i=1

Las estimaciones de los pardmetros se obtienen de (2.7) o de sus generalizaciones. Por ejemplo, si
se quiere ajustar un modelo de la forma m(z) = By + Sz, los pardmetros se estiman como

o o~ 1 <&
, arg max —- I +651X; Y| <h
(Bo, B1) g(ﬁo)gf) onh ; (1Bo + B1 | )

n
= arg min I + 51X = Y| > h),
g(ﬁoﬁl); (1Bo + B1Xi — Y;| > h)

para construir el estimador final m(z) = 30 + 313: (Lee, 1989; Yao y Li, 2014).
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Aunque no entraremos en més detalles, la estimacién de la densidad se ha generalizado en Khardani
et al. (2010, 2011) y en Ould-Said y Cai (2005) para el caso de variables respuesta censuradas a través
del estimador de Kaplan-Meier (Kaplan y Meier, 1958).

La diferencia entre la regresion unimodal y multimodal es evidente y la eleccién entre un tipo u otro
de estimacién no es trivial. Aunque los beneficios de utilizar regresiéon multimodal parecen notables
dada la mayor flexibilidad que ofrecen, esta no siempre es la mejor opcién, ya que la deteccién de varias
modas puede complicar la interpretacién de los datos. Ademds, las modas locales pueden presentar
muy baja probabilidad, por lo que se debera utilizar un tipo de estimacién u otra dependiendo de las
caracteristicas y objetivos del estudio que se realice.

En la Figura 2.1 se muestra un ejemplo de una distribucién bimodal. En este ejemplo es evidente
que una moda es mas relevante que otra, pero dependiendo del objeto de estudio podria resultar més
interesante tener en cuenta la existencia de la funcién modal que acumula mayor probabilidad. En
el caso de regresion unimodal el estimador corresponderia con el méaximo global de las densidades
mostradas, perdiéndose informaciéon sobre el conjunto de datos. Por ultimo, cabe destacar que en
la literatura existen contrastes para determinar la multimodalidad. Como ejemplo practico podemos
nombrar el paquete de R multimode (Ameijeiras-Alonso et al., 2018), donde se incluyen distintos
procedimientos no paramétricos contrastar multimodalidad. De todas formas, hasta donde alcanza
nuestro conocimiento no existen contrastes de multimodalidad adaptados al caso condicional.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Ejemplo de una distribucion bimodal. A la izquierda se representa el diagrama de dispersion,
mientras que a la derecha se muestran sus densidades condicionales para distintos puntos de diseno.

Como ya se ha mencionado, una cuestién importante consiste en determinar la relevancia de las
modas estimadas, con el objetivo de analizar la probabilidad que acumulan. Siguiendo Einbeck y
Tutz (2006), la estimacion se realiza integrando numéricamente sobre distintas partes de la densidad
condicional. Con tal objetivo se ha utilizado la funcién integrate.xy de la libreria sfsmisc (Maechler
et al., 2019). Dada una moda local y en X = x, se desciende desde el méximo local f(y|z) en pequeiios
pasos de longitud d a la derecha (k = 0,1,2,...) y a la izquierda (k = —1,—2,...), aumentando la
integral en cada paso por §f(y + kd|z) hasta que se alcanza el minimo. Cuando éste se alcanza, la
secuencia f(y + kd|z) deja de decrecer. En la Figura 2.2 se representa la densidad condicional para
x = 0 de los datos de la Figura 2.1, donde una moda acumula méas del doble de probabilidad que la
otra. Nétese que segtn este procedimiento de estimacién puede ocurrir el caso en el que dos modas
acumulen la misma probabilidad aunque una presente un méaximo mas alto que la otra.
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Figura 2.2: Ejemplo de aproximacién de las probabilidades asociadas a cada moda local.

2.2. Estimacion modal a través del algoritmo mean-shift

En el trabajo de Einbeck y Tutz (2006), se propone un estimador plug-in de las densidades con-
dicionales para cada punto de diseno fijo considerado. Para calcular los maximos locales se utiliza el
algoritmo mean-shift. Las propiedades tedricas y la convergencia de esta forma de estimacion modal se
estudiaron posteriormente en Chen et al. (2016). En esta seccién se introducira el algoritmo mean-shift,
su aplicacion para la estimacién de maximos locales de las densidades kernel condicionales y el calculo
de intervalos de confianza y conjuntos de prediccion.

2.2.1. Introduccién al algoritmo

El algoritmo mean-shift es un método de bisqueda de modas/clusters no paramétrico propuesto
en Fukunaga y Hostetler (1975) y adapatado posteriormente en Cheng (1995) y Comaniciu y Meer
(2002). Este método no necesita conocer de antemano el nimero de modas o clusters ni son necesarios
supuestos sobre la distribucién de los datos.

La idea general del procedimiento es tratar los datos en un espacio d-dimensional a través de una
estimacién de la funcién de densidad, donde las zonas en las que se concentran mas puntos correspon-
den con los méximos locales (modas) de la distribucién subyacente. Para cada dato se asciende en la
direccién del gradiente de la densidad local estimada hasta que se alcanza la convergencia (bajo algin
criterio establecido).

Para ilustrar el procedimiento de estimacién de los maximos de una densidad tipo nticleo vamos a
utilizar un ejemplo unidimensional y un kernel gaussiano. Sea {X;}? ; una m.a.s. de X, la estimacién
tipo ntcleo de la densidad se puede calcular para un kernel gaussiano K y una ventana h como

f(x)=7;§K(Xi;x>- (2.9)
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La derivada de (2.9) es

S
>
&
I
8=
S[=
i
=
N
=
>
&
——

X, -
(z — X)K ( . x) (2.10)
1 — X, —x T o— X, —x
— K - — K .
nh? ( h > nh?® < ( h )

Multiplicando ambos lados de (2.10) por nh® y dividiéndolos por Y i | K <

Xi -
h

X .
se tiene

n Xi_
nh? 6'f( ) Ei—1K< h 33) Xi
Y i) =
I e R v Y S £y

Reorganizando la expresion (2.11) se llega a

— . (2.11)

X, —z
LK (/) X,
I VY )
~ n X; — 0 N n Xi —
Localizacién actual Zi:lK (x> v Zi:l K( h x)

h

Gradiente de ascenso A f(x) Nueva localizacién

El lado derecho de la expresién (2.11) es lo que se conoce como mean-shift en Fukunaga y Hostetler
(1975). Para calcular un maximo local (donde 2 f(z) = 0y en consecuencia Af(z) = 0) el algoritmo
x

necesita partir de una solucién inicial z(*) que actualiza como

Xi — l‘(t)

s (B x
X — 20N
st (o)

hasta que se alcanza la convergencia, dando lugar al punto estacionario z(>) que correspondera con
una de las modas (maximos locales) de la estimacion tipo nticleo de la densidad. Para encontrar todos
los maximos el algoritmo se puede iniciar desde distintos puntos de arranque que convergeran a los
maximos locales de la estimacién de la densidad.

t+1) _

2

2.2.2. Mean-shift condicional

El algoritmo mean-shift clasico permite obtener las modas de la estimacion kernel de la densidad
pero no permite utilizar covariables para el andlisis. En Einbeck y Tutz (2006) se introduce un estimador
plug-in de densidades condicionales. Para calcular dichas modas se utiliza el algoritmo mean-shift.
Esta aproximacién es la primera en la literatura que permite considerar la estimacién multimodal en
el contexto de la regresion.
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Considérese que K, pertenece a una clase especial de funciones kernel radialmente simétricas' que
satisfacen

Ko () = crk[(-)?);
donde ¢, es una constante positiva y k es una funcién que se conoce como perfil kernel (Cheng, 1995).
Sea Y1,...,Y, una realizacién muestral de la variable aleatoria ¥ y X un vector unidimensional,
generalizando (2.2) se trabajard con la estimacién de la densidad

2
Ck i Y
Flyla) = zwz el ()

donde ¢ es una ventana y w;(z) es una funcién de pesos independiente de y. Derivando (2.12) e

igualando a Cero se liene
)
(y ) ’
( g

de modo que el estimador de la moda condicional m(z) que en esta seccién denotaremos como y(x)
viene dado por

; (2.12)

8f |) _ZCka

Z?:l w;(z)k’

<Yi —gy(ff))2

Ahora bien, sea g(-) = —k'(-), donde g es un perfil kernel perteneciente a una funcién tipo nicleo de la
forma G(-) = ¢,4g[(-)?] con ¢, una constante positiva. Entonces, si K es un kernel gaussiano G también
lo serd. Reescribiendo la expresion anterior usando G se obtiene

Finalmente, considerando los pesos
Xi — X
K
)

w;(z) = Sk (th_ gg) :

sk () e ()

y(x) = — (thx> o <Y¢ gy($)>

Denotando el lado derecho de (2.13) como u(y(x)) podemos calcular y(x) partiendo de una solucién
inicial y(x)® que se actualiza como

y(x)(tJrl) - it K (Xih_ x) ¢ (Yz - Z(x)(t)> " (2.14)

2?_1K(Xi;m>g(n—z<x>u>) ,

1E] procedimiento mean-shift ha sido extendido a kernels anisétropos en Wang et al. (2004).

se tiene

(2.13)
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hasta que se alcance la convergencia, esto es, cuando p(y(z)) — y(z) = 0. Por lo general se considera
que 30 iteraciones son suficientes (Einbeck y Tutz, 2006).

En la Figura 2.4 se muestra una representacién grafica del funcionamiento del algoritmo mean-shift
para calcular el maximo de la estimacién de una densidad, partiendo de un punto inicial yo(z).

Figura 2.3: Estimacion del médximo de una densidad condicional a través del algoritmo mean-shift. A
la izquierda, las densidades condicionales y la curva de regresién (Iinea discontinua). A la derecha, el
procedimiento para calcular el méaximo a través del algoritmo mean-shift.

Por otra parte, aunque hasta el momento se ha condicionado a una tnica variable explicativa,
es posible generalizar el procedimiento descrito a més covariables. Esta extensién solo afecta a la
definicién de los pesos w;(x). Teniendo en cuenta que la densidad condicional tipo ntcleo con varias
covariables tiene la forma descrita en (2.3), la extensién de la expresién para el caso X univariante
mostrada en (2.13) da lugar a la expresién multivariante (2.15), que se resuelve siguiendo el mismo

procedimiento que en (2.14).
=1 g Jj=1 h]

A

El procedimiento descrito en el presente capitulo se muestra en el Algoritmo 1 para un z € X dado.

y(x) = (2.15)

Algoritmo 1 : Regresion modal mediante mean-shift para un x € X

1: Elegir un conjunto de soluciones iniciales y1(x) < ... < yx ().

2: Parak=1,... K:
Fijar t = O e iterar y 1(yp, (¢ )( )) hasta que se alcance la convergencia (bajo el criterio
establecido), resultando los estlmadores 9(x), ..., 0k (x).

3: El estimador de M(z) es el conjunto aleatorio ./\//\l(x) ={0(x),...,9x(x)}.

(-‘r)()

Es necesario destacar que en el caso en el que se desconozca el nimero de modas (ramas) que
presenten los datos, es recomendable utilizar miltiples puntos de arranque del algoritmo. En este caso,
si K excede el nimero de modas, los valores de las estimaciones convergeran a las modas locales.

Por dltimo, tal y como se muestra en Taylor (2012), resulta de interés mencionar que cuando g = oo,
la regresiéon modal presentada en esta seccion es equivalente al estimador de Nadaraya-Watson.
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2.2.3. Seleccion de ventanas

Como es habitual, por ser (2.13) un estimador no paramétrico es necesario un procedimiento de
seleccion de las ventanas h y g. Con este objetivo se pueden utilizar diversos métodos, como los dis-
tintos selectores descritos en Bashtannyk y Hyndman (2001) y en Zhou y Huang (2019). Entre ellos
destacamos el selector bootstrap y el basado en regresion de Bashtannyk y Hyndman (2001).

En la Figura 2.4 se muestra un ejemplo con datos simulados para resaltar la importancia de una
seleccion adecuada de ventanas. Una mala eleccion puede llevar al algoritmo a méximos locales que
disten del maximo global y por tanto la moda estimada de la densidad kernel se alejard de la moda
tedrica.

Figura 2.4: Estimacion no paramétrica de las densidades condicionales. A la izquierda, estimacién
con ventanas demasiado grandes. A la derecha, una seleccién correcta de las ventanas. Las curvas de
regresion estimadas se muestran con linea discontinua y la funcién modal tedrica con linea continua.

En el caso en el que existan varias variables explicativas, el problema de seleccién de ventanas
presenta una mayor dificultad, pues se debe seleccionar la ventana g y los valores para cada h;. Con
tal objetivo Taylor (2012) recomienda calcular g como la media de las ventanas calculadas para cada
covariable de manera independiente segin los procedimientos descritos en Bashtannyk y Hyndman
(2001). Para determinar los h; se recomienda extender al caso multivariante el procedimiento de selec-
ci6n de ventana basado en regresién de Bashtannyk y Hyndman (2001), estandarizando las variables
y buscando el bandwidth 6ptimo que minimiza la media de la raiz del error de prediccién penalizado
Q(h) respecto a h para un g fijo donde

-2

o =REE Lo (54) soon |- s |

siendo y;, con k =1,..., N espaciados equitativamente sobre el soporte de Y tal que A = yfﬁ_l — Y-

2.2.4. Intervalos de confianza para la funcién modal

El bootstrap es un procedimiento estadistico que sirve para aproximar la distribucién en el muestreo.
Ademds, no requiere hip6tesis sobre el mecanismo generador de los datos. En Chen et al. (2016) se
desarrolla un método bootstrap para la obtencién de intervalos de confianza de las funciones modales.
Para explicarlo primero debemos definir la distancia de Hausdorff.

Definicién 2.2.1. La distancia de Hausdorff entre dos conjuntos A y B, tales que A, B C R? se define

como

Hausdorff(A,B) ={r >0: ACB®r,BC A®r}=méx {sup d(z, B), sup d(x,A)} ,
€A z€B

donde A®r = {zr € R :d(x, A) < r} siendo d(x, A) = infyeca ||z — |-
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Asi, la distancia de Hausdorff de la estimacién puntual entre M (z) y el valor tedrico M(zx) es

—

A(z) = Hausdorff(M(zx), M(x)). (2.16)

Anélogamente, la distancia de Hausdorff de la estimacion uniforme entre M (z) y el valor teérico
M(x) es
A = sup A(z) = sup Hausdorff(./T/l\(x), M(x)).
z€D €D

Dada la muestra (X1,Y1),..., (Xn, Y,) v su andlogo bootstrap (X7, Y7),..., (X}, Y,") y sea M*(x)
la estimacién bootstrap de la funcién modal, podemos definir la estimacion de la distancia de Hausdorff
entre la estimacién obtenida mediante la remuestra y la muestra como

—

A*(2) = Hausdorff(M*(z), M\(x))

Repitiendo el proceso un ntmero grande B de veces se obtiene A%(z),...,A%(z). Definiendo
01—« () como el valor que cumple

el intervalo de confianza puntual de M(z) vendra dado por

—

C(z) = M(z) © b1-a(2),

Por otra parte, también es posible calcular los intervalos de confianza uniformes, asi como aplicar
distintos tipos de bootstrap tales como el paramétrico, suavizado o basado en residuos. Para el caso del
bootstrap uniforme o naive se puede utilizar (2.16) para construir intervalos de confianza uniformes.
Definiendo §;_, como el valor que verifica

P (M(x) C M\(x) B 1—q,Vz € D) =1-oq

podemos estimar via bootstrap 51_o a través de los cuantiles de

A" = sup A*(z) = sup Hausdorﬁ(ﬂ*(x),ﬁ(x)).
€D z€D

De esta forma se puede definir el intervalo de confianza uniforme como

Q)

(z) ={(z,y) 1z € D,y € M(z) & d1-a},
cuya cobertura asintética basada en bootstrap naive puede encontrarse en Chen et al. (2016).

En la Figura 2.5 se muestran los intervalos de confianza puntuales (izquierda) y uniformes (derecha)
de un conjunto de datos simulados de tamano muestral 500 para un nivel de confianza del 95 %
calculados mediante 300 réplicas bootstrap. Puede observarse que los intervalos uniformes son mas
anchos que los calculados mediante estimacién puntual.
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Figura 2.5: Intervalos de confianza para regresiéon modal (sombreado gris). A la izquierda, los intervalos
puntuales. A la derecha, los uniformes.

2.2.5. Conjuntos de prediccion para la funcién modal

En el contexto de la regresion modal también es posible el cdlculo de conjuntos de prediccién, que
pueden utilizarse como método para seleccionar bandwidths éptimos para la estimacion kernel de la
densidad subyacente (Chen et al., 2016). Ademads, en el articulo se demuestra que a nivel poblacional
los conjuntos de prediccién para la regresion modal son més pequenos que para la funciéon de regresién
p(z) =E(Y|X = ). Sea

g1—a(x) ={e>0: PAY,M(X)) >e|X =2) < a}, (2.17)
€1-a ={e>0: P(A(Y,M(X)) > ¢) < a}, (2.18)
entonces los conjuntos de predicciéon puntuales y uniformes a nivel poblacional son, respectivamente,

Pia(z) = M(z) @ e1_n(),
Pra={(z,y):z€D,yec Mz)Ger_o} CD xR
A nivel muestral se puede estimar (2.17) y (2.18) respectivamente como

€1-a(x) = inf {EZOz/A f(y|:z:)dy2 1—a},

M(z)de

Bl :Q({d(Yi,/\//\l(Xi)) :i:l,...,n},l—a).

donde Q(u,1— «) denota el cuantil 1 — « de u. En consecuencia, los conjuntos de prediccién puntuales
y uniformes estimados tienen respectivamente la forma

731—04(33) = M\(x) D é\l—ot(m)

Pra={(z,y): 7€D,yc Mx) @& _o}

En la Figura 2.6 se muestran los conjuntos de prediccién para los mismos datos de la Figura 2.5
considerando a = 0.05.
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.6: Conjuntos de prediccién uniformes (sombreado en gris) para regresién modal.

2.3. Estimacion modal a través de la densidad condicional

En esta seccién se estudia el estimador propuesto en Ohta et al. (2018). La idea principal consiste en
estimar los minimos de la derivadas de las funciones de densidad condicionales, que corresponden con
los méaximos de la funciones de densidad condicionales y por tanto con la funcién modal. Este método
semiparamétrico se basa en regresién cuantil lineal, permitiendo una estimacién unimodal escalable a
un numero elevado de variables explicativas, a diferencia del método estudiado en el capitulo anterior.
En lo que sigue se presentard el estimador, el procedimiento de seleccién de ventanas y los distintos
métodos para calcular intervalos de confianza.

2.3.1. El estimador de Ohta

El procedimiento de estimacion consiste en determinar la densidad condicional para cada X = x.
Este objetivo se logra a través de un modelo de regresién cuantil lineal. En este sentido, se procede
calculando y minimizando la derivada de la funcién cuantil condicional por diferenciacién numérica.
La moda se encontrara en el minimo de esa derivada, que corresponde con el maximo de la funcién de
densidad de los cuantiles condicionales.

Con el objetivo de estimar la funcién modal, en Ohta et al. (2018) se propone invertir un modelo
de regresion cuantil (Koenker y Bassett, 1978). Sea Q(7]|X) el 7-cuantil condicional de Y dado X para
7€ (0,1) y Q.(7) = Q(7]X = ), se puede observar que bajo ciertas condiciones de regularidad

0Q. (1) 1
su(r) = Qulr) = 2 .
’ or f(Qu(7)|z)

Definiendo 7, como el cuantil que minimiza s,(7), esto es, 7, = argmin ¢ (g,1) 52(7), se tiene que

la moda estimada en X = z es la funcién cuantil en ese 7, por tanto m(z) = Q. (7).

En la practica s,(7) es desconocida, por lo que debe ser estimada. La estimacién se realiza por
diferenciacién numérica del estimador de la funcién cuantil condicional @, (7). En consecuencia también
es necesario estimar esta ultima. Con este objetivo se emplea un modelo de regresién cuantil con la
forma

Q(7]X) = X'B(r), T€(0,1).
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donde B(7) € R? es un vector de pendientes para cada 7 € (0, 1). El vector de pendientes 3(7) puede
ser estimado como

A~

Bir) = arg a3 s - X15), (2.19)

donde pr(u) = u{r — I(u < 0)}, siendo I una funcién indicadora. La representacién de la funcién de
pérdida p, se puede ver en la Figura 2.7.

pr(u)

Figura 2.7: Representacién de la funciéon de pérdida.

Notese que la linealidad de la funcién de regresion cuantil no implica la linealidad de la funcién
modal. En consecuencia, es posible estimar funciones modales no lineales debido a la flexibilidad que
aporta el modelo considerado. Este hecho puede observarse en la Figura 2.8, donde en (a) se tiene
una funcién modal tedrica no lineal (en rojo) generada en un modelo lineal. En este caso, para cada
x € X considerado se puede observar que la distancia minima entre cuantiles estimados parece seguir
la funcién tedrica. A modo ilustrativo, se puede ver que para x = 0.1, la distancia més pequena
corresponde con los cuantiles 0.05 y 0.15. Sin embargo, para = = 0.7, esta distancia se encuentra
entre los cuantiles 0.65 y 0.75. Esto es lo que permite ajustar funciones modales no lineales mediante
regresion cuantil lineal. Por otra parte, para (b), la funcién modal es lineal. Por tanto, la distancia
entre cuantiles estimados mas pequena para distintos = se encuentra siempre entre los cuantiles 0.45
y 0.55 a lo largo del soporte de X.

0.2

-06 -04 -02 0.0

-0.8

-1.0

0.0 0.2 0.4 06 08 10 0.0 0.2 0.4 06 08 10
X X

(a) (b)
Figura 2.8: Distintos ajustes de regresion cuantil lineal. En (a) un modelo con funcién modal no lineal.

En (b) un modelo con funcién modal lineal. En rojo (sélido) se representan las funciones modales
tedricas.



2.3. FEstimacion modal a través de la densidad condicional 17

Por otra parte, la estimacion de s,(7) = Q. (7) se realiza mediante diferenciacién numérica. Sea
h = h,, — 0 una secuencia de ventanas tales que nh? — oo, se tiene que

oy Qu(m+h) = Qulr = 1)
8,(7) = o . (2.20)

A efectos précticos se utiliza el estimador (2.21), ya que en una muestra finita, [7 — h, 7 4+ h] puede no
estar incluido para algin 7 € [e,1 — €.

5u(r) = @x(T + min{h, Tmax — 7)) — @x(T —min{h,7 — Tmin}) (2.21)
¢ min{h, Tmsx — 7} + min{h, 7 — T } ' '

Finalmente, m(z) se estima como m(z) = Q. (%) = 2/3(7,), donde 7, es un minimizador aproxi-
mado de 8,(7) en [e,1 — €] con pardmetro € € (0,1/2) suficientemente pequeiio. Es decir, se busca el
T que minimiza la estimacién de la funcién de densidad calculada mediante diferenciacién numérica
excluyendo un porcentaje € de los extremos de los datos de la densidad condicional.

2.3.2. Seleccion de la ventana

Por ser (2.21) un estimador obtenido mediante diferenciacién numérica, es necesario el desarrollo
de un método para la seleccién del pardmetro ventana h. En Ohta et al. (2018) se propone modificar la
regla de seleccién de ventana de Koenker y Machado (1999) dado que ésta no cumple las condiciones
establecidas en el articulo y es 7-dependiente. El bandwidth establecido en Koenker y Machado (1999)

se define como
1 1/3
KM —n1/3,2/3 ) (2~ (7))
W) = {'52<I>1(T)2+1 ’

donde ¢ y ® son respectivamente la densidad y distribucién de la N(0,1) y z, = ®~(1 — a/2). Dada
la regla de seleccion para cada punto de diseno z en el soporte de X se procede mediante un algoritmo
en dos pasos. El primero de ellos consiste en determinar el bandwidth 6ptimo 7-independiente. Una
vez se calcula esa ventana se vuelven a realizar los mismos pasos empleando mencionada ventana, es
decir:

1. Usar la ventana piloto hP?t = n!/6pKEM(0.5) o n=1/6 y construir un estimador preliminar
7’:;1)7’elim, de Ty
7 .

2. Utilizar h,, = hy, , = n'/SREM (FPrelimy para construir un estimador final m(z).

El procedimiento de estimacién descrito se muestra en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 : El estimador de Ohta.

1: Seleccionar una serie de cuantiles 7 equiespaciados, € y a.

2: Calcular la ventana piloto h?"°t = n'/6pKM (0.5) o n=1/6,

3: Para un punto de disefio x en el soporte de X:
Construir un estimador preliminar 727" de 7, a través de (2.21).
Calcular h,, = h,, , = n'/SpEM (Fprelimy,
Estimar 727! a través de (2.21).
Calcular los parametros § para 797",
Realizar la prediccién como m(x) = Q. (72P?).

4: La funcién modal es el conjunto formado por cada moda estimada en cada z € X.

t
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2.3.3. Intervalos de confianza

Para este método es posible construir intervalos de confianza puntuales para m(z) estimando con-
sistentemente los pardmetros 02, v, y s;(7,) (la estimacién de este tiltimo pardmetro puede realizarse
a través de (2.21)) definidos en el Teorema 1.

Teorema 1. Dado cualquier punto x en el soporte de X, suponiendo que se cumplen ciertas condiciones
(pueden consultarse en Ohta et al., 2018) y que 3 (m(x)|x) < 0 siendo fP)(y|z) = 0 f(y|x) dy? y
m(z) € [Qu(g), Qz(1 — )], entonces

()37, —10) B (04 /00)*Z

cuando n — oo, donde o, = \/E[(2/J(7;)~1X)2]/2, con J(7) = E[f(X'B(7)| X)X X'], v, = s"(7,)/2
y Z = argméx;er{B(t) — t?} siendo {B(t) : t € R} un movimiento browniano estdndar bilateral cuya
distribucién es la distribuciéon de Chernoff. Ademas se tiene que

()3 (g — my) S s4(70) (00 )v0) 23 2.

Por otra parte, sea ¥ = E(XX'), entonces 02 = 2/ J(7,) " 'XJ(7,) "'x/2. Las matrices ¥ y J(7)
pueden ser estimadas como
R n R 1 n
S 13 )= gk S e <
de modo que la estimacién de o2 es 62 = a'J(7,) " '5.J(r,) " Lx/2. Por otra parte, la estimacién de
vy = 8,(75)/2 = Q) se realiza por diferenciacion numérica de Q. (7). Sea Ay tal que Apg(T) =
(g(t+h) —g(r —h))/2hy A} g = Ah(Ai_lg) recursivamente para j = 2,3,..., se puede estimar v,
por
. 13~ o
Vg = §A2Qa:(7—z)
Cabe destacar que en Ohta et al. (2018) pueden encontrarse estimadores alternativos para v,,.

Finalmente los intervalos de confianza asintéticos para m(x) al nivel 1 — a vendran dados por

80 (7)(62/02)*"°
(nh2)1/3 Q1—a/27

m(z) +
siendo ¢y _q/7 €l cuantil 1 — /2 de la distribucién de Chernoff.

Ademaés, también es posible calcular intervalos de confianza mediante submuestreo. No se consideran
intervalos de confianza bootstrap porque no serian consistentes para este estimador (Ohta et al., 2018).
Sea m(z) = mp(x) = Mp(r; (Y1, X1). ..o, (Yo, Xn)), b = hp y Wi,...,Wx los N subconjuntos de
(Y1,X1)....,(Yn, X,,) de tamaiio ¢ tales que N =y £ < n. Considérese la distribucién de submuestreo

N
Unali0) = 5 S22 W) — (e < 1}

i=1
Cabe destacar que en la practica el submuestreo es computacionalmente costoso, aunque se puede

utilizar un subconjunto aleatorio de {1,...,N}. Ahora bien, sea §,¢(z;1 — «) el cuantil 1 — « de
Unp,i(z;-), el intervalo de confianza asintético a nivel 1 —a de m(x) es

. Ine(x; 1 —a/2) Gn.e(x; /2
o i 41232
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2.4. Estimacion modal a través de la distribucién condicional

El principal inconveniente del método de estimacion presentado en la Seccién 2.3 es que no existe
una regla de seleccién Optima para la seleccion de ventanas. Ademads, el selector propuesto tiene un
elevado coste computacional. En esta seccién proponemos un nuevo estimador semiparamétrico de
modas condicionales a través de cuantiles condicionales. La principal diferencia con respecto al método
de estimacién descrito en Ohta et al. (2018) es que se empleara la distribucién condicional empirica
en lugar de la densidad. Ademds de describir el nuevo estimador, se analizardan las ventajas que se
obtienen de este cambio de perspectiva y sus posibles extensiones.

2.4.1. Motivacién y ventajas del nuevo estimador

El método propuesto es similar a los métodos descritos en Dalenius (1965), Venter (1967) o Rober-
tson y Cryer (1974), que propusieron estimar la moda fijando un nimero de observaciones y eligiendo
el intervalo méas corto que contiene dicho niimero.

La idea es fijar la probabilidad de cada intervalo en lugar del niimero de observaciones y buscar el
intervalo mas pequeno que acumula dicha probabilidad, esto es, buscar la distancia mas corta entre
dos cuantiles consecutivos, que llamaremos ¢; y ¢;+1. Dicho intervalo es en el que se encuentra el punto
de inflexién de la funcién de distribucién condicional. La representacién de esta idea se muestra en
la Figura 2.9, donde la moda se estimara como la media de los cuantiles 0.4 y 0.6, pues son los que
representan el intervalo méas corto con extremos ¢; y ¢;+1. En este ejemplo es evidente que la estimacion
de la moda es el cuantil 0.5, pues se esté representando una distribucién gaussiana.

F(Y|X =z)

qi qi+1

Figura 2.9: Representacién de la estimacién de la moda en el caso de la distribucién Normal.

En otras palabras, la idea consiste en estimar la moda o las modas como el punto medio del interva-
lo de menor distancia entre dos cuantiles consecutivos definidos de tal manera que acumulen la misma
cantidad de probabilidad. Como ejemplo, se podria considerar una rejilla formada por intervalos del
5% de probabilidad para la distribucién condicional. En este caso, dado que dos cuantiles condicionales
consecutivos acumulan una cantidad fija de probabilidad, la moda puede ser estimada como el punto
medio del intervalo mas corto.

Cabe destacar que en distribuciones continuas, las modas se localizan en los puntos de inflexién,
donde el ratio de acumulaciéon de probabilidad cambia de grandes acumulaciones a acumulaciones cada
vez mas pequenas. En este sentido, el intervalo definido por la secuencia de los cuantiles serd cada
vez méas corto hasta que se alcance la moda. Cuando los cuantiles pasan la moda, los intervalos en-
tre cuantiles seran cada vez méas grandes a medida que nos alejamos. Como ya se habia adelantado,
se pueden estimar las modas en los minimos de la funcién que representa la amplitud de estos intervalos.
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En la Figura 2.10 se representan las distancias tedricas entre los g;+1 y los ¢; (para un ntimero
suficientemente grande de cuantiles estimados) frente a la distribucién condicional teérica. En el caso
de existir méas de una moda condicional, la distancia entre cuantiles volveria a disminuir hasta alcanzar
otro minimo local.

'h _ T+2p

Figura 2.10: Representacién de las distancias entre los ¢; vy ¢;+1 (en negro) frente a la funcién de
distribucién teérica (en gris).

Las ventajas® de la propuesta de estimacién modal planteada son las siguientes:

= Las estimaciones de los cuantiles recuperan la funcién de distribucién condicional.

= Desde un punto de vista tedrico se puede aplicar a distribuciones multimodales.

= No es necesario fijar ningiin tipo de bandwidth, eliminando los problemas habituales de seleccién
de parametro ventana.

= Los cuantiles pueden ser estimados tanto de forma paramétrica como no paramétrica.

= Utilizando regresién cuantil paramétrica es posible analizar cémo cambios en las variables afectan
a la estimacién modal. Ademads, permite que el método sea escalable a un numero elevado de
covariables.

= Esta propuesta es computacionalmente mucho maés eficiente que las alternativas consideradas,
pues no requiere del uso de selectores de ventanas.

2.4.2. Andlisis del estimador

La funcién cuantil condicional puede ser definida como

Qq(y|X = x) =inf{y : F(y|X =) > q},

esto es, el punto en el rango de la funcién de distribucién condicional que acumula al menos probabilidad
q. A su vez, el cuantil condicional puede ser definido como el valor de y que verifica

F(Qqylz)) = P (Y < Qq(ylz)) = ¢ (2.22)

Nétese que (2.22) solo es aplicable si Y es una variable aleatoria continua.
Se puede definir una secuencia de funciones de cuantiles condicionales para probabilidades

q; = qj—1 +Q,

2Noétese que varias de estas ventajas son comunes al método de estimacién estudiado en la Seccién 2.3.



2.4. FEstimacion modal a través de la distribucion condicional 21

conj=1,...,J,q =0y J=1/a, esto es, g; = ja. Por tanto, se tiene que la probabilidad entre dos
cuantiles sucesivos es el valor « fijado,

P(Qj-1(ylr) <Y < Qj(ylr)) = F(Q;(ylr)) — F(Qj-1(ylz)) = (2.23)

para 57 = 1,...,J. Variando j, la probabilidad entre dos cuantiles consecutivos se fija en «a y la
tnica modificacién es la distancia entre los cuantiles definidos por Q;(ylz) — Q;—1(y|z). Siguiendo
Chernoff (1964), las modas se encuentran en el intervalo més corto que suma un nimero determinado de
observaciones del total de las mismas. Con el objetivo de obtener una primera intuicién del estimador,
dado (2.23), asumiendo que Y es continua y expandiendo por Taylor F(Q;(y|z)) en Q;_1(y|z) se tiene

F(Q;(ylz)) = F(Qj-1(ylz)) + F' (Qj_1(yl2)) (Q;(ylz) — Qj-1(ylz)) ,
por lo que despejando
F(Q5-1(yl2)) (Qs(ylz) = Q-1 (ylw)) = e, (2.24)

donde QF_;(y|z) es un punto entre Q;(y|z) y Q;-1(y|z) para j = 1,...,n. La expresion (2.24) puede
ser reescrita como

(Qj(y|5f) - ijl(y|33)) = m = 048((1}11)7
donde )
s(qj_1) = m =[f (F g1 l2)) 7,

es la funcién sparsity evaluada en el punto medio Q7 _;(y[x).

Si QF_;(yl|z) fuese la moda, entonces habrfa muchas observaciones cerca de ese cuantil forzando a
s(gj_1) a ser pequefia. En consecuencia, el intervalo definido por (Q;(y|z) — Q;-1(ylz)) serd pequefio.
En otras palabras, dado que la funcién sparsity mide la tasa del cambio de la funcién cuantil,

s(q) = %F‘l(qlx), (2.25)

los cuantiles cambiaran muy lentamente, esto es, el intervalo entre ellos sera pequeno en las regiones
donde hay datos abundantes y viceversa.

Una vez presentado el procedimiento de estimacion, en teoria parece muy sencillo estimar el pun-
to o puntos de inflexion de las distribuciones condicionales para cada x € X y por tanto las modas
condicionales. Sin embargo, en la practica la distribucién que se obtiene no es suave, por lo que es
necesario aplicar un algoritmo en dos pasos similar al procedimiento propuesto en Bickel y Frithwirth
(2006), pero con caracter condicional, dividiendo primero los cuantiles en una secuencia “pequenia”, por
ejemplo 4 cuantiles 7 € (0.05,0.95), de modo que la primera secuencia serfa 7 = (0.05,0.35, 0.65, 0.95)
y de estos se calcula el intervalo de minima amplitud. Una vez calculado dicho intervalo se vuelve a
seleccionar una secuencia mayor de cuantiles, por ejemplo 25 en ese intervalo y se vuelve a calcular
el mas pequeno. La moda se encontrard en la media de este tltimo intervalo. Asi, podemos reducir la
variabilidad de las estimaciones y mejorarlas sin necesidad de suavizar las distribuciones empiricas.

Cabe destacar que aunque en este procedimiento no es necesario seleccionar una ventana de sua-
vizado, sigue siendo necesario calcular la secuencia inicial “6ptima” de cuantiles, ya que una seleccién
inadecuada podria dar lugar malas estimaciones. Ademas, el cardcter multimodal del procedimiento
solo es posible en teoria, pues en la practica no es sencillo calcular mas de un punto de inflexién, por
lo que esta metodologia no deberia aplicarse méas que al caso unimodal. Los pasos para llevar a cabo
este procedimiento se encuentran en el Algoritmo 3.
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Algoritmo 3 : Estimacion modal a través de la distribucion condicional

1: Definir una secuencia con un nimero pequenio de cuantiles equiespaciados.

2: Para z € X:
Ajustar un modelo de regresién cuantil y realizar la prediccién en z.
Calcular el intervalo de cuantiles con extremos ¢;1+1 y ¢; mas pequeio.
Volver a considerar una secuencia de cuantiles con mas puntos que la anterior, cuyo minimo y
maximo son los extremos inferior y superior del intervalo calculado en el paso anterior.
Ajustar un modelo de regresién cuantil para los nuevos cuantiles y realizar la predicciéon en z.
Calcular el 7,5+ como el punto medio del nuevo intervalo con minima amplitud.
Ajustar el modelo para 7,,; y obtener la estimacién m(z) de m(z).

3: Las estimaciones seran aquellas obtenidas en los 7,,; en cada x € X considerado.

2.4.3. Extensién no lineal y futuras lineas de investigacion

Aunque no entraremos en mas detalles, seria posible extender el procedimiento de estimacién al
caso no lineal mediante el procedimiento presentado, sustituyendo el modelo de regresiéon cuantil lineal
por una versién no paramétrica (tipo nicleo, lineal local, entre otros). Un modelo de regresién cuantil
no paramétrico puede ser representado como

Y = f‘r(X) +¢,

donde Y es la variable respuesta, X la covariable y f. es una funcién de regresién cuantil de orden 7
con 7 € (0,1). Adem4s, se asume que para un 7 € (0,1) fijo, el cuantil T-ésimo de ¢ es cero.

Aplicando regresién cuantil no paramétrica podriamos ajustar modelos no lineales, pero seria ne-
cesario suavizar la estimacion obtenida, considerando una nueva ventana. Esto se debe a que las esti-
maciones obtenidas mediante los métodos que utilizan regresién cuantil no son, por lo general, suaves.
Otra alternativa seria suavizar las distribuciones condicionales. En lo que resta de este trabajo no se
considerard esta extension, pero podria ser interesante como objeto de futuras investigaciones. A modo
ilustrativo, en la Figura 2.11 se muestra un ejemplo de estimacién de unos datos simulados no lineales.
La regresion modal se ha realizado mediante regresion cuantil tipo niicleo con pesos normales. En rojo
se muestra la funcién modal tedrica, en verde la estimacién sin suavizado y en azul la suavizada.

¥ 4 —=— " Moda tedrica
Estimacion

——  Estimacion suavizada

-4
L

Figura 2.11: Conjuntos de prediccién uniformes para regresién modal.

Por otra parte, en futuros trabajos también se espera desarrollar métodos para la obtencion de
intervalos de confianza del método de estimacién, tanto para el propuesto en esta memoria como su
posible extension.
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2.5. Software disponible

Existen pocas implementaciones disponibles para aplicar regresiéon modal. Entre ellas destacamos
los siguientes paquetes de R, publicados en el repositorio CRAN?:

hdrcde (Hyndman et al., 2018)

La funciéon modalreg de este paquete permite calcular las modas condicionales mediante el méto-
do propuesto por Einbeck y Tutz (2006) utilizando kernels gaussianos. Ademds, permite el cilculo
automatico de ventanas 6ptimas mediante distintos métodos propuestos en Bashtannyk y Hyndman
(2001) con la funcién cde.bandwidths.

lpme (Zhou y Huang, 2017)

La funcién modereg permite calcular la regresién modal mediante el método de Einbeck y Tutz
(2006) en el caso en el que existan o no errores de medida en las variables explicativas (Zhou y Huang,
2016). Permite el cdlculo de ventanas mediante los selectores propuestos en Zhou y Huang (2016) y
Zhou y Huang (2019) con las funciones moderegbwSIMEX y moderegbw respectivamente.

Cabe destacar que se han realizado una serie de implementaciones nuevas en R. La funcién modalreg
del paquete hdrcde se ha mejorado realizando las siguientes modificaciones:

= Calculo de intervalos de confianza bootstrap propuestos en Chen et al. (2016).
= La opcién para elegir entre distintos tipos de kernels.

= Implementaciéon de un criterio de parada del algoritmo mean-shift, mejorando asi su velocidad
computacional.

= Seleccién manual de puntos de arranque del algoritmo, junto a las opciones por defecto.

Ademds, se han creado dos nuevas funciones que permiten realizar las estimaciones de los métodos
de estimaciéon modal estudiados en las Secciones 2.3 y 2.4.

En los capitulos siguientes se analizan tres métodos de estimacién de modas condicionales que seran
comparados en un estudio de simulaciéon y aplicados al datos econémicos. Los métodos elegidos para
analizar en esta memoria son el no paramétrico (Einbeck y Tutz, 2006), el basado en regresién cuantil
(Ohta et al., 2018) y una nueva propuesta de estimacién.

3CRAN es una red de servidores FTP y web de todo el mundo que almacena versiones de cédigo y documentacién
actualizadas e idénticas para R.






Capitulo 3

Resultados de simulacion

En este capitulo se realiza un estudio de simulacién con el objetivo de comparar el comportamiento
de los métodos de regresién modal estudiados en el capitulo anterior. Se evaluaran los distintos procedi-
mientos de estimacién en escenarios cada vez mas complejos, que se iran presentando gradualmente. Se
tendran en cuenta dos posibles escenarios: el primero en el que la funcién modal es lineal y el segundo
en el que ésta no lo es. En este segundo caso se considerard un modelo lineal cuyos residuos forman
la no linealidad de la funcién modal y un modelo no lineal. Ademas, se han realizado estudios para
evaluar el comportamiento de los distintos modelos frente a cambios en las ventanas. Los puntos de
diseno fijo (grid) de estimacién considerado serdn una secuencia de tamaio 50 desde el minimo hasta
el méximo de la covariable.

La medida de error para comparar los distintos procedimientos sera la Raiz del Error Cuadratico
Medio (también conocida como RMSE por sus siglas en inglés). Para M réplicas de Monte Carlo y una
rejilla formada por T puntos de estimacion, se pueden estimar la media o la mediana de los RMSE.
Para la media se tiene

RS = L3 [ LS (500 - o)’
—M T m;(T¢ m(x¢ 5

j=1 t=1

donde m;(x;) representa la estimacién de m(z;) para la simulacién j en el punto de estimacién z;. De
manera analoga se calculara la mediana de los RMSE.

En el estudio se ha considerado M = 1000 y distintos tamafios muestrales (n = 500,n = 1000 y
n = 2000).

Para el método que aplica el mean-shift se han empleado kernels gaussianos para estimar (2.13) y se
han calculado las ventanas mediante el procedimiento bootstrap descrito en Bashtannyk y Hyndman
(2001).

Para el procedimiento de estimacién desarrollado en Ohta et al. (2018) se ha utilizado el pardmetro
e = 0.1, una secuencia de 100 cuantiles equiespaciados tales que 7 € (0.05,0.95) y la regla de seleccién
del pardametro h para cada X = x descrita en el articulo, donde se menciona que “aunque no es 6ptima,
funciona razonablemente bien”.

Por dltimo, en el método propuesto se ha utilizado una secuencia inicial de 4 cuantiles para el
primer paso y una secuencia de 25 para el segundo.

Por simplicidad se denotara al método analizado en la Seccién 2.2 por “MS”, al estudiado en la
Seccién 2.3 por “Densidad” y al propuesto en la Seccién 2.4 por “Distribucién”.

25
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3.1. Modelos con funcién modal lineal
En esta seccion trabajaremos con casos particulares del modelo
Y = X'B + o(x)ve,

donde 8 es un vector de pendientes, X la variable independiente, Y la variable dependiente (univa-
riante), o(x) es un término de error que depende del valor de la covariable, v una constante y ¢ es un
término de error independiente de la covariable. Este modelo genérico permitird modificar los distintos
términos y evaluar los métodos bajo el mismo modelo con distintas generaciones de error. En primer
lugar se considerara un modelo homocedastico y posteriormente lo compararemos con una modifica-
cién del mismo pero con errores heteroceddsticos. De esta forma, si o(z) = v =1y 8 = 3 podemos
construir el sencillo modelo

Y=1+3X +¢, (Modelo 1)

donde X ~ U(0,1) y e ~ N(0,1). En este caso E(¢) = 0 y Moda(e) = 1, por lo que la funcién modal
tiene la forma m(X) = 1 + 3X. Ademads, media, moda y mediana condicionales coinciden, ya que los
errores son homocedéasticos.

Por otra parte, si o(x) = 1+2X, v =1y e = 0.5N(-1,2.5%) + 0.5N(1,0.5%) se tiene el modelo
descrito en el estudio de simulacién de Yao y Li (2014), que tiene la forma

Y =1+3X+0(X)e, (Modelo 2)

donde X ~ U(0,1). En este caso, E(¢) = 0, Moda(e) = 1 y Mediana(e) = 0.67. Las funciones de regre-
sién condicionales son, respectivamente, E(Y|X) = 1+ 3X, Moda(Y|X) =2+5X y Mediana(Y|X) =
1.67 +4.34X. Los residuos de la regresién modal son ¥ — Moda(Y'|X) = (1 + 2X)(e — 1), cuya distri-
bucién tiene moda cero pero es heterocedastica. Como se puede apreciar, este modelo se ha construido
a partir del primero pero modificando la distribucién de los errores.

Los resultados de la media y mediana de las raices de los errores cuadraticos medios para las
ventanas 6ptimas’ se muestran en las Tablas 3.1 y 3.2, destacando en negrita (en la presente y siguientes
tablas de este capitulo) el valor méds pequeno para cada tamafio muestral en cada modelo.

n Densidad Distribucién MS

Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana

500  0.386 0.372 0.233 0.226 0.256 0.243

1000  0.351 0.333 0.211 0.213 0.219 0.215

2000 0.311 0.299 0.204 0.204 0.193 0.188

Tabla 3.1: Resultados de simulaciéon para el modelo lineal homocedéastico.

1Con ventanas éptimas nos referimos a las calculadas mediante las reglas de seleccién mencionadas.
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n Densidad Distribucién MS

Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana

500  3.834 3.636 2.979 2.897 2.643 2.652

1000  3.665 3.541 2.934 2.874 2.613 2.584

2000  3.620 3.571 2.948 2.871 2.561 2.535

Tabla 3.2: Resultados de simulacién para el modelo lineal heterocedastico.

En los resultados anteriores se puede apreciar que para el modelo mas sencillo, el método de estima-
cién que comete menor error es el que proponemos (excepto para n = 2000), con una notable diferencia
sobre el otro método basado en regresion cuantil. Sin embargo, para el modelo con heterocedasticidad,
el error méas pequeno lo comete el método no paramétrico, mientras que el propuesto en Ohta et al.
(2018) es el que presenta los peores resultados. Ademds, se puede apreciar que una ligera modificacién
en la generacién de los residuos provoca que los métodos presenten un comportamiento mas erratico.

Por otra parte, con el objetivo de estudiar el comportamiento de los procedimientos de estimacién
bajo cambios en los pardmetros se han calculado las medidas de error para un grid de ventanas y
tamano muestral n = 2000 para los métodos presentados en las Secciones 2.3 y 2.2. Los resultados
se muestran en la Tabla 3.3. En color gris se resaltan los errores con selecciéon de ventanas “6ptimas”
mostrados en las Tablas 3.1 y 3.2. Nétese que no se incluyen los valores de las ventanas ya que para
el primero de los casos se tiene una ventana éptima para cada punto de disefio de cada simulacion,
mientras que para el segundo caso existen dos ventanas Optimas para cada una de las simulaciones.

Densidad MS
n h Modelo 1 Modelo 2 h g Modelo 1 Modelo 2

2000  0.25 - hopt 0.425 4.028 0.25 - hopr  0.25 - gopt 0.850 2.799
0.90 - hopt 0.337 3.783 0.90 - hopt  0.90 - gopt 0.193 2.561

0.95 - hopt 0.320 3.662 0.95- hopt  0.95 - gopt 0.207 2.567

Mgets 0.311 3.620 et haopt 0.193 2.561

1.05 - hopt 0.316 3.590 1.05 - hopt  1.05 - gopt 0.181 2.559

1.10 - hopt 0.317 3.597 1.10 - hope  1.10 - gope 0.171 2.560

4 hopt 0.269 3.480 4 - hopt 4 - gopt 0.301 2.707

Tabla 3.3: Media de los RMSE para distintas ventanas en los modelos con funcién modal lineal.
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Como se puede apreciar en la Tabla 3.3, en el método de Ohta et al. (2018) a medida que incremen-
tamos el tamano de las ventanas se reduce el error de estimacion. Dado el extrano comportamiento
que presenta se ha comprobado que el error comienza a aumentar para ventanas aproximadamente
20 veces superior a las calculadas segin la regla de seleccién del articulo. Se hace evidente que la
regla de seleccién del pardmetro ventana no es adecuada, como ya se mencioné en el articulo. En lo
referente a las ventanas para el otro procedimiento se observa un comportamiento adecuado, pues para
valores muy alejados de los calculados segtin la regla de selecciéon utilizada los errores se incrementan
considerablemente.

Por 1ultimo en esta seccién, se considera a modo ilustrativo un modelo bimodal con el objetivo
de evaluar el comportamiento de los distintos métodos cuando existe méas de una moda. Los datos
considerados son una mixtura de dos normales con X = (X;, X3) donde X; ~ N;(1,0.12) y Xo ~
N3(0,0.15). Por tanto, las modas teéricas se encuentran en Y = 1 y en ¥ = 0. Como consecuencia
de la menor desviacién tipica de X7, la moda en Y = 1 forma el méximo global. en la Figura 3.1 se
muestran los ajustes mediante los distintas formas de estimacién.
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Figura 3.1: Ajustes para el mismo conjunto de datos. En (a) para el método de Ohta, en (b) para el
que proponemos y en (c) para el no paramétrico.

Si entrar en mas detalles, el método de la Seccién 2.2 permite el ajuste de las dos modas, mientras
que los otros dos métodos ajustan la moda que corresponde con los maximos globales de las funciones
de densidad.

3.2. Modelos con funcion modal no lineal

Para comparar los métodos en escenarios mas complejos que los descritos en la secciéon anterior se
considera el modelo utilizado en el estudio de simulacién de Ohta et al. (2018)

Y =U%/3-X(U -1)3, (Modelo 3)
donde X ~ U(0,1) y U ~ U(0, 1) independiente de X. En este se caso la funcién cuantil condicional es
lineal de la forma Q. (X) = 73/3 — X (7 — 1)? mientras que la funcién modal es no lineal con la forma
m(X)=-2X3/3+2X?% - X.

Por dltimo se considera el modelo no lineal

Y =sin(X) + ¢, (Modelo 4)
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donde X ~ U(0,6) y ¢ ~ N(0,1). En este caso la funcién modal es no lineal y tiene la forma

m(X) = sin(X).

Los resultados de las simulaciones realizadas para estos dos modelos se muestran en las Tablas 3.4

y 3.5.

n Densidad Distribucién MS

Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana
500 0.208 0.190 0.141  0.125 0.146 0.135
1000  0.193 0.180 0.121  0.108 0.139 0.130
2000 0.173 0.163 0.106  0.097 0.130 0.123

Tabla 3.4: Resultados de simulacién para el modelo lineal y funcién modal no lineal.

n Densidad Distribucién MS

Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana
500 0.605 0.585 0.501 0.494 0.278  0.274
1000 0.572 0.551 0.489 0.483 0.235 0.231
2000  0.546 0.534 0.482 0.476 0.203  0.200

Tabla 3.5: Resultados de simulacién para el modelo no lineal y funcién modal no lineal.

Por una parte, en cuanto a los resultados para el Modelo 3, el mejor comportamiento lo presenta
de nuevo el método presentado en la Seccién 2.4. El procedimiento de estimacion de Einbeck y Tutz
(2006) es el que obtiene los segundos mejores resultados, mientras que el estimador de Ohta presenta
el peor comportamiento.

Por otra parte, para el Modelo 4, el mejor ajuste es el que se obtiene mediante el procedimiento
no paramétrico de Einbeck y Tutz (2006). Este tltimo resultado se debe a que el modelo de regresion
cuantil lineal en el que se basan las otros dos métodos de estimaciéon no es capaz de adaptarse ade-
cuadamente a la no linealidad del modelo. De todas formas, nuestro método obtiene menores errores
que el de Ohta et al. (2018). En este tipo de modelos no lineales, para obtener resultados competitivos
seria necesario comparar el mean-shift la extensién no lineal del método propuesto introducido en la
Seccion 2.4 del Capitulo 2.

Al igual que se realiz en la seccién previa, se han realizado simulaciones para distintas ventanas.
En este caso las conclusiones que se derivan de este estudio son equivalentes a los obtenidos en la
seccién anterior. Los resultados se pueden ver en la Figura 3.6.
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Densidad
n h Modelo 3 Modelo 4 h g Modelo 3 Modelo 4
2000  0.25 - hopt 0.211 0.631 0.25 - hiopt  0.25 - hoopt 0.146 0.691
0.90 - hopt 0.177 0.559 0.90 - hiopt  0.90 - hoopt 0.132 0.230
0.95 - hopt 0.175 0.549 0.95- hiopt  0.95 - hoopt 0.131 0.216
hopt 0.173 0.546 Riopt haopt 0.130 0.203
1.05 - hopt 0.169 0.547 1.05 - hiopt  1.05 - hoopt 0.129 0.192
1.10 - hope 0.166 0.546 1.10 - hiope 1.10 - haope 0.128 0.182
4 hopt 0.143 0.521 4 hiopt 4 hoopt 0.169 0.258

Tabla 3.6: Media de los RMSE para distintas ventanas en los modelos con funcién modal no lineal.

Por otra parte, dado el comportamiento que presentan las ventanas del método de Ohta et al.
(2018), se ha estudiado su comportamiento para el caso en el que se utilizase la ventana de Koenker y
Machado (1999) con el objetivo de estudiar si la modificacién de la regla de seleccién presentada en el
articulo carece o no de sentido. En la Tabla 3.7 se presentan los resultados obtenidos.

n Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4
Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana | Media Mediana
500 0.501 0.490 4.688 4.573 0.232 0.211 0.706 0.697
1000 0.449 0.446 4.538 4.365 0.221 0.204 0.674 0.661
2000 0.414 0.405 4.285 4.178 0.202 0.187 0.621 0.607

Tabla 3.7: Medias de los RMSE en el método de Ohta et al. (2018) para los distintos modelos y tamafios
muestrales considerando como ventana la propuesta en Koenker y Machado (1999)

Como se puede apreciar, los errores cometidos con esta ventana son mayores que con la modificacién
de la regla de seleccion original. De todas formas, seria necesario determinar una regla de seleccién
oOptima para el método de Ohta, o una que presente un mejor comportamiento ante cambios en las
ventanas y evaluar de nuevo su rendimiento frente a las alternativas.

Ademas, aunque nuestro método no necesite de una seleccién de ventana como tal, es necesario
hacer una seleccién inicial del tamano de la secuencia de cuantiles iniciales que actiian en cierta medida
como un parametro ventana. Nétese que una secuencia inicial de tamafnio dos es equivalente a aplicar
el algoritmo en un tnico paso. Los resultados se muestran en la Tabla 3.8.
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Secuencia inicial n Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

2 500 0.390 3.680 0.172 0.625
1000 0.319 3.347 0.150 0.569
2000 0.273 3.170 0.123 0.530
4 500 0.233 2.979 0.141 0.501
1000 0.211 2.934 0.121 0.489
2000 0.204 2.948 0.106 0.482
6 500 0.311 3.371 0.148 0.555
1000 0.266 3.193 0.126 0.528
2000 0.215 3.005 0.108 0.496
8 500 0.313 3.291 0.149 0.558
1000 0.270 3.126 0.128 0.526
2000 0.234 3.037 0.111 0.503
10 500 0.327 3.352 0.151 0.568
1000 0.281 3.172 0.133 0.533
2000 0.236 3.039 0.112 0.503
12 500 0.333 3.377 0.156 0.573
1000 0.285 3.188 0.135 0.536
2000 0.234 3.062 0.114 0.506

Tabla 3.8: Medias de los RMSE de los modelos para distintos tamafios de secuencia de cuantiles iniciales
tales que 7 € (0.05,0.95) en el método de estimacién propuesto.

En este tltimo estudio se observa que los errores méas pequenos son aquellos en los que se ha utili-
zado la secuencia de tamano 4, que corresponde con los cuantiles iniciales 7 = (0.05,0.35,0.65, 0.95).
A su vez se puede apreciar que a medida que incrementamos el tamafio de la secuencia inicial se incre-
mentan los RMSE medios para los distintos modelos. A falta de determinar una posible secuencia de
cuantiles 6ptima o una regla de seleccién que funcione razonablemente bien, en base a los resultados
se recomienda utilizar una secuencia inicial de tamano 4 para calcular las estimaciones.






Capitulo 4

Diferencias salariales entre hombres
y mujeres en Espana

En este capitulo se analiza la evolucién de las brechas salariales de género usando los datos de dis-
tintas encuestas de estructura salarial espanola a través de las diferencias en moda, media y mediana.

La discriminacion laboral ocurre cuando dos trabajadores con capacidades similares en términos
de productividad son tratados de forma diferente por tener caracteristicas personales distintas, como
pueden ser el género, la raza, la edad, la nacionalidad o la orientacién sexual (Arrow, 1971). La discri-
minacion no solo genera efectos sociales negativos, sino que produce pérdidas de eficiencia econémica
y una mala asignacién de los recursos.

En este capitulo nos centraremos en la brecha salarial, que se define como la diferencia relativa en
el ingreso bruto de mujeres y hombres en una economia. En las tltimas décadas se ha producido un
incremento del interés de los economistas por analizar la creciente desigualdad salarial en los mercados
laborales. Dicho interés se debe a que las diferencias salariales entre hombres y mujeres fueron dismi-
nuyendo hasta que se produjo un cambio de tendencia a partir de 1980.

Es necesario destacar que las diferencias salariales son comparaciones entre colectivos de distintas
caracteristicas. Como tal, su comparacién no debe entenderse como una interpretacién causal. No po-
demos asumir de antemano que las diferencias salariales tengan un caracter discriminatorio. Es por
ello que se suele considerar la brecha salarial no ajustada y ajustada. La primera indica de manera
descriptiva las diferencias entre dos grupos sin tener en cuenta las disimilitudes subyacentes entre ellos,
mientras que la segunda busca determinar las diferencias tendiendo en cuenta dichos factores. De todas
formas, nosotros nos centraremos en la brecha salarial no ajustada.

La determinacién de los salarios se realiza en la teoria econémica neoclasica a través de la teoria de
la productividad marginal. El empresario busca maximizar sus beneficios, resolviendo un problema de
optimizacién del que se deriva que el salario real que percibe el trabajador es igual a su productividad
marginal. Nétese que para determinar los salarios de una economia seria preciso conocer los precios
para cada empresa. Para obtener los salarios reales lo mas habitual es deflactar los precios mediante
un indice. Como los salarios son precios, pueden estar expresados en términos nominales (a precios
corrientes), si llevan incorporado el efecto de la inflacién, o en términos reales (a precios constantes),
si vienen corregidos por el efecto de la inflacién. El proceso de convertir precios corrientes a constantes
se denomina deflactar o actualizar, dependiendo de la direccién de la conversién. Para evitar que los
resultados del analisis vengan influenciados por el efecto de la inflacién, los datos pueden ser actua-
lizados o deflactados para estar expresados en moneda de igual poder adquisitivo. En este capitulo

33



34 Capitulo 4. Diferencias salariales entre hombres y mugjeres en Espana

realizaremos este procedimiento porque agregaremos distintos datos y los estudiaremos, pero ello no
quiere decir que esta conversién sea la mas adecuada desde un punto de vista econémico.

El objetivo de este capitulo es analizar las diferencias salariales y la toma de decisiones en el mer-
cado laboral desde el punto de vista de la moda. Con tal objetivo, en la Seccién 4.1 se revisan los
distintos procedimientos que existen en la literatura para determinar las diferencias salariales, en la
Seccién 4.2 se describen con detalle los datos que se utilizardn para el andlisis, en la Seccién 4.3 se
muestran los resultados sobre las diferencias salariales y se derivan conclusiones. Ademas, se analiza el
impacto de la crisis de 2008 en el salario bruto medio y modal para distintas horas semanales traba-
jadas diferenciando por sexo. Para ello estimaremos las medias, modas y medianas condicionales para
los datos considerados.

Para estimar las modas se utilizard el método no paramétrico presentado en la Seccién 2.2, ya que es
el modelo mas flexible y trabajaremos con una unica variable explicativa. Ademas, permite compararlo
con media y medianas no paramétricas. Las ventanas necesarias para la estimaciéon modal han sido
calculadas mediante el procedimiento bootstrap de Bashtannyk y Hyndman (2001). En cuanto a la
estimacién de la media, se ha utilizado la regresién Nadaraya-Watson. En este caso la ventana ha sido
calculada utilizando la funcién h.select de la librerfa sm (Bowman y Azzalini, 2019). Por tltimo, los
cuantiles se han estimado mediante regresién cuantil tipo ntcleo. Todos los kernels utilizados para los
distintos procedimientos han sido gaussianos.

4.1. Procedimientos para determinar las diferencias salariales

Para analizar si existen diferencias salariales se debe determinar si las funciones de distribucién
de los grupos considerados dada una serie de caracteristicas son iguales o no. En el caso de que no
existiesen diferencias las distribuciones serian iguales, esto es

F(Wo|X) = F(Wh|X), (4.1)

donde ¢ = 0, 1 indica el género o grupo. A su vez, las caracteristicas pueden ser observables (como el se-
x0, el nivel de estudios o la edad) o inobservables (como la motivacién, el esfuerzo o la competitividad).
Sean X, las caracteristicas observables y X, las inobservables, (4.1) puede reescribirse como

F(Wy|X,, Xy) = F(W1|X,, Xy).

En la Figura 4.1 se muestra una representacion de las funciones de distribucién para cada género en
la que existen diferencias salariales.
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Figura 4.1: Representacién de dos funciones de distribucién salarial.
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La aproximacion mas habitual para analizar las diferencias salariales es la descomposiciéon de
Oaxaca-Blinder (Oaxaca, 1973; Blinder, 1973), que descompone las diferencias en medias. El modelo
se asume lineal y separable entre caracteristicas observables e inobservables con la forma

Wy,=X'B,+¢e, para g=0,1,

donde W son los salarios, X un vector de caracteristicas y E(¢|X) = 0. Si denotamos por G a una
variable indicadora de género, las diferencias salariales en media A* pueden representarse como

AP =RE(W|G =0) - E(W|G = 1)
= E[E(W|X,G = 0)|G = 0) - EEW|X,G =1)|G =1)
=E(X|G =1)'81 + E(e1|G = 1) — [E(X|G = 0)'Bo + E(0|G = 1)],

donde E(e4|G = g) = 0 para g = 0, 1. Por tanto la descomposicién salarial se reduce a

AF =E(X|G =1)'8 —E(X|G =0) B
=E(X|G =1)(B1 — fo) + [E(X|G =1) — E(X|G =0))' .
La idea consiste en determinar en qué medida el efecto de la discriminacién se debe a las caracteristicas
o a las diferencias entre los precios salariales, esto es, los coeficientes asociados a cada grupo, (51 — o).

Su mayor inconveniente es que los coeficientes vienen determinados por las variables, que pueden tener
errores de medida o haber sido seleccionadas de manera incorrecta.

Otra aproximacién habitual consiste en determinar las diferencias cuantilicas A9 (Machado y Mata,
2005) que toman la forma
A? = Q(Wo|X) — Q(W:|X).
En este caso la descomposicién de las diferencias no resulta tan simple como en el caso de la media,
por lo que no entraremos en més detalles sobre ella.

En este estudio, en lugar de descomponer los salarios se consideraran individuos con caracteristicas
homogéneas y se analizaran las diferencias en modas A™ calculadas de manera no paramétrica para
distintas horas trabajadas. Sean X las horas de trabajo semanal la diferencia en modas toma la forma

A™ = Moda(Wp| X)) — Moda(W;|X).

4.2. Datos

Para el estudio se han utilizado los datos de distintas encuestas cuatrienales de estructura sala-
rial, ya que es la encuesta salarial con més relevancia a nivel nacional y europeo. Se realiza desde 1995
en el marco de la Unién Europea empleando criterios comunes de metodologia y contenidos. El fin
es obtener unos resultados comparables sobre la estructura y distribuciéon de los salarios entre los Es-
tados miembros, considerando distintas variables como el sexo, la ocupacion, o el tamafio de la empresa.

En dichas encuestas se computan los devengos brutos, es decir, los rendimientos dinerarios antes de
haber practicado las deducciones de las aportaciones a la Seguridad Social por cuenta del trabajador
o las retenciones a cuenta del Impuesto sobre la Renta de las Personas Fisicas (IRPF). A continuacién
se muestran de manera esquematica las caracteristicas de las encuestas:

= Ambito poblacional: estd formado por todos los trabajadores por cuenta ajena que presten
sus servicios en centros de cotizacién, independientemente del tamano de los mismos, y hayan
estado de alta en la Seguridad Social durante todo el mes de octubre del ano de referencia.

'https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177025¢menu=resultados&
secc=1254736195110&idp=1254735976596


https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177025&menu=resultados&secc=1254736195110&idp=1254735976596
https://www.ine.es/dyngs/INEbase/es/operacion.htm?c=Estadistica_C&cid=1254736177025&menu=resultados&secc=1254736195110&idp=1254735976596
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» Ambito geografico: todo el territorio nacional y desagregacién por Comunidades Auténomas.

= Cobertura sectorial: se investigan los centros de cotizacién cuya actividad econémica esté en-
cuadrada en los tres grandes sectores: la Industria, la Construccion y los Servicios.

= Periodo de referencia de los resultados: se divide en dos periodos. El primero de ellos es mes
de octubre del ano de referencia, que se considera un mes “normal” dentro de la Unién Europea
ya que no hay variaciones estacionales ni pagas extras. El segundo es el afio en su conjunto.

= Tamaiio muestral: aproximadamente 28.500 establecimientos y 220.000 trabajadores por en-
cuesta.

= Tipo de muestreo: el procedimiento de seleccién de unidades corresponde con un muestreo
bietdpico estratificado. La unidad estadistica de primera etapa son las cuentas de cotizacion y
se utiliza un muestreo aleatorio estratificado con afijaciéon éptima. La segunda etapa son los tra-
bajadores de las cuentas de cotizacién. El ntiimero de trabajadores seleccionados en cada cuenta
depende del tamano de la misma.

Los microdatos considerados han sido los de la encuesta espafiola de los afios 2002, 2006, 2010 y
2014, al igual que en Anghel et al. (2018). Se han tenido en cuenta trabajadores de empresas piblicas
y privadas del sector de la hosteleria. Las distintas encuestas se han organizado en dos grupos. El
primero de ellos esta formado por las encuestas de 2002 y 2006 y el segundo por las de los afios 2010
y 2014. Una vez se han seleccionado los individuos se tiene una muestra de 9774 observaciones de
hombres y 13131 de mujeres para el grupo previo a la crisis y 5591 hombres y 8197 mujeres para el
grupo posterior. Adem4s, se ha eliminado un 2% de los individuos de las colas inferior y superior de
los datos debido a la existencia de datos atipicos. En la Tabla 4.1 se muestra un resumen descriptivo
sobre las distintas encuestas mientras que en la Tabla 4.2 se hace un resumen para los datos agregados.
Todos los datos estan expresados en euros de 2014.

2002 2006 2010 2014

Horas Media Moda Mediana Media Moda Mediana Media Moda Mediana Media Moda Mediana

Hombres 15 3574 2964 3283 5323 3637 3965 5714 5120 5567 5463 5592 5576
25 5430 4697 5188 6210 5320 6360 9814 8420 8864 8645 8520 8427
40 15087 12327 13059 15170 12802 13309 20195 16888 17768 20599 17880 19312
Mujeres 15 3274 2885 3234 4201 3419 3630 4516 3636 4423 4695 4266 4917
25 5734 6078 6094 6248 6259 6291 8181 7602 8347 8871 8324 9060
40 11502 11110 11105 11338 11729 11251 15597 14647 14852 16818 15801 16874
Diferencias 15 300 79 49 1122 218 335 1198 1484 1144 768 1326 659
25 -304  -1381 -906 -38 -939 69 1633 818 517 -226 4254 -633

40 3585 1217 1954 3832 1073 2058 4598 2241 2916 3781 2079 2438

Tabla 4.1: Salario bruto medio, modal y mediano en términos reales para los datos desagregados.
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2002-2006 2010-2014
Horas Media Moda Mediana Media Moda Mediana

Hombres 15 4641 3085 3615 5511 5038 5552
25 5838 4649 5838 9116 7912 8619
40 15133 12332 13135 20379 17011 18429

Mujeres 15 3804 2923 3476 4597 4552 4616
25 6027 6006 6216 8555 8594 8573
40 11403 11314 11146 16176 15147 15595

Diferencia 15 837 162 139 914 486 936
25 -189  -1357 -378 561 -682 4003

40 3730 1018 6919 4203 1864 2834

Tabla 4.2: Salario bruto medio, modal y mediano en términos reales para los datos agregados.

Dado que se han tenido en cuenta datos de empresas privadas y publicas, en la Tabla 4.3 se muestra
el resumen descriptivo de los datos diferenciando entre sector publico y privado. Para los datos previos
a la crisis hay 184 hombres y 282 mujeres. Para el grupo posterior hay datos de 125 hombres y 122
mujeres. Los datos faltantes se representan con una linea.

2002-2006 2010-2014
Sector publico Sector privado Sector publico Sector privado
Horas Media Moda Mediana Media Moda Mediana Media Moda Mediana Media Moda Mediana

Hombres 15 - 4641 2923 3604 7429 6500 5552 5510 5034 5552
25 - 5880 6006 5904 7373 15115 8643 9123 7909 8643
40 18648 16276 13092 15062 11314 13092 23544 23060 18354 20294 16940 18354

Mujeres 15 - 3793 3204 3457 - - 4587 4556 4613
25 3452 6627 2381 6029 6221 6210 13088 13688 13498 8527 8590 8550
40 14287 13143 13402 11341 11278 11095 17444 15404 16194 16145 15124 15581

Diferencias 15 848 -281 147 - 923 478 939

25 - -149 -215 -306 -5715 1427 -4855 596 -681 93

40 4361 3133 -310 3721 36 1997 6100 7656 2160 4149 1816 2773

Tabla 4.3: Salario bruto medio, modal y mediano en términos reales diferenciando entre sector puiblico
y privado para los datos agregados.
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En las tablas anteriores se puede observar que los hombres tienen salarios mayores que las mujeres
para los trabajos de més horas semanales. En los trabajos con pocas horas semanales se produce todo lo
contrario. Ademads, tras la crisis se ha producido un incremento en las rentas reales de los trabajadores
pertenecientes al sector de la hosteleria, que ha beneficiado en mayor medida a hombres que a mujeres.

También se puede observar que los salarios mas elevados siempre son los medios y los medianos y
que para pocas horas semanales las mujeres ganan maés que los hombres. Aunque no entraremos en
mas detalles, esto puede deberse a la productividad marginal de los hombres en ese sector para los
trabajos de horario parcial.

En lo que se refiere a las diferencias salariales entre sector publico y privado, observamos que en
el sector privado las diferencias en moda son las méas pequenas, sin embargo, para el sector publico
sucede lo contrario, con diferencias salariales mas elevadas en la mayoria de los casos.

4.3. Andlisis de las diferencias salariales

Una vez se han presentado los datos y sus caracteristicas, en esta seccién se realizard un anélisis
de las diferencias salariales por grupos. Considerando las distintas estimaciones no paramétricas, en
las Figuras 4.2 y 4.3 se muestran las diferencias entre medias y modas condicionales diferenciando por
sexo. En la Figura 4.4 se muestran las estimaciones de las moda condicionales para ambos grupos. En
las figuras se muestran los intervalos de confianza tanto de las medias como de las modas para un nivel
de significacién « = 0.05. Para el calculo de los intervalos de confianza de las modas se ha utilizado
realizado 500 réplicas bootstrap.

Ademas, en la Figura 4.5 se muestran las diferencias salariales en media, moda y mediana. Las di-
ferencias se han calculado como los salarios de los hombres menos los de las mujeres. En consecuencia,
una diferencia negativa significa que el salario de las mujeres es mayor que el de los hombres para las
horas semanales en las que ocurre.
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Figura 4.5: Diferencias salariales para media, moda y mediana entre hombres y mujeres.
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De las Figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 se concluye que existen diferencias significativas entre las modas y
las medias condicionales para distintas horas. Para el conjunto de datos previos a la crisis (afios 2002
y 2006) se observa que la media de los hombres difiere de la moda para casi todos los puntos, excepto
para los trabajos de aproximadamente 30 horas. A partir de las 35 horas semanales las diferencias son
notables. Para las mujeres se observa que la media y moda son iguales excepto para los datos entre
10 y 17 horas semanales, donde la media es mayor que la moda. Este hecho puede deberse a los pocos
datos que existen en esas horas.

En cuanto al conjunto de datos posterior a la crisis (anos 2010 y 2014), las modas y medias de
hombres y mujeres son iguales para menos de 33 y 35 horas semanales respectivamente, donde la me-
dia es mayor que la moda. Por tdltimo, comparando las modas en los distintos grupos se observa que
para el conjunto de datos previo a la crisis existen diferencias estadisticamente significativas para el
conjunto entre 17 y 27 horas semanales, donde la moda de las mujeres es mayor que la de los hombres
y entre las 31 y 40 horas semanales. En estas horas la moda de los hombres es superior a la de las
mujeres. En el segundo conjunto se observan diferencias en pocas horas semanales, que nuevamente
pueden ser debidas a los pocos datos que se tienen para esas horas y diferencias a partir de las 30 horas.

Debemos destacar que para analizar si existen diferencias significativas entre las curvas simplemente
se han utilizado los distintos intervalos de confianza. En este punto es cuando seria conveniente utilizar
un contraste para comparar si las curvas modales estimadas son iguales o si las funciones modales y
medias son iguales. Hasta donde alcanza nuestro conocimiento no existe ningin procedimiento para
realizar este tipo de contrastes. Por tanto, podria ser objeto de futuras lineas de investigacién. Como
primera aproximacién podria plantearse un contraste bootstrap.

Por otra parte, en la Figura 4.6 se dibujan las densidades condicionadas a 40 horas semanales para

los distintos grupos?. En linea continua se destacan las modas, en discontinua las medias y en punteada
las medianas. Ademas, en la Figura 4.7 se muestra la evolucién de las densidades para ambos sexos.

Hombres 2002-2006 Mujeres 2002-2006
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Hombres 2010-2014 Mujeres 2010-2014
Moda
- - - - Media

------- Mediana

f(ylx)
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10 20 30 4 50 10 20 30 40 50
Salario bruto (miles de euros) Salario bruto (miles de euros)

Figura 4.6: Densidades condicionadas a 40 horas semanales para los distintos grupos.

2No se representan la colas a partir de 50000 euros brutos para poder ver con mayor claridad los gréaficos.
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Figura 4.7: Comparacion de la evolucién de las densidades.

De las Figuras 4.6 y 4.7 podemos concluir que se han producido cambios en las densidades condi-
cionales para la hora considerada y que tanto las modas como las medias se han incrementado para
ambos grupos.

Otra cuestiéon importante es la probabilidad que se acumula en el entorno de las distintas estima-
ciones. Las probabilidades que acumulan media, moda y mediana para las horas consideradas en la
Tabla 4.2 en los dos grupos para un intervalo de 1000 euros de las estimaciones se muestran en la
Tabla 4.4. En negrita se resalta el valor més alto para cada grupo, que como es logico, ocurre en las
modas.

2002-2006 2010-2014

Horas Media Moda Mediana Media Moda Mediana

Hombres 15 4442  48.28 48.26 29.65 29.75 29.63
25 39.24  40.77 39.24 27.05 27.69 27.47
40 23.59 27.64 27.30 16.92 18.60 18.29
Mujeres 15 59.74  62.28 61.58 53.50 53.51 53.49
25 50.47  50.49 50.18 40.91 40.92 40.92
40 39.96 37.98 37.94 27.56  28.05 27.98

Tabla 4.4: Probabilidades acumuladas (en porcentaje) en el entorno de las estimaciones.

De los resultados anteriores podemos concluir que existen diferencias en la probabilidad que acumu-
lan las modas, medias y medianas condicionales. Adema&s, como las modas representan la estimacién
mas probable de la variable aleatoria de los salarios, un individuo que entre en el mercado laboral
deberia tener mas interés en el salario modal que en el medio o el mediano. Conocer el salario modal
le permitira saber el salario més probable que obtendra dadas sus caracteristicas.
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Analisis del impacto de la crisis en el salario

Por ultimo analizaremos el impacto de la crisis y el sexo sobre los salarios. Con tal objetivo reali-
zaremos dos regresiones lineales multiples. Para la primera de ellas se considera el modelo

W=a+p8S+~vC+ ASC +¢,

donde W son los salarios brutos a precios constantes de 2014, S una variable binaria indicativa del
sexo, siendo 1 mujer y 0 hombre, C' otra variable binaria que es 0 si el dato es de los cuestionarios
previos a la crisis o 1 si es de los posteriores, SC' es la interaccién entre C'y S y € un término de error.
Los resultados del ajuste se muestra en la Tabla 4.5.

Pardmetro Estimacién Error estdndar t valor  Pr(>|t|)

e 13726.96 91.82 149.498 0
Ié] -4488.78 121.27 -37.015 0
vy 3554.53 152.22 23.352 0
A -1123.59 198.74 -5.654 0

Tabla 4.5: Estimaciones de los pardmetros para el primer modelo.

Los coeficientes estimados son todos estadisticamente significativos para todos los niveles de signi-
ficacion. Sin entrar en mas detalles, de los resultados concluimos que las mujeres ganan -4489 euros
menos que los hombres. Ademés, tras la crisis se han incrementado los salarios pero la diferencia de
este incremento respecto a los hombres es de -1124 euros. Lo dltimo se puede observar en el grafico de
interaccién entre las variables consideradas en la Figura 4.8, donde la pendiente para las mujeres es
menor que para los hombres.
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Figura 4.8: Grafico de interaccién entre los factores. Primer modelo.

En segundo lugar consideraremos la misma regresion que antes pero en lugar de trabajar con los
salarios trabajaremos con los salarios modales correspondientes para cada individuo. En consecuencia
consideraremos el modelo

Wioda :a+55+'yC+)\SC+5,



4.8. Andlisis de las diferencias salariales 43

donde la tnica diferencia respecto al modelo anterior es que la variable dependiente Wyjoq. son los
salarios modales para cada individuo. Los resultados del ajuste se muestra en la Tabla 4.6.

Pardmetro Estimacién FError estdndar t valor Pr(>[t])

a 11194.57 39.46 283.68 0
B8 -2057.26 52.12 -39.47 0
vy 3412.46 65.42 52.16 0
A -1577.48 85.41 -18.47 0

Tabla 4.6: Estimaciones de los parametros para el segundo modelo.

Los pardmetros estimados vuelven a ser estadisticamente significativos para los niveles de signifi-
cacion usuales. En este caso, el efecto de ser mujer es una reduccién del salario modal de 2057 euros,
cantidad inferior a la estimacién de la media. En cuanto al efecto de la interaccién, se observa que el
impacto de la crisis y ser mujer es una renta modal 1577 euros menor que en el caso de los hombres.
El grafico de interaccion entre las variables consideradas se muestra en la Figura 4.9.
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Figura 4.9: Grafico de interaccién entre los factores. Segundo modelo.

Como se ha visto, el impacto de la crisis ha afectado de distinta manera a hombres que a mujeres.
Ademas, tener en cuenta los salarios modales en lugar de los medios ha permitido entender este impacto
de una forma distinta que considerando la media. Por tanto, se puede afirmar que las conclusiones a
las que podemos llegar si se utiliza la regresién modal en lugar de emplear las técnicas habituales son
diferentes.
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Conclusiones

En esta memoria se ha destacado la importancia de emplear regresién modal frente a las alternati-
vas clasicas cuando los datos presentan distintos patrones, esto es, cuando las densidades condicionales
tienen varios maximos locales o cuando éstas son asimétricas.

Con tal objetivo se ha realizado una revision bibliografica y se han estudiado con detalle tres pro-
cedimientos de estimacién. El primero de ellos es el método no paramétrico que emplea el algoritmo
mean-shift (Seccién 2.2). El cardcter no paramétrico lo convierte en el procedimiento més flexible,
pero el calculo de las estimaciones se complica y las tasas de convergencia empeoran a medida que se
incrementa el nimero de covariables. Ademaés, no se puede analizar cémo cambios en las caracteristicas
afectan a las modas. El segundo método estudiado es el primero en la literatura de regresion modal
que se basa en regresiéon cuantil. La estimacién del vector de parametros de un modelo de regresién
cuantil puede ser expresado como un problema de programacién lineal, por tanto, permite obtener un
método computacionalmente escalable a un niimero elevado de covariables, evitando el desastre de la
dimensionalidad. Para la estimacién de las modas utiliza la densidad de los cuantiles condicionales
(Seccién 2.3). El principal problema que presenta es que no existe una regla de seleccién éptima bajo
algtin criterio para seleccionar una serie de pardmetros ventana. Ademaés, el selector es costoso desde
el punto de vista computacional. El tercer método presentado es el que proponemos. Al igual que el
método de Ohta estd basado un un modelo de regresion cuantil. Con tal objetivo se emplea la distribu-
ci6n empirica de los cuantiles condicionales (Seccién 2.4). El método que proponemos intenta solventar
la necesidad de calcular pardmetros ventana a la vez que se conserva el caracter escalable del procedi-
miento de la Seccién 2.3. Para ello se cambia la perspectiva del segundo método y en lugar de emplear
las densidades de los cuantiles condicionales se propone utilizar las distribuciones empiricas. Las modas
se encuentran en este caso en sus puntos de inflexiéon que se calculan mediante un proceso en dos pasos.

Una vez presentados los distintos procedimientos, en el Capitulo 3 se ha realizado un estudio de
simulacion con distintos tipos de modelos, con funciones modales lineales y no lineales para analizar
los métodos bajo distintos escenarios. De los estudios realizados se concluye que nuestra propuesta de
estimacién presentada en la Seccién 2.4 obtiene mejores resultados que el estimador de Ohta, estando
ambos métodos basados en regresién cuantil lineal. Ademds, nuestro procedimiento es més eficiente
desde el punto de vista computacional. Por otra parte, el método no paramétrico tiene un buen ren-
dimiento en todo tipo de modelos, ademas de poder aplicarse al caso multimodal. Es aqui donde nace
la necesidad de considerar la versién no paramétrica del método propuesto y realizar un nuevo estudio
comparativo. De todas formas, considerar la versiéon no paramétrica supondria volver al problema de
seleccion de ventanas. En lo que se refiere a los parametros ventana en el método de Ohta y en el
no paramétrico, cabe destacar que las estimaciones son sensibles ante cambios en estos pardmetros.
Para el estudio se han utilizado los selectores recomendados en ambos articulos. El estimador de Ohta,
al no tener una regla de seleccién 6ptima presenta unos resultados ante cambios en la ventana no

45



46 Capitulo 5. Conclusiones

satisfactorios. Para el otro método el selector utilizado parece presentar un funcionamiento adecuado.
En lo que se refiere a nuestra propuesta, es necesario seleccionar un tamano de secuencia inicial en el
primer paso del algoritmo, pero la variabilidad de las estimaciones no se ve gravemente afectada por
cambios en los tamafios de dichas secuencias. Ademas, no es necesario utilizar ningin tipo de ventana
para cada punto a estimar.

Por 1ltimo se han analizado varios conjuntos de datos reales del ambito de la Economia que se
corresponden con varias encuestas de estructura salarial espanola. El objetivo ha sido evaluar la toma
de decisiones en el mercado laboral asi como las diferencias salariales entre hombres y mujeres desde el
punto de vista de la moda. A raiz de este estudio ha surgido la necesidad de comparar curvas modales
mediante algin tipo de procedimiento, que hasta donde alcanza nuestro conocimiento, todavia no se
ha realizado en la literatura. Ademaéas se ha evaluado el impacto de la crisis en los salarios medios
y modales. Del estudio se concluye que existen diferencias salariales para hombres y mujeres de las
mismas caracteristicas y que las expectativas de un individuo en el mercado laboral desde el punto de
vista de la moda son distintas que desde el punto de vista de la media o la mediana. Un individuo
que entre en el mercado laboral deberia tener la expectativa de que el salario que obtendra dadas
sus caracteristicas es el salario modal, en lugar del salario medio o el mediano, ya que éste es el més
probable. Por dltimo, del andlisis del impacto se concluye que el mayor impacto lo han sufrido las
mujeres y que éste es distinto si se considera la media o la moda.
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Apéndice: Cdodigos R

En el presente apéndice se muestran los cédigos utilizados en el estudio de simulacion realizado en el
Capitulo 3. Como consecuencia de haber fijado una semilla los resultados obtenidos son completamente
reproducibles ejecutado las lineas correspondientes a cada método y comentando o descomentando las
lineas que correspondan a los distintos pardmetros y modelos.

Método de Ohta

H H

library(quantreg)

epsilon <- 0.1
alpha <- 0.05

n <- 500
# n <- 1000
# n <- 2000

n.iter <- 1000
error <- vector("list", n.iter)

for (i in 1:length(error)){
error[[i]] <- matrix(NA, nrow = 9, ncol = 50)

}
RMSE <- vector("list", n.iter)

for (i in 1:length(RMSE)){
RMSE[[i]] <- matrix(NA, nrow = 9, ncol = 1)
}

mxhat <- error

pb <- txtProgressBar(min = O, max = n.iter, style = 3)
set.seed (1)

X2 <- runif(n)

# X3 <- runif(n)

# X4 <- rnorm(n)
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Apéndice: Cédigos R

# X2 <- runif(n, 0, 6)
taus <- seq(0.05, 0.95, length.out = 100)
for(i in 1:n.iter) {

setTxtProgressBar (pb, i)

Y <- 1 + 3 * X2 + rnorm(n)

Y2.teo <- 1 + 3 *x X2

plot (X2, Y)

lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

# sigma <- 1 + 2 x X2

# eps <- 0.5 * rnorm(n, -1, 2.5 ~ 2) + 0.5 * rnorm(n, 1, 0.5 ~ 2)
#Y <- 1+ 3 *x X2 + sigma * eps

# Y2.teo <- 1 + 2 x X2

# plot (X2, Y)

# lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

# U <- runif(n, 0, 1)

#Y<-U"~"3/3-X2x* ({U-1) "2

# Y2.teo <- -2 *x X2 ~ 3 / 3 + 2 x X2 © 2 - X2

# plot(X2, Y)

# lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", 1lwd = 3)

Y <- sin(X2) + rnorm(n)

Y2.teo <- sin(X2)

plot (X2, Y)

lines(X2[order(X2)], Y2.teol[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

H B H

for(mc in 1:50) {
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# ___________________________________________________________________________
# Calculo de la ventana piloto APt

# ___________________________________________________________________________
tau <- 0.5

h KM <-n ~ (-1 / 3) * pnorm(1 - alpha / 2) ~ (2 / 3) *
(1.5 * ((dnorm(pnorm(tau))) / (2 * pnorm(tau) ~ 2 + 1))) ~ 1/ 3
h_pilot <-n ~ (1 / 6) * h_ KM

tau_U <- seq(0.05, 0.95, length.out = 100) + sapply(l:length(taus),
function(i) min(h_pilot, max(taus) - taus[i]))
tau_L <- seq(0.05, 0.95, length.out = 100) - sapply(l:length(taus),
function(i) min(h_pilot, taus[i] - min(taus)))

Y © X2, tau
Y © X2, tau

tau_U))
tau_L))

beta_U <- coef (rq(formula
beta_L <- coef (rq(formula

# Elegimos un punto de disefio
XX2 <- seq(min(X2), max(X2), length.out = 50)
x <= c(1, XX2[mcl)

pred_U <- x %x*% beta_U
pred_L <- x Yx*J beta_L

# Calculamos §,(7) y 7erelim

sxhat <- (pred_U - pred_L) / (sapply(l:length(taus),
function(i) min(h_pilot, max(taus) - taus[i])) +
sapply(1:length(taus),
function(i) min(h_pilot, taus([i] - min(taus))))

tau_x_prelim <- tau_U[which.min(sxhat[, (epsilon * ncol(sxhat)):
(ncol(sxhat) - epsilon * ncol(sxhat))])] - h_pilot

h KM <-n ~ (-1 / 3) * pnorm(1 - alpha / 2) ~ (2 / 3) *
(1.5 * ((dnorm(pnorm(tau_x_prelim))) /
(2 * pnorm(tau_x_prelim) ~ 2 + 1))) ~ 1/ 3
hn<-n"~ (1/ 6) * h_ KM
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139 h_grid <- ¢(0.10 * h_n, 0.25 * h_n, 0.90 * h_n, 0.95 * h_n, h_n,

140 1.056 * h.n, 1.10 * h_n, 4 * h.n, 10 * h_n)

141

142 for(w in 1:length(h_grid)) {

143

144 A e e e O oo
145 # Construimos el estimador final m(x)

146 T e O e e O e e e e e O e O K
147

148 tau_U <- taus + sapply(l:length(taus),

149 function(i) min(h_grid[w], max(taus) - taus[i]))
150

151 tau_L <- taus - sapply(l:length(taus),

152 function(i) min(h_grid[w], taus[i] - min(taus)))
153

154 beta_U <- coef(rq(formula = Y ~ X2, tau = tau_U))

155 beta_L <- coef(rq(formula = Y ~ X2, tau = tau_L))

156

157 pred_U <- x Yx*} beta_U

158 pred_L <- x x*} beta_L

159

160 sxhat <- (pred_U - pred_L) / (sapply(l:length(taus),

161 function(i) min(h_grid[w], max(taus) - taus[i])) +
162 sapply(1:length(taus), function(i) min(h_grid[w],
163 taus[i] - min(taus))))

164

165 tau_opt <- tau_U[which.min(sxhat[, (epsilon * ncol(sxhat)):(ncol(sxhat) -
166 epsilon * ncol(sxhat))])] - h_grid([w]

167

168 beta_opt <- coef(rq(formula = Y ~ X2, tau = tau_opt))

169

170 mxhat [[i]] [w, mc] <- x %xJ, beta_opt

171

172 #mx <- 1 + 3 *x x[2]

173 # mx <- 2 + 5 *x x[2]

174 #mx <- -2 x x[2] © 3/ 3+ 2 x x[2] ~ 2 - x[2]

175 # mx <- sin(x[2])

176

177 error[[i]] [w, mc] <- mxhat[[i]] [w, mc] - mx

178 RMSE[[i]] [w, ] <- sqrt(mean(unlist(error[[i]][w, 1) = 2))

179 # lines(seq(min(X2), max(X2), length.out = 50),

180 mxhat [[i]] [w,], 1lwd = 2, col = w)

181 }

182 }

183

184 # lines(seq(min(X2), max(X2), length.out = 50), mxhat[[i]][3,], lwd = 2, col = 3)
185

186 print(pasteO("RMSE_", i," = ", RMSE[i]))

187 }

188

189



190

191 Método basado en la distribucidén de los cuantiles condicionales

H H H

192

193

194 e e e e e e e e e e
195 # Parametros iniciales

196 e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s e s Seos s m o =e
197

198 n <- 500

199 # n <- 1000

200 # n <- 2000

201 n.iter <- 1000

202

203 RMSE <- numeric(n.iter)

204 error <- vector("list", n.iter)

205 mxhat <- error

200 pb <- txtProgressBar(min = 0, max = n.iter, style = 3)
207 set.seed(1)

208 X2 <- runif(n)

200 # X2 <- runif(n, 0, 6) # Para el Modelo 4
210

211 for(i in 1:n.iter){

212

213 setTxtProgressBar (pb, i)

215

216 e

217 # Modelo 1

218 #—————

219

220 Y <- 1 + 3 * X2 + rnorm(n)

221 Y2.teo <- 1 + 3 x X2
222 plOt(XQ, Y)
223 lines (X2[order(X2)], Y2.teol[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

225

226 #————
227 # Modelo 2
228 #———

230 # sigma <- 1 + 2 x X2
231 # eps <- 0.5 * rnorm(n, -1, 2.5 °~ 2) + 0.5 * rnorm(n, 1, 0.5 ~ 2)
232 #Y <- 1+ 3 *x X2 + sigma * eps
# Y2.teo <- 1 + 2 *x X2
# plot (X2, Y)

#

lines(X2[order(X2)], Y2.teol[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

233
234
235

236

238 e
239 # Modelo 3
240 #——————
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60 Apéndice: Cédigos R
# U <- runif(n, 0, 1)
#Y<-U"3/3-X2x*x {U-1) "2
# Y2.teo <- -2 * X2 ~ 3 / 3+ 2 % X2 ~ 2 - X2
# plot(X2, Y)
# lines(X2[order(X2)], Y2.teolorder(X2)], col = "red", lwd = 3)
# _________
# Modelo 4
# _________
# Y <- sin(X2) + rnorm(n)
# Y2.teo <- sin(X2)
# plot(X2, Y)
# lines(X2[order(X2)], Y2.teol[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

for(mc in 1:50) {
tau <- seq(0.05, 0.95, length.out = 4)
beta <- coef(rq(formula =Y ~ X2, tau =

# Elegimos un punto de disefio

tau))

XX <- seq(min(X2), max(X2), length.out = 50)

x <- c(1, as.numeric(XX[[mcll))
pred <- x %*% beta

ii <- numeric(length(pred)-1)
for(w in 1:length(pred)){

ii[w] <- (pred[w + 1] - pred[w])

# ii[w] <- (abs(pred[w + 1]) - abs(pred[w])) - (abs(pred[w]) - abs(pred[w - 1]))

3

min <- which.min(abs(na.omit(ii)))

ii[min] <- 1000

min2 <- min + 1 #which.min(abs(na.omit(ii)))

mins <- sort(c(min, min2))

tau2 <- seq(taulmins[1]], taulmins[2]], length.out =

beta2 <- coef(rq(formula = Y ~ X2, tau

tau2))

25)
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pred <- x %x*% beta2
ii <- numeric(length(pred)-1)
for(w in 1:length(pred)){
iilw] <- (pred[w + 1] - pred[w])
# ii[w] <- (abs(pred[w + 1]) - abs(pred[w])) - (abs(pred[w]) - abs(pred[w - 1]))
}
min <- which.min(abs(na.omit(ii)))
ii[min] <- 1000
min2 <- min + 1 #which.min(abs(na.omit(ii)))
mins <- sort(c(min, min2))
tau_opt <- mean(c(tau2[mins[1]], tau2[mins[2]]))
beta_opt <- coef(rq(formula = Y ~ X2, tau = tau_opt))
mx <- 1 + 3 * x[2]
#mx <- 2 + 5 x x[2]
#mx <- -2 x x[2] ©~ 3/ 3+ 2 x x[2] ~ 2 - x[2]
# mx <- sin(x[2])
mxhat [[i]] [[mc]] <- x %x*} beta_opt
error[[i]] [[mc]] <- mxhat[[i]] [[mc]] - mx
# points (XX [order (XX)] [[mc]], mxhat[[i]] [[mc]], 1lwd = 2, col = 3, pch = 16)
}
# lines (XX, mxhat[[i]] [order(XX)], 1lwd = 2, col = 4)
RMSE[i] <- sqrt(mean(unlist(error[[i]]) ~ 2))
print(pasteO("RMSE_", i," = ", RMSE[i]))

}

mean (RMSE)
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Método basado en el mean-shift

H H H

library(hdrcde)

# _____________________________________________________________
# Parametros iniciales

# _____________________________________________________________
n <- 500

# n <- 1000

# n <- 2000

n.iter <- 1000
error <- vector("list", n.iter)

for (i in 1:length(error)){
error[[i]] <- matrix(NA, nrow = 9, ncol = 50)

}
RMSE <- vector("list", n.iter)

for (i in 1:length(RMSE)){
RMSE[[i]] <- matrix(NA, nrow = 9, ncol = 1)
}

mxhat <- error

pb <- txtProgressBar(min = 0, max = n.iter, style = 3)
set.seed (1)

X2 <- runif(n)

# X3 <- runif(n)

# X4 <- rnorm(n)

# X2 <- runif(n, 0, 6) # Para el Modelo 4

for(i in 1:n.iter){

setTxtProgressBar (pb, i)

Y <- 1 + 3 * X2 + rnorm(n)
Y2.teo <- 1 + 3 * X2
plot(X2, Y)

lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

# Modelo 2
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sigma <- 1 + 2 * X2

eps <- 0.5 * rnorm(n, -1, 2.5 = 2) + 0.5 * rnorm(n, 1, 0.5 ~ 2)

Y2.teo <= 1 + 2 % X2

#
#
#Y <- 1+ 3 *x X2 + sigma * eps
#
# plot(X2, Y)

#

lines(X2[order(X2)], Y2.teol[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

# U <- runif(n, 0, 1)

#Y<-U"~"3/3-X2x* ({U-1) "2

# Y2.teo <- -2 * X2 ~ 3 /3 + 2 *x X2 "~ 2 - X2
# plot(X2, Y)

#

lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

Y <- sin(X2) + rnorm(n)
Y2.teo <- sin(X2)
plot (X2, Y)

H B H

fit <- modalreg(X2, Y, P = 1,

lines(X2[order(X2)], Y2.teo[order(X2)], col = "red", lwd = 3)

xfix = seq(min(X2), max(X2), length.out = 50),

start = "e")

h_grid <- vector("list", 9)

h_grid[[1]] <- c(0.10 * fit$bandwidths[1], 0.10 *
h_grid[[2]] <- c(0.25 * fit$bandwidths[1], 0.25 *
h_grid[[3]] <- c(0.90 * fit$bandwidths[1], 0.90 =
h_grid[[4]] <- c(0.95 * fit$bandwidths[1], 0.95 =

h_grid[[5]] <- fit$bandwidths
h_grid[[6]] <- c(1.05 * fit$bandwidths[1], 1.05 *
h_grid[[7]] <- c(1.10 * fit$bandwidths[1], 1.10 *

fit$bandwidths[2])
fit$bandwidths[2])
fit$bandwidths [2])
fit$bandwidths [2])

fit$bandwidths[2])
fit$bandwidths[2])

h_grid[[8]] <- c(4 * fit$bandwidths[1], 4 * fit$bandwidths[2])
h_grid[[9]] <- ¢c(10 * fit$bandwidths[1], 10 * fit$bandwidths[2])

for(w in 1:length(h_grid)){

if(w == 3){

mxhat[[i]] [w, ] <- as.numeric(fit$fitted.values)
} else {

mxhat[[i]] [w, ] <- modalreg(X2, Y, P = 1,
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xfix = seq(min(X2), max(X2), length.out = 50),
a = unlist(h_grid[[w]l][1]),
b = unlist(h_grid[[w]][2]),
start = "e")$fitted.values

}

mx <- 1 + 3 * seq(min(X2), max(X2), length.out = 50)

# mx <- 2 + 5 * seq(min(X2), max(X2), length.out = 50)

# mx <- -2 *x seq(min(X2), max(X2), length.out = 50) ~ 3 / 3 +
# 2 * seq(min(X2), max(X2), length.out = 50) ~ 2 -

# seq(min(X2), max(X2), length.out = 50)

# mx <- sin(seq(min(X2), max(X2), length.out = 50))
error[[i]] [w, ] <- mxhat[[i]][w, ] - mx

RMSE[[i]] [w, ] <- sqrt(mean(unlist(error[[i]][w, 1) = 2))

}

print(pasteO("RMSE_", i," = ", RMSE[i]))
}
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