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Resumo

Unha via de interese para desenvolver andlise cluster baseada en modelos mixtos é asumir que
os datos seguen unha mixtura de distribuciéon de xeito que cada componente nesta mixtura describe
a natureza probabilistica do grupo ou cluster. Cando os datos son series temporais, esta via non
é tan sinxela porque habitualmente as realizacién das series son longas e isto tradiicese nun problema
de alta dimensiéon no procedemento de anélise cluster. Neste proxecto proponse explorar esta via de
analise cluster asumindo series autorregresivas e aproximando o modelo mixto subxacente por maxima
verosimilitude mediante algoritmos EM. Desenvolverase cédigo en R para implementar as soluciéns

propostas e realizarase unha analise comparativa das mesmas mediante datos simulados.

Resumen

Una via de interés para desarrollar andlisis cluster basado en modelos es asumir que los datos siguen
una mixtura de distribuciones de modo que cada componente en esta mixtura describe la naturaleza
probabilistica del grupo o cluster. Cuando los datos son series temporales, esta via no es sencilla
porque habitualmente las realizaciones de las series son largas y ello se traduce en un problema de
alta dimension en el procedimiento de analisis cluster. En este proyecto se propone explorar esta via
de andlisis cluster asumiendo series autorregresivas y aproximando el modelo mixto subyacente por
maxima verosimilitud mediante algoritmos EM. Se desarrollara cédigo en R para implementar las

soluciones propuestas y se realizard un analisis comparativo de las mismas mediante datos simulados.

Abstract

One way of interest in developing model-based cluster analysis is to assume that the data follow a
mixture of distributions so that each component in this mixture describes the probabilistic nature of
the group or cluster. When the data are time series, this route is not easy because the series realizations

are usually long and this translates into a high-dimensional problem in the cluster analysis procedure.
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10 RESUMO

In this project it is proposed to explore this path of cluster analysis assuming autoregressive series and
approximating the underlying mixed model by maximum likelihood using EM algorithms. R code will
be developed to implement the proposed solutions and a comparative analysis of them will be carried

out using simulated data.



Introducion

O presente Traballo Fin de Méster ten como obxectivo aplicar os conecementos adquiridos ao longo
do Master en Técnicas Estatisticas organizado polas tres universidades galegas, pero méis concreta-

mente no campo da andlise cluster de series temporais.

A andlise cluster estd composta por procedementos estatisticos que tefien como fin o de agrupar
un conxunto de datos en varios clusters de tal xeito que os elementos que se atopen no mesmo clus-
ter presenten caracteristicas comins e sexan o mais homoxéneos posible, asi como entre os distintos
clusters tenan caracteristicas diferentes. En particular, este traballo céntrase na andlise cluster de se-
ries temporais, a cal ten como obxectivo dividir un conxunto de series de tempo en diferentes grupos
ou clusters. As series temporais son datos dindmicos, o que supén unha complexidade adicional ao
problema de desenvolver cluster de xeito que moitas das técnicas cluster que se empregan poderian
ser erroneamente aplicadas se se traballa con series temporais xa que as métricas que se utilizan de-
ben diferenciar a conduta no tempo e non simplemente a conduta estatica nun instante de tempo.
A agrupacién para asignar as series a cada cluster basease na similitude que tefien as series entre si,
asi as series no mesmo grupo seran mais similares entre si que as series dos diferentes grupos. Estas
dificultades adicionais que supon traballar con datos dindmicos complican o concepto de similaridade
e increméntase a dimensionalidade dos datos.

A anélise cluster é un tema cldsico de anéalise multivariante, é unha técnica estatistica moi antiga,
pero o problema de cluster de series temporais xorde mais recentemente, sobre a iltima década do
século XX. A partir desa data empézase a ter preocupacién e interese sobre este tema e o nimero
de publicaciéns aumenta exponencialmente. En particular recibe esta atencién porque o nimero de
aplicacions en distintas areas de cofiecemento como pode ser a economia, o medio ambiente, a medicina,
a mineria de datos, o reconecemento de patréns, a intelixencia artificial, etc., é enorme.

No enfoque tradicional de cluster os elementos s6 poden ir a un cluster, pero esa divisién en
determinados contextos pode ser excesiva porque pode darse o caso no que un punto é equidistante
de dous centroides. Neste traballo realizase cluster soft de series temporais, o cal presenta a vantaxe

fundamental de non facer unha particién no sentido estrito dos datos ao permitir solapamento entre
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12 INTRODUCION

grupos, é dicir, que unha serie temporal pertenza a mais dun grupo, o que pode ser de particular
interese en moitas aplicacions onde non esta tan nitida a particiéon entre grupos.

Neste traballo faise unha revisién tedrica sobre o cluster de series, incidindo nun novo método
proposto por Lafuente (2017), as{ como unha parte de avaliacién da conduta de diferentes criterios
mediante probas de simulacién. A estrutura xeral do traballo é a seguinte. No Capitulo 1 preséntanse
uns resultados preliminares sobre a andlise espectral de series de tempo. No Capitulo 2 exponse a
problematica da andlise cluster de series temporais asi como algunhas medidas de disimilitude dife-
renciadas por categorias: procedementos libres do modelo e baseados no modelo; tamén se mostran as
diferencias entre o cluster hard e o cluster soft. O capitulo 3 céntrase no cluster soft baseado en modelos
mixtos coa exposicién do algoritmo EM, o cal é a chave para o seguinte Capitulo 4, no cal se fai un
estudo de simulacién para comparar este algoritmo con outras funciéns e ver o seu comportamento. E

finalizase este TFM cunhas breves conclusions e futuras lifias de investigacién no Capitulo 5.



Obxectivos principais

Os obxectivos que se perseguen neste traballo son os seguintes:

= Revision, non exhaustiva pero completa, de diferentes técnicas para desenvolver analise cluster

soft de series temporais baseadas en diferentes caminos: o dominio temporal e o dominio espectral.

= Establecer con claridade as diferenzas substanciais entre o enfoque hard e o enfoque soft en

clustering, enfatizando as vantaxes do enfoque soft.

= Presentar un camino novidoso para desenvolver cluster soft de series temporais baseado nunha

técnica que se desenvolve no dominio espectral e que utiliza o algoritmo EM.

= Andlise comparativa baseada en simulaciéns de Montecarlo entre diferentes procedementos con

especial énfase no algoritmo EM.
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Capitulo 1

Resultados preliminares

Neste capitulo exponense algins resultados tedricos, xa conecidos, que resultan de interese para o
desenvolvemento deste traballo. En concreto tratase da andlise espectral de series temporais. A anédlise
espectral é unha forma alternativa de tratar a analise de series temporais, en lugar de traballar no do-
minio do tempo trabéallase no dominio das frecuencias. Esencialmente serve para descubrir as eventuais
periodicidades ocultas que pode ter unha serie de datos. Por exemplo con datos de temperatura existe
unha periodicidade anual e trimestral a causa das variaciéns climaticas, ou con datos econémicos dun

produto do Nadal que vai ter un ciclo cada doce meses.

1.1. Analise espectral de series de tempo

A representacién espectral dun proceso estacionario X = {X(t),t € Z} esencialmente descompén
X nunha suma de componentes sinusoidais con coeficientes aleatorios e incorrelados con distintas
frecuencias. Estas sumas van a ter mais peso de acordo as frecuencias mais importantes, é dicir, ten
en conta os ciclos. E importante poder chegar a cofiecer para cada frecuencia a sta correspondente
sinusoidal; habera frecuencias nas que o ciclo sexa maéis potente que noutras polo que ¢é interesante
saber cada periodo substancial na serie que se repite. Isto é conveniente para modelizar unha serie en
termos de variacions periddicas regulares que subxacen.

A descomposicién espectral é, no dmbito das series de tempo, un concepto andlogo 4 represen-
tacién de Fourier das funciéns deterministicas. A anélise de procesos estacionarios mediante a sia
representacién espectral denominase habitualmente andlise no dominio de frecuencias ou anédlise es-
pectral. Resulta equivalente & andlise no dominio de tempo baseado na funcién de autocovarianzas,
pero proporciona unha forma diferente de analizar os procesos que pode resultar méis interesante e

util en algunhas aplicaciéns (Priestley, 1989; Shumway, 2006).
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16 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

A continuacion describense moi brevemente algins aspectos esenciais da teoria espectral de procesos
estacionarios, os cales seran de utilidade para o desenvolvemento deste traballo. A onda sinusoidal é da
forma:

Acos(2rwt + @)

sendo A a amplitude, é dicir o alto das ondas, o impacto en termos de escala; w a frecuencia, que ¢é a
inversa do periodo e vai indicar cales son os valores da frecuencia mais relevantes e ¢ indica a fase
inicial da oscilacién. Hai moitas sinusoidais diferentes pero o que interesa conecer é a que ten maior

peso, ¢é dicir, a que domina.
Exemplo 1.1

Sendo z; = Acos(2nwt + ¢) + wy, amdsase aqui un exemplo onde os pardmetros A e ¢ son des-

conecidos:
Acos(2nwt + ¢) = Acos(¢)cos(2mwt) — Asin(¢)sin(2rwt) = Srcos(2nwt) + Pasin(2wwt)

onde 31 = Acos(¢) e B2 = —Asin(¢). Se por exemplo se conta cunha frecuencia w = 1/50, o modelo

pode ser escrito como unha regresién:
xt = Prcos(2mt/50) + Basin(27t/50) + wy

Unha vez que se consegue despexar (31 e #o chégase a ter unha idea do que estd pasando por detras do
ruido. Tratarfase como un problema de regresién facendo un axuste para obter 81 e 52. A continuacién

na Figura 1.1 mdstrase unha serie periédica simulada aplicando diferentes ruidos.
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Figura 1.1: Onda coseno con 50 puntos de periodo (parte superior) en comparacién coa onda coseno
contaminada con ruido branco gaussiano, o, = 1 (parte central) e o, = 5 (parte inferior)

Como se amosa nos paneis inferiores da Figura 1.1, unha vez que se suman os ruidos escurécese
a serie. O grao en que esta queda oculta depende da sia amplitude e do tamano de o,,; canto mais
grande é esta relacion da amplitude e o,,, méis facil é detectar a serie. Como se aprecia no panel central
da figura, a serie é facilmente discernible, mentres que no panel inferior con un o,, = 5 queda oculta.

Polo xeral a serie queda oculta polo ruido (Shumway, 2006).

1.1.1. A densidade espectral

Sexa X = {X(t),t € Z} un proceso de media cero e con funcién de autocovarianzas -y(-) absoluta-

mente sumable, é dicir:
o0

Y hh)| <o

h=—o00



18 CAPITULO 1. RESULTADOS PRELIMINARES

Definese a densidade espectral do proceso X = {X(t),t € Z} como a funcién f(-) dada por:
1 oo
A)=— h)e™ ™ —co < A < o0.
FO) = 5= 3 e ™ o0 <A< o0
h=—o00
A sumabilidade de |y(-)| garante que a serie anterior converxe absolutamente. Ademais, posto que as
funciéns cos(-) e sen(-) tefien &mbalas dias periodo 27, a funcién de densidade espectral é periddica de
igual periodo, polo que é suficiente definila no intervalo (—m, 7]. En particular, a funcién de densidade

espectral verifica as seguintes propiedades:
= f(-) é par, é dicir, f(\) = f(—)) para todo X € (—m,7|.
= f(A) > 0 para todo X\ € (—m,].

= A funcién de autocovarianzas do proceso X; pode expresarse como:

s s

v(h) = / eMA NN = / cos(h\) f(A)d\,Vh € Z
—T —T

Con todo, hai que ter en conta que non toda funcién de autocovarianzas ten asociada unha densidade

espectral. En xeral, existird unha funcién F en (—m, 7], continua & dereita, non decrecente e non

acotada, con F(—m) = 0, tal que:

v(h) = / " dF(\),Yh € Z

—T

Asf definida, F' ¢é a funcién de distribucién espectral de v(-). Se F(A) pode expresarse como F()\) =
A . . . , . .
f_ﬂ f(z)dz dirase que a serie de tempo ten espectro continuo e que f é a sia densidade espectral. Se
F' é unha distribucion discreta, dirase que a serie ten espectro discreto.
En xeral, pédese demostrar que calquera proceso estacionario é o resultado da superposicién dunha

cantidade infinita de componentes sinusoidais:
X(t) = / e dz(N),
(=m,7]

onde {Z(\),—m < A < 7} é un proceso de valores complexos con incrementos incorrelados. A represen-
tacién anterior dun proceso estacionario de media cero X = {X(t),t € Z} conécese como a representa-
cién espectral do proceso e é comparable 4 representacién espectral da funcién de autocovarianzas ().
Como consecuencia desta expresién, pode deducirse que un salto na funcién de distribucién espectral
(ou, equivalentemente, un pico na densidade espectral) nunha frecuencia +w indica a presencia na serie

de tempo dun componente sinusoidal de frecuencia w (e perfodo 27/w) (Shumway, 2006).
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1.1.2. O periodograma

Resulta 1til obter aproximaciéns tanto da funcién de autocovarianzas como do espectro dunha
serie. Dada X,, = (Xi,..., X,)! unha realizacién parcial dun proceso estacionario de media cero,
X = {X(t),t € Z}, a funcién de autocovarianzas da mostra pode utilizarse como unha estimacién

de (), mentras que o periodograma I, () resulta ser o andlogo mostral da densidade espectral f(-).

Sexa X,, = (X1, X2,..., X,)? € C™. E sexa \; = %, onde k recorre os enteiros entre —N e IV, con
N =[], E dicir:
21k n—1 n—1
A= —,k=— .
e e S

Os valores A\, reciben o nome de frecuencias de Fourier asociadas ao tamano mostral n. Desta forma,

os vectores:

e = ——

vn

forman unha base en C™, de xeito que o vector x € C"™ pode expresarse como suma de n componentes:

(6P, 2N gnide) = [n ; 1] e [n; 1}

("5

r = E aier,

k=—[251]

onde
1 n
A = —— Z Xte_Zt)"“.
Vn
t=1

A secuencia aj coniécese como a transformada finita de Fourier do proceso X. As suas adecuadas
propiedades tedricas (proporciona variables practicamente incorreladas) e a rapidez coa que pode
calcularse mediante calquera dos algoritmos da transformada de Fourier, fan que desempene un papel

fundamental na andlise de series de tempo. Definese o periodograma de X,, = (X1, ..., X,,)! como:

2
1
T 21

L,(N\) A€ [—m, 7).

Z Xiexp(—iAt)
t=1

Mediante célculos pédese demostrar o seguinte resultado:

Proposicién 1.1.1 (Priestley (1989)) Dada X,, = (X1,..., X,)! unha realizacién dun proceso
estacionario de media cero X = {X(t),t € Z}, e A\, unha das frecuencias de Fourier, \, = 2E  en

(—=m, 7], A\ £ 0, entdn:

L) = 5= Y Alh)e™ ™™

|h|<n

onde 4(h) € a funcion de autocovarianzas mostral asociada a X, .
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A comparacién desta expresion coa definicién da densidade espectral suxire utilizar o periodograma
I,(\) como un estimador natural de f(A). Con todo, estudos detallados das sias propiedades revelan

que non se trata dun estimador consistente. A continuacién expénense alguns resultados neste sentido.

Teorema 1.1.1 (Priestley (1989)) Sexa X = {X(¢),t € Z} unha serie de variables aleatorias

independentes con cumulante de cuarta orde finita ks, enton:

k4 i
+ -
4m2n  27n

CO?J(In()\l), In(/\g)) = {Fn(>\1 + /\2) + Fn(/\l + )\2)}

onde F,(X\) é o nicleo de Fejer dado por:

2(NA
Fo) = s
2mn senQ(%)

Como consecuencia do teorema anterior deducese que, tomando A1 = Ay = A :

1
Var(L,W)=¢{ "
V(o ks B

Deste xeito, si X é un proceso normal (co cal k4 = 0 e A;, é unha das frecuencias de Fourier), obtense:

z0s  A#0,%m
Var(L,(\)) =

o208 A=0,+m

Baixo estas mesmas hipdteses, para Ay # + s :

0 se X é normal e A1, A2 son miiltiplos de 27“

Covlln(Ar), In(X2)) = O(n™?) se X énormal e [A; & Ag| >> 2T

O(n™') se X é non normal e |[A\; £ Xo| >> 2 ou A;, Ao son miiltiplos de 2—’;

n’ n

E dicir, incluso para procesos non normais, as ordenadas do periodograma son asintoticamente inco-

rreladas se A1, A2 son multiplos de 27” ou estan suficientemente espaciadas.
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O periodograma, sendo o estimador da densidade espectral, non conta cunhas propiedades moi boas
xa que é asintoticamente insesgado pero inconsistente. Ademais para distintas frecuencias, os valores

do periodograma son asintoticamente independentes, o que explica a apariencia ruidosa deste.
Exemplo 1.2

Tendo presente o modelo do exemplo anterior:
Acos(2rwt + @) = Acos(¢)cos(2rwt) — Asin(¢)sin(2nwt) = Brcos(2nwt) + Posin(2nwt)

onde 1 = Acos(¢) e fo = —Asin(¢). As frecuencias de Fourier w; = % onde 7 indica o ntimero de ciclo
para todos os datos e n o periodo, axudan para a obtencién do periodograma. Para cada frecuencia
elévanse ao cadrado os coeficientes 31 e B e simanse, asi obtense unha medida apropiada de cal é o
peso de unha determinada frecuencia na serie de tempo, é unha medida de correlaciéon da serie de

tempo e esa sinusoidal para unha frecuencia (Shumway, 2006).

Na Figura 1.2 amdsase un exemplo con distintas frecuencias e a suma delas.
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freq=10/100, amp*2=41

Time

sum

Time

Figura 1.2: Componentes periddicas e a stia suma

A continuacién realizase o gréfico do periodograma para todas as frecuencias, Figura 1.3, no que se

pode ver onde alcanza os valores mais potentes. No momento no que hai unha forte correlacién entre

esa sinusoidal e a serie temporal indica a importancia desa frecuencia para a serie.
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Figura 1.3: Periodograma

Na Figura 1.3 pédese observar como a frecuencia que domina é a do punto 0.4 pois é a méis potente

do periodograma, seguida pola frecuencia en 0.1 e pola frecuencia en 0.07.

A partir da serie de tempo tratase de descubrir como un problema de regresion quen son os coeficientes

B1 e B2 que fan que esa sinusoidal con frecuencia 1/n,2/n... sexa a mellor.

O problema do periodograma é que é altamente variable polo que hai que suavizalo, e isto da lugar
4 densidade espectral, que vai a estar relacionada coas autocovarianzas e vai a indicar onde hai maior
peso. Nos puntos onde mais alto sexa o periodograma nunha frecuencia indican que hai mais impacto

na varianza da serie.
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Exemplo 1.3

Aqui amédsanse uns exemplos de cdlculo de periodograma, para unhas series simuladas AR(1),p =

0,9; AR(1),p = —0,9; AR(1),p =0,2; AR(1),p= —0,2 e AR(1),p = 0.

AR(1), p=0.9 AR(1), p=10.9
o
£ E
g g "
g g @
$ E -
o (1)
=1 =
L e e e e
= T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
frecuencia frecuencia
AR(1), p=0.2 AR(1), p=0.2
L) @
E E
& &
S 5
[=] o
T =
z a
frecuencia frecuencia
AR(1), p=0

s
2 5]
E
2 o
b= (=1
2 = |
2

g

o

frecuencia

Figura 1.4: Exemplos de periodograma

As frecuencias que dominan no periodograma da serie AR(1),p = 0,9 sittianse & esquerda, destacan-
do a frecuencia 0.02, seguida polas frecuencias 0.04, 0.07 e 0.08; pola contra, na serie AR(1),p = —0,9
as frecuencias que dominan estan & dereita, destacando na frecuencia 0.5 como a mais potente. Na
serie AR(1),p = 0,2 as frecuencias que dominan son 0.03 e 0.04, e na serie AR(1),p = —0,2 dominan
as frecuencias 0.38, 0.16. Na tltima das series simuladas AR(1),p = 0 as frecuencias que dominan no

periodograma serian a 0.12 e 0.48.
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1.1.3. Teoria espectral de procesos lineais

A andlise espectral resulta ttil no estudo de procesos lineais. A continuacién abdrdase a transmisién
de procesos estocdsticos a través de filtros lineais, co fin de mostrar a forma que toma a densidade
espectral dun proceso lineal calquera.

Un proceso X = {X(t),t € Z} é a saida dun filtro lineal invariante ¢» = {¢;,j = 0,£1, ...} aplicado
a un proceso de entrada Z = {Z(t),t € Z} se:

X(t) = i G Z(t— ).t =0,%1, ...
j=—o0
Dise entén que o proceso X = {X(t),t € Z} é un proceso lineal.
Proposicién 1.1.2 (Priestley (1989)) Sexa Z = {Z(t),t € Z} un proceso estacionario de
media cero e densidade espectral fz(X). Sexa ¢ = {1;,j =0,+£1,..} un filtro lineal invariante con
S0 | < oo. Entén o proceso lineal

j=—c0

X(t)= Y $;Z(t—j)

j=—o00

€ un proceso estacionario de media cero e densidade espectral
FO) = [(e™™)Pf2(A) = (e ™)(e™) f2(N),

onde P(e”) = Z;’;_DO Yje A A funcién ¥(e™") denominase funcién de transferencia do filtro, e
|(e=%)|? potencia da funcién de transferencia.

Do resultado anterior dedicese que se X = {X(¢),t € Z} é un proceso lineal Gaussiano dado por

o0
X(t)= Y ;Z(t—j),
j=—00
con {Z(j),j € Z} unha secuencia de variables aleatorias independentes e identicamente distribuidas
con distribucién N(0,0%), a sta densidade espectral é necesariamente da forma

2
9z

F) = P,

con

YA = D he N

j=—00

Do mesmo xeito, o seguinte teorema establece a expresién asintética do periodograma dun proceso
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lineal.

Teorema 1.1.2 (Priestley (1989)) Sexza X = {X(t),t € Z} un proceso lineal zeral dado por

X(t)= > vZ(t—3j),
j=—00

sendo Z = {Z(t),t € Z} un proceso estacionario de variables aleatorias independentes con E(Z(t)) =
0, E(Z2(t)) = 0%, E(Z4(t)) < < e Z;’;_m [;]]7]* < 00, > 0. Enton tense que:

2m

I(A) = f(A) =5 In,z(A) + Bn(N),

9z
sendo I, z(\) o periodograma asociado a (Z1, ..., Zy)*, e onde E {|R,(N)|*} = O(n™2®) uniformemente
en A.

A expresién anterior permite obter unha expresién asintética de I, (\) directamente a partir dos

resultados conecidos para I, z(A). En particular, para un proceso lineal Gaussiano, con Z(t) i.i.d

N(0,0%), tense para Ay = ZZ£ que:

1 2 2 n
1-07X5  k#0,%,n par

In,Z()\k) =

=202XE k=0,%

A partir das expresiéns anteriores obtense que:

1 f(\e)X3 + Rny k#0,%,n par
Inz(A\g) =

fOWXE+ Ry k=0,

N3

De modo que, se se ignora R,, j, sobre as frecuencias de Fourier tense que:

E(In()‘k)) = f(>‘k)7Vk = _N, ,N
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Posto que Var(I,) non converxe a cero, I,,(-) non é un estimador consistente de f(-).

De igual forma, pode establecerse a covarianza asintética para as ordenadas do periodograma sobre
as frecuencias de Fourier:

Teorema 1.1.3 (Priestley (1989)) Sexa X = {X(t),t € Z} un proceso lineal xeral coma no

Teorema 1.1.2. Enton:

e 2w

Cov(Iny( M), In(A2)) = {n +—[Fa(h - /\2)]} FA)f(A2) +O(n™7)

onde e = (’:—f{ = E(Z}) — 3,Fn € o niicleo de Fejer e o termo restante é de O(n~%) uniformemente en
z

A1, Ag.

En particular, se X é un proceso lineal normal as ordenadas do periodograma sobre as frecuencias de

Fourier satisfan

cov(In(Ae), In(As)) = f(A)f(As) 1=,y + O(n72).






Capitulo 2

Cluster de series temporais

2.1. Introducion

A anilise cluster é unha ferramenta da anélise de datos que agrupa elementos en conxuntos ho-
moxéneos en funcién das similitudes entre eles. En particular, a anéalise cluster de series temporais ten
como obxectivo particionar un conxunto de series de tempo en diferentes grupos ou clusters. Hai que
ter en conta que a clasificacién para asignar as series a cada grupo basease na similitude que tefien as
series entre si, asi as series no mesmo grupo seran mais similares entre si que as series dos diferentes
grupos.

O agrupamento de series temporais é un problema central en moitos campos de aplicacién, hoxe en
dia é unha area de investigacion activa nunha ampla gama de campos como a economia, a medicina, a
enxeferia ou a fisica entre outros. A andlise cluster de series temporais realizase en moitas aplicaciéns
reais como, por exemplo, determinar produtos con similares patréns de venda, identificar paises con
similar crecemento da poboacién ou con similar temperatura, etc. Como expén Lafuente (2017) este
tipo de problemas xorden dun xeito natural, polo que o crecente interese por este tema deu lugar
a un gran numero de contribuciéns nas udltimas décadas, como poden ser: clasificacion das series
de producién industrial (Piccolo, 1990), comparacién de datos sismoléxicos como no caso cldsico de
distinguir entre o sismo e as formas de onda de explosién nuclear (Kakizawa et al., 1998), cluster de
dindmica ecoldxica (Li et al., 2001), comparacién das series temporais hidroldxicas diarias (Grimaldi,
2004), agrupamento de paises industrializados segundo datos histéricos de emisiéns de CO2 (Alonso
et al., 2006), deteccién de comportamentos de resposta inmune semellante 4 progresién do nimero de
células CD4 en pacientes con virus inmunodeficiente (VIH) (Douzal-Chouakria e Nagabhushan, 2007),
identificacién de xenes activos durante o proceso de divisién celular (Douzal-Chouakria et al., 2009),

clasificacién de datos quimiométricos (D’Urso e Giovanni, 2014), cluster baseado nas emisiéns diarias

29
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de monéxido de nitréxeno (D’Urso et al., 2015), andlise dos patréns de navegacién dos usuarios que
visitan sitios web de novas (Garcia-Magarifios e Vilar, 2015), entre outros.

Un tema moi importante no cluster de series temporais é determinar unha medida adecuada para
avaliar a disimilitude entre duas series temporais. Ao contrario da agrupacion convencional en obxectos
de datos estaticos as series temporais son intrinsecamente dindmicas, con estruturas de autocorrelacién
subxacentes e, polo tanto, a busca de semellanza debe rexerse polo comportamento da serie durante
os seus periodos de observacién.

A seleccion dunha métrica adecuada ten un papel fundamental pero tamén hai que afrontar outras
dificultades na agrupacién de series temporais. Por exemplo, moitas aplicaciéns de clustering na vida
real implican un gran nimero de series moi longas, é dicir, enfréntase ao problema da alta dimensiona-
lidade, de feito, as series temporais observadas contefien frecuentemente miles de datos, que na anélise
de cluster tradicense en miles de variables de clasificacién. Os enfoques baseados en caracteristicas
estan dirixidos a representar a estrutura dindmica de cada serie por un vector de caracteristica de di-
mensién inferior, permitindo asi unha reducién da dimensionalidade e un aforro significativo no tempo
de célculo.

Cémpre mencionar que as medidas de disimilitude son a miido adaptadas ao obxectivo da andlise
cluster, o cal pode ser distinto en diferentes contextos. Asi, o obxectivo pode ser discriminar entre
0s procesos estocasticos que xeran as series, outras veces o obxectivo pode ser de corte xeométrico
para tratar de discriminar as formas de series, tamén pode ser discriminar entre as prediciéns das
series. Dependendo cal sexa o obxectivo de clustering determinarase a métrica que interesa, pois a
homoxeneidade entre grupos pode ser que as series foran xeradas co mesmo patrén ou que as series
dan prediciéns iguais ainda que sexan de distinto patrén. Por exemplo, hai situaciéns préacticas nas
que o interese real da agrupacién baséase nas propiedades das previsiéns, como no caso de calquera
problema de desenvolvemento sostible ou en situaciéns nas que a preocupacién é alcanzar os valores
obxectivos nun tempo previo especificado. Os traballos de Alonso et al. (2006) e Vilar et al. (2010)
centraronse nesta idea e consideraron unha nocién de disimilitude rexida polo desempeno de previsions
futuras. En particular, ddas series temporais son semellantes se as sias previsiéns para un tempo futuro
especifico estan préximas.

Debido a isto existe unha ampla gama de medidas para comparar series temporais e a eleccién
da medida de disimilitude adecuada depende en gran parte da natureza da agrupacién, é dicir, na
determinacién do obxectivo da agrupacién. Unha vez que se determina a medida de disimilitude,
podese obter unha matriz inicial de diferencias en pares e entén usar un algoritmo de agrupacion
convencional para formar grupos de obxectos. De feito, a maioria dos enfoques de agrupamento de
series de tempo revisadas por Liao (2005) son variaciéns dos procedementos xerais (por exemplo, un

k-medias ou un clustering xerdrquico) que usan unha serie de disimilitudes desefiadas especificamente



2.2. DISIMILITUDE ENTRE SERIES TEMPORAIS 31

para tratar con series temporais.

Na analise de cluster, atendendo & asignacién de cluster, considéranse dous paradigmas diferentes
dependendo de se se constrie unha particiéon hard ou unha particién soft. Os métodos de clustering
tradicionais atribiien cada obxecto de datos exactamente a un cluster, producindo asi unha particién
hard dos datos en subconxuntos, pero esa divisién pode ser demasiado rixida en determinados con-
textos nos que hai obxectos de datos equidistantes de dous ou méis grupos ou en presenza de grupos
superpostos. As técnicas de cluster fuzzy proporcionan un enfoque mais versétil permitindo a pertenza
gradual de obxectos de datos aos clusters. Na particion soft resultante os obxectos poden pertencer a
varios clusters con niveis de adhesién especificos que indican a cantidade de conformidade na asigna-
cién de cada dato aos clusters. Asi, o que diferencia o cluster hard do cluster soft é que no primeiro
cada elemento se asigna a un unico cluster, xa que non se permiten os solapamentos, mentres que o
segundo permite dar un grao de credibilidade ou de asignacién a todos os clusters, ainda que en algins

casos pode ter un grao de confianza cero.

2.2. Disimilitude entre series temporais

A determinaciéon dunha medida de disimilitude adecuada entre obxectos é un problema chave na
andlise de clusters asi como un problema particularmente sensible ao tratar datos de series temporais.
As diferenzas comunmente utilizadas no cluster convencional ignoran a evolucién temporal da serie e

poden producir resultados insatisfactorios nun contexto da serie temporal.

Algunhas medidas de disimilitude estdn implementadas no paquete TSclust (Montero e Vilar, 2014),
dispoiiible en http://CRAN.R-project.org/ package=TSclust, o cal contén medidas de disimilitude ou
diferenza usadas mais frecuentemente, incluindo medidas libres do modelo, medidas baseadas en mo-
delos, medidas baseadas na complexidade e medidas baseadas na predicién introducida por Vilar et
al. (2010). Algunhas destas medidas funcionan no dominio do tempo e outras desenvélvense no do-
minio da frecuencia. Tamén algunhas funcionan baixo certas condiciéns de regularidade, mentres que
outras son aplicables en contextos méis xerais polo que os usuarios do paquete TSclust deben analizar
detidamente que medidas especificas son mais adecuadas para captar semellanza no seu problema de

agrupacion.

A continuacién describense algunhas destas medidas segundo duas categorias distintas: procede-
mentos libres do modelo e procedementos baseados no modelo. Ainda que estas categorias non son

exhaustivas, xa que existen outros criterios para definir métricas, son as mais utilizadas.
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2.2.1. Procedementos libres do modelo

As distancias do modelo libre inclien principalmente distancias entre as observaciéns en bruto e
distancias baseadas na comparacién de caracteristicas extraidas da serie temporal orixinal. Un enfo-
que natural para medir a disimilitude entre X; e Y; é substituir os valores observados por un vector
de caracteristicas de dimensién inferior e logo avaliar unha distancia convencional entre os vecto-
res extraidos. Esta aproximacién intuitiva presenta algunhas vantaxes, incluindo que non se requiren
suposicions sobre os procesos xeradores, a aplicabilidade a series non balanceadas e unha baixa com-
plexidade computacional. As caracteristicas extraidas pédense obter tanto no dominio do tempo como

no dominio da frecuencia.

Unha aproximacién para medir a proximidade entre X; e Y; é considerar métricas convencionais

baseadas na proximidade dos seus valores en determinados puntos do tempo.

Distancia de Minkowski

A distancia de Minkowski de orde ¢, sendo ¢ un enteiro positivo, tamén chamado distancia L, —

norm, é definida por

T 1/q

dp,(X.,Y,) = (Z(Xt —Yt)Q> :

t=1
A distancia de Minkowski é normalmente usada con ¢ = 2 (distancia euclidea) ou ¢ = 1 (distancia de
Manhattan). Esta métrica é moi sensible ds transformaciéns como o cambio ou o escalado do tempo
(estiramento ou encollemento do eixe tempo). Por outra banda, a nocién de proximidade depende da
proximidade dos valores observados nos puntos correspondentes do tempo para que as observaciéns
sexan tratadas coma se fosen independentes. En particular, dz ¢ invariante d4s permutaciéns ao longo

do tempo.

Distancias baseadas na correlacién

Outra métrica serian as distancias baseadas na correlacién. Un primeiro criterio de disimilitude

é considerar o factor de correlacién de Pearson entre X; e Y; dado por

COR(X,,Y;) = Zthl(Xt — Xr)(Y: — Yr) ’
V Y (X~ XTW S (Y Yr)?

sendo X1 e Yr os valores medios das realizaciéns na serie X; e Y; respectivamente. Golay et al. (2005)
constrien un algoritmo de k-medias fuzzy usando as seguintes distancias baseadas na correlacién

cruzada:

dcori (X7, Yr) = /2(1 — COR(Xr, Yr)),
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1 — COR(Xr,Yr)\”
dcor2(XT,Yr) = \/(1+COREX; YZ;) ,con 3> 0.

Distancias baseadas na autocorrelacion

Varios autores como Galeano e Pena (2000), Caiado et al. (2006), D’Urso e Maharaj (2009) consi-

deraron as medidas baseadas nas funcions de autocorrelacién estimadas.

Sexan px, = (p1, X1, ..., 00, X7)T € pyy = (b1, Y7, ..., 1, Y7)T 08 vectores estimados de autoco-
rrelacién de X; e Y; respectivamente, para algun L tal que p;, X7 ~ 0 e p;, Y ~ 0 para ¢ > L. Galeano

e Pefla (2000) definen esta distancia entre X; e Y; como segue.

dacr(Xr,Yr) = \/(ﬁXT — Py )T QUPxr — Dy,

onde ) é unha matriz de pesos. Algunhas opcioéns que ten €2 son:

(i) Considerar os pesos uniformes {2 = I. Neste caso dacp convértese na distancia euclidea entre as

funciéns de autocorrelacién estimadas:

L

dacru(Xr,Yr) = \| > (b, Xo — pr, Y1)2.
t=1

(ii) Considerar pesos xeométricos que se desintegran co retraso de autocorrelacién, de xeito que dacr

tome a forma:

L
dacra(Xr,Yr) = | > _ (1= p)*(pe, X1 — pr, Yr)?,con 0 < p < 1.

t=1

As distancias anédlogas pédense construir considerando as funciéns de autocorrelacién parcial (PACFs)
en vez das ACF. Asi a notacion dacry € dacra servird para denotar a distancia euclidea entre os
coeficientes de autocorrelacién parcial estimados con pesos uniformes e con pesos xeométricos que se

desintegran, respectivamente.

Distancias baseadas na autocovarianza cuantil

Sexa X1, ..., X7 un tramo observado dun proceso estritamente estacionario X;;t € Z. Dendtase por
F a distribucién marxinal de X; e por ¢, = F~1(7),7 € [0,1], a correspondente funcién cuantil. Fixase

l € Z e un par arbitrario de cuantiles (,7’) € [0, 1]?, considerando a covarianza cruzada das funciéns
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do indicador I(X; < ¢,) e I(X¢+1 < ¢r/) dada por
(1, 7") = cov {I(Xy < ¢7), [(Xeq1 < gr)} = P(X; < g7, Xoq1 < g < ) — 77

A funcién (7, 7'), con (7,7') € [0,1]? é a funcién de autocovarianzas cuantil (QAF) con retardo [
que pode verse como unha xeneralizaciéon da funcién de autocovarianza clasica. A funcién de autoco-
varianzas cuantil captura a estrutura de dependencia secuencial dunha serie de tempo, pois representa
as caracteristicas de serie relacionadas & distribucién conxunta de Xy, X;y; que as autocovarianzas

simples non poden detectar.

As autocovarianzas cuantiles proporcionan unha visién mais ampla da dependencia das series que
outras caracteristicas extraidas. Estas abarcan moitas propiedades interesantes, incluindo robustez
frente & inexistencia de momentos, traballar de maneira correcta con distribuciéns marxinais con colas

pesadas, deteccion de caracteristicas non lineais e cambios en formas condicionais, entre outros.

Un estimador de v;(7, 7") pode construirse substituindo os cuantiles tedricos polos correspondentes
cuantiles empiricos g, e ¢, obtendo a realizacién observada X7, ..., X7. Desta forma, o estimador QAF

vén dado por

71
- 1 ~ R
(T, 7)) = 71 ;_1 I(Xy < @) (X1 < @) — 77,

onde os cuantiles empiricos g, para 0 < a < 1 poden verse formalmente como a solucién dun problema

de minimizaciéon dado por
T

Jo = arg minger Zpa(Xt —q),
t=1

con pu () = z(a— I(x <0)).

Distancias baseadas en periodogramas

Ata agora, todas as métricas traballan no dominio temporal, pero o enfoque de dominio de frecuen-
cia tamén ofrece unha alternativa interesante para medir a diferenza entre series temporais. A idea

chave é avaliar a disimilitude entre as correspondentes representaciéns espectrais da serie.

Sexan I, (\) = T~ 21 Xpe 2 e Iy, (A\) = T 321, Yie~ %2 o5 periodogramas de X

e Yr, respectivamente, en frecuencias A\, = 27k/T, k =1,...,n, con n = [(T —1)/2].
Foron analizadas tres medidas de disimilitude baseadas en periodogramas por Caiado et al. (2006).

(i) A distancia euclidea entre as ordenadas de periodogramas:

dp(Xr,Yr) = % > Ter (M) = Ty ()2
k=1
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(ii) Se non interesa a escala de proceso na sta estrutura de correlacién, pédense obter mellores resul-

tados empregando a distancia euclidea entre as ordenadas do periodograma normalizadas:

n

dnp(Xr,Yr) = % D (NI, (M) = NIy ()2,

k=1

onde NIx,(Ax) = Ix,(Ak)/A0, X1 e Ny, (M) = Iy, (Ax) /A0, Y sendo 40, X1 e 40, Yr as variaciéns
da mostra de X7 e Yr, respectivamente.

(iii) Ao ser a varianza das ordenadas do periodograma proporcional ao valor do espectro nas frecuencias

correspondentes ten sentido usar o logaritmo do periodograma normalizado:

1 n
dpxp(Xr,Yr) = — > (logNIx, (M) — logN Iy, (A))>2.
k=1

Casado de Lucas (2010) considera unha medida de distancia baseada nas versiéns acumulativas dos
periodogramas, é dicir, os periodogramas integrados. Casado de Lucas argumenta que os enfoques ba-
seados no periodograma integrado presentan varias vantaxes respecto das baseadas nos periodogramas.

En particular,

= O periodograma é un estimador asimptético imparcial pero inconsistente da densidade espectral

mentres que o periodograma integrado é un estimador consistente da distribucién espectral.

= Desde un punto de vista teérico, a distribucién espectral sempre existe, pero a densidade espectral

sé existe baixo distribuciéns absolutamente continuas.

= O periodograma integrado determina completamente o proceso estocastico.

En Casado de Lucas (2010) propdiiense as seguintes distancias baseadas no periodograma integrado,

unha normalizada e outra non normalizada.

T

dip(Xr, ¥r) = [ |Fxp(3) = Fry (D1,

—T

Nzl sV , N — ol sY . — , —
onde FXT (AJ) - CXT i=1 IXT ()‘Z) e FYT (A]) - CYT i=1 IYT(/\Z)7 sendo CXT - Zz IXT ()‘1) e CYT =
>; Iy (i) para a versiéon normalizada, e C'x,, = Cy,. = 1 para a versién non normalizada.

A versién normalizada d4 méis peso 4 forma das curvas mentres que a non normalizada considera
a escala. Casado de Lucas suxire usar a versién normalizada cando os graficos das funciéns tenden a

cruzarse e os non normalizados cando non.
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2.2.2. Procedementos baseados no modelo

As medidas de disimilitude baseadas en modelos asumen que os modelos subxacentes son xerados a
partir de estruturas paramétricas especificas. O enfoque principal na literatura é asumir que os procesos
xeradores de Xp e Yp seguen modelos ARIMA invertibles. Nese caso, a idea é poner un modelo
ARIMA en cada serie e medir a diferenza entre os modelos introducidos. O primeiro paso require
a estimacién da estrutura e dos pardmetros dos modelos ARIMA. Suponse que a estrutura é dada
ou estimada automaticamente usando, por exemplo, o criterio de informacién de Akaike (AIC) ou o
criterio de informacién bayesiano de Schawartz (BIC). Os valores dos pardmetros comunicanse usando
estimadores de minimos cadrados xeneralizados. A continuacién mdstranse algunhas das medidas de

disimilitude mais relevantes baixo o suposto de modelos ARIMA subxacentes.

Distancia de Piccolo

A medida de disimilitude de Piccolo (1990) estd na clase de procesos ARIMA invertibles como a
distancia euclidea entre os operadores AR(00) que aproximan as correspondentes estruturas ARIMA.
Piccolo argumenta que as expansiéns autorregresivas transmiten toda a informacion 1til sobre a estru-
tura estocéstica deste tipo de procesos (agds os valores iniciais). Se a serie non é estacionaria, realizase
a desintegracion para facela estacionaria e se a serie ten estacionalidade, entén debe ser eliminada
antes dunha anglise posterior. Un criterio definido como AIC ou BIC isase para modelos truncados
de AR(o0) de ordes k; e ko que aproximan os procesos de xeracién de X e Yr, respectivamente. Esta
visién permite superar o problema de obter aproximacions ARMA ad hoc para cada unha das series
sometida a clustering.

Se Ix, = (&1, X1, ..o, tny, X7)T € Iy, = (71, Y7, ..., Ty, Y7)T denotan os vectores de AR(k;) e

AR(K5) para Xr e Yr , respectivamente, entén a distancia de Piccolo toma a forma

k 2
_ E : ~/ Y
dPIC(XTny) = (Wj,XT Wj,YT) )
=1
_ . L . o .
onde k = mam(kl,kg),wj’XT = T x, Sl J < ki e T xp = 0 en outro caso, e analogamente

/ — &t o ~/ _
Tyy = Tiyy 81 J < ko, e @y, =0 en outro caso.
Ademais de satisfacer as propiedades dunha distancia (non negatividade, simetria e triangulari-
dade), dprc sempre existe para calquera proceso ARIMA invertible onde > 7;, > ||7;|| e Zﬂ'? son

cantidades ben definidas.

Distancia de Maharaj

Para a clase de procesos ARMA invertibles e estacionarios, Maharaj (1996, 2000) introduciu dias



2.2. DISIMILITUDE ENTRE SERIES TEMPORAIS 37

medidas de discrepancia baseadas en test de hipdteses para determinar se dias series temporais tenen
ou non procesos de xeracion significativamente diferentes. A primeira destas métricas estd dada polo

test estatistico

~ ~ T . ~ ~
dyan(Xr, Yr) = VT (H/XT - ng> voiry, - 11y,),

onde H’XT e H’YT son as estimacions dos parametros Xt e Yr, respectivamente, sendo o k dado como
. . . S . o 2 —1 2 —1 2 2

na distancia de Piccolo, e V' é un estimador de V' = o%, Ry (k) + oy, Ry, (k), con 0%, e oy, que

denotan as variaciéns dos procesos de ruido branco asociados con X7 e Ypr, e Rxp as matrices de

covarianza da mostra de ambas series.

Maharaj demostrou que o ds 4z estd asintéticamente distribuido baixo a hipétese nula de igualdade
de procesos xeradores, asumindo IIx, = Ily,. Polo tanto, a disimilitude entre fI’XT e f[’YT tamén se

pode medir a través do p-valor asociado, considerando
dyvian (X1, Yr) = P(XE > dyan(Xr, Yr)).

Tanto o test estatistico dysam coma o p-valor asociado dpsam,, satisfAn as propiedades de non
negatividade e simetria para que calquera delas poida ser usada como medida de disimilitude entre X e
Y. Ainda que dpsag e dpyc avalian a disimilitude entre dias series comparando as stas aproximacions
autorregresivas, hai unha diferenza substancial entre elas: a distancia de Piccolo non ten en conta a
varianza dos procesos de ruido branco asociados & serie observada, mentres que o test estatistico de
Maharaj implica estas variaciéns na sia definicion. E importante ser consciente deste feito cando se
usan estas medidas de disimilitude para levar a cabo a agrupacién porque dy;ag serda detectada pola

unidade de escala.

Tamén hai que destacar que se se desenvolve un algoritmo xerarquico a partir da matriz de pares dos
p-valores de dasam,p, entén proporciona un criterio de homoxeneidade de agrupamento previamente
especificando un nivel de significacién « (por exemplo, 5% ou 1%). As series con p-valores asociados
maiores que « agruparanse xuntas, o que implica que sé as series cuxas estruturas dindmicas non sexan

significativamente diferentes do nivel « situaranse no mesmo grupo.

As medidas dpran € dyapp proceden dun test de hipéteses desefiado para comparar duas series
temporais independentes. Para superar esta limitaciéon, Maharaj (2000) introduciu un novo procede-
mento no test que se pode aplicar as series temporais que non son necesariamente independentes.
Neste caso, considérase un modelo agrupado que inclie colectivamente os modelos introducidos en X
e Yr e estimase o vector combinado 2k pardmetros AR II = (Ix,., IIy,.) empregando minimos cadra-
dos xeneralizados. Suponendo que os dous modelos estan correlacionados no mesmo tempo pero non

correlacionados entre as observaciéns, a proposta no test estatistico (dys amext) distribiese asintotica-
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mente como x? con k graos de liberdade. Coma antes, pédese construir unha medida de disimilitude

(daramext,p) baseada nos p-valores asociados a este novo test.

2.3. Cluster hard versus cluster soft

2.3.1. Concepto

Como xa se comentou na introducién deste capitulo, atendendo & asignacién de cluster considéranse
dous paradigmas diferentes: hard e soft. O enfoque hard é un método mais tradicional de clustering
no que os datos se asignan a un tunico cluster e o enfoque soft un método méis versétil no que os
datos poden pertencer a varios clusters. Neste segundo enfoque a cada dato asignaselle un vector de
valores de credibilidade de pertenza a cada cluster. Si hai k clusters, pois cada dato ten asignado
un vector k£ dimensional, onde a componente j-ésima nos di o grao de credibilidade de que ese dato
pertenza ao cluster j-ésimo. Para abordar este problema e aproximarse a unha solucién soft utilizase
o chamado cluster fuzzy no que os valores de credibilidade de pertenza aos clusters reciben o nome
de membership. Eses membership existen en calquera procedemento soft, no cluster fuzzy tratase de
detectar eses membership optimizando unha funciéon obxectivo que incorpora un parametro m > 1
indicando o grao de solapamento que se estd disposto a asumir. Valores elevados de m conducen a
membership madis baixos incrementando o grao de confusién (fuzziness) en tanto que valores baixos de
m conducen no limite (m = 1) a soluciéns hard.

Algins autores motivan a adopcién da 16xica fuzzy na agrupacién de series temporais. D’Urso e
Maharaj (2009) argumentan que a dindmica dunha serie temporal pode cambiar ao longo do tempo de
xeito que poida pertencer a clusters distintos durante diferentes periodos de tempo, é dicir, dun xeito
difuso. Aielli e Caporin (2013) motivan un clustering soft baseado en modelos mixtos argumentando
que se a semellanza estd baseada en parametros dindmicos estimados, entén a estimacion de erro xera
variabilidade causando grupos superpostos. Ainda que os métodos hard recibiron unha maior atencién
na literatura de clasificacién de series temporais, varias contribuciéns recentes adoptaron o enfoque
fuzzy combinado con distintos criterios de disimilitude entre series, incluidas as distancias baseadas
en funciéns de autocorrelacién (D’Urso e Maharaj, 2009), caracteristicas extraidas no dominio da
frecuencia como o periodograma normalizado e os coeficientes cepstral (Maharaj e D’Urso, 2011),
aproximaciéns autorregresivas (D’Urso et al., 2013), e estimadores de coeficientes de GARCH (D’Urso
et al., 2016).

Neste traballo realizase clasificacion soft empregando modelos mixtos, os cales utilizan o algoritmo
Ezxpectation Maximization (EM). O algoritmo EM, que se expdén en detalle mdis adiante, consiste en

executar iterativamente dias etapas ata que deixa de mellorarse a funcién obxectivo ou se satisface
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unha regla de parada previamente establecida. Rematada a iteracién s, na iteraccién (s+1) da etapa
Ezxpectation calcula o valor esperado das variables latentes z, que indican a probabilidade que tefien as
series de tempo de pertencer a un determinado grupo. Na seguinte etapa de Mazimization calcilanse
os centros dos clusters e as probabilidades a priori maximizando a log-verosimilitude da etapa anterior;

e o algoritmo itera ata lograr a converxencia.

2.3.2. Cluster hard: algoritmos k-means e PAM

Na andlise cluster existen distintos enfoques ou xeitos de proceder para desenvolver cluster. Os
dous maéis importantes son os métodos xerarquicos e os métodos de particién ou partitivos.

Nos métodos xerdarquicos o obxectivo é estruturar os elementos dun conxunto de forma xerdrquica
pola sua similitude. As observaciéns ordénanse en niveis, de forma que os niveis superiores contenen
aos inferiores. Esta estrutura xerdrquica additase representar en forma de drbore (dendrograma). A
estrutura de asociaciéon entre os elementos vai a permitir separar os elementos en grupos homoxéneos.

Os algoritmos xerarquicos son de dous tipos:

= Aglomerativos: Parten das observaciéns individuais e van agrupando casos ata chegar 4 formacion

de grupos homoxéneos.

= Divisivos: Parten dun cluster inicial con todas as observaciéns e van dividindo ata chegar a grupos

con unha soa observacion.

Nos métodos de particién disponense de datos heteroxéneos que se queren agrupar nun nimero de
grupos homoxéneos prefixado consonte a algin criterio, de maneira que: cada elemento pertenza a un
e s6 un dos grupos, todo elemento quede clasificado, e cada grupo sexa internamente homoxéneo. Entre
os métodos de particién destacan o algoritmo k-means e o algoritmo PAM.

O algoritmo de k-means realiza catro etapas:

= Seleccionar k puntos como centros dos grupos iniciais: escollendo k observaciéns ao azar, tomando

como centros as k observaciéns mais afastadas entres si, utilizando unha seleccién a priori, etc.

= Calcular as distancias euclideas de cada observacién ao centro dos k grupos, e asignar cada
elemento ao grupo mais préximo. A asignacién realizase secuencialmente e ao introducir un novo

elemento nun grupo recalcilase a nova media do grupo.

= Definir un criterio de homoxeneidade e comprobar si reasignando un a un cada elemento dun

grupo a outro mellora o criterio.

= Se non é posible mellorar o criterio de homoxeneidade, terminase o proceso.
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Por outra banda, o algoritmo PAM, un procedemento de particién en torno a medoides, é mais
rapido e traballa con k-medoides. O algoritmo k-means é sensible & presenza de outliers, pero o algorit-
mo PAM utiliza medoides en lugar de centroides, isto é, tomar como referencia un obxecto xa existente
no cluster (idealmente, o obxecto méis central do cluster). Este algoritmo divide os datos conformados

por n obxectos en k grupos, sendo k coniecido de antemadn, e as stias etapas son as que seguen:
= Seleccionar arbitrariamente k dos n puntos como o medoide.
= Asociar cada punto restante ao medoide mais préximo.
= Seleccionar aleatoriamente un obxecto non-medoide e calcular o custo total do intercambio

= Intercambiar o medoide seleccionado ao inicio polo seleccionado no paso anterior se mellora a

calidade. Noutro caso, desfacer ese intercambio.

2.3.3. Cluster soft: version fuzzy dos algoritmos k-means e PAM

Adéptase un enfoque fuzzy para ter en conta a incerteza intrinseca (non estocéstica) derivada do
agrupamento de datos tan complexos como series temporais e para capturar a natureza de conmutacién
ou deriva dalgunhas series temporais no proceso de agrupacion, isto quere dicir que os procesos sub-
xacentes poden mudar co tempo de xeito que as series poden estar nun cluster durante un periodo de
tempo pero axustarse mellor a outros clusters noutros periodos de tempo. A agrupaciéon fuzzy permite
asignar unha serie temporal a dous ou maéis clusters, cun grao de adhesién que representa a incerteza
relacionada coa asignacién da serie temporal a cada cluster, mais formalmente, constriie unha matriz
en funcién da adhesién cuxo elemento (7, j) representa o grao de pertenza da i-ésima observacién ao
j-ésimo cluster.

Debido & dificultade de identificar un limite claro entre os clusters en problemas do mundo real,
a agrupacion fuzzy parece mais atractiva que a clasificacién determinista de métodos de agrupacién
non superposicionais. A aproximacién fuzzy é preferible 4 aproximacién probabilistica, por exemplo,
o enfoque de mestura finita fai suposiciéns de distribucién rigorosas en datos dentro de clusters des-
conecidos e, pola contra, no método de agrupacién fuzzy non se debe asumir a priori ningunha forma
especifica de distribucién de datos observados (dentro de cada cluster) para o método proposto.

Ademais, conta con maior sensibilidade na captura dos detalles que caracterizan as series temporais.
En moitos casos, xa que a dinamica das series temporais estd a deriva ou cambia, os enfoques de
agrupacion estandar probablemente perdan esta estrutura subxacente. Este método tamén conta con
mais adaptacion na definiciéon do prototipo da serie temporal. Isto pddese apreciar mellor cando os

patrons de tempo observados non difiren demasiado uns dos outros. Neste caso, a definicién fuzzy dos
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clusters permite distinguir as estruturas subxacentes, se é probable que existan no conxunto dado de

series temporais.

No ano 1969, Ruspini realizou unha aplicacién pioneira do concepto de conxuntos fuzzy para a
andalise de clusters. A teoria deste tipo de clustering desenvolveuse rapidamente e o potencial do

clustering fuzzy suxeriuse para unha ampla gama de aplicaciéns (Ruspini, 2019).
Clustering k-means fuzzy

O clustering k-means fuzzy é unha técnica de optimizacién dunha funcién debidamente elixida e é unha
xeneralizacién directa do clustering de k-means. Sexa X = (z1, z9, ..., ) unha matriz de datos n x p
onde z; é o vector p dimensional que representa as coordenadas da i-ésima observacién, e sexa U = (u;;)
unha matriz de membros n x k, sendo k o niimero de clusters e cuxos elementos satisfan as seguintes

condicidéns:

uij € [07 1]7 Vi7j7

k
D ug=1€(0,1], Vi,
j=1

Un k-tupla (w1, ..., u;) representa a pertenza 4 i-ésima observacién onde U pode ser interpretado
coma o grao de pertenenza da i-ésima observacién ao j-ésimo cluster. O clustering fuzzy é un percorrido

dende o conxunto de matrices de datos ao conxunto de matrices de adhesién, e se a restricién

u;; =1oul

se engade &s anteriores, a solucién resultante redicese ao habitual particionamento de n observacions
para k clusters (clustering hard). A técnica mais ficil de implementar do clustering fuzzy é a agrupacién

funcional obxectiva que minimiza a funcionalidade escollida axeitadamente.
O clustering k-means fuzzy adopta como criterio funcional o criterio de erro de minimos cadrados

n k
J(U, X, V) = Z Z(U”)md(‘T“ ’Uj)2

i=1 j=1

onde V = (v1,vg,...,v%) é un conxunto dos vectores valor tipico dos clusters, d(z;,v;) = ||z; — vj]
é unha norma de produto interior arbitraria (normalmente distancia euclidea) e m é a constante de

axuste que determina a imprecisién ou (fuzziness) da solucién.
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Clustering PAM fuzzy

Neste algoritmo hai dias cuestions fundamentais, en primeiro lugar, débese determinar o niimero de
clusters dende o principio para realizar as agrupacions, pero nos conxuntos de datos reais este niimero
desconécese e, en segundo lugar, a aleatoriedade dos valores inicias como puntos centrais produce
diferentes clusters en cada paso polo que este algoritmo ¢é sensible aos puntos iniciais, para resolver
isto pddese realizar un ensaio e seleccionar os que tenen mellor saida.

A tarefa de agrupacién é util para resumir adecuadamente a informacién nun conxunto de series
temporais. En vez de considerar todas as series temporais pédese analizar series temporais prototipi-
cas, ¢ dicir, series temporais que mantenen as caracteristicas principais de series de tempo similares
clasificadas no mesmo grupo. Para iso, adéptase o enfoque de Particionamento en torno a medoides
(PAM) nun marco fuzzy, este é o enfoque fuzzy C-medoides (FCMD). Con este enfoque os prototipos
de cada serie de tempo medoide, son series de tempo realmente observadas e non unha serie temporal
virtual, como os centroides cun enfoque fuzzy k-means. A posibilidade de obter series temporais repre-
sentativas non ficticias nos clusters é moi atractiva e 1til nunha ampla gama de aplicaciéns. Isto é moi
importante para a interpretacion dos grupos seleccionados.

De feito, en moitos problemas de agrupacion interesa particularmente unha caracterizacién dos
grupos mediante obxectos tipicos ou representativos. Estes son obxectos que representan os distintos
aspectos estruturais do conxunto de obxectos que estan sendo investigados. Pode haber distintas razéns
para buscar obxectos representativos, estes non sé proporcionan unha caracterizacion dos clusters pois
utilizanse especialmente cando é mais econémico ou cémodo usar un pequeno conxunto de k obxectos

en vez do gran volume co que se comeza unha investigacion.



Capitulo 3

Cluster soft baseado en modelos

mixtos

3.1. Introducion

Ademais de enfoques de agrupacién fuzzy, outros algoritmos de agrupacién pertencentes ao dominio
da computacién soft foron propostos e aplicados con éxito nas ultimas décadas. Unha alternativa de cla-
sificacién soft é o enfoque baseado en modelos mixtos que utiliza o algoritmo Expectation-Mazimization
(EM). Unha posible via realizando un clustering baseado en modelos é considerar que a distribucién
subxacente ten a forma dunha mestura adecuada de distribuciéns paramétricas, onde cada componente
da mestura describe a natureza probabilistica dun grupo especifico no conxunto de datos. No caso de

series temporais este enfoque non é sinxelo debido & alta dimensionalidade dos datos.

Como expdén Bouveyron (2014) a andlise cluster baseada en modelos mixtos con datos estaticos
convértese nunha técnica de referencia, destacando os traballos de McLachlan e Basford (1988), McLa-~
chlan e Peel (2000), Banfield e Raftery (1993), Fraley (1998) e Fraley e Raftery (2002). En espazos de
alta dimension os métodos de agrupamento baseados en modelos mostran algunha deficiencia e estan
sobre-parametrizados polo que se poderia reducir a dimensién coa menor perda posible de informacién.
Un dos métodos utilizados para reducir a dimensién é a andlise de componentes principais (PCA), que

se leva a cabo antes de proceder coa tarefa de agrupacion.

A continuacion, para acadar o terceiro dos obxectivos deste traballo, describirase un novo pro-
cedemento de cluster de series temporais baseado en modelos mixtos, enfatizando as sias principais

caracteristicas.

43
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3.2. Un modelo mixto baseado no dominio da frecuencia

Wong e Li (2000) consideran un modelo mixto gaussiano autoregresivo de primeira orde para datos
de series temporais, e mais tarde Chen e Maitra (2011) estenden este modelo para incluir informacién
de variables explicativas e consideran series de tempo de autoregresién mais xerais. Os dous procede-
mentos traballan no dominio do tempo e aproveitan a forma razoablemente sinxela (baseada en p + 1
pardmetros) da matriz de covarianza dun AR(p). A pesar diso, a aproximacién tradicional de estimar
os pardmetros por maxima verosimilitude usando o algoritmo Ezxpectation-Mazximization (EM) esixe
un alto custo computacional porque a matriz de varianzas covarianzas que hai que estimar conta con

moitos parametros e ten unha gran dimension.

Resulta interesante desenvolver métodos alternativos para realizar a agrupacién de series de tempo
baseadas en modelos mixtos. Nesta lina Lafuente (2017) propén analizar o dominio da frecuencia e
considerar a representacion asintética do log-periodograma mediante un modelo de regresién non pa-
ramétrico con erros de distribucién log-exponencial, suponendo que as series temporais dentro dun
mesmo cluster se caracterizan por unha densidade espectral especifica. A estimacién do modelo mix-
to implica aproximacions non paramétricas dos log-periodogramas de cada grupo e estimadores das
probabilidades de pertencer aos grupos. Para obter estas estimaciéns emprégase o algoritmo EM.

A continuacién amodsase como chegar ao modelo mixto no contexto espectral. Sexa S un conxunto
de n realizaciéns de series temporais estacionarias univariantes con media cero denotadas por Xt(i) =
{XY),...,X%)}, onde ¢ = 1,...,n. Suponse por simplicidade T; = T, para todo i. Considerar as
representaciéns espectrais correspondentes a través dos log-periodogramas [ ,gi), i =1,...,n, avaliado
nas frecuencias de Fourier Ay, k =1,..., M, con M = [(T — 1)/2]. Para cada serie temporal a secuencia
de log-periodogramas Y} = log(I}) — Cp, con Cyp = —0,57721 sendo a constante de Euler, admite

aproximadamente o modelo de regresién non paramétrico dado por

Y = mi(h) + €l

onde m‘(-) = log(f(-)) denota o logaritmo da densidade espectral para a serie i-ésima, e 0s erros €; son
asintéticamente independentes e identicamente distribuidos con funcién de densidade de probabilidade
@(A) = exp(A — exp(X)).

Asumindo a existencia de C' grupos homoxéneos para as n series, é dicir, a existencia de C densidades

espectrais diferentes, f = { o), . fc(')} , entén calquera serie observada de S satisfai

Y =me(\) + €,

parai=1,...,n, k=1,.... M ealgin c=1,...,C.
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Sexa m = (my,...,m¢)! o vector das probabilidades a priori de pertenza a cada cluster, é dicir,

Te = P(X,(f) € grupo ¢), paratodoi =1,....nec=1,...,C.

Denétese por © = {m, e To—1,m (), ., mC(~)} o conxunto de parametros e funciéns desconiecidos
que determinan a estrutura probabilistica das n series temporais observadas. Da ecuacién anterior

concliese que a funcién de densidade de probabilidade dos erros, digamos g(-), pode ser escrita como

9(ci,/©) = va m (),

parai=1,...nek=1,.... M.

Esta ecuacién establece que a densidade dos erros dos modelos de regresién non paramétrica ten a
forma dunha mestura finita de distribuciéns cuxo c-ésimo coeficiente representa a probabilidade de que
a serie temporal corresponda ao c-ésimo cluster. Segundo esta ecuacion, a verosimilitude do conxunto de
parametros desconecidos e os log-espectros, ©, dados os datos, Y = {()\k, Vi), k=1,.,M,i=1,.., n}

esta dada por

C .
S mep (¥ - me(w)

1c=1

=

R

i=1

=
Il

e a correspondente log-verosimilitude por

n M C
cl6/7) =1og 1(6/Y) = 3°3 o (zw(y,:—mwk»)
1=1 k=1 c=1

Non obstante, os elementos m® € © son realmente funciéns, o que suxire abordar o problema
como un problema de optimizacién local asumindo que os log-espectros son funciéns suaves. Asi, as
aproximaciéns non paramétricas de tipo nucleo para mc(-) poden obterse maximizando a funcién da
log-verosimilitude local en lugar da funcién da log-verosimilitude. Usando a desigualdade de Jensen

para funciéns concavas, a funciéon de log-verosimilitude local toma a forma

n M
(O/Y)(N) =D log (Z Tep(Y, (A))) Kn(Ae — A (3.1)

i=1 k=1 c=1

<

>3

i=1

log(mep(Vi = m®(N)) Kn(Ax = A),

NE
Mo

E

=1

onde Kj,(-) = +K(5) é a funcién kernel K (-) reescalada polo ancho de banda h.
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3.3. Algoritmo EM

A maximizacién da funcién de verosimilitude local £(©/Y")(-) dada en (3.1) realizase usando o algo-
ritmo Ezpectation-Mazimization (EM). Aqui realizaranse axustes locais constantes (media ponderada)
en lugar de usar polinomios de orde superior para producir soluciéns pechadas no paso M do algoritmo
EM.

No marco EM, o problema de modelo mixto esta formulado como un problema de datos incompletos.
Os datos observados considéranse incompletos xa que a cada dato se lle asocia un valor non observado
ou unha variable latente, especificando a componiente de mestura ao que pertence. Para formular o
problema en termos de datos completos asignanse etiquetas (21, ..., zic),¢ = 1,...,C, & serie i-ésima,
paratodoi = 1,...,n, onde z;. = 1 se a serie temporal pertence ao clister ¢ e 0 noutro caso. No que segue

7 denotars a matriz n x C cuxa i-ésima fila é o vector Z(¥) = (2i1, -y zic)t con ze = 15 .
{xt € grupo c}

Asi, os datos completos son {Xgi), Z(i)}, e a log-verosimilitude local cos datos completos é da forma

M=

1OV, 2) N =33z

i=1 c=1

log {mep(Yii — m¢(N) } Kpn(Ak — A).

x>
I
—

Os valores esperados das etiquetas {z;.} condicionadas aos estimadores mdis recentes de © (es-
timaciéns para m e m¢ obtidas no paso M) son calculados e actualizados iterativamente no paso de
Ezpectation (paso E). A iteracién (s 4+ 1)-ésima do procedemento EM detéllase a continuacién.

Ao final da s-ésima iteracién, as estimaciéns ©, = {wgs),...,W(szl,ml(s)(~)7...,mc(s)(-)} estdn

disponibles. Os pasos E e M proceden do seguinte xeito.

Paso E. Segundo as estimaciéns da iteracion s, tense

) = B(20/0,,Y) = B(X(Y € grupo ¢/6,,Y),

z

para cada ¢ = 1,...,C e i = 1,...,n. O enfoque estandar para estimar esta expectativa é usar a regra

de Bayes,

S M % c(s
(4D _ & Tlamy (Vi = m<) (M)
c C s 1 ’
SO T (Y = me ) ()
_ T eap(V = me) () — eap(Vi — m®) (\y))
SO m DT eap(YyE — me ) (Ar) — eap(Y] —me ) (M)

parai=1,...nec=1,...,C.
Ainda que esta expresién proporciona unha solucién pechada para a estimacién de z;., Lafuente

(2017) atopou algins problemas de corte computacional cando realizou probas con datos simulados.
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Estes problemas estan intrinsecamente relacionados coas colas pesadas do produto das distribucions
(s+1)

exponenciais, o que resulta en valores préximos a cero do numerador de z;, ' para todos os c diferentes
do cluster verdadeiro. Deste xeito, se unha serie temporal é equidistante de todos os clusters, entén
sempre hai un cluster (o cluster méis préximo) que recibe un valor de pertenza igual a 1. Ademais
dunha asignacién de membership inestable, este comportamento non é desexable no clustering soft,
onde se poderia esperar que os graos de adhesién estean distribuidos uniformemente sobre os grupos.

Proponse unha nova aproximacién para estimar P(©s,, Y|Xt(i) € grupo c). Para cada serie Xt(i),z' =
1,...,n calcular as estimaciéns da densidade do niicleo ¢! baseada nos erros Y — m¢(\;), para ¢ =

1,...,C. Enton, definese

1/KLD(p, L)
S C_,1/KLD(g, @)

onde KLD(-) denota a diverxencia de Kullback-Leibler entre dias distribuciéns de probabilidade

P(O,,Y|X" € grupo ¢) = P, =

(Kullback e Leibler, 1951). En realidade, K LD non é unha métrica. E sempre non negativo e é igual
a cero se e sO se as duas distribuciéns son idénticas, pero non é simétrica e tampouco satisfai a
desigualdade triangular. Non obstante, este feito non é importante porque a principal preocupacién
¢ medir a informacién perdida cando as densidades estimadas @, se utilizan para aproximar a densidade
de referencia . Noutras palabras, os roles que xogan ¢’ e ¢ son diferentes. De todas formas, poderia
usarse calquera outra distancia entre distribuciéns. Por tultimo, ter en conta que a diverxencia de
Kullback-Leibler toma valores entre 0 e co adoptando o criterio de fixacién P;. = 1 se KLD(yp, %) = 0
e P, = 0 cando KLD(p,$!) = oo. Unha vez calculado o P, as probabilidades a posteriori son
definidas por

(s+1) _ TePic
Z‘ —_— 07.
Zc’:l 71—c/-Pic’

’c

Paso M. Este paso proporciona estimacions de pardmetros actualizados © (1) maximizando a funcién
(s+1

de log-verosimilitude local completa esperada cos valores das variables latentes z;, ) obtidas no paso
E. Selecciénase unha cuadricula de frecuencias espaciada regularmente para A, A € {y1,72, ..., 7}, logo

a funcién obxectivo ten a seguinte forma

n C

M
00/, Z)(N) = 33" 2 S log {mep (Vi — mE (W)} Kn(Ak — )
k=1

i=1 c=1

n C M
= Z Z 25D {log7rC + Z log {mep(Yi —m°(\)} Kn(A — )\)}

i=1 c=1 k=1
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n C
=>> 2 1ogm,

n C M
+ ZZZ’SH) Z exp {YVi —m°(\) — exp {¥i —m (N} } Kn(Ax — N),

(B)

para A=, j=1,..,7

A optimizacién realizase maximizando os termos A e B por separado. En canto ao termo A, a

optimizacion faise mediante o procedemento multiplicador de Lagrange. O problema de optimizacion

restrinxido é dado por

maxz Z Z; (s+1) log Te

=1 c=1

suxeito a ch=1 m. = 1,m. > 0 para ¢ = 1, ...,C, de xeito que a funcién Lagrangiana toma a forma

n

c C
7T 6 :Zzziclogﬂc+6 <Z7Tc_ 1) s
c=1

=1 c=1
onde 8 denota o multiplicador de Lagrange descoriecido. Para obter os puntos criticos de R(mw, 3)

sistema de ecuaciéns simultaneas que inclien as derivadas parciais respecto de 7. e 8 é igual a cero
debe resolverse

OR 1 <~ (s+1)
= Z, +B8=0,
o, 7. ; ve
c
OR
=Y me—1=0
86 c=1
As soluciéns danse por 7T(9+1) -3 Zl 1 1z+1) 3 W, e por conseguinte
(s+1)
7_‘,(erl) Z? 1 sz

c

(s+1)
Zz 120 1 zcg

Por outra banda, a maximizacién do termo B calcilase directamente establecendo en cero a primeira

derivada con respeto a m.(\) e atopando, como resultado, os estimadores

(s+1)()\) = | S ATV eap(V) Kk — N)
Me ( )_ 09 n s+1) M
Z’L 1 %ic Zk 1 Kh()‘k - )‘)
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= log (Z w§§“>f“<””<x>> :

i=1
para ¢ = 1,...,C e A na cuadricula seleccionada, onde ijH) = zz-(fﬂ)/z:?:l zgfﬂ) e fi,(s+1)(\)
é a estimacion de Nadaraya-Watson do espectro con parametro de suavizacion h e nicleo K. Hai que
destacar que a maximizaciéon da log-verosimilitude local completa no paso M leva a expresiéns de
forma pechada para actualizar os centroides e as probabilidades a priori, o que resulta nunha menor
complexidade computacional.
Estes dous pasos do algoritmo EM aplicanse iterativamente ata que se cumpre un criterio de

detencién. Pddese seleccionar varias opcions para determinar este criterio. Neste caso, a regra de

detencién foi que a probabilidade de rexistro de datos non aumenta significativamente, é dicir

logL(©411,Y) — logL(0,,Y)
logL(©s,Y)|

<€

para algins valores prefixados e suficientemente pequenos € > 0, ou alternativamente alcanzar un
nimero maximo de iteraciéons. Unha vez que o algoritmo EM converxe, os valores z;., parac=1,...,C
proporcionan a secuencia dos graos de membership para a i-ésima serie temporal, i = 1, ..., n. De feito,
o procedemento EM require valores iniciais para as probabilidades a priori 7. e os centroides m.(-),

c=1,..,C.






Capitulo 4

Estudo de simulacion

4.1. Introducion

Nesta parte do traballo faise uso das técnicas de simulacién estatistica, coa axuda do software
estatistico R, para avaliar e comparar empiricamente a conduta dalgins dos procedementos de cluster
soft descritos nos capitulos previos, con especial énfase en observar se a técnica baseada en modelos
mixtos descrita no Capitulo 3 resulta ou non competitiva. O primeiro estudo considera diferentes
escenarios de andlise cluster de series temporais, onde cada cluster vén caracterizado por un patrén
xerador especifico. Neste contexto similanse series dos diferentes grupos e procédese a desenvolver
analise cluster con diferentes algoritmos, incluindo obviamente aquel baseado en modelos mixtos no
dominio da frecuencia. Considéranse series de diferentes lonxitudes. O segundo estudo de simulacién
realizase co fin de ver o comportamento do algoritmo EM cando o escenario proposto conta con unha

serie equidistante.

A totalidade de simulacions realizanse con series temporais que seguen un modelo autoregresivo
(AR). Este modelo é unha representacién dun proceso aleatorio onde a variable de interés depende
das suias observacions pasadas, é dicir, depende linealmente dos seus valores anteriores. A definicién

formal para un proceso autoregresivo de orden 1 ou AR(1) é:

Xi=c+ ¢1 X1+ ag,

onde ¢ e ¢; son constantes e as innovaciéns a; conforman un proceso de ruido branco con media cero
e varianza finita o2. Con isto verificase que o proceso AR(1) explica o valor actual X; como unha

funcién lineal de un valor pasado X;_.

51
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4.2. Comparativa entre distintos algoritmos

Neste primeiro estudo de simulacién preténdese facer unha comparativa entre distintas métricas
e algoritmos para chequear a calidade da clasificacién cluster que se obtén para cada unha delas.
Especificamente, examinar o comportamento do procedemento baseado en modelos mixtos empregan-
do o algoritmo EM mediante a sia comparacion con outras técnicas fuzzy propostas na literatura.
Mais concretamente, e coa intencién de considerar métricas representativas de diferentes enfoques,
considéranse: unha métrica baseada na funcién de autocorrelaciéon (ACF) e unha métrica baseada na
funcién de autocovarianzas cuantil (QAF), as cales traballan no dominio temporal, unha métrica ba-
seada no logaritmo do periodograma normalizado (LPN) que traballa no dominio das frecuencias, e
unha métrica con coeficientes autoregresivos estimados (AR), proposta por Maharaj (2000).

Para isto, propuxéronse 3 escenarios diferentes. En todos eles, os clusters caracterizanse por modelos
AR(1):

Xi =X+

de xeito que en cada clister ¢; o pardmetro autoregresivo ¢ € U(a;,b;), con diferentes rangos para a

distribucién uniforme. Especificamente:

Escenario Cluster 1 Cluster 2 Cluster 3 Cluster 4 Cluster 5
1 ¢ €U(0,0.2) ¢ €U(0.4,0.6) »€U(0.8,1)
2 peU(-1,-0.7) ¢ U(-0.4,0.4) peU0.7,1)
3 $»e€U(-09,-07) ¢e€U(-05,-03) ¢$e€U(-01,0.1) ¢€U0.3,05) ¢eU(0.709)

En cada escenario, 10 series son simuladas dende cada cluster consonte ao modelo especificado
na taboa anterior de tal xeito que ¢ se obtén de forma independente para cada serie a partir dunha
distribucién uniforme.

Os diferentes soportes para as uniformes que determinan os valores de ¢ tefien por obxecto in-
troducir algunha variabilidade na seleccién do parametro e crear clusters méis ou menos separados.
En definitiva, introducir diferentes niveis de dificultade para caracterizar de xeito tinico os clusters de
pertenza. Notese que os dous primeiros escenarios contan con 3 clusters e o ultimo con 5 clusters, a
intencién disto é observar como as diferentes técnicas se ven afectadas polo niimero de clusters.

Comezouse simulando en R as series temporais destes escenarios, xerandonse 100 repeticiéns de
cada conxunto de series considerando diferentes lonxitudes: L = 100, L = 250 e L = 500. A seleccién

da ventd na estimacion non paramétrica xoga un papel fundamental e coa idea de que os resultados
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non fosen excesivamente afectados por este parametro, realizaronse probas preliminares para designar
o pardmetro razoablemente axeitado para cada lonxitude seleccionada. En concreto, fixéronse probas
sobre unha grella de valores equiespaciados entre 0.8 e 1.6 no caso de series de lonxitude 100, entre 0.4

a 0.8 no caso de series de lonxitude 250 e entre 0.2 a 0.6 no caso de series de lonxitude 500.

Agds para o procedemento baseado en modelos mixtos, onde se usaron as tres lonxitudes, para o
resto de procedementos as simulaciéns limitaronse a dias lonxitudes de series, L = 100 e L = 500,
por entender que para estes procedementos a influenza da lonxitude das series estd suficientemente
tratada na literatura. Para determinar o parametro m indicativo do nivel de fuzziness requirido para o
resto de procedementos (nétese que no caso de modelos mixtos non é necesario), realizouse un estudo
previo con distintos valores de m. Concretamente cos valores 1.5, 1.8, 2.0 e 2.2. Preséntanse aqui os

resultados para os valores 1.5 e 2 por amosar a mellor conduta.

De cada simulacién obtense unha matriz (u;;) de dimensién C' x S, sendo C' o nimero de clusters
(C = 3 nos escenarios 1-2 e C = 5 no 3) e S o total de series sometidas a clustering (S = 30 ou 50
dependendo do escenario). Asf a j-ésima columna proporciona os membership da j-ésima serie.

Cada simulacion replicouse 100 veces, de xeito que en cada caso disponerase de 100 matrices de
membership.

O obxectivo é conecer o éxito da asignacién aos clusters correctos dos distintos algoritmos. Nos

escenarios 1 e 2 considéranse 3 umbrais diferentes de clasificacién que se detallan a continuacién. En

concreto, a j-ésima serie é asignada ao i-ésimo cluster se o membership u;; satisfai:

(1) Uij > 0.5

(11) Uij > 0.4

(lll) Ui5 = IISnTé‘SXC Uy

No escenario 3, o cal conta con cinco clusters, considéranse 3 umbrais diferentes de clasificacion, tendo
en conta que para este caso os umbrais son méis baixos que nos escenarios anteriores porque ao ter mais
clusters as probabilidades repartense mais. Polo tanto, a j-ésima serie é asignada ao i-ésimo cluster se
o membership u;; satisfai:
(1) Uij > 0.4
(11) Uij > 0.3
iil) uj; = MAX_ Upj
( ) 0T Gree

Para chegar a ese obxectivo primeiro analizase o éxito da clasificacién como a proporcién do total de
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series agrupadas correctamente, logo seleccidnase, para cada cluster tedrico, o cluster solucién no que
hai un maior nimero de series dese cluster tedrico e considéranse esas series como ben clasificadas.
Repitese o proceso para cada un dos clusters teéricos. Con isto tense o nimero total de series ben
clasificadas e, finalmente, dividese ese niimero entre o total de series para obter a proporcién de series
correctamente clasificadas.

As tédboas, que a continuacién se expofien, mostran a media e a correspondente desviacién tipica,
entre parénteses. Na primeira columna aparecen as 5 métricas a comparar e nas columnas seguintes
aparecen os resultados da clasificacién en cada cluster para os umbrais fixados. Na fila do algoritmo EM
pddese ver os resultados de cada unha das tres lonxitudes expostas anteriormente para cada umbral
proposto. Para as seguintes métricas aparecen duas filas dentro de cada unha, estas indican o valor do
parametro m co que foron calculadas, polo tanto hai unha fila para m = 1.5 e outra para m = 2, e os

resultados de cada umbral estan divididos para as lonxitudes L = 100 e L = 500.

Escenario 1 >0.5 >0.4 Max.
L=100 L=250 L=500 L=100 L=250 L=500 L=100 L=250 L=500
EM 0.501(.142) | 0.644(.116) 0.723 (.117) 0.694 (.126) 0.813(.108) | 0.836(.132) | 0.742(.131) 0.833 (.111) 0.843 (.132)
L=100 L=500 L=100 L=500 L=100 L=500
ACF | m=1.5 0.566 (.099) 0.544 (.048) 0.566 (.101) 0.544 (.048) 0.566 (.101) 0.544 (.048)
m=2 0.565 (.105) 0.544 (.057) 0.571(.107) 0.547 (.059) 0.571(.107) 0.545 (.059)
AR m=1.5 0.872 (.123) 0.997 (.009) 0.879 (.123) 0.997 (.009) 0.879 (.123) 0.998 (.009)
m=2 0.838 (.148) 0.995 (.013) 0.879 (.126) 0.998 (.008) 0.882 (.127) 0.998 (.008)
LPN | m=15 0.460 (.121) 0.473 (.130) 0.573 (.131) 0.599 (.136) 0.582 (.137) 0.608 (.141)
m=2 0.160 (.109) 0.119 (.087) 0.490 (.132) 0.509 (.136) 0.579 (.130) 0.620 (.121)
QAF | m=15 0.874 (.118) 0.996 (.013) 0.877 (.118) 0.996 (.013) 0.877 (.118) 0.996 (.013)
m=2 0.857 (.113) 0.994 (.015) 0.877 (.115) 0.995 (.014) 0.877 (.115) 0.995 (.014)

Cadro 4.1: Taxas promedio de boa clasificacién con diferentes algoritmos soft sobre 100 réplicas do
estudo de simulacién proposto no Escenario 1. Considéranse diferentes umbrais e lonxitudes de series.
En parénteses a desviacion estandar das taxas.

Do Cadro 4.1 dedticese, en primeiro lugar, que as taxas de asignacién correcta aos clusters melloran
a medida que se incrementa a lonxitude das series. En tal caso aumenta a precisién dos estimadores dos
parametros empregados por cada métrica e de ai a mellora da clasificaciéon. Tan sé no caso do cluster
fuzzy coa métrica baseada nas autocorrelaciéns (ACF) non se observa este feito. A mellora tamén se fai
patente cando reducimos o umbral para os membership. Umbrais elevados suponen asignaciéns claras,
pouco difusas, e polo tanto maior dificultade para que se obtenan en escenarios con clusters menos
separables. Compre sublinar que os procedementos empregados son de cluster soft e que os umbrais se
introducen a titulo ilustrativo, co obxecto de dispor de taxas de éxito como se tratase de cluster hard

e obter asi unha idea da conduta dos diferentes procedementos. Por exemplo, para o umbral Méx., o
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criterio hard asociado é asignar a serie ao cluster co maior membership. Tratase polo tanto do criterio
menos restritivo e obviamente co maior risco de erro en escenarios con clusters pouco distanciados.
Agas da métrica ACF, todos os demdis procedementos amosan taxas mais altas a medida que se
baixa o umbral, concluindo asi que todos eles tenden a identificar correctamente o cluster de pertenza.
As mellores taxas acddanse cos procedementos fuzzy baseados nas métricas AR e QAF. A métrica AR
basease en asumir un modelo AR que é xusto o caso aqui, logo era de prever que esta métrica traballaria
ben. A métrica QAF tamén amosa unha moi boa conduta practicamente equiparable & métrica AR
pero non asume estrutura AR para as series, o que ten maior valor se cabe. O procedemento baseado en
modelos mixtos empregando EM ocupa unha posicién intermedia en termos dos resultados acadados:
taxas de éxito claramente superiores aos procedementos fuzzy baseados nas métricas LPN e ACF pero
inferiores aos baseados en QAF e AR. Cémpre lembrar que esta via non precisa seleccionar o pardmetro
m, se ben os resultados neste escenario das métricas QAF e AR non se ven afectados significativamente

pola eleccién deste pardmetro.

Escenario 2 >0.5 >0.4 Max.
=100 =250 =500 =100 =250 L=500 =100 =250 L=500
EM 0.502 (.163) 0.701 (.104) 0.739 (.112) 0.722 (.136) 0.812 (.113) 0.835 (.123) 0.776 (.133) 0.828 (0.118) 0.862 (.109)
L=100 =500 =100 L=500 L=100 L=500
ACF | m=15 0.856 (.115) 0.875 (.122) 0.857 (.115) 0.876 (.122) 0.857 (.115) 0.876 (.122)
m=2 0.842 (.115) 0.857 (.125) 0.854 (.118) 0.872 (.125) 0.854 (.118) 0.872 (.124)
AR m=1.5 0.960 (.056) 0.988 (.020) 0.961 (.056) 0.988 (.020) 0.961 (.056) 0.988 (.020)
m=2 0.954 (.057) 0.984 (.022) 0.962 (.056) 0.988 (.019) 0.962 (.056) 0.988 (.019)
PN | m=15 0.791 (.161) 0.864 (.161) 0.839 (.160) 0.899 (.145) 0.842 (.159) 0.899 (.145)
m=2 0.568 (.161) 0.556 (.159) 0.819 (.166) 0.886 (.161) 0.845 (.161) 0.903 (.154)
QAF | m=15 0.967 (.046) 0.995 (.014) 0.967 (.046) 0.995 (.014) 0.967 (.046) 0.995 (.014)
m=2 0.965 (.034) 0.992 (.016) 0.969 (.033) 0.995 (.014) 0.969 (.033) 0.995 (.014)

Cadro 4.2: Taxas promedio de boa clasificacién con diferentes algoritmos soft sobre 100 réplicas do
estudo de simulacién proposto no Escenario 2. Considéranse diferentes umbrais e lonxitudes de series.
En parénteses a desviacion estandar das taxas.

Neste Escenario 2 a tendencia é a mesma que no anterior, xa que se obtenen mellores resultados
a medida que se aumenta a lonxitude das series, e con umbrais menos restritivos. Pero obsérvase que
os resultados amosan unha maior media para todas as métricas a comparar e para todos os umbrais,
isto débese a que os clusters estan claramente mais separados que no Escenario 1, o que explica esta
mellora das taxas de éxito observadas para todas as métricas. As funciéons AR e QAF son as que
amosan mellores resultados, o cluster fuzzy baseado en QAF chega incluso a mellorar & propia métrica
AR (ainda que os resultados seguen a ser moi parellos). Estas dias métricas melloran ostensiblemente

respecto ao Escenario 1 en tanto que o procedemnto de modelos mixtos non presenta unha mellora
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significativa. As funcién ACF e LPN melloraron moito para este escenario, subindo entre 0.3 e 0.4 a

media con respecto ao escenario anterior, superando incluso ao algoritmo EM.

Escenario 3 >0.4 >0.3 Max.
L=100 L=250 L=500 L=100 L=250 L=500 L=100 L=250 L=500
EM 0.393 (.099) 0.530 (.083) 0.619 (.100) 0.595 (.096) 0.708 (.096) 0.776 (.099) 0.686 (.088) 0.757 (.091) 0.792 (.096)
L=100 =500 L=100 L=500 =100 L=500
ACE | m=15 0.711 (.106) 0.784 (.108) 0.711 (.106) 0.784 (.108) 0.711 (.106) 0.784 (.108)
m=2 0.698 (.101) 0.781 (.106) 0.713 (.102) 0.781 (.106) 0.713 (.102) 0.781 (.106)
AR m=1.5 0.825 (.109) 0.996 (.014) 0.828 (.108) 0.996 (.014) 0.828 (.108) 0.996 (.014)
m=2 0.811(.113) 0.996 (.018) 0.834 (.112) 0.996 (.016) 0.834 (.112) 0.996 (.016)
LPN | m=15 0.412 (.083) 0.361 (.068) 0.611 (.096) 0.689 (.119) 0.645 (.095) 0.791 (.108)
m=2 0.102 (.039) 0.071 (.025) 0.328(.100) 0.237 (.126) 0.609 (.105) 0.699 (.119)
QAF | m=15 0.841 (.097) 0.991 (.014) 0.842 (.096) 0.991 (.014) 0.842 (.096) 0.991 (.014)
m=2 0.839 (.094) 0.991 (.014) 0.841 {.093) 0.991 (.014) 0.841 (.093) 0.991 (.014)

Cadro 4.3: Taxas promedio de boa clasificacién con diferentes algoritmos soft sobre 100 réplicas do
estudo de simulacién proposto no Escenario 3. Considéranse diferentes umbrais e lonxitudes de series.
En parénteses a desviacion estandar das taxas.

Para o Escenario 3 os umbrais fixados son distintos aos demais, xa que como se explicou arriba
este escenario conta con 5 clusters e, polo tanto, considerouse oportuno reducir a 0.4 e 0.3 o valor
para o éxito de clasificacién en cada membership. Con isto, a tendencia continiia a ser a mesma, xa
que se obtefien mellores resultados a medida que se aumenta a lonxitude das series, e con umbrais
menos restritivos, pero xa non se obtenien tan bos resultados como nos escenarios anteriores. Para este
escenario é normal que os resultados empeoren xa que é moito mais complexo que os anteriores e, a

pesar diso, os resultados contintian sendo moi bos.
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4.3. Algoritmo EM con serie equidistante

A segunda parte do estudo de simulacién estd desenada para examinar se os procedementos soft
son capaces de detectar adecuadamente a equidistancia dunha serie a dous clusters, propiedade que
non permiten os procedementos de cluster hard que ubicarian a serie equidistante nun dos cluster
distorsionando ademais o patrén representativo do mesmo. Especificamente, créase un novo escenario
(Escenario 4) con dous clusters con estrutura autoregresiva, como nos escenarios previos, e unha serie

con coeficiente autoregresivo equidistante destes que definen os dous clusters.

Escenario Cluster 1 Cluster 2 Serie equidistante

4 ¢ € U(0.15,0.2) ¢ € U(0.8,0.95) ¢ = (0.5)

Coma nos anteriores escenarios similanse 10 series para cada un dos dous clusters e 1 serie equidistante.
De igual xeito que nas simulaciéns previas, con distintas lonxitudes de 100, 250 e 500 e con un nimero
de repeticiéns igual a 100. O obxectivo é comprobar como funciona o algoritmo EM cando a clasificacién
se complica con unha serie equidistante.

Neste caso os umbrais para os membership en orde a determinar o cluster de pertenza de cada serie
son: unha serie pertence ao cluster ¢; se o i-ésimo membership supera o 0.7 mentres que noutro caso
se considera equidistante aos dous cluasters, toda vez que ambos membership se moven entre 0.3 e 0.7.

Na seguinte taboa amdsase a taxa de éxito medida como o promedio da proporcién de series ben

clasificadas en cada cluster:

Exito cluster 1 Exito cluster 2 Exito serie equidistante
(>0.7) (>0.7) (0.3-0.7)
L=100 68.3% 78.1% 84%
L=250 93.8% 90.7% 87%
L=500 99.3% 90.1% 96%

Cadro 4.4: Exito de clasificacién en porcentaxe (Umbral 1)

Como se pode comprobar a porcentaxe de éxito tende a mellorar segundo se aumenta a lonxitude
das series simuladas, tanto para o cluster 1, como para o cluster 2, asi como para a serie equidistante.
O algoritmo EM funciona moi ben & hora de detectar esa serie equidistante con porcentaxes superiores

ao 80 %.
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Na seguinte taboa amdsase a porcentaxe de éxitos que se obtivo cando se considera un umbral de

0.6 en lugar de 0.7, e acotando o rango entre 0.4 e 0.6 para considerar a equidistante:

Exito cluster 1 Exito cluster 2 Exito serie equidistante
(>0.6) (>0.6) (0.4-0.6)
=100 87.2% 85.1% 71%
=250 98.5% 91.8% 80%
L=500 99.6% 91.1% 86%

Cadro 4.5: Exito de clasificacién en porcentaxe (Umbral 2)

Obsérvase de novo que hai unha tendencia de mais éxito canto méis grande sexa a lonxitude das
series simuladas. Pero pédese apreciar que o éxito da serie equidistante para este umbral fixado é menor
que co umbral anterior, ata un 10 % menos de éxitos, xa que se acota cara o rango de 0.5. O algoritmo

EM segue a funcionar moi ben & hora de detectar esa serie equidistante con porcentaxes superiores ao

70 %.
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Conclusions

Neste traballo explorase o comportamento dun procedemento de analise cluster soft de series de
tempo baseado en modelos mixtos dentro do domino de frecuencias.

Atendendo aos obxectivos principais do traballo, en primeiro lugar realizase unha revisiéon dalguns
dos principais resultados da andlise espectral, con especial énfase no concepto do periodograma, como
analogo mostral da densidade espectral, o cal non é consistente e é altamente variable polo que se
reemplaza por unha versién suavizada do mesmo.

Preséntase o problema xeral de anédlise cluster de series temporais, un tema con numerosas aplica-
ciéns en diferentes ramas de cofiecemento e con caracteristicas especificas que fan do seu tratamento
unha tarefa complexa. En particular, a necesidade de determinar unha medida axeitada para avaliar a
disimilitude entre series temporais e o problema da alta dimensionalidade inherente & observacién de
series temporais. Establécense as diferencias entre os enfoques hard e soft en clustering. A diferencia
da via hard ou estandar, o cluster soft permite asignar obxectos a varios clusters simultaneamente,
resultando asi un enfoque madis flexible e de particular utilidade en algtins problemas onde resulta
natural atopar clusters con certo grao de solapamento. Tras describir os procedementos fuzzy como
via mais usualmente empregada en clustering soft, preséntase unha técnica mais novidosa proposta en
Lafuente (2017).

A via proposta por Lafuente (2017) toma a vantaxe da modelizacién do log-periodograma para
series estacionarias. No presente traballo describese en detalle o procedemento de clustering proposto,
que fai uso do algoritmo EM para acadar os coeficientes que conducen ao modelo maximizando a
verosimilitude dos rexistros, e equivalentemente as probabilidades de pertenza a cada cluster.

Na parte practica deste traballo, que atende ao cuarto obxectivo, realizase un pequeno estudo de
simulacion con modelos autoregresivos de orde 1 para examinar a conduta do procedemento baseado

en modelos mixtos. Os resultados amosan un algoritmo razoablemente competitivo, con taxas de boa
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clasificacién elevadas, que melloran coa lonxitude das series a separabilidade dos clusters. Comparado
con outras vias propostas na literatura ocupa un lugar intermedio, mellorando a procedementos fuzzy
baseados en métricas que avalian distancias en termos de autocorrelaciéns (D’Urso e Maharaj, 2009)
ou log-periodogramas (Caiado et al., 2006) estimados, pero conducindo a resultados peores que proce-
dementos fuzzy baseados en comparar estimaciéns de coeficientes autoregresivos (Maharaj, 2000) ou
autocovarianzas cuantil (Vilar e Lafuente, 2017). Naturalmente, a técnica de Maharaj (2000) era xa
esperada para arroxar bos resultados por estar especificamente desenada para modelos autoregresivos.
Ao mesmo tempo cémpre sublifiar que, por construcién, a técnica considerando modelos mixtos non
require pre-establecer un pardametro de fuzziness, como si ocorre co resto de procedementos fuzzy.
Para finalizar, pédese plantexar para un traballo futuro a ampliacién deste estudo de simulacién.
Asi, poderian simularse series para uns escenarios que sigan un modelo non lineal e realizar a com-
parativa coas mesmas métricas, xa que posiblemente houbera cambios nos resultados destas. Tamén
serfa interesante aplicar o algoritmo EM a datos reais para comprobar a clasificacién cluster que fai

destes.
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