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T́ıtulo en galego: Modelos de tipo de interese: revisión e comparativa de méto-
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T́ıtulo en español: Modelos de tipo de interés: revisión y comparativa de méto-
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Resumen

Resumen

Los modelos de difusión descritos por ecuaciones diferenciales estocásticas son una ex-
tensión natural de modelos deterministas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos
modelos han sido aplicados de forma intensiva en el campo de la matemática financiera
para el análisis de precios de activos financieros, tipos de cambio, tipos de interés, etc.

Comprender y modelar la estructura temporal de los tipos de interés representa uno de los
principales retos de la investigación financiera actual. Los tipos de interés son series que
vaŕıan de forma aleatoria respecto al tiempo y estas variaciones pueden ser modelizadas
mediante procesos estocásticos de dos tipos: procesos estocásticos en tiempo discreto y
modelos en tiempo continuo.

En este trabajo se revisan distintos modelos en tiempo continuo, en el contexto estocástico,
destinados a explicar la dinámica del tipo de interés. Se presentan diferentes métodos
de estimación, paramétricos y no paramétricos, aśı como su aplicación a datos reales y
simulados. Por último, se emplea la metodoloǵıa bootstrap para aproximar la distribución
de los estimadores.

Abstract

Diffusion models described by stochastic differential equations are natural extensions of
deterministic models described by ordinary differential equations. These models have been
applied intensively in the mathematical finance field for the analysis of assets prices, ex-
change rates, interest rates, etc.

Understanding and modeling the term structure of interest rates represents one of the main
challenges of current financial research. Interest rates are series that change randomly with
respect to time and these variations can be modeled by two types of stochastic processes:
stochastic processes in discrete time and continuous time models.

In this work, we review different models in continuous time, in the stochastic context,
designed to explain the dynamics of the interest rate. Parametric and nonparametric es-
timation methods are presented, as well as their application to real and simulated data.
Lastly, the bootstrap methodology is used to approximate the estimators distribution.

ix
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los modelos de difusión descritos por ecuaciones diferenciales estocásticas son una ex-
tensión natural de modelos deterministas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos
modelos han sido aplicados de forma intensiva en el campo de la matemática financiera
para el análisis de precios de activos financieros, tipos de cambio, tipos de interés, etc.
Comprender y modelar la estructura temporal de los tipos de interés representa uno de los
principales retos de la investigación financiera actual. Los tipos de interés son series que
vaŕıan de forma aleatoria respecto al tiempo y estas variaciones pueden ser modelizadas
mediante procesos estocásticos de dos tipos: procesos estocásticos en tiempo discreto y mo-
delos en tiempo continuo. Respecto a estos últimos, si bien los modelos están formulados
en tiempo continuo, los datos son registrados en puntos discretos del tiempo (por ejem-
plo, cada minuto, diariamente o semanalmente), lo cual complica de forma considerable el
análisis estad́ıstico.

La necesidad de desarrollar el análisis de la estructura temporal de los tipos de interés en
un entorno estocástico surge como consecuencia de las turbulencias del mercado financiero
de la década de los setenta. La aplicación de la metodoloǵıa de Black y Scholes (1973)
a la valoración de activos derivados del tipo de interés no es posible, ya que su valor no
depende del precio de ningún activo subyacente. Además, los precios de los bonos cupón
cero convergen a su valor nominal al vencimiento, lo que da lugar a que la volatilidad
de los bonos disminuya a lo largo del tiempo. Progresivamente fueron surgiendo teoŕıas
propias de la estructura de los tipos de interés que se basan en modelos de valoración por
ausencia de arbitraje en un entorno estocástico. En los años 70, Merton (1973) modelizó
el tipo de interés como un proceso estocástico y lo empleó para la valoración de opciones.
Posteriormente, se empezaron a aplicar argumentos de arbitraje similares a los de Black y
Scholes (1973) para modelizar la estructura temporal de los tipos de interés, como muestran
los trabajos de Vasiceck (1977) o de Brennan y Schwartz (1979). Esta idea contribuyó a
la construcción de nuevos modelos más perfeccionados, como los de Cox, Ingersoll, y Ross
(1985), Chan et al. (1992) o Ahn y Gao (1999). Estos modelos permiten especificar el tipo
de interés como solución de una ecuación diferencial estocástica, permitiendo el uso de la
Teoŕıa de los Procesos de Markov y facilitando aśı su tratamiento anaĺıtico. Aunque cabe
notar que, a medida que el proceso que explica la dinámica del tipo de interés es más
realista, se complica y, en ocasiones, no es posible obtener una solución exacta.

En este trabajo se revisan distintos modelos de difusión en tiempo continuo para los
tipos de interés, aśı como las técnicas de estimación paramétrica y no-paramétrica de las
componentes de los procesos asociados. Para ello, en el Caṕıtulo 2 se expone la teoŕıa
relativa a los procesos estocásticos y ecuaciones diferenciales estocásticas, aśı como los
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

distintos modelos utilizados en la modelización de los tipos de interés. En el Caṕıtulo 3
veremos técnicas de estimación paramétricas y no paramétricas de las componentes de
los procesos asociados y en el Caṕıtulo 4 compararemos estos métodos de estimación,
mediante una aplicación a datos simulados y a datos reales. Por último, en el Caṕıtulo 5
se presentan las conclusiones del trabajo.



Caṕıtulo 2

Modelización de los tipos de
interés

El precio de los activos financieros evolucionan en el tiempo formando un proceso estocásti-
co. Existen dos tipos de procesos estocásticos para modelar los precios de un activo: por
un lado, los procesos estocásticos en tiempo discreto, donde el precio vaŕıa en puntos dis-
cretos del tiempo; por otro lado, tenemos los procesos estocásticos en tiempo continuo,
donde el precio vaŕıa de manera continua, aunque sólo sea observado en puntos discretos
del tiempo. Para ambos procesos, el precio puede ser continuo o discreto. El valor que
puede tomar un precio continuo es cualquier número real positivo, pero el precio discreto
sólo puede tomar un número finito de valores positivos.

En este trabajo trataremos los precios (tipos de interés) como un proceso estocástico
continuo en tiempo continuo, el cual se define en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P),
donde Ω es un conjunto, F es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y P es una medida de
probabilidad, P(Ω) = 1. En el contexto financiero, cuando utilizamos modelos en tiempo
continuo, es habitual asumir que el tipo de interés es un proceso de Itô.

2.1. Procesos estocásticos y ecuaciones diferenciales estocásti-
cas

Las integrales estocásticas y, en particular, la integral de Itô, son una generalización de
la integral de Riemann-Stieltjes que fueron introducidas para poder definir de manera
rigurosa las ecuaciones diferenciales estocásticas. Las ecuaciones diferenciales estocásticas
involucran una variable aleatoria cuyos incrementos en el tiempo son descritos por una
parte determinista más una parte estocástica dada por un proceso de Wiener.

Consideremos como ejemplo el valor de una acción en el momento t. Denotado por St
el precio del stock en t y por ∆S = St+∆t − St el incremento de S en un intervalo de
tiempo pequeño [t, t+ ∆t), la rentabilidad de la acción viene dada por ∆S/S. Asumiendo
que la parte determinista depende del tipo de interés del activo sin riesgo y es, por tanto,
proporcional al tiempo en una constante µ, tenemos que la parte determinista es µ∆t.
Como veremos más adelante, también podemos considerar una función que dependa de t
o St en lugar de la constante µ. Respecto a la parte estocástica, asumimos que depende
de algún ruido aleatorio y de la propia naturaleza volátil del mercado. Denotando por
∆W = Wt+∆t −Wt a los incrementos del proceso aleatorio y σ a la volatilidad del mer-
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4 CAPÍTULO 2. MODELIZACIÓN DE LOS TIPOS DE INTERÉS

cado, la parte estocástica del modelo viene dada por σ∆W . Notar que también podemos
considerar en lugar de la constante σ una función de t y/o S. La hipótesis natural es
asumir el comportamiento Gaussiano del ruido, con ∆W ∼ N(0, 1), lo que implica que W
es un proceso de Wiener, o movimiento Browniano estandarizado, si, además, suponemos
que los incrementos son independientes. Por todo lo anterior, podemos escribir

∆S

S
= µ∆t+ σ∆W.

Si consideramos la ecuación diferencial anterior para intervalos infinitesimales, ∆t→ 0, pa-
ra obtener una ecuación diferencial estocástica podemos escribir S′t/St = µ+ σW ′t , donde
S′t = µSt + σStW

′
t , que también podemos expresar en forma diferencial

dSt = µSt dt+ σSt dWt. (2.1)

Esta ecuación debe ser interpretada como una expresión informal, es un ejemplo de ecua-
ción diferencial estocástica pero la expresión, matemáticamente, no tiene significado, ya
que dWt no es finito y el proceso de Wiener tiene trayectorias continuas pero no diferen-
ciables. La ecuación (2.1) es rigurosamente interpretable en forma de ecuación integral,

St − S0 = µ

∫ t

0
S(u) du+ σ

∫ t

0
S(u) dW (u),

donde la última de las integrales es una integral de Itô, mientras que la primera es simple-
mente una integral de Riemann. Las propiedades y la construcción de la integral estocástica
pueden consultarse en Steele (2001).

En este trabajo consideraremos los procesos de difusión solución de la ecuación diferencial
estocástica de la forma

drt = m(rt, t) dt+ σ(rt, t) dWt, con r0 > 0, t ≥ 0, (2.2)

o escrito en forma de ecuación integral,

rt − r0 =

∫ T

0
m(ru, t) du+

∫ T

0
σ(ru, t) dWu.

Las funciones m(·, t) y σ(·, t) son, respectivamente, el drift y la difusión o volatilidad de
la ecuación diferencial estocástica (2.2). Estos coeficientes pueden ser interpretados como
medida del crecimiento esperado en el corto plazo y la variabilidad en el corto plazo, de
modo que (2.2) facilita un patrón para la construcción de procesos estocásticos que reflejen
el comportamiento de variables reales. Notar que el proceso de Wiener es un caso particular
del proceso de Itô porque satisface la ecuación (2.2) con m(rt, t) = 0 y σ(rt, t) = 1.

Los procesos de difusión poseen la propiedad de Markov y pueden ser ergódicos. La ergo-
dicidad implica que, para cualquier función medible h(·), el resultado

1

T

∫ T

0
h(rt) dt→

∫ ∞
−∞

h(r)π(r) dr = E [h(ξ)] ,

donde π(·) es la densidad estacionaria del proceso de difusión y ξ es una variable aleato-
ria con densidad π(·), se cumple con probabilidad 1. La distribución estacionaria de los
procesos de difusión puede ser expresada en términos de la medida de escala,

s(x) = exp

{
−2

∫ x

x0

m(y)

σ2(y)
dy

}
,
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y de la medida de rapidez,

b(x) =
1

σ2(x)s(x)
.

En particular, la densidad estacionaria π(·) es proporcional a la medida de rapidez b(x),

π(x) =
b(x)

M
,

donde M =
∫
b(x)dx es una constante de normalización.

La naturaleza Markoviana del proceso también nos permite definir la densidad de
transición del valor x en el momento s al valor y en el momento t como p(t, y | s, x),
o p(t− s, y | x). La densidad de transición satisface la ecuación “forward”de Kolmogorov,

∂

∂t
p(t, y | s, x) = − ∂

∂y
[m(y)p(t, y | s, x)] +

1

2

∂2

∂y2

[
σ2(y)p(t, y | s, x)

]
,

y la ecuación “backward”de Kolmogorov,

− ∂

∂s
p(t, y | s, x) = m(x)

∂

∂x
p(t, y | s, x) +

1

2
σ2(x)

∂2

∂x2
p(t, y | s, x).

Si t→ −∞ en la ecuación “forward”de Kolmogorov, obtenemos

∂2

∂x2

[
σ2(x)π(x)

]
= 2

∂

∂x
[m(x)π(x)] .

Esta ecuación establece una relación entre el drift m(·), el coeficiente de difusión σ(·) y la
densidad estacionaria π(·).

2.2. Familias paramétricas de procesos estocásticos

A lo largo de este trabajo nos centraremos en los procesos de difusión homogéneos, donde
∆n = ∆, un caso particular de (2.2) y definido como solución de la ecuación diferencial
estocástica,

drt = m(rt) dt+ σ(rt) dWt, con r0 > 0, 0 ≤ t ≤ T,
donde m(·) y σ(·) no dependen del tiempo. Representado en su forma integral tenemos

rt − r0 =

∫ T

0
m(ru) du+

∫ T

0
σ(ru) dWu, 0 ≤ t ≤ T.

Podemos estudiar este proceso con dos enfoques: no-paramétrico y paramétrico. En el
primero, las funciones m(r) y σ(r), con r ∈ R, son desconocidas. En la sección 3 veremos
métodos de estimación no-paramétricos para ambas funciones. En el enfoque paramétrico
consideramos el proceso rt como una solución de

drt = m(rt; θ) dt+ σ(rt; θ) dWt, con r0 > 0, 0 ≤ t ≤ T,

y tenemos en cuenta el conocimiento de las funciones m(r) = m(r, θ) y σ(r) = σ(r, θ), con
r ∈ R y θ un parámetro desconocido tal que θ ∈ Θ ⊂ Rd. En el contexto paramétrico,
existen procesos estocásticos ampliamente utilizados en el ámbito financiero que introdu-
ciremos a continuación.
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2.2.1. Modelo de Merton o Aritmético Browniano

Desarrollado por Merton (1973), fue una de las primeras propuestas para modelizar el tipo
de interés a través de un proceso estocástico. El modelo asume que las funciones drift y
difusión son constantes, m(rt, θ) = α y σ(rt, θ) = σ, de modo que el tipo de interés a corto
plazo se comporta como un movimiento Browniano con tendencia, también denominado
movimiento Browniano aritmético,

drt = α dt+ σ dWt,

donde σ > 0 y r0 es la condición inicial de la ecuación. Una ventaja del modelo de Merton es
que proporciona soluciones anaĺıticas para la estructura temporal de los tipos de interés,
pero, por otro lado, bajo este modelo el tipo de interés puede tomar valores negativos.
Además, se puede demostrar que con este proceso el precio de un bono cupón cero es
una función creciente del tipo de interés, por lo que un bono cupón cero con vencimiento
infinito tendŕıa un valor infinito, que no es un resultado óptimo.

2.2.2. Modelo de Black-Scholes o Geométrico Browniano

Desarrollado por Black y Scholes (1973), se introdujo como modelo para la valoración
de derivados financieros, al que también se le conoce como Black-Scholes-Merton tras su
introducción en el contexto financiero. El movimiento Browniano geométrico es el proceso
asociado al modelo, de modo que caracteriza el tipo de interés mediante la solución de la
ecuación diferencial estocástica

drt = αrt dt+ σrt dWt,

donde σ > 0 y r0 es la condición inicial de la ecuación. El parámetro α se puede interpretar
como el tipo de interés constante y σ como la volatilidad asociada a los activos con riesgo.
La solución expĺıcita del modelo es

rt = r0 exp

{(
α− 1

2
σ2

)
t+ σWt

}
.

La solución rt tiene densidad condicional log-normal con media y varianza (de su trans-
formación logaŕıtmica) dada por

µlog r = log(r0) +

(
α− 1

2
σ2

)
t,

σ2
log r = σ2t,

por lo que su media y varianza son

E [rt | r0] = exp

{
µlog r +

1

2
σ2

log r

}
= r0e

αt,

Var [rt | r0] = exp
{

2µlog r + σ2
log r

}(
exp

{
σ2

log r

}
− 1
)

= r2
0e

2αt
(
etσ

2 − 1
)
.

La densidad condicional, o de transición, es

pθ [t, x | r0] =
1

xσ
√

2πt
exp

{
−
[

log(x)−
(

log(r0) + (α− 1
2σ

2)t
)]2

2σ2t

}
.

A diferencia del modelo de Merton, en esta especificación el tipo de interés nunca toma
valores negativos. Además, para α > 0 el proceso revierte a la media y la volatilidad se
caracteriza por ser cambiante en el tiempo en función del nivel del tipo de interés.
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2.2.3. Modelo de Vasicek o proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Vasicek (1977) propuso un modelo basado en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (Ornstein
y Uhlenbeck, 1930) para modelizar el tipo de interés. El proceso es la solución única de la
ecuación diferencial estocástica

drt = (α− βrt) dt+ σ dWt,

donde α, β y σ son constantes positivas y r0 es la condición inicial de la ecuación. Cuando
β > 0 se dice que el proceso revierte a la media y, a diferencia del movimiento Browniano
geométrico, el proceso tiene varianza finita para todo t ≥ 0. Con la parametrización
anterior, σ se interpreta como la volatilidad, α/β es el valor de equilibrio a largo plazo
y β es la velocidad de la reversión. Aplicando la fórmula de Itô, obtenemos la solución
expĺıcita de la ecuación,

rt =
α

β
+

(
r0 −

α

β

)
e−βt + σ

∫ t

0
eβ(t−u) dWu.

Para cualquier t ≥ 0, el proceso tiene función de densidad condicional, o de transición,
pθ [t, rt | r0] Gaussiana con media

E [rt | r0] =
α

β
+

(
r0 −

α

β

)
e−βt,

varianza

Var [rt | r0] =
σ2

2β

(
1− e−2βt

)
,

y covarianza

Cov [rs, rt | r0] =
σ2

2β
eβ(s+t)

(
e2β(s∧t) − 1

)
.

Cuando β > 0, el proceso es ergódico y admite una distribución de probabilidad estacio-
naria. Notar que

ĺım
t→∞

E [rt | r0] =
α

β
,

ĺım
t→∞

Var [rt | r0] =
σ2

2β
.

La densidad estacionaria del proceso es Gaussiana con media α/β y σ2/2β,

rt ∼
(
α

β
,
σ2

2β

)
.

Mientras que el hecho de que el tipo de interés posea reversión a la media es una carac-
teŕıstica defendida en la literatura, es habitual argumentar que la volatilidad depende del
nivel del tipo de interés, en lugar de ser constante. Otro inconveniente del modelo es que
el tipo de interés podŕıa tomar valores negativos. Pero las ventajas del modelo – entre
las que destaca que es anaĺıticamente tratable, proporcionando una solución exacta para
la estructura temporal de los tipos de interés– han contribuido a extender su uso en la
literatura.
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2.2.4. Modelo de Dothan

Dothan (1978) introdujo una modificación en el modelo de Vasicek, asumiendo que la
volatilidad del tipo de interés es proporcional a la propia tasa, por lo que la volatilidad
vaŕıa a lo largo del tiempo,

drt = σrt dWt.

En este modelo el tipo de interés se rige por un movimiento Browniano sin tendencia, de
modo que el tipo de interés se distribuye como una variable aleatoria lognormal, pudiendo,
por tanto, tomar valores negativos. El modelo de Dothan también se denomina camino
aleatorio geométrico o camino aleatorio elástico, y fue utilizado con anterioridad por Bren-
nan y Schwartz (1977) para la valoración de bonos con opciones incorporadas. Courtadon
(1982a) demostró que el modelo no es adecuado para representar el comportamiento a
largo plazo del tipo de interés porque ĺım

n→∞
rtn = 0.

El uso del modelo no está muy extendido, ya que modelizar el comportamiento de los
tipos de interés mediante una lognormal eleva la complejidad y presenta problemas de
estabilidad. Además, no es posible obtener una solución exacta para el precio de los bonos
cupón cero ni para las opciones, aunque Brennan y Schwartz (1977) y Dothan (1978) han
utilizado el modelo para la valoración de distintos bonos utilizando técnicas de resolución
numéricas.

2.2.5. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

El proceso Cox-Ingersoll-Ross fue introducido por Feller (1951) para el estudio del creci-
miento de poblaciones y, posteriormente, Cox, Ingersoll y Ross (1985) popularizaron su
uso en la modelización de los tipos de interés a corto plazo. Los autores introducen una
modificación en el modelo de Vasicek, considerando en el coeficiente de difusión la ráız
cuadrada del tipo de interés. Aśı, el proceso CIR es la solución a la ecuación diferencial
estocástica

drt = (α− βrt) drt + σ
√
rt dWt, con r0 > 0, (2.3)

donde α, β y σ son constantes positivas. Bajo la condición 2α > σ2, el proceso es estricta-
mente positivo (en otro caso, es no negativo, lo que significa que puede alcanzar el estado
0). También es habitual utilizar la parametrización

drt = κ(µ− rt) drt + σ
√
rt dWt,

donde κ = β es la velocidad de la reversión a la media y µ = α/β es la tasa a la que
revierte el tipo de interés. La ecuación diferencial estocástica (2.3) tiene solución expĺıcita,
dada por

rt =

(
r0 −

α

β

)
e−βt + σe−βt

∫ t

0
eβu
√
ru dWu.

Bajo la hipótesis 2α > σ2, el proceso es estacionario y la densidad de transición condicional
existe de forma expĺıcita. Dada la información hasta el instante s, Fs, el tipo de interés a
corto plazo rt se distribuye como una ji-cuadrado no central,

rt
∣∣ Fs ∼ χ2

(
2crt, 4α/σ

2, 2u
)
,

con 4α/σ2 grados de libertad y parámetro no central 2u, donde

c =
2β

σ2(1− e−βt) , u = cr0e
−βt, v = cr, q =

2α

σ2
− 1.
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La distribución puede ser escrita de forma expĺıcita como

p(t, r | r0) = ceu+v
(u
v

)q/2
Iq(2
√
uv)

donde

Iq(x) =

∞∑
j=0

(x
2

)2j+q 1

j!Γ(j + q + 1)
, x ∈ R,

es la función de Bessel modificada de primera especie y orden q y Γ(·) es la función gamma,
Γ(p) =

∫∞
0 xp−1e−xdx, p ∈ R+. La media y varianza condicional de rt son

E [rt | r0] =
α

β
+

(
r0 −

α

β

)
e−βt,

Var [rt | r0] = r0
σ2

β

(
e−βt − e−2βt

)
+
ασ2

2β2

(
1− e−βt

)2
,

y la función de covarianzas es

Cov [rs, rt | r0] = r0
σ2

β

(
e−βt − e−β(t+s)

)
+
ασ2

2β2

(
e−β(t−s) − e−β(t+s)

)
.

La distribución estacionaria del proceso CIR sigue una Gamma con parámetro de forma
2α/σ2 y parámetro de escala σ2/2β, por lo que la distribución estacionaria tiene media
α/β, varianza ασ2/(2β2) y covarianza

Cov =
ασ2

2β2
e−β(t−s).

El proceso, al igual que el planteado por Vasiceck (1977), supone que el tipo de interés
posee reversión a la media y que la volatilidad depende del tipo de interés, hipótesis más
realista que la de volatilidad constante. El modelo CIR ha sido ampliamente desarrollado
y utilizado en la literatura, ya que proporciona una solución anaĺıtica para la estructura
temporal de los tipos de interés, aśı como para distintos derivados de los tipos de interés.

2.2.6. Modelo de elasticidad constante de la varianza

El proceso de elasticidad constante de la varianza (CEV) fue introducido para la valoración
de opciones (Beckers, 1980). Es la solución de la ecuación diferencial estocástica

drt = βrt dt+ σrγt dWt

con γ ≥ 0. Para γ < 1 la volatilidad presenta asimetŕıa negativa y para γ > 1 la asimetŕıa
es positiva. Notar que cuando γ = 1, es un caso particular del movimiento Browniano
geométrico. El proceso se asume que es positivo, pero la versión discretizada del mismo
puede tomar valores negativos. En concreto, para γ < 0.5 hay probabilidad positiva de
que el proceso sea absorbido en el cero.

2.2.7. Modelo de Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders

Chan et al. (1992) propusieron el modelo CKLS, que generaliza el proceso de volatilidad
constante con reversión a la media, dado por la ecuación diferencial estocástica

drt = (α− βrt) dt+ σrγt dWt,
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con σ > 0. Es una extensión del proceso CIR y generaliza los modelos vistos hasta ahora,
como podemos ver en el Cuadro 2.1. No admite una función de densidad de transición
expĺıcita y para valores α, β > 0 y γ > 0.5, el proceso toma valores en (0,+∞).

Restricciones

Modelos α β σ2 γ Ecuación diferencial estocástica

Merton (ABM) 0 0 drt = α dt+ σ dWt

Vasicek 0 drt = (α+ βrt) dt+ σ dWt

CIR SR 1/2 drt = (α+ βrt) dt+ σr
1/2
t dWt

Dothan 0 0 1 drt = σrt dWt

GBM 0 1 drt = βrt dt+ σrt dWt

Brennan 1 drt = (α+ βrt) dt+ σrt dWt

CIR VR 0 0 3/2 drt = σr
3/2
t dWt

CEV 0 drt = βrt dt+ σrγt dWt

CKLS drt = (α+ βrt) dt+ σrγt dWt

Cuadro 2.1: Especificaciones paramétricas de la familia de procesos CKLS.

En estos modelos tenemos que

m(rt; θ) = θ1 + θ2rt,

σ2(rt; θ) = θ2
3 r

2θ4
t ,

donde θ2
3 es el parámetro de volatilidad que representa un factor de escala de las variaciones

no anticipadas de los tipos de interés y 2θ4 es la elasticidad de la varianza, la sensibilidad
de la volatilidad ante variaciones de los tipos de interés. Este tipo de modelos recogen la
relación entre la volatilidad y el nivel de los tipos de interés, ya que a medida que el nivel de
los tipos de interés aumenta se espera que la volatilidad también se incremente. Aunque, en
ocasiones, valores muy elevados de θ4 no dan lugar a este efecto en determinados peŕıodos
de tiempo.

2.2.8. Modelo de Aı̈t-Sahalia

Aı̈t-Sahalia (1996a) propone un modelo no lineal con reversión a la media para modelizar
el tipo de interés. El modelo satisface la ecuación diferencial estocástica

drt = (α−1r
−1
t + α0 + α1rt + α2r

2
t ) dt+ σrγt dWt.

Aunque no es posible obtener la distribución exacta del modelo, es factible aproximar la
densidad de transición mediante una expansión de polinomios de Hermite, como veremos
más adelante. El autor también propone una generalización del modelo, incluyendo una
función de difusión más compleja,

drt = (α−1r
−1
t + α0 + α1rt + α2r

2
t ) dt+ (β0 + β1rt + β2r

γ
t ) dWt.

En este modelo, la propiedad de Markov sólo está garantizada bajo ciertas restricciones.
Para obtener especificaciones razonables del modelo es necesario establecer restricciones
sobre los coeficientes, éstas pueden consultarse en Aı̈t-Sahalia (1996a). Notar que el modelo
CKLS es un caso particular del modelo anterior.
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2.2.9. Modelo Inverse-Feller

El modelo de Ahn y Gao, o modelo Inverse-Feller, fue propuesto por Ahn y Gao (1999)
basándose en los trabajos de Aı̈t-Sahalia (1996a) y Aı̈t-Sahalia (1996b). El modelo es
una transformación del CIR, donde el tipo de interés sigue una tendencia no lineal y la
volatilidad posee elasticidad constante de la varianza,

drt = rt
(
α− (σ2 − αβ) rt

)
dt+ σr

3
2
t dWt.

Su distribución condicional está relacionada con la del modelo CIR,

p(t, r | r0) =
1

r2
pCIR

(
t,

1

r

∣∣∣∣ 1

r0

)
,

donde pCIR es la densidad condicional del proceso CIR, dada por (2.2.5).
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Caṕıtulo 3

Métodos de estimación

En esta sección revisaremos distintos métodos de estimación de procesos de difusión en
tiempo continuo con muestras en tiempo discreto. Es importante destacar que sólo las
observación están en tiempo discreto, ya que el modelo subyacente es en tiempo continuo.
Consideraremos la ecuación diferencial estocástica homogénea, en su forma paramétrica,

drt = m(rt, θ) dt+ σ(rt, θ) dWt,

para el parámetro desconocido θ ∈ Θ ⊂ Rd con d un entero positivo. Las funciones drift y
difusión, m : R×Θ→ R y σ : R×Θ→ (0,∞), respectivamente, se consideran conocidas,
de modo que existe la solución de la ecuación diferencial estocástica1. Cuando la densidad
estacionaria πθ(·) existe, tiene la forma

πθ(r) =
1

M(θ)σ2(r, θ)s(r, θ)
,

donde

s(r, θ) = exp

{
−2

∫ r

r0

m(y, θ)

σ2(y, θ)
dy

}
para algún r0 ∈ I, con I el espacio de estado del proceso, y M(θ) una constante de
normalización. Tal y como vimos en la Sección 2.1, la función s(·, θ) es la medida de escala
y b(r) = πθ(r)M(θ) es la medida de rapidez. La distribución de r, con r0 ∼ πθ, se denota
por Pθ y, bajo esta medida, rt ∼ πθ para todo t.

En los modelos especificados en tiempo continuo podemos calcular, en lugar de estimar,
el subconjunto de parámetros de θ correspondiente a la difusión σ(rt, θ) a partir de la
variación cuadrática del proceso, ya que para todo t ≥ 0,

〈r, r〉t = ĺım
n→∞

2n∑
k=1

(rt∧k/2n − rt∧(k−1)/2n)2 →
∫ t

0
σ2(rs, θ) ds

cuando n → ∞ en probabilidad bajo Pθ. Aśı, podŕıamos considerar σ(r, θ) = σ(r) cono-
cido. El resto de los parámetros, correspondientes al drift m(rt, θ), se pueden estimar por
máxima verosimilitud. Dado el coeficiente de difusión, la función de verosimilitud de r
viene dada por

LT (θ) = exp

(∫ T

0

m(rs, θ)

σ2(rs)
drs −

1

2

∫ T

0

m2(rs, θ)

σ2(rs)
ds

)
.

1Para garantizar la existencia de la solución de la ecuación diferencial estocástica, es necesario asumir
ciertas suposiciones sobre el modelo (ver Iacus, 2008)

13
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Maximizando LT (θ) obtendremos la estimación del verdadero parámetro θ0. Pero, aun-
que los modelos están formulados en tiempo continuo, los datos son registrados en puntos
discretos del tiempo. Por ello, para la estimación de los parámetros del modelo en tiempo
continuo deberemos considerar una versión discreta del mismo. El esquema de observación
que asumiremos en este trabajo será el de muestras numerosas, bajo el cual el tiempo ∆
entre dos observaciones consecutivas es fijo y el número de observaciones n es creciente,
aśı como la ventana de observación [0, T = n∆], que también se incrementa con n. Des-
tacar que, en este enfoque, se requieren suposiciones adicionales sobre el modelo continuo
subyacente, tales como estacionariedad y ergodicidad.

Uno de los esquemas de aproximación más utilizado es el método de Euler-Maruyama:
dado un proceso de Itô {rt, 0 ≤ t ≤ T}, solución de la ecuación diferencial estocástica

drt = m(rt) dt+ σ(rt) dWt, (3.1)

con valor inicial rt0 = r0 y la discretización Πn = Πn([0, T ]) del intervalo [0, T ],
0 = t0 < t1 < . . . < tn = T , la aproximación de Euler-Maruyama de r es un proceso es-
tocástico continuo X que satisface el esquema iterativo

Xti+1 −Xti = m(ti, Xti)(ti+1 − ti) + σ(ti, Xti)(Wti+1 −Wti), i = 0, 1, . . . , n− 1,

con Xt0 = r0. Notar que los incrementos del tiempo ∆ = ti+1 − ti se han supuesto cons-
tantes. Entre dos puntos del tiempo ti y ti+1, para definir el proceso podemos considerar
una interpolación lineal, de modo que Xt se definiŕıa como

X(t) = Xti +
t− ti
ti+1 − ti

(Xti+1 −Xti), t ∈ [ti, ti+1).

Otros métodos de uso frecuente son los propuestos por Milstein (1978) y Kloeden et al.
(2000), conocido como KPS (las iniciales de los autores, Kloeden, Platen y Schurz,). El
método de Milstein utiliza el lema de Itô para incrementar la precisión de la aproximación
añadiendo un término de segundo orden,

Xti+1 −Xti = m(ti, Xti)(ti+1 − ti) + σ(ti, Xti)(Wti+1 −Wti)

+
1

2
σ(ti, Xti)σr(ti, Xti)

[
(Wti+1 −Wti)

2 − (ti+1 − ti)
]
,

i = 0, 1, . . . , n− 1, donde σr(t, r) = ∂σ/∂r.

El método KPS añade más términos a la expansión Itô-Taylor, definiendo
∆Wt = Wti+1 −Wti y ∆t = ti+1 − ti, tenemos

Xti+1 −Xti = m(ti, Xti)∆t+ σ(ti, Xti)∆Wt

+
1

2
σ(ti, Xti)σr(ti, Xti)

[
(∆Wt)

2 −∆t
]

+ σ(ti, Xti)mr(ti, Xti)∆Vt +
1

2

[
m(ti, Xti)mr(ti, Xti)

+
1

2
σ2(ti, Xti)mrr(ti, Xti)

]
∆t2 +

[
m(ti, Xti)σr(ti, Xti)

+
1

2
σ2(ti, Xti)σrr(ti, Xti)

](
∆Wt∆t−∆Vt

)
+

1

2
σ(ti, Xti)

(
σ(ti, Xti)σr(ti, Xti)

)
r

[
1

3
(∆Wt)

2 −∆t

]
∆Wt,
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donde

∆Vt =

∫ ti+1

ti

∫ ts

ti

dWu ds

es una variable aleatoria Gaussiana con media cero y varianza 1
3∆t3, y donde

E (∆Vt∆Wt) = 1
2∆t2. Los pares (∆Wt,∆Vt) son independientes para todos los ti.

Los métodos de discretización pueden ser caracterizados por su orden de convergencia.
Un esquema de discretización yδ con paso de discretización de tamaño δ = ∆t se dice
fuertemente convergente a x en el instante T con orden γ > 0 si existe una constante
positiva C que no depende de δ tal que

E
(∣∣xT − yδ(T )

∣∣) ≥ Cδγ .
Esta expresión mide cuan próximas están las trayectorias en el instante T . Por otro lado,
yδ se dice débilmente convergente a x en el instante T con orden β > 0 si para cada función
g suficientemente regular, existe una constante positiva C que no depende de δ tal que∣∣∣E[g(xT )

]
− E

[
g(yδ(T ))

]∣∣∣ ≥ Cδβ.
La convergencia débil de orden β implica la convergencia de los momentos de todos los
órdenes (tomando g(x) = |x|q). En la aproximación fuerte, el orden de convergencia lo
determina el término donde truncamos la serie. Pero el criterio de convergencia débil
concierne aspectos probabiĺısticos de la trayectoria de la muestra, pero no la trayectoria en
śı. De este modo, para un cierto orden de convergencia, el número requerido de términos de
la expansión es menor para el caso de la convergencia débil que en el caso de la convergencia
fuerte si queremos un determinado orden de convergencia. Bajo condiciones adecuadas de
suavidad y crecimiento sobre las funciones drift y difusión, el método de Euler-Maruyama
es fuertemente convergente de orden γ = 1

2 y débilmente convergente de orden 1. Notar
que este método es la aproximación de Taylor más simple, si se consideraran más términos
en el desarrollo de Taylor, el orden fuerte de convergencia se incrementa. Aśı, el método de
Milstein tiene orden de convergencia débil y fuerte de γ = 1 y el método KPS tiene orden
de convergencia fuerte γ = 1.5. En este trabajo utilizaremos el método de Euler-Maruyama
para aproximar los modelos de difusión en tiempo continuo.

3.1. Estimación paramétrica

La ecuación diferencial estocástica (3.1) puede ser representada de forma paramétrica
como

drt = m(rt, θ) dt+ σ(rt, θ) dWt,

donde θ es un parámetro d-dimensional desconocido que pertenece a un espacio pa-
ramétrico Θ ⊂ Rd, con d un entero positivo. La versión discreta, con el método de Euler-
Maruyama, es

rti+1 − rti = m(rti , θ)∆ + σ(rti , θ)∆
1/2εti , i = 1, . . . , n− 1 (3.2)

donde εti son iid N(0, 1). A continuación se introducen los supuestos básicos relativos a
los coeficientes del proceso de difusión.

Supuesto 1. (Lipschitz Global)
Existe una constante K independiente de θ tal que,∣∣m(r, θ)−m(s, θ)

∣∣+
∣∣σ(r, θ)− σ(s, θ)

∣∣ ≤ K(|r − s|),
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para todo r y s.

Supuesto 2. (Crecimiento lineal)
Existe una constante K independiente de θ tal que,∣∣m(r, θ)

∣∣+
∣∣σ(r, θ)

∣∣ ≤ K(1 + |r|
)
.

Supuesto 3. (Positividad del coeficiente de difusión)
Existe una constante K independiente de θ tal que,

ı́nf
r
σ2(r, θ) > 0,

para todo r.

Supuesto 4. (Momentos acotados)
Para todo k > 0, todos los momentos de orden k del proceso de difusión existen y cumplen
que

sup
t

E
∣∣rt∣∣k <∞.

Supuesto 5. (Suavidad de los coeficientes)
Las funciones m y σ y sus derivadas en θ (hasta orden 3) son suaves en r y de crecimiento
de orden polinomial en r uniformemente en θ.

Supuesto 6. (Crecimiento polinómico)
Existen K > 0 y b > 0, independiente de θ, tal que,∣∣m(r, θ)

∣∣ ≤ K(1 + |r|b
)
,

con θ ∈ Θ.

Este conjunto de supuestos se completa con condiciones que aseguren la adecuada tasa de
convergencia y la existencia de la información de fisher asociada al método de estimación.

3.1.1. Máxima verosimilitud exacta

Por ser rt un proceso de Markov, podemos obtener la función de verosimilitud Ln(θ) del
proceso discreto utilizando la regla de Bayes,

Ln(θ) =
n∏
i=1

pθ(∆, rti | rti−1)pθ(rt0),

donde pθ(∆, rti | rti−1) denota la función de densidad de transición, o densidad condicional,
asociada al modelo de difusión paramétrico, con parámetro desconocido θ. El logaritmo
de la función de verosimilitud es

`n(θ) = logLn(θ) =

n∑
i=1

`i(θ) + log(pθ(rt0)) =

n∑
i=1

log pθ(∆, rti | rti−1) + log(pθ(rt0)).

Si el número de observaciones es suficientemente grande, podemos asumir que el peso
relativo de pθ(rt0) en la función de verosimilitud decrece, por lo que pθ(rt0) = 1.
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Si la forma paramétrica del modelo que genera las observaciones {rti}ni=0 es cono-
cida, podemos utilizar el método de máxima verosimilitud, de modo que el estimador de
máxima verosimilitud (MLE) del verdadero parámetro es

θ̂ = arg máx
θ
`n(θ).

Notar que aunque los modelos son descritos en tiempo continuo, la disponibilidad de los
datos es en tiempo discreto, por lo que ignorar esta diferencia puede resultar en estimacio-
nes inconsistentes. Pero no siempre es posible determinar expĺıcitamente la verosimilitud
para observaciones discretas generadas por (3.2), ya que existen modelos en los que no
disponemos de fórmulas cerradas para la densidad de transición o de probabilidad con-
dicional. Por ello, este método de estimación sólo será aplicable en aquellos modelos de
difusión en los que se conoce la distribución asociada al modelo. Los modelos de Black
and Scholes (1973), Vasicek (1977), Cox, Ingersoll y Ross (1985) y Cox (1975) se basan en
expresiones cerradas conocidas.

3.1.2. Máxima verosimilitud aproximada

Para estimar el modelo (3.1), podemos utilizar un esquema de aproximación, como el
método de Euler-Maruyama. Con este método no aproximamos directamente la densidad
de transición, sino la trayectoria del proceso de modo que podamos utilizar la verosimilitud
de la versión discretizada del modelo, dada por (3.2). Aśı, para estimar el modelo (3.1),
procedemos como si las observaciones proviniesen de una distribución Gaussiana, de media
el drift y desviación estándar la función de difusión, por lo que la densidad de transición
es

pr,θ(∆, x | r) =
1√

2π∆σ2(r, θ)
exp

{
−1

2

(x− r −m(r, θ)∆)2

∆σ2(r, θ)

}
.

De este modo, podemos obtener el estimador de máxima verosimilitud. Notar que esta
aproximación es eficiente si el paso de discretización ∆ es lo suficientemente pequeño, en
caso contrario, pueden producirse sesgos significativos en las estimaciones.

En caso de que se cumplan los supuestos 3, 4 y 6 y asumiendo que σ(r, θ) = σ > 0 es
constante y que el resto de parámetros a estimar están en la función drift m(r, θ), el
logaritmo de la verosimilitud del proceso discretizado es

`n(θ) = −1

2

{
n∑
i=1

rti − rti−1 −m(rti−1 , θ)∆
2

σ2∆
+ n log(2πσ2∆)

}
.

A la ecuación anterior se le denomina aproximación Gaussiana local. Dado que σ2 es
constante, maximizar la log-verosimilitud equivale a maximizar la función

n∑
i=1

(rti − rti−1)m(rti−1 , θ)−
∆

2

n∑
i=1

m2(rti−1 , θ).

Bajo el supuesto adicional de que n∆3
n → 0, el estimador de máxima verosimilitud de la

pseudo-verosimilitud es consistente y asintóticamente normal. En Florens-Zmirou (1989)
y Yoshida (1992) se demuestra que un estimador consistente de σ2 es

σ̂2 =
1

n∆

n∑
i=1

(rti − rti−1)2.
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3.1.3. Método de máxima verosimilitud de Aı̈t-Sahalia

La regla de Bayes combinada con la naturaleza Markoviana de (3.1), heredada por los
datos discretos, implica que la log-verosimilitud tiene la forma

`n(θ) ≡ 1

n

n∑
i=1

ln
{
pr,θ(∆, ri∆ | r(i−1)∆)

}
, (3.3)

asumiendo que el proceso es observado en el intervalo {t = i∆ | i = 0, . . . , n}, con ∆ fijo.
Aı̈t-Sahalia (2002) propone un método de máxima verosimilitud para procesos de difu-
sión con muestras discretas, basado en una aproximación de la función de verosimilitud

utilizando polinomios de Hermite. El autor construye una sucesión de aproximaciones p
(j)
r,θ

de la densidad de transición, de modo que (3.3) es una sucesión de aproximaciones `
(j)
n .

Para ello, necesitaremos estandarizar el coeficiente de difusión de r, que llevaremos a cabo
utilizando la transformación de Lamperti.

Transformación de Lamperti

La ecuación diferencial estocástica (3.1), puede transformarse en otro proceso de difusión,
Ut, con coeficiente de difusión unitario aplicando la transformación de Lamperti,

Ut = ψ(rt; θ) =

∫ rt 1

σ(s, θ)
ds. (3.4)

Utilizando la fórmula de Itô en el nuevo proceso Ut, tenemos la difusión unitaria

dUt = mU (Ut; θ) dt+ dWt,

con función drift mU dada por

mU (u; θ) =
m(ψ−1(u; θ); θ)

σ(ψ−1(u; θ); θ)
− 1

2

∂σ

∂r

(
ψ−1(u; θ); θ

)
.

Notar que hemos utilizado la fórmula de Itô con

f(t, x) =

∫ x 1

σ(s)
ds, ft(t, x) = 0, fx(t, x) =

1

σ(x)
, fxx(t, x) = −σx(x)

σ2(x)
,

donde ft(t, r) = ∂f/∂t, fr(t, r) = ∂f/∂r y frr(t, r) = ∂2f/∂r2. Por tanto,

df(t, r) = 0 · dt+ fr(t, rt) drt +
1

2
frr(t, rt)(drt)

2

=
m(t, rt) dt+ σ(rt) dWt

σ(rt)
− 1

2

σr(t, rt)

σ2(rt)

(
m(t, rt) dt+ σ(rt) dWt

)2
=
m(t, rt)

σ(rt)
dt+ dWt −

1

2

σr(t, rt)

σ2(rt)

[
m(t, rt)(dt)

2

+ 2m(t, rt)σ(rt) dt · dWt + σ2(rt)(dWt)
2
]
,

donde (dt)2 y dt · dWt son de orden O(dt), por lo que en la fórmula anterior, los términos
cuya parte diferencial es (dt)2 y dt · dWt podemos ignorarlos. Además, los términos de
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orden (dWt)
2 se comportan como dt por las propiedades del movimiento Browniano, por

lo que podemos sustituir (dWt)
2 por dt. Aśı, podemos escribir,

dUt =

(
m(ψ−1(u; θ); θ)

σ(ψ−1(u; θ); θ)
− 1

2

∂σ

∂r

(
ψ−1(u; θ); θ

))
dt+ dWt.

Las transformaciones que, en las ecuaciones diferenciales estocásticas, dejan el término
de difusión constante son importantes para simulación y estimación. Cabe notar que la
aplicación práctica de la transformación de Lamperti está limitada por la existencia de
una solución expĺıcita de la inversa de la transformación,

rt = ψ−1(Ut; θ).

Pero en el contexto financiero es habitual utilizar esta transformación porque cuando
σ(rt; θ) = σrγt , siempre existe solución expĺıcita de ψ−1 para cualquier constante γ.

Expansión de la verosimilitud mediante polinomios de Hermite

Los métodos para aproximar la densidad de transición de los procesos de difusión permi-
ten obtener expresiones en forma cerrada para la densidad y, por ello, estas expansiones
pueden utilizarse en la estimación paramétrica. Aı̈t-Sahalia (2002b) realiza una expansión
de Hermite univariante que, realizando un cambio de variable, utiliza una base polinomial
común para todos los modelos, que podremos utilizar para aproximar la verosimilitud.

Este método posee una clara analoǵıa que permitirá comprender su construcción: con-
sideremos una suma de variables aleatorias estandarizadas donde se cumple el Teorema
Central del Ĺımite (TCL). Para un tamaño muestral n elevado, por el TCL podemos
utilizar como distribución ĺımite la N(0, 1), en otro caso, podemos expandir la distribución
ĺımite (con las series de Edgeworth basadas en los polinomios de Hermite, por ejemplo)
considerando términos de orden superior para mejorar la precisión de la aproximación.
La idea propuesta por Aı̈t-Sahalia es utilizar este enfoque para aproximar la densidad de
transición desconocida del proceso de difusión, donde ∆ → 0 juega el papel de n → ∞
en el TCL. Aśı, para un ∆ pequeño, la distribución condicional está más próxima a
ser normal por la contribución del incremento Browniano. Si estandarizamos los datos,
podremos encontrar la distribución ĺımite de las observaciones estandarizadas cuando
∆ tiende a cero, por analoǵıa con lo que ocurre en el TCL cuando el tamaño muestral
tiende a infinito. En los procesos de difusión, estandarizar los datos implica transformar la
difusión original r en otra, U , tal y como hemos visto con la transformación de Lamperti
en la sección anterior. Tanto en el TCL como en este caso, la estandarización hace que la
función de distribución se aproxime a una N(0, 1). Esta aproximación a la normal estándar
se puede refinar añadiendo términos de orden superior basados en los polinomios de
Hermite, que son ortogonales con respecto a la función de densidad de probabilidad normal.

Una propiedad de los procesos de difusión es que en pequeños intervalos de tiempo, la
primera diferencia dividida por

√
∆ es aproximadamente normal. Esta aproximación

mejora a medida que ∆ se reduce, pero la varianza puede ser dependiente del estado. Por
este motivo, previamente deberemos transformar r para que la aproximación ĺımite sea
una normal estándar. Para ello, utilizamos la transformación de Lamperti (3.4), que nos
permite eliminar la heterocedasticidad convirtiendo rt en un proceso Ut con coeficiente de
difusión unitario. La densidad estacionaria qU del proceso transformado, generalmente,
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no es normal, pero satisface

qU (u) ∝
[
2

∫ U

mU (s) ds

]
.

La densidad estacionaria tiene colas poco pesadas, por lo que los polinomios tienen momen-
tos de segundo orden finitos una vez aplicada esta transformación. La primera diferencia
de Ut tendrá densidad normal estándar una vez dividida por

√
∆. Notar que si no reali-

zamos este ajuste, la primera diferencia de Ut convergerá a una distribución degenerada
con probabilidad uno en el cero (función delta de Dirac). Sea pU la función de densidad
de transición del proceso Ut, calcularemos los incrementos pseudo-normalizados de U para
adecuar pU a la expansión de Hermite,

Z∆=̇∆−1/2(U∆ − U0),

condicionando en U0 = u0 = ψ(r0). Sea pz la densidad condicionada de Z∆, donde ∆ deno-
ta el intervalo de tiempo utilizado para la aproximación. Como Z∆ es una transformación
conocida de r, podemos recuperar la densidad de transición de r a partir de la densidad
de Z∆ utilizando la fórmula del jacobiano

pr(∆, r | r0) =
∂

∂r
P [rt+∆ ≤ r | rt = r0]

=
pU [∆, ψ(r) | ψ(r0)]

σ(r)
=
pz
[
∆,∆−1/2(ψ(r)− ψ(r0)) | ψ(r0)

]
σ(r)∆−1/2

.

Necesitaremos, por tanto, aproximar la función de densidad pz. Sean hj los polinomios
de Hermite, polinomios ortogonales respecto a la densidad normal estándar, podemos
calcularlos como

hj=̇ exp

(
z2

2

)
dj

dzj

[
exp

(−z2

2

)]
, j ≥ 0.

La expansión de Hermite es

pz(∆, z | u0) =
exp(−z2/2)√

2π

∞∑
j=0

ηj(∆, u0)hj(z), (3.5)

cuyos coeficientes vienen dados por

ηj(∆, u0) =
1

j!

∫ +∞

−∞
hj(z)pz(∆, z | u0) dz

=
1

j!

∫ +∞

−∞
hj
(
∆−1/2(u− u0)

)
pU (∆, u | u0) du

=
1

j!
E
[
hj
(
∆−1/2(U∆ − U0)

)
| U0 = u0

]
=

1

j!
T∆hj

(
∆−1/2(U∆ − u0)

)
.

La aproximación de Hermite a pz utiliza un número de términos finitos en la expan-

sión (3.5), de modo que p
(J)
z (∆, z | u0) denota la suma parcial de (3.5) hasta j = J .

Habitualmente se toma J = 6, ya que este método converge bastante rápido. Como los
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coeficientes ηj son momentos condicionales espećıficos del proceso {Ut}, pueden calcular-
se utilizando métodos numéricos como la integración Monte Carlo. Aı̈t-Sahalia (2002b)
propuso utilizar una expansión exponencial, ya que cuando los coeficientes de difusión
son suaves, se pueden utilizar series de potencias para un subconjunto de funciones en el
dominio del generador. Sea g(u) un polinomio (notar que aunque depende de u0, hemos
tomado u0 como fijo) y A el generador infinitesimal de la difusión U , definido como el
operador A(θ) : g 7→ mU (·; θ)∂g/∂u + (1/2)∂2g/∂u2. Dada la suavidad de las funciones
drift y difusión, los polinomios y sus iteraciones se obtienen aplicando repetidamente el
generador A, bajo condiciones de regularidad del comportamiento ĺımite del proceso. Esto
garantiza que las series de Taylor son una aproximación adecuada de T∆,

T∆,g ≈
K∑
k=0

∆kAkg
k!

.

Tomando g como hj y K = 3, obtenemos las expresiones expĺıcitas de la aproximación de
Taylor de ηj , con η0 = 1 y

η1 = − mU∆1/2 − (2mUm
[1]
U +m

[2]
U )∆3/2/4

− (4mUm
[1]2
U + 4m2

Um
[2]
U + 6m

[1]
U m

[2]
U + 4mUm

[3]
U +m

[4]
U )∆5/2/24,

η2 = (m2
U +m

[1]
U )∆/2 + (6m2

Um
[1]
U + 4m

[1]2
U + 7mUm

[2]
U + 2m

[3]
U )∆2/12

+ (28m2
Um

[1]2
U + 28m2

Um
[3]
U + 16m

[1]3
U + 16m3

Um
[2]
U + 88mUm

[1]
U m

[2]
U

+ 21m
[2]2
U + 32m

[1]
U m

[3]
U + 16mUm

[4]
U + 3m

[5]
U )∆3/96,

η3 = − (m3
U + 3mUm

[1]
U +m

[2]
U )∆3/2/6− (12m3

Um
[1]
U + 28mUm

[1]2
U

+ 22m2
Um

[2]
U + 24m

[1]
U m

[2]
U + 14mUm

[3]
U + 3m

[4]
U )∆5/2/48,

η4 = (m4
U + 6m2

Um
[1]
U + 3m

[1]2
U + 4mUm

[2]
U +m

[3]
U )∆2/24

+ (20m4
Um

[1]
U + 50m3

Um
[2]
U + 100m2

Um
[1]2
U + 50m2

Um
[3]
U + 23mUm

[4]
U

+ 180mUm
[1]
U m

[2]
U + 40m

[1]3
U + 34m

[2]2
U + 52m

[1]
U m

[3]
U + 4m

[5]
U )∆3/240,

η5 = − (m5
U + 10m3

Um
[1]
U + 15mUm

[1]2
U + 10m2

Um
[2]
U

+ 10m
[1]
U m

[2]
U + 5mUm

[3]
U +m

[4]
U )∆5/2/120,

η6 = (m6
U + 15m4

Um
[1]
U + 15m

[1]3
U + 20m3

Um
[2]
U + 15m

[1]
U m

[3]
U + 45m2

Um
[1]2
U

+ 10m
[2]2
U + 15m2

Um
[3]
U + 60mUm

[1]
U m

[2]
U + 6mUm

[4]
U +m

[5]
U )∆3/720,

donde se ha empleado la notación m
[k]m
U =

(
∂kmU (u0; θ)/∂uk0

)m
.

Podemos derivar expresiones expĺıcitas de la densidad de transición del proceso U basadas
en expansiones de Hermite. La expansión de pU de orden K viene dada por

p̃
(K)
U (∆, u | u0) = ∆−1/2φ

(
u− u0

∆1/2

)
exp

{∫ u

u0

mU (w) dw

} K∑
k=0

ck(u | u0)
∆k

k!
,
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donde φ(z) = e−z
2/2/
√

2π es la densidad normal N(0, 1), c0(u | u0) = 1 y, para todo j ≥ 1,

cj(u | u0) = j(u− u0)−j
(∫ u

u0

(w − u0)j−1{λu(w)cj−1(w | u0)

+
[
∂2cj−1(w | u0)/∂w2

]
/2}dw

)
,

con λu(u; θ) ≡ −(mU2(u) + ∂mU (u)/∂u)/2. Aśı, tenemos que

p̃(K)
r (∆, r | r0) ≡ σ(r)−1p̃

(K)
U (∆, ψ(r) | ψ(r0)),

la sucesión de funciones expĺıcitas p̃
(K)
U aproxima a pU . En Aı̈t-Sahalia (1999) se demuestra

que

p̃(K)
r (∆, r | r0)→ pr(∆, r | r0).

Para calcular los estimadores de máxima verosimilitud, maximizamos la aproximación del
logaritmo de la verosimilitud

`(K)
n ≡ 1

n

n∑
i=1

ln
{
p̃

(K)
r,θ (∆, ri∆ | r(i−1)∆)

}
.

De esta manera obtenemos un estimador θ̂
(K)

n que es próximo al exacto θ̂n (ver Aı̈t-Sahalia
1999). Cuando el proceso admite una distribución estacionaria, la varianza asintótica del
estimador de máxima verosimilitud viene dada por la inversa de la matriz de información
de Fisher. Para procesos estacionarios, el estimador satisface

√
n (θ̂n − θ0)

d−−→ N(0, i(θ0)−1),

donde la matriz de información de Fisher es

i(θ0) ≡ E
[
L̇(θ)L̇(θ)′

]
= −E

[
L̈(θ)

]
,

con L(θ) = ln [pr,θ(∆, r∆ | r0)], L̇(θ) = ∂L(θ)/∂θ y L̈(θ) = ∂2L(θ)/∂θ∂θ′.

3.1.4. Método Generalizado de los Momentos

Chan et al. (1992) introducen el modelo CKLS y para la estimación de los parámetros
del modelo consideran el método generalizado de los momentos (GMM). Aproximando el
proceso en tiempo continuo con una especificación en tiempo discreto tenemos

rt+1 − rt = α+ βrt + εt+1, (3.6)

E(εt+1) = 0, E(ε2
t+1) = σ2r2γ

t . (3.7)

El método generalizado de los momentos no requiere que la distribución de los cambios en
el tipo de interés sea normal, la justificación asintótica para el procedimiento GMM sólo
requiere que la distribución de los cambios en el tipo de interés sea estacionaria y ergódica
y que las esperanzas relevantes existan.
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Sea θ el vector de parámetros con los elementos α, β, σ2 y γ. Dado
εt+1 = rt+1 − rt − α− βrt, denotamos por ft(θ) el vector

ft(θ) =


εt+1

εt+1rt

ε2
t+1 − σ2r2γ

t

(ε2
t+1 − σ2r2γ

t )rt

 .

Bajo la hipótesis nula de que las restricciones que implican (3.7) son ciertas, tenemos las
condiciones de ortogonalidad E[ft(θ)] = 0. El procedimiento GMM consiste en reemplazar
E[ft(θ)] con su contrapartida muestral, gn(θ), utilizando las n observaciones, donde

gn(θ) =
1

n

n∑
t=1

ft(θ),

Por la Ley de los Grandes Números, tenemos que

gn(θ)
c.s.−−→ E[ft(θ)]

uniformemente en θ. El método generalizado de los momentos consiste en reemplazar las
condiciones de ortogonalidad por sus correspondientes momentos muestrales, escogiendo
las estimaciones de los parámetros que minimizan la forma cuadrática

Jn(θ) = g′n(θ)Wn(θ)gn(θ),

donde Wn(θ) es una matriz de pesos simétrica y definida positiva. Para una matriz de
pesos Wn(θ), el estimador GMM es

θ̂ = arg mı́n
θ
Jn(θ).

Hansen (1982) demostró que escogiendo Wn(θ) = S−1(θ), donde

S(θ) = E[ft(θ)f ′t(θ)],

resulta en el estimador GMM de θ con la matriz de covarianzas asintótica más pequeña.

Notar que los momentos condicionales del modelo en tiempo continuo y los momentos
condicionales de la discretización no coinciden. Por ello, utilizar los momentos condiciona-
les puede conllevar estimaciones inconsistentes. Sin embargo, para ∆ → 0, los momentos
condicionales convergen, al igual que los estimadores.

3.1.5. Filtro de Kalman

Los modelos de espacio de estados, introducidos en Kalman (1960), proporcionan una
metodoloǵıa unificada para el tratamiento de una amplia variedad de problemas en el
análisis de series temporales. Este modelo utiliza un vector de autorregresión de orden
uno como ecuación de estados, xt, que determina la regla para la generación del vector
de estados xt respecto del estado anterior xt−1, para t = 1, . . . , n. El modelo de espacio
de estados asume que no observamos el vector de estados xt directamente, sino una
transformación lineal del mismo con un error asociado, yt.
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Dadas las observaciones Yn = {y1 . . .yn}, la ecuación de estados y observaciones
son:

Ecuación de estados xt = Φxt−1 + Υut +wt wt ∼ iid N(0, Q),

Ecuación de observaciones yt = Atxt + Γut + vt vt ∼ iid N(0, R),

donde At es la matriz de medidas u observaciones y ut es un vector de inputs (variables
exógenas o inputs constantes que pueden incorporarse en la ecuación de observaciones o
de estados). Por simplicidad, asumimos que {wt} y {vt} están incorrelados.

Si definimos xnt = E(xt | Yn) y Pnt = E {(xt − xnt )(xt − xnt )′}, las ecuaciones del Filtro de
Kalman, con estado inicial x0 ∼ N(x0

0,P
0
0), son

Estado inicial

x0
0, P

0
0

Ecuaciones de actualización

Kt = P t−1
t A′t

[
AtP

t−1
t A′t +R

]−1

xtt = xt−1
t +Kt

[
yt −Atxt−1

t − Γut
]

P tt = [I −KtAt]P
t−1
t

Ecuaciones de predicción

xt−1
t = Φxt−1

t−1 + Υut

P t−1
t = ΦP t−1

t−1 Φ′ +Q

El Filtro de Kalman produce la proyección lineal de xt en Yt−1, como de-
nota xt−1

t = E(xt | Yt−1), junto con el error cuadrático medio, dado por
P t−1
t = E

{
(xt − xt−1

t )(xt − xt−1
t )′

}
. Los estimadores son óptimos en el sentido de

que minimizan el error cuadrático medio dentro de la clase de todos los estimadores
lineales del vector de estados.

Para derivar los ecuaciones de predicción tenemos:

xt−1
t = E(xt | Yt−1) = E(Φxt−1 + Υut +wt | Yt−1) = Φxt−1

t−1 + Υut,

y, por lo tanto,

P t−1
t = E

{
(xt − xt−1

t )(xt − xt−1
t )′

}
= E

{
[Φ(xt−1 − xt−1

t−1) +wt][Φ(xt−1 − xt−1
t−1) +wt]

′}
= ΦP t−1

t−1 Φ′ +Q.

Para derivar las ecuaciones de actualización, escribimos las innovaciones como

εt = yt − E {yt | Yt−1} = yt −Atxt−1
t − Γut,

y las correspondientes matrices de varianzas-covarianzas

Σt = Var(εt) = Var[At(xt − xt−1
t ) + vt] = AtP

t−1
t A′t +R para t = 1, . . . , n.
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Notar que E(εty
′
s) = 0 para s < t, y como la secuencia de innovaciones es un proceso

Gaussiano, las innovaciones son independientes de las observaciones pasadas. La covarianza
condicional entre xt y εt dado Yt−1 es Cov = {xt, εt | Yt−1} = P t−1

t A′t. Entonces, la
distribución condicional conjunta de xt y εt dado Yt−1 es normal,(

xt

εt

) ∣∣∣∣ Yt−1 ∼ N
([
xt−1
t

0

]
,

[
P t−1
t P t−1

t A′t
AtP

t−1
t Σt

])
.

Podemos escribir 2

xtt = E
{
xt | y1, . . . ,yt−1,yt

}
= E {xt | Yt−1, εt} = xt−1

t +Ktεt,

donde
Kt = P t−1

t A′tΣ
−1
t = P t−1

t A′t
[
AtP

t−1
t A′t +R

]−1

es la Ganancia de Kalman, que minimiza la matriz de covarianza del error,

P tt = Cov {xt | Yt−1, εt} = P t−1
t − P t−1

t A′tΣ
−1
t AtP

t−1
t = [I −KtAt]P

t−1
t .

Estimación por máxima verosimilitud

La estimación de los parámetros que especifican el modelo de espacio de estados se realiza
por máxima verosimilitud. Sea θ =

{
x0

0, P
0
0 ,Φ, Q,R,Υ,Γ

}
el vector de parámetros que

contiene los elementos de media y covarianza inicial x0
0 y P 0

0 , la matriz de transición Φ,
las matrices de covarianzas de estado y observaciones Q y R y la matriz de coeficientes del
vector de inputs Υ y Γ. Podemos utilizar máxima verosimilitud bajo el supuesto de que el
estado inicial es Gaussiano y los errores w1, . . . ,wn y v1, . . . ,vn son vectores de variables
normales e incorrelados. La verosimilitud se computa utilizando las innovaciones ε1, . . . , εn,
que por ser vectores aleatorios Gaussianos independientes con media cero y matriz de
covarianzas Σt = AtP

t−1
t A′t +R, podemos escribir la verosimilitud, LY (θ), (ignorando la

constante) como

− ln LY (θ) =
1

2

n∑
t=1

log |Σt(θ)|+ 1

2

n∑
t=1

εt(θ)′Σt(θ)−1εt(θ).

El procedimiento habitual es, dado x0
0, desarrollar un conjunto de recursiones para la

función del logaritmo de la verosimilitud y sus dos primeras derivadas. Posteriormente,
podemos utilizar el algoritmo de Newton-Raphson sucesivamente para actualizar los valo-
res de los parámetros hasta que se minimice el negativo del logaritmo de la verosimilitud.

Para utilizar el filtro de Kalman para obtener la estimación de los parámetros del proceso
de difusión

drt = m(rt, θ) dt+ σ(rt, θ) dWt,

2La distribución normal multivariante tiene la siguiente propiedad:
Sea y = (y1, . . . , ym)′, x = (x1, . . . , xn)′, y supongamos que el vector (y′,x′)′ es normal,(

y

x

)
∼ N

([
µy
µx

]
,

[
Σyy Σyx

Σxy Σxx

])
.

Entonces, y | x es normal con

µy|x = µy + ΣyxΣ−1
xx (x− µx),

Σy|x = Σyy − ΣyxΣ−1
xxΣxy ,

donde se asume que Σxx es no singular.
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consideramos su versión discreta,

rti+1 − rti = m(rt, θ)∆ + σ(rt, θ)(Wti+1 −Wti),

y reexpresamos el proceso como

zti
∆

= m(rt, θ) + σ(rt, θ)∆
−1/2εti ,

con zti = rti+1 − rti y donde εti son variables aleatorias iid N(0,1).

Distribución asintótica de los estimadores

Bajo condiciones generales, sea θ̂n el estimador del verdadero parámetro θ0 obtenido
maximizando la verosimilitud de las innovaciones, LY (θ). Entonces, cuando n→∞

√
n
(
θ̂n − θ0

) d−−→ N
(
0, i(θ0)−1

)
,

donde
i(θ0) = ĺım

n→∞
n−1E

[
−∂2 lnLY (θ0)/∂θ0 ∂θ

′
0

]
es la matriz de información asintótica de Fisher.

3.2. Estimación no paramétrica

Los modelos expuestos en el Caṕıtulo 2.1 se basan en una serie de hipótesis sobre el po-
sible comportamiento de las funciones drift y difusión del proceso estocástico que recoge
la dinámica de los tipos de interés. Pero no existe consenso ni evidencia emṕırica de que
un determinado tipo de proceso estocástico sea más adecuado para modelizar el compor-
tamiento de los tipos de interés. Los modelos paramétricos intentan capturar distintas
propiedades particulares de la dinámica de los tipos de interés, lo que ha llevado a utilizar
también técnicas de estimación no paramétricas, que permiten capturar la dinámica sin
necesidad de especificar una relación paramétrica. A diferencia de los métodos paramétri-
cos, se requieren menos hipótesis y restricciones, pero para su adecuado funcionamiento
necesitaremos tamaños muestrales elevados.

Las técnicas no-paramétricas aplicadas en el contexto de los modelos de difusión están
orientadas, principalmente, a la determinación de la función de densidad estacionaria y
las funciones drift y difusión.

Sea r un proceso de difusión ergódico, solución de la ecuación diferencial estocásti-
ca

drt = m(rt) dt+ σ(rt) dWt,

donde m(·) y σ(·) satisfacen las condiciones de regularidad y existe una medida invariante
π(r) para el proceso r.

3.2.1. Estimación de la densidad estacionaria

Dada una muestra aleatoria simple (X1, X2, . . . , Xn) de una población con función de
distribución F , absolutamente continua, y función de densidad f , el estimador tipo núcleo
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propuesto por Parzen (1962) y Rosenblatt (1956) viene dado por

f̂h(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
=

1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi),

donde Kh(u) = 1
hK(uh), K es una función Kernel o función Núcleo y h > 0 es el parámetro

de suavizado, llamado ventana o ancho de banda, que regula el tamaño del entorno que
se usa para llevar a cabo la estimación. Es habitual exigir que la función núcleo K sea no
negativa y su integral sea uno:

K(u) ≥ 0, ∀u,
∫ ∞
−∞

K(u) du = 1.

También es frecuente exigir que K sea una función simétrica, K(−u) = K(u). Por tanto,
el estimador tipo núcleo de la densidad estacionaria es

π̂h(r) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
r − rti
h

)
=

1

n

n∑
i=1

Kh(r − rti).

Es usual utilizar el núcleo Gaussiano

K(u) =
1√
2π
e−

1
2
u2 .

Respecto a la distribución asintótica del estimador de Parzen-Rosenblatt, las condiciones
mı́nimas necesarias para que el sesgo y la varianza del estimador tiendan a cero cuando el
tamaño muestral tiende a infnito son h→ 0, nh→∞. En tales circunstancias se tiene

√
nh (π̂h(r)− π(r))

d−−→ N(B, V ).

Puede probarse que el valor asintóticamente óptimo de h, en el sentido del error cuadrático
medio (MSE), es h = c0n

−1/5, con

c0 =

(
π(r)

∫
K(t)2dt

d2
Kπ
′′(r)2

) 1
5

,

dK =
∫
t2K(t) dt. Con este valor de h los valores de media y varianza de la distribución

normal ĺımite son

B =
1

2
c

5/2
0 dKπ

′′(r),

V = π(r)

∫
K(t)2dt.

Asumiendo ĺım
n→∞

nh4.5 = 0 y bajo condiciones de regularidad, el estimador de la densi-

dad estacionaria π̂h se comporta como en el caso de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, tenemos que

√
nh (π̂h(r)− π(r))

d−−→ N(0, V ).

Podemos encontrar resultados referidos a la consistencia asintótica en Boente y Fraiman
(1988).



28 CAPÍTULO 3. MÉTODOS DE ESTIMACIÓN

3.2.2. Estimación de las funciones drift y difusión

Existen dos enfoques para la estimación de los coeficientes del proceso de difusión. El
primero es un enfoque semiparamétrico que considera el conocimiento de la función drift
y el segundo es un enfoque no-paramétrico, que supone el desconocimiento de ambas
funciones, drift y difusión.

Enfoque semiparamétrico

Como hemos visto en la Sección 2.1, de las ecuaciones de Fokker-Planck (Aı̈t-Sahalia
(1996a)) obtenemos

∂2

∂r2

[
σ2(r)π(r)

]
= 2

∂

∂r
[m(r)π(r)] ,

integrando y reordenando,

m(r) =
1

2π(r)

∂

∂r
[σ2(r)π(r)], σ2(r) =

2

π(r)

∫ r

0
m(u)π(u) du,

bajo la condición π(0) = 0. Estas ecuaciones permiten estimar el drift m(·) dada una es-
pecificación de la función de difusión σ2(·) y de la densidad marginal o estimar el término
de difusión dada una especificación de la función drift y de la densidad marginal estimada.
Aśı, tomando π̂h como estimador de la densidad estacionaria y dado un drift m(·) conoci-
do (o cuya forma paramétrica sea conocida y dispongamos de estimadores consistentes),
podemos estimar σ2(·) por

σ̂2
h(r) =

2

π̂h(r)

∫ r

0
m̂(u)πh(u) du =

2

π̂h(r)

∫ r

0
m̂(u, θ̂)πh(u) du,

donde m̂(·, θ̂) es el estimador de la función drift y θ̂ es un estimador
√
n-consistente de θ.

Las propiedades asintóticas de este estimador pueden consultarse en Prakasa Rao (1990)
y Aı̈t-Sahalia (1996).

Enfoque no-paramétrico

Si carecemos de información acerca de la función drift, la estimación de los coeficientes se
lleva a cabo de forma no-paramétrica. El estimador de la función de difusión propuesto
por Florens-Zmirou (1993) es

σ̂2
h(r) =

n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

)
(rti+1 − rti)2

∆
n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

) ,

que requiere un esquema de altas frecuencias, con la condición ∆ → 0 en alguna tasa
adecuada para obtener la consistencia y la normalidad asintótica. En el art́ıculo original se
utilizó el como K el kernel uniforme. Posteriormente, Jiang y Knight (1998) extendieron el
resultado de Florens-Zmirou al kernel Gaussiano y Bandi y Phillips (2003) extendieron los
resultados a procesos estacionarios generales con un kernel K. Otros autores han utilizado
técnicas diferentes para la estimación del coeficiente de difusión: wavelets (Genon-Catalot
et al. 1992), estimación adaptativa (Hoffmann 1999), vecino más próximo, etc.
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Podemos obtener un estimador del drift tal y como hemos visto con la función de difusión:

m̂h(r) =

n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

)
(rti+1 − rti)

∆
n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

)
En el enfoque de Stanton (1997), los dos estimadores empleados son los estimadores de
tipo núcleo de Nadaraya-Watson de las esperanzas condicionales

m(r) = ĺım
t→0

1

t
E {(rt − r) | r0 = r} ,

σ2(r) = ĺım
t→0

1

t
E
{

(rt − r)2 | r0 = r
}
.

En este enfoque, m(r) y σ2(r) equivalen a la media condicional y varianza condicional,
respectivamente, del proceso cuando r0 = r. Para un ∆n fijo, estas ecuaciones se pueden
reescribir como

m(r) =
1

∆
E
{

(rti+1 − rti) | rti = r
}

+
O(∆n)

∆
,

σ2(r) =
1

∆
E
{

(rti+1 − rti)2 | rti = r
}

+
O(∆n)

∆
.

Respecto a la elección del parámetro de suavizado h, es habitual utilizar la regla del pulgar,
como la regla de Scott (1992), de modo que h es proporcional a s · n−1/5, donde s es la
desviación estándar de la muestra,

s =

√√√√ 1

n− 1

n∑
i=1

(rti − r̄)2.
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Caṕıtulo 4

Aplicación a datos simulados y
reales

Actualmente, no existe un consenso sobre qué modelo es más apropiado para representar
la dinámica de los tipos de interés, ni qué método de estimación es más adecuado. En este
caṕıtulo se presenta una comparación emṕırica de los métodos de estimación, paramétricos
y no-paramétricos, descritos en el Caṕıtulo 3.

Para la simulación se ha optado por el proceso CIR, ya que, como la distribución condi-
cional del proceso es conocida, podemos basar el método de simulación en su distribución
y no recurrir a un método de discretización. También nos permitirá considerar entre los
métodos de estimación paramétrica el de máxima verosimilitud exacta y, además, en la
Sección 4.2 podremos comparar la estimación no-paramétrica de la densidad estacionaria
con la verdadera función de densidad π(r).

En el caṕıtulo también se introducen técnicas de remuestreo para aproximar la distribución
de los estimadores. Para ello, emplearemos la metodoloǵıa bootstrap en el filtro de Kalman.
Es importante notar que un aspecto fundamental del bootstrap es su corrección asintótica,
es decir, que el orden de aproximación de la distribución ĺımite sea igual o mejor que el
de la teoŕıa asintótica convencional. Veremos que el orden de aproximación es igual en
ambos casos, por lo que el interés de la aplicación de la metodoloǵıa bootstrap en el filtro
de Kalman radica en la posibilidad de estudiar la distribución de los estimadores.

4.1. Estimación paramétrica

En esta sección llevaremos a cabo una comparación emṕırica de los métodos de estimación
paramétricos descritos en la Sección 3.1: máxima verosimilitud exacta, máxima verosimi-
litud aproximada, Método Generalizado de los Momentos (GMM), máxima verosimilitud
de Aı̈t-Sahalia y filtro de Kalman.

Consideremos el proceso Cox-Ingersoll-Ross dado por

drt = (0.6− 0.2rt) dt+
√

0.05rt dWt, (4.1)

con r0 = 3 %, θ1 = 0.6, θ2 = 0.2, θ3 =
√

0.05 ≈ 0.2236. Se cumple que 2θ1 > θ2
3, por lo

que el proceso anterior es estacionario. Se ha simulado el proceso para ∆ = 1/12 y dos
tamaños muestrales, n = 300 y n = 900, cuyas trayectorias pueden verse en la Figura 4.1.

31
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Proceso CIR

drt = (0.6− 0.2rt)dt+
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(a) Trayectoria simulada del proceso con tamaño
muestral n = 300 y ∆ = 1/12, donde ti = i∆/T ,
con i = 0, 1, . . . , 300 y T = ∆n = 25.

Proceso CIR
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(b) Trayectoria simulada del proceso con tamaño
muestral n = 900 y ∆ = 1/12, donde ti = i∆/T ,
con i = 0, 1, . . . , 900 y T = ∆n = 75.

Figura 4.1: Trayectorias simuladas del proceso CIR drt = (0.6− 0.2rt) dt+
√

0.05rt dWt para dos tamaños
muestrales, n = 300 y n = 900.

Para la estimación por el Método Generalizado de los Momentos, consideramos el proceso
discretizado

rti+1 − rti = (θ1 − θ2rt)∆ + εti+1 (4.2)

y asumimos

E
[
εti+1 | Fti

]
= 0, E

[
ε2
ti+1
| Fti

]
= ∆θ2

3rti , E
[
εtiεtj | Fti

]
= 0,

por lo que E
[
rti+1 | Fti

]
= rti + (θ1− θ2rt)∆ y rti+1 −E

[
rti+1 | Fti

]
= εti+1 . El vector ft(θ)

será, por tanto,

ft(θ) =


rti+1 − E(rti+1 | Fti)

rti
[
rti+1 − E(rti+1 | Fti)

]
Var(rti+1 | Fti)−

[
rti+1 − E(rti+1 | Fti)

]2
rti

(
Var(rti+1 | Fti)−

[
rti+1 − E(rti+1 | Fti)

]2)


donde

E(rti+1 | rti = x) =
θ1

θ2
+

(
x− θ1

θ2

)
e−θ2∆,

Var(rti+1 | rti = x) = x
θ2

3(e−θ2∆ − e−2θ2∆)

θ2
+
θ1θ

2
3(1− e−2θ2∆)

2θ2
2

.

Por otro lado, para la estimación con el método de máxima verosimilitud de Aı̈t-Sahalia
necesitaremos calcular la transformación de Lamperti del proceso CIR,

Ut = ψ(rt;θ) =

∫ rt 1

σ(s;θ)
ds =

∫ rt 1

θ3
√
s

ds =
2
√
rt

θ3
,

y, por tanto,

rt = ψ−1(Ut;θ) =

(
θ3Ut

2

)2

.
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Aplicando la fórmula de Itô al nuevo proceso U ,

dUt = mU (Ut;θ) dt+ dWt

=

(
m(ψ−1(u;θ);θ)

σ(ψ−1(u;θ);θ)
− 1

2

∂σ

∂r

(
ψ−1(u;θ);θ

))
dt+ dWt

=
4θ1 − θ2

3

2θ2
3Ut

dt− θ2

2
Ut dt+ dWt,

obtenemos un proceso con coeficiente de difusión unitario. Tenemos que el drift del proceso
Ut es

mU (u0;θ) =
4θ1 − θ2

3

2θ2
3u0

− θ2

2
u0,

y sus derivadas parciales vienen dadas por

m
[1]
U =

∂mU (u0;θ)

∂u0
=
−4θ1 + θ2

3

2θ2
3u

2
0

− θ2

2
,

m
[2]
U =

∂2mU (u0;θ)

∂u2
0

=
4θ1 − θ2

3

θ2
3u

3
0

,

m
[3]
U =

∂3mU (u0;θ)

∂u3
0

=
−12θ1 + 3θ2

3

θ2
3u

4
0

,

m
[4]
U =

∂4mU (u0;θ)

∂u4
0

=
48θ1 − 12θ2

3

θ2
3u

5
0

,

m
[5]
U =

∂5mU (u0;θ)

∂u5
0

=
−240θ1 + 60θ2

3

θ2
3u

6
0

,

m
[6]
U =

∂6mU (u0;θ)

∂u6
0

=
1440θ1 − 360θ2

3

θ2
3u

7
0

.

En el Cuadro 4.1 se muestran las estimaciones de los parámetros y el error estándar
asociado (entre paréntesis) utilizando los distintos métodos de estimación paramétrica
vistos en la Sección 3.

drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3
√
rt dWt

θ1 = 0.6 θ2 = 0.2 θ3 =
√

0.05 ≈ 0.2236

n = 300 n = 900

Método θ̂1 θ̂2 θ̂3 θ̂1 θ̂2 θ̂3

MV exacta
1.0114 0.3074 0.2150 0.6297 0.2178 0.2265

(0.5186) (0.1601) (0.0089) (0.2170) (0.0763) (0.0054)

MV aproximada
1.0107 0.3073 0.2122 0.6185 0.2138 0.2246

(0.5048) (0.1559) (0.0087) (0.2132) (0.0750) (0.0053)

GMM
0.9788 0.3032 0.1518 0.7691 0.2793 0.1523

(2.1047) (0.7280) (0.0270) (0.8558) (0.4326) (0.0474)

Aı̈t-Sahalia
1.0105 0.3072 0.2150 0.6274 0.2168 0.2265

(0.5184) (0.1601) (0.0089) (0.2170) (0.0764) (0.0054)

Filtro de Kalman
1.0107 0.3072 0.2122 0.6180 0.2136 0.2246

(0.5048) (0.1560) (0.0087) (0.2132) (0.0750) (0.0053)

Cuadro 4.1: Estimación paramétrica de las componentes del proceso CIR, utilizando distintos métodos de
estimación.
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Para simular el proceso, se ha generado una muestra de tamaño 45 000 y nos hemos queda-
do con las últimas n observaciones para eliminar el efecto del valor inicial r0 y para asegu-
rarnos de que las observaciones del proceso son estacionarias. En el Cuadro 4.1, podemos
apreciar como al incrementar el tamaño muestral, las estimaciones de los parámetros se
acercan a sus verdaderos valores. La estimación del coeficiente de difusión, θ3, se aproxima
a su verdadero valor incluso con tamaño muestral n = 300. En general, las estimaciones
obtenidas con los cinco métodos son muy similares, a excepción del Método Generalizado
de los Momentos (notar que el error estándar que obtenemos es bastante elevado). Es
importante resaltar que, tal y como vimos en la Sección 3.1.4, los momentos condicionales
del modelo en tiempo continuo (4.1) y los momentos condicionales del proceso discreti-
zado (4.2) no coinciden, por lo que las estimaciones obtenidas pueden ser inconsistentes.
Sea θ el verdadero parámetro de (4.1) y θ̃ el verdadero parámetro de (4.2). Si comproba-
mos la condición de ortogonalidad, E

[
ft(θ)

]
= 0, para los dos primeros elementos de ft,

E(εti+1) = 0 y E(rtiεti+1) = 0, obtenemos

θ̃1 =
θ1

θ2∆

(
eθ2∆ − 1

)
, θ̃2 =

eθ2∆ − 1

∆
,

es decir, este método proporciona estimadores consistentes de θ̃1 y θ̃2, pero no de θ1 y
θ2. Cuando ∆ → 0, los parámetros θ̃1 y θ̃2 son prácticamente iguales a sus homólogos
en tiempo continuo, θ1 y θ2. En este caso, tenemos que ∆ = 1/12, por lo que parece
que no es lo suficientemente pequeño para obtener estimaciones razonables con el Método
Generalizado de los Momentos.

4.1.1. Estudio de simulación

En esta sección llevaremos a cabo un estudio de simulación para comparar las estimaciones
de los parámetros con los cinco métodos de estimación paramétrica introducidos a lo largo
de este trabajo. Para ello, realizaremos 500 simulaciones del proceso CIR expuesto en el
apartado anterior,

drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3
√
rt dWt,

θ1 = 0.6 θ2 = 0.2 θ3 =
√

0.05 ≈ 0.2236,

con r0 = 3 %. Se han generado 500 muestras de tamaño 45 000 y nos hemos quedado con las
últimas n = 900 observaciones, para las que hemos estimado los parámetros θ = (θ1, θ2, θ3)′

con los cinco métodos de estimación.

En el Cuadro 4.2 se muestran distintos estad́ısticos de las estimaciones. En media, el méto-
do generalizado de los momentos (GMM) es el que peor funciona, ya que, como vimos en
la sección anterior, las estimaciones obtenidas con este método pueden ser inconsistentes.
Respecto a los otros métodos de estimación, presentan un comportamiento bastante simi-
lar, siendo el método de máxima verosimilitud exacta el que, en media, más se acerca al
verdadero valor de los parámetros.

En la Figura 4.2 se han representado los diagramas de caja de las estimaciones y en la
Figura 4.3 se muestran los histogramas de las estimaciones de los tres parámetros para los
cinco métodos de estimación, aśı como la media (ĺınea punteada) y el valor del verdadero
parámetro. Notar que, en media, la estimación del coeficiente de difusión, θ3, por máxima
verosimilitud exacta y por el método de Aı̈t-Sahalia son muy parecidas y prácticamente
iguales al parámetro teórico. Para los parámetros θ1 y θ2, los histogramas de los cinco
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métodos son muy similares, excepto para el método generalizado de los momentos que
presenta un sesgo bastante mayor.

Método Parámetro
Cuartiles

Mı́n. 25 % 50 % 75 % Máx. Media

MV exacta

θ̂1 0.2186 0.5804 0.7533 0.9330 1.5992 0.7739

θ̂2 0.0663 0.1921 0.2522 0.3123 0.5406 0.2577

θ̂3 0.2104 0.2202 0.2238 0.2274 0.2399 0.2237

MV aproximada

θ̂1 0.2136 0.5736 0.7420 0.9202 1.5368 0.7645

θ̂2 0.0649 0.1900 0.2490 0.3052 0.5201 0.2546

θ̂3 0.2086 0.2177 0.2214 0.2248 0.2368 0.2214

GMM

θ̂1 0.0083 0.7278 0.9596 1.2934 3.7294 1.0696

θ̂2 0.0328 0.2415 0.3297 0.4232 1.1050 0.3543

θ̂3 0.1396 0.1545 0.1585 0.1628 0.2235 0.1589

Aı̈t-Sahalia

θ̂1 0.2186 0.5804 0.7533 0.9330 1.5780 0.7736

θ̂2 0.0663 0.1921 0.2522 0.3123 0.5314 0.2576

θ̂3 0.2104 0.2202 0.2238 0.2274 0.2399 0.2237

Filtro de Kalman

θ̂1 0.2127 0.5737 0.7421 0.9194 1.5361 0.7644

θ̂2 0.0646 0.1901 0.2490 0.3053 0.5203 0.2545

θ̂3 0.2086 0.2177 0.2214 0.2248 0.2368 0.2214

Cuadro 4.2: Estad́ısticos de las estimaciones en 500 muestras de tamaño n = 900 del proceso CIR
drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3

√
rt dWt con parámetros θ1 = 0.6, θ2 = 0.2, θ3 =

√
0.05 ≈ 0.2236, mediante cinco

métodos de estimación. Se muestran los valores mı́nimos y máximos, los cuartiles y la media.
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Figura 4.2: Diagramas de caja de las estimaciones de θ = (θ1, θ2, θ3)′ = (0.6, 0.2,
√

0.05)′ de 500 réplicas
del proceso CIR drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3

√
rt dWt.
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(b) Histogramas de θ̂ estimado por máxima verosimilitud aproximada.
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(c) Histogramas de θ̂ estimado por el método generalizado de los momentos.
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(d) Histogramas de θ̂ estimado por el método de Aı̈t-Sahalia.
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Figura 4.3: Histogramas de θ̂ para los cinco métodos de estimación paramétrica, basados en 500 simula-
ciones.
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4.2. Estimación no-paramétrica

Dado el proceso (4.1),

drt = (0.6− 0.2rt) dt+
√

0.05rt dWt,

en la Figura 4.4 se muestra el estimador no paramétrico (ĺınea punteada) de las funciones
drift y difusión (ĺınea sólida), para n = 900. Los estimadores de la función drift y difusión
vienen dados por

m̂h(r) =

n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

)
(rti+1 − rti)

∆
n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

) ,

σ̂2
h(r) =

n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

)
(rti+1 − rti)2

∆
n−1∑
i=0

K
(
r−rti
h

) ,

respectivamente.

Se ha utilizado el núcleo Gaussiano y la ventana se ha calculado utilizando la regla de
Scott, obteniendo h = 0.164. A la vista de la figura, la estimación que obtenemos con este
parámetro de ventana es demasiado ruidosa para ambas funciones, por lo que también se
ha considerado un ancho de banda mayor, a efectos comparativos. Notar que para estimar
la función drift parece conveniente utilizar una ventana mayor que para la función de
difusión.
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Figura 4.4: Estimación no paramétrica de las funciones drift (izquierda) y difusión (derecha) del proceso
drt = (0.6− 0.2rt) dt+

√
0.05rt dWt, para tamaño muestral n = 900 y ∆ = 1/12. Las ĺıneas sólidas son

las funciones teóricas y las ĺıneas punteadas son estimaciones no paramétricas utilizando dos parámetros
ventana h diferentes. El ancho de banda de la ĺınea punteada negra, h = 0.164, ha sido calculado con la
regla de Scott.
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Figura 4.5: Estimación no paramétrica de la densidad estacionaria del proceso
drt = (0.6− 0.2rt) dt+

√
0.05rt dWt, para tamaño muestral n = 900 y ∆ = 1/12. La ĺınea sólida

es la verdadera densidad y las ĺıneas punteadas son estimaciones utilizando dos parámetros ventana h
diferentes. El ancho de banda de la ĺınea punteada negra, h = 0.164, ha sido calculado con la regla de
Scott.

Para la estimación de la densidad estacionaria, Figura 4.5, se ha utilizado el estimador
tipo núcleo

π̂h(r) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
r − rti
h

)
.

Al igual que para las funciones drift y difusión, se ha utilizado el núcleo Gaussiano y la
ventana se ha calculado con la regla de Scott. Parece que, como suced́ıa con las funciones
drift y difusión, la ventana es un poco pequeña, ya que la estimación obtenida (ĺınea
punteada negra) no es tan suave como la verdadera densidad (ĺınea sólida). A efectos
comparativos, se ha incluido una estimación con un ventana mayor (en azul).

Aunque este método no requiere que ∆ = 1, un análisis emṕırico puede mostrar que
la estimación tipo núcleo de la densidad π(r) cuando ∆ < 1 es menos precisa. En la
Figura 4.6b, se muestra la estimación tipo núcleo de la densidad estacionaria para el
mismo tamaño muestral, n = 900, pero con ∆ = 1. Se puede apreciar como la estimación
es más precisa que con ∆ = 1/12.

Para mejorar la estimación cuando ∆ < 1, podemos incrementar el tamaño muestral. En
la Figura 4.6a se muestra la estimación tipo núcleo para el proceso CIR con ∆ = 1/12 y
tamaño muestral n = 12 000. Si la comparamos con la Figura 4.5, vemos que al incrementar
el tamaño muestral, manteniendo el mismo valor de ∆, la estimación tipo núcleo es más
precisa. De nuevo, el parámetro de suavizado se ha calculado con la regla de Scott.
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√
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maño muestral n = 12 000 y ∆ = 1/12. Se puede
apreciar que al incrementar el tamaño muestral, la
estimación es más precisa que en la Figura 4.5.
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drt = (0.6− 0.2rt) dt+
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maño muestral n = 900 y ∆ = 1. Manteniendo el
mismo tamaño muestral que en la Figura 4.5, al
tomar ∆ = 1 la estimación es más precisa.

Figura 4.6: Efecto del tamaño muestral n y del paso de discretización ∆ en la estimación tipo núcleo de la
densidad estacionaria π(r).

4.2.1. Estudio de simulación

En esta sección se plantea un estudio de simulación para comparar la estimación pa-
ramétrica y no paramétrica de la densidad estacionaria del proceso CIR. Consideraremos
el proceso CIR

drt = (0.6− 0.2rt) dt+
√

0.05rt dWt,

y su estimación no paramétrica utilizando el estimador tipo núcleo visto en la sección
anterior, π̂h. Para la estimación paramétrica, tenemos que la densidad estacionaria del
modelo CIR sigue una Gamma con parámetro de forma 2θ1/θ

2
3 y parámetro de escala

θ2
3/2θ2, por lo que sustituiremos los parámetros por sus respectivas estimaciones θ̂1, θ̂2 y
θ̂3. En la Figura 4.7 se muestra la densidad estacionaria teórica y su estimación paramétrica
y no paramétrica para el ejemplo de la sección anterior.

Para la simulación, consideraremos 1 000 réplicas, con n = 900, y como criterio comparati-
vo entre las estimaciones de la densidad y la verdadera densidad estacionaria utilizaremos
la divergencia de Kullback-Leibler (KL), también conocida como divergencia de la informa-
ción o entroṕıa relativa, que es una medida de la similitud o diferencia entre dos funciones
de distribución de probabilidad. Para dos variables aleatoria continuas, la divergencia KL
se define como la integral

DKL(p, q) =

∫
p(x) log

p(x)

q(x)
dx,

donde p y q son funciones de densidad. Notar que DKL es cero si y sólo si p = q. Tomamos
como q(x) la densidad estacionaria teórica π(x) y como p(x) el estimador π̂h para la
estimación no paramétrica y πθ̂ para la estimación paramétrica. En el Cuadro 4.3 se
muestran los estad́ısticos de la medida DKL para la estimación paramétrica y para la
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estimación no paramétrica respecto de la densidad estacionaria teórica. Además, en la
Figura 4.8 se han representado los diagramas de caja para la DKL de ambas estimaciones
respecto a la densidad estacionaria teórica.
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Figura 4.7: Densidad estacionaria del proceso drt = (0.6− 0.2rt) dt+
√

0.05rt dWt, para tamaño muestral
n = 900 y ∆ = 1/12. La ĺınea sólida es la verdadera densidad, la ĺınea rayada es la estimación no
paramétrica (π̂h), con el parámetro de suavizado calculado con la regla de Scott, y la ĺınea punteada es
la estimación paramétrica (πθ̂), es decir, la densidad estacionaria con parámetro θ igual a la estimación

θ̂ = (θ̂1, θ̂2, θ̂3)′.

Estimación
Cuartiles

Mı́n. 25 % 50 % 75 % Máx. Media

Paramétrica 0.0001 0.0257 0.0642 0.1325 0.7298 0.0942

No paramétrica 0.0053 0.0511 0.0881 0.1492 0.6519 0.1141

Cuadro 4.3: Estad́ısticos para la DKL entre la estimación paramétrica de la densidad estacionaria y la
densidad teórica y la estimación no paramétrica de la densidad estacionaria y la verdadera densidad, en
1 000 muestras de tamaño n = 900 del proceso CIR drt = (0.6− 0.2rt) dt+

√
0.05rt dWt. Se muestran los

valores mı́nimos y máximos, los cuartiles y la media.

En media, la estimación paramétrica presenta menor divergencia con la densidad teórica
y llega a alcanzar valores muy cercanos a cero. Cabe notar que el parámetro de suavizado
en la estimación no paramétrica se ha calculado con la regla de Scott y, como vimos en
la sección anterior (ver Figura 4.5), para el tamaño muestral de n = 900 y ∆ = 1/12
parece que seŕıa más adecuado un ancho banda mayor. En la Figura 4.9 se muestra el
diagrama de caja de los anchos de banda, calculados con la regla de Scott, de las 1 000
simulaciones. La media de los h está en torno a 0.15, por lo que consideraremos distintos
anchos de banda y realizaremos la simulación de nuevo para ver cómo afecta el parámetro
de suavizado en la estimación no paramétrica.
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Figura 4.8: Diagramas de caja de DKL entre la estimación paramétrica de la densidad estacionaria y la
densidad teórica y la estimación no paramétrica de la densidad estacionaria y la verdadera densidad, con
1 000 réplicas del proceso CIR.
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Figura 4.9: Diagrama de caja de los parámetros de suavizado h, calculados con la regla de Scott, de las
1 000 simulaciones.

En el Cuadro 4.4 se muestran los estad́ısticos de la divergencia de Kullback-Leibler de la
densidad estacionaria teórica π a la estimación no paramétrica de la densidad con distintos
parámetros de suavizado h. Se ha incluido en la simulación el ancho de banda calculado
con la regla de Scott (regla del pulgar) a efectos comparativos. Notar que el parámetro
h = 0.30 tiene, en media, una menor divergencia y, si la comparamos con la obtenida por
la estimación paramétrica (ver Cuadro 4.3) es incluso menor. El parámetro h calculado
con la regla de Scott, en media, está en torno a 0.15, por lo que es neceseria duplicarlo
para obtener una DKL menor que con la estimación paramétrica. En la Figura 4.10 se
han representado los diagramas de caja correspondientes a las 1 000 DKL de los distintos
parámetros de suavizado considerados. Notar que en la representación se han suprimido
los valores at́ıpicos.
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Parámetro

ventana

Cuartiles

Mı́n. 25 % 50 % 75 % Máx. Media

Regla del pulgar 0.0051 0.0541 0.0851 0.1430 0.7240 0.1111

h = 0.15 0.0055 0.0519 0.0818 0.1338 0.7082 0.1074

h = 0.20 0.0034 0.0419 0.0723 0.1199 0.7088 0.0971

h = 0.25 0.0012 0.0349 0.0654 0.1136 0.7162 0.0906

h = 0.30 0.0010 0.0321 0.0623 0.1133 0.7240 0.0886

h = 0.35 0.0010 0.0337 0.0649 0.1212 0.7298 0.0917

h = 0.40 0.0031 0.0395 0.0742 0.1321 0.7335 0.1001

h = 0.45 0.0045 0.0517 0.0910 0.1482 0.7358 0.1137

h = 0.50 0.0112 0.0699 0.1118 0.1685 0.7376 0.1322

Cuadro 4.4: Estad́ısticos de DKL entre la estimación no paramétrica de la densidad estacionaria y la
verdadera densidad, en 1 000 muestras de tamaño n = 900 del proceso CIR drt = (0.6 − 0.2rt) dt +√

0.05rt dWt, para distintos valores del parámetro de suavizado h. Se muestran los valores mı́nimos y
máximos, los cuartiles y la media.
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Figura 4.10: Diagramas de caja de DKL entre la estimación no paramétrica de la densidad estacionaria y
la verdadera densidad, con 1 000 réplicas del proceso CIR, para distintos valores del parámetro de suavizado
h.

4.3. Procedimiento bootstrap

En esta sección veremos cómo utilizar técnicas bootstrap en el filtro de Kalman que nos
permitirán aproximar la distribución de los estimadores de los parámetros. Para ello, intro-
duciremos un algoritmo para remuestrear en modelos de espacio de estados que podemos
encontrar en Stoffer y Wall (1991). Este enfoque utiliza el bootstrap mediante métodos de
Monte Carlo no paramétricos y se centra en los estimadores Gaussianos máximo-verośımi-
les.
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La inferencia en los modelos de espacio de estados estimados mediante el filtro de Kalman
es factible porque existe una teoŕıa asintótica. Como hemos visto en la Sección 3.1.5, bajo
condiciones adecuadas tanto las estimaciones de los parámetros obtenidas por técnicas de
máxima verosimilitud como la estimación del estado del filtro de Kalman son consistentes
y asintóticamente normales.

Si recordamos la ecuación de las innovaciones (3.1.5), podemos reescribir el modelo
para obtener la denominada representación en forma de innovaciones,

xtt+1 = Φxt−1
t + Υut+1 +Ktεt,

yt = Atx
t−1
t + Γut + εt.

Es importante notar que, aunque las innovaciones εt están incorreladas, inicialmente, Σt

puede diferir mucho para distintos momentos del tiempo t. Por ello, en un procedimiento de
remuestreo podemos optar por ignorar los primeros valores de εt hasta que Σt se estabilice
o trabajar con las innovaciones estandarizadas,

et = Σ
−1/2
t εt,

de modo que garantizamos que las innovaciones et tienen, al menos, los primeros dos
momentos iguales.

El procedimiento bootstrap para los modelos de espacio de estados se define por un algo-
ritmo de 5 etapas. Sea θ̂ el estimador de máxima verosimilitud de θ0, θ̂ = arg máx

θ
LY (θ),

y εt(θ̂) y Σt(θ̂) los valores obtenidos tras ejecutar el filtro bajo θ̂. El procedimiento
bootstrap consiste en las siguientes etapas:

(i) Construir las innovaciones estandarizadas et = Σ
−1/2
t εt.

(ii) Remuestrear, con reemplazamiento, n veces {e1(θ̂), . . . , en(θ̂)} para obtener una
remuestra bootstrap de las innovaciones estandarizadas, {e∗1(θ̂), . . . , e∗n(θ̂)}.

(iii) Utilizando la representación en forma de innovaciones, construir el conjunto de datos
{y∗1, . . . ,y∗n}. Para ello, se define el vector ζt = (x′tt+1,y

′
t)
′, de modo que

ζt = Ftζt−1 +Gut +Htet, (4.3)

donde

Ft =

[
Φ 0

At 0

]
, G =

[
Υ

Γ

]
, Ht =

[
KtΣ

1/2
t

Σ
1/2
t

]
.

Para construir el conjunto de datos {y∗1, . . . ,y∗n}, utilizamos la ecuación (4.3) con
e∗t (θ̂) en lugar de et. La variable exógena ut y los valores iniciales permanecen fijos,
aśı como el vector de parámetros, fijado en θ̂.

(iv) Utilizando la remuestra bootstrap
{
y∗t
}n
t=1

construir la verosimilitud LY ∗(θ) y ob-

tener el estimador de máxima verosimilitud de θ, θ̂
∗
.

(v) Repetir B veces los pasos 2-4 para obtener las réplicas bootstrap
{
θ̂
∗
b

}B
b=1

. La distri-

bución en el muestreo de θ̂ − θ0 puede ser aproximada por la distribución emṕırica

de
{
θ̂
∗
b − θ̂

}B
b=1

.
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4.3.1. Justificación asintótica del procedimiento

En esta sección veremos que si el número de réplicas bootstrap B → ∞ y el tamaño
muestral n → ∞, la distribución asintótica del estimador de máxima verosimilitud y
el estimador bootstrap son equivalentes (se puede consultar en Stoffer y Wall, 1991).
Para garantizar la estabilidad asintótica del filtro, asumiremos que Φ(θ) posee todos sus
autovalores dentro del ćırculo unitario y que A(θ)Q(θ)A(θ)′ + R(θ) es definida positiva
para θ ∈ P, donde P es un espacio compacto, normalmente un subconjunto del espacio
eucĺıdeo Rd.

Los resultados para el procedimiento bootstrap dependen de la existencia de teoŕıa
asintótica para los estimadores de máxima verosimilitud del modelo de espacio de estados.
Por ello, se presentarán brevemente los principales resultados.

Consistencia y distribución asintótica de los estimadores de máximo verosimi-
litud

Sea θ0 el verdadero vector de parámetros desconocido que determina Φ(θ0), Υ(θ0), A(θ0),
Γ(θ0), Q(θ0) y R(θ0). Sea θ̂n la estimación consistente y asintóticamente normal de θ0

obtenida al minimizar

Vn(θ) = n−1
n∑
t=1

log |Σt(θ)|+ e′t(θ)et(θ) = n−1`Y (θ),

donde `Y (θ) = 2 lnLY (θ). Notar que V̇n(θ̄n) = ∂Vn(θ)/∂θ |θ=θ̄n= 0. Sea
Wn(θ) = E [Vn(θ)] y asumiendo que Wn(θ) tiene un mı́nimo global en θ̄n, entonces, bajo
condiciones adecuadas, cuando n→∞, θ̂n − θ̄n → 0 casi seguro y

√
nB−1/2

n

(
θ̂n − θ̄n

) d−−→ N(0, I), (4.4)

donde

Bn =
[
Ẅn(θ̄n)

]−1
Un(θ̄n)

[
Ẅn(θ̄n)

]−1

y

Un(θ̄n) = nE
[
V̇n(θ̄n)V̇n(θ̄n)′

]
,

con Ẅn(θ̄n) = ∂2Wn(θ̄n)/∂θ̄n∂θ̄
′
n. Si, además, Wn(θ)→W (θ) uniformemente en θ cuan-

do n→∞ y W (θ) tiene un mı́nimo global en θ0, entonces bajo condiciones adecuadas,

√
n
(
θ̂n − θ0

) d−−→ N(0, B),

donde

B =
[
Ẅ (θ0)

]−1
U(θ0)

[
Ẅ (θ0)

]−1

y U(θ0) = ĺım
n→∞

Un(θ̄n). Por último, bajo las condiciones en las que se cumple (4.4),

Vn(θ)−Wn(θ)→ 0 casi seguro (4.5)

y

V̇n(θ)− Ẇn(θ)→ 0,

V̈n(θ)− Ẅn(θ)→ 0,

casi seguro cuando n→∞ uniformemente en θ ∈ P.
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Justificación asintótica del bootstrap

En esta sección asumiremos que se cumplen las condiciones necesarias para el estimador
máximo verośımil θ̂n expuestas en la sección 4.3.1. Sea

{
e∗t (θ)

}n
t=1

una remuestra
bootstrap de innovaciones estandarizadas, con V ∗n (θ) = n−1

∑n
t=1 log |Σt(θ)|+e∗′t (θ)e∗t (θ)

y sea W ∗n(θ) = E∗ [V ∗n (θ)] donde E∗ denota la esperanza respecto de la distribución
bootstrap.

Lema 1. W ∗n(θ) = Vn(θ) para todo θ ∈ P, por lo que θ̂n minimiza W ∗n(θ).

Demostración. Notar que,

E∗
[
e∗′t (θ)e∗t (θ)

]
= n−1

n∑
j=1

e′j(θ)ej(θ),

a lo que le sigue que

Vn(θ)−W ∗n(θ) = n−1
n∑
t=1

e′t(θ)et(θ)− E∗
[
e∗′t (θ)e∗t (θ)

]
= 0.

Sea θ̂
∗
n el vector que minimiza V ∗n (θ). Entonces,

0 = [∂V ∗n (θ)/∂θ1, . . . , ∂V
∗
n (θ)/∂θk]

′ |
θ=θ̂

∗
n
= V̇ ∗n (θ̂

∗
n).

Desarrollamos V̇ ∗n (θ̂
∗
n) en θ̂

∗
n para obtener

0 = V̇ ∗n (θ̂
∗
n) = V̇ ∗n (θ̂n) + V̈ ∗n (ξn)(θ̂

∗
n − θ̂n),

donde V̈ ∗n (ξn) = ∂2V ∗n (ξn)/∂θ∂θ′ de modo que ξn se encuentra en el segmento que conecta

los puntos θ̂
∗
n y θ̂n en P. De este modo, siempre que V̈ ∗n (ξn) sea invertible, tenemos que

(θ̂
∗
n − θ̂n) =

[
V̈ ∗n (ξn)

]−1
V̇ ∗n (θ̂n). Entonces, como vimos en (4.4), tenemos que

√
nB∗−1/2

n

(
θ̂
∗
n − θ̂n

) d−−→ N(0, I)

cuando n→∞, donde

B∗n =
[
Ẅ ∗n(θ̂n)

]−1
U∗n(θ̂n)

[
Ẅ ∗n(θ̂n)

]−1
,

U∗n(θ̂n) = nE∗
[
V̇ ∗n (θ̂n)V̇ ∗n (θ̂n)′

]
,

Ẅ ∗n(θ̂n) = E∗
[
V̈ ∗n (θ̂n)

]
.

Para establecer los principios del bootstrap, por lo visto en la sección 4.3.1 tenemos que
B∗n − Bn → 0 casi seguro cuando n → ∞. Por el Lema 1 tenemos que Ẅ ∗n(θ̂n) = V̈n(θ̂n)
y, por tanto, Ẅ ∗n(θ̂n) − Ẅ ∗n(θ̄n) → 0 casi seguro cuando n → ∞. A continuación expon-
dremos que U∗n(θ̂n) y Un(θ̄n) difieren en una cantidad pequeña para un n suficientemente
grande.
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Lema 2. U∗n(θ̂n)− Un(θ̄n)→ 0 casi seguro cuando n→∞.

Demostración. Sea U∗n(a, b) = nE∗ [(∂V ∗/∂θa)(∂V
∗/∂θb)] |θ=θ̂n

el (a, b)-ésimo elemen-

to de la matriz U∗n(θ̂n) para a, b = 1, . . . , k. Denotando Cta = ∂ log |Σt| /∂θa y
Z∗ta = ∂(e

′∗
t e
∗
t )/∂θa de modo que nU∗n(a, b) = E

[∑n
t=1

∑n
s=1(Cta + Z∗ta)(Csb + Z∗sb)

]
|θ=θ̂n

,
escribimos

nU∗n(a, b) =
n∑
t=1

n∑
s=1

[(
Cta+E∗(Z∗ta)

)(
Csb+E∗(Z∗sb)

)
−E∗(Z∗ta)E∗(Z∗sb)+E∗(Z∗taZ∗sb)

]
|θ=θ̂n

,

por lo que

U∗n(a, b) = nE∗(∂V ∗/∂θa)E∗(∂V ∗/∂θb) |θ=θ̂n

+ n−1
n∑
t=1

n∑
s=1

[
E∗
(
Z∗taZ

∗
sb

)
− E∗

(
Z∗ta
)
E∗
(
Z∗sb
)]
|θ=θ̂n

.
(4.6)

El primer término en (4.6) es el (a, b)-ésimo elemento de n
[
Ẇ ∗n(θ̂n)

][
Ẇ ∗n(θ̂n)

]′
y, por el

Lema 1, es cero. Para evaluar el segundo término, notar que

E∗
[
Z∗ta
]

= n−1
n∑
j=1

Zja,

E∗
[
Z∗taZ

∗
tb

]
= n−1

n∑
j=1

ZjaZjb,

E∗
[
Z∗taZ

∗
sb

]
= n−2

n∑
i=1

n∑
j=1

ZiaZjb, s 6= t,

donde Zta = ∂e′tet/∂θa. Sustituyendo en la ecuación (4.6) tenemos

U∗n(a, b) =

[(
n−1

n∑
t=1

ZtaZtb

)
−
(
n−1

n∑
t=1

Zta

)(
n−1

n∑
s=1

Zsb

)] ∣∣∣∣
θ=θ̂n

.

A continuación evaluamos Un(a, b) = nE
[
(∂V/∂θa)(∂V/∂θb)

]
|θ=θ̂n

. Como hemos visto en
(4.6), se puede mostrar que

Un(a, b) = n−1
n∑
t=1

n∑
s=1

[
E
(
ZtaZsb

)
− E

(
Zta
)
E
(
Zsb
)]
|θ=θ̂n

, (4.7)

donde se ha utilizado que Ẇn = 0. Como Un(θ̂n) → U(θ0) cuando n → ∞, entonces
Un(a, b) es asintóticamente equivalente a

n−1
n∑
t=1

n∑
s=1

[
E
(
ZtaZsb

)
− E

(
Zta
)
E
(
Zsb
)]
|θ=θ0 .

Utilizando que las verdaderas innovaciones, et(θ0) y es(θ0), están incorreladas, s 6= t,
tenemos que (4.7) es asintóticamente equivalente a

n−1
n∑
t=1

[
E
(
ZtaZtb

)
− E

(
Zta
)
E
(
Ztb
)]
|θ=θ0 .
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Por la estabilidad del filtro, cuando n→∞, tenemos que

n−1
n∑
t=1

E
[
Zta(θ0)Ztb(θ0)

]
→ µ4(a, b),

n−1
n∑
t=1

E
[
Zta(θ0)

]
E
[
Ztb(θ0)

]
→ µ2(a)µ2(b),

con

µ4(a, b) = E
[
∂u′tΣ

−1ut
∂θa

∂u′tΣ
−1ut

∂θb

]∣∣∣∣
θ=θ0

,

µ2(a) = E
[
∂u′tΣ

−1ut/∂θa
]
|θ=θ0 ,

donde {ut} denota la secuencia de innovaciones del estado estacionario y Σ es la matriz
de varianzas-covarianzas del error del estado estacionario, Σ = E

[
utu

′
t

]
.

Para la demostración de que n−1
∑n

t=1 Zta(θ̂n)Ztb(θ̂n) → µ4(a, b) y que

n−1
∑n

t=1 Zta(θ̂n)→ µ2(a) casi seguro cuando n → ∞, utilizaremos el re-
sultado del Teorema 1, (b) y (d) de Watanabe (1984), por lo que tenemos
n−1

∑n
t=1 et(θ̂n) = n−1

∑n
t=1 et(θ0) + Oc.s.(1) y, por las condiciones de diferenciabi-

lidad y acotación en Zta(θ),

n−1
n∑
t=1

Zta(θ̂n) = n−1
n∑
t=1

Zta(θ0) + Oc.s.(1),

n−1
n∑
t=1

Zta(θ̂n)Ztb(θ̂n) = n−1
n∑
t=1

Zta(θ0)Ztb(θ0) + Oc.s.(1).

Por (4.5), podemos escribir

n−1
n∑
t=1

Zta(θ0) = n−1
n∑
t=1

E
[
Zta(θ0)

]
+ Oc.s.(1),

n−1
n∑
t=1

Zta(θ0)Ztb(θ0) = n−1
n∑
t=1

E
[
Zta(θ0)Ztb(θ0)

]
+ Oc.s.(1),

y, por la estacionaridad de la secuencia de innovaciones, U∗n(θ̂n)−Un(θ̄n)→ 0 casi seguro
cuando n→∞.

4.3.2. Aplicación del procedimiento a la serie simulada

En la sección 4.1 utilizamos el filtro de Kalman para obtener la estimación de los paráme-
tros del proceso de difusión

drt = (θ1 − θ2rt)dt+ θ3
√
rtdWt,

con θ = (0.6, 0.2,
√

0.05)′. Para ello, considerábamos el proceso discretizado,

zti = (θ1 − θ2rti)∆ + θ3
√
rt∆

1/2εti , i = 1, . . . , n,

donde zti = rti+1 − rti . Utilizando notación de modelo de espacio de estados,
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xt = Φxt−1 + Υut + wt, wt ∼ iid N(0, Q),

yt = Axt,
(4.8)

donde, yt = zt∆
−1, A = 1, xt = yt, Φ = 0, ut = (1, rt−1)′, Υ = (θ1,−θ2), Q = θ2

3 rt−1∆−1

y ∆ = 1/12. El vector de parámetros es θ = (θ1, θ2, θ3)′.

En el Cuadro 4.5 se muestra el resultado de la estimación de los parámetros del proceso,
con n = 900, a través del procedimiento Newton-Raphson, aśı como los errores estándar
obtenidos de B = 1 000 remuestras bootstrap. Destacar que el procedimiento bootstrap
empleado se ha basado en las innovaciones estandarizadas, pero se han excluido del re-
muestreo los tres primeros valores, e∗t (θ̂) = et(θ̂) para 1 ≤ t ≤ 3, para evitar problemas
causados por el comportamiento transitorio del filtro en el intervalo 1 ≤ t ≤ 3. Esta mo-
dificación es recomendable para para evitar remuestras bootstrap y∗t no representativas,
debido a valores inusuales de Σt y Kt (ver Stoffer y Wall, 1991).

Parámetro
Valor

teórico
Estimación

Error estándar
asintótico

Error estándar
bootstrap

θ1 0.6000 0.6180 0.2132 0.2144
θ2 0.2000 0.2136 0.0750 0.0759
θ3 0.2236 0.2246 0.0053 0.0054

Cuadro 4.5: Estimación de los parámetros, error estándar asintótico asociado y error estándar bootstrap
del modelo drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3

√
rt dWt.

Los errores estándar bootstrap son la desviación estándar de las estimaciones bootstrap,
es decir, la ráız cuadrada de

B∑
b=1

(
θ∗ib − θ̄∗i

)2
(B − 1)

,

donde θi es el i-ésimo parámetro, con i = 1, 2, 3, y θ̄∗i =
∑B

b=1 θ
∗
ib/B, en concreto,

θ̄
∗

= (0.6017, 0.2075, 0.2244)′. Es habitual que el error estándar asintótico sea inferior al
obtenido con el bootstrap, aunque en este caso ambos son muy similares, y la teoŕıa
asintótica recomienda el uso de la teoŕıa normal para la estimación de los parámetros. Lo
que nos aporta adicionalmente el bootstrap es la posibilidad de estudiar la distribución de
los estimadores. En la Figura 4.11, podemos analizar la distribución bootstrap de θ̂, ya
que se ha representado el histograma bootstrap y la distribución normal asintótica (ĺınea
punteada) de θ̂i, con i = 1, 2, 3. Podemos observar cómo la distribución bootstrap y la
distribución asintótica son muy similares en los tres parámetros.
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(c) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂3.

Figura 4.11: Histograma bootstrap de θ̂i, con i = 1, 2, 3, y distribución normal asintótica.

4.3.3. Aplicación del procedimiento a datos reales

A continuación consideraremos una serie de datos reales. Estimaremos los parámetros de
los modelos CIR y CKLS de un tipo de interés del mercado interbancario del euro, el
euŕıbor (acrónimo de Euro Interbank Offered Rate, tipo europeo de oferta interbancaria).
Consideraremos las series diarias del euŕıbor a 3 meses, 6 meses, 9 meses y 12 meses en el
peŕıodo comprendido entre el 15 de octubre del 2001 y el 30 de diciembre de 2005 (tamaño
muestral de 1 077), para evitar el peŕıodo de la crisis económica y el intervencionismo del
Banco Central Europeo. En la Figura 4.12 podemos ver la evolución diaria de la serie para
los plazos mencionados.

En el Cuadro 4.6 se muestran las estimaciones de los parámetros del modelo CIR,

drt = (θ1 − θ2rt)dt+ θ3
√
rtdWt,

para la serie del euŕıbor, junto con el error estándar (entre paréntesis). Además del filtro
de Kalman, también se han estimado los parámetros con el método de Aı̈t-Sahalia. Las
estimaciones por ambos métodos son prácticamente iguales, apenas difieren entre los dos
métodos de estimación. Podemos ver que los parámetros del drift para los plazos de 3, 6
y 9 meses son muy similares, pero la volatilidad aumenta al incrementar el plazo, como es
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Figura 4.12: Evolución diaria del euŕıbor en el peŕıodo comprendido entre el 15 de octubre del 2001 y el 30
de diciembre de 2005. El tamaño muestral para cada serie es de n = 1 077.

de esperar. El euŕıbor a 12 meses presenta valores mayores en los parámetros del drift y
mayor coeficiente de difusión.

Si analizamos las estimaciones obtenidas para el euŕıbor a 3 meses, en el Cuadro 4.7
se recogen los errores estándar obtenidos de B = 1 000 remuestras bootstrap y en la
Figura 4.13 tenemos la distribución bootstrap de θ̂ y la distribución normal asintótica
(ĺınea punteada) de θ̂i, con i = 1, 2, 3. En el caso de θ̂1 y θ̂2, la distribución bootstrap
se asemeja bastante a la asintótica, pero para θ̂3 difieren. El error estándar bootstrap es
mayor que el asintótico, por lo que la distribución asintótica es muy apuntada comparada
con la bootstrap, aunque esta última es simétrica con media θ̄∗3 = 0.1034, muy cercana a
la estimación del parámetro.

Planteando otro modelo para los datos, en el Cuadro 4.8 se muestran las estimaciones de
los parámetros del modelo CKLS,

drt = (θ1 − θ2rt) dt+ θ3r
θ4
t dWt,

para la serie del euŕıbor, junto con el error estándar (entre paréntesis). Las estimaciones
por ambos métodos son muy similares, aunque difieren ligeramente en el parámetro θ4.
En Pagan et al. (1995) se muestra que el tamaño del parámetro θ4 depende del método
de estimación utilizado, obteniendo resultados diferentes al utilizar el Método de Máxima
Verosimilitud y el Método Generalizado de los Momentos.
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Filtro de Kalman Aı̈t-Sahalia

Euŕıbor θ̂1 θ̂2 θ̂3 θ̂1 θ̂2 θ̂3

3 meses
1.2069 0.5832 0.1038 1.2220 0.5894 0.1039

(0.3956) (0.1595) (0.0022) (0.3963) (0.1598) (0.0022)

6 meses
1.1559 0.5331 0.1556 1.1810 0.5430 0.1557

(0.6087) (0.2435) (0.0034) (0.6097) (0.2440) (0.0034)

9 meses
1.2992 0.5654 0.2228 1.3357 0.5793 0.2229

(0.8776) (0.3461) (0.0048) (0.8789) (0.3466) (0.0048)

12 meses
1.4900 0.6163 0.2759 1.5284 0.6311 0.2760

(1.0885) (0.4205) (0.0059) (1.0899) (0.4211) (0.0060)

Cuadro 4.6: Parámetros estimados del modelo CIR para la serie del euŕıbor utilizando dos métodos de
estimación.

Parámetro Estimación
Error estándar

asintótico
Error estándar

bootstrap

θ1 1.2069 0.3956 0.4042
θ2 0.5832 0.1595 0.1623
θ3 0.1038 0.0022 0.0075

Cuadro 4.7: Estimación de los parámetros, error estándar asintótico asociado y error estándar bootstrap
del modelo CIR para la serie del euŕıbor a 3 meses.
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(b) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂2.
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(c) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂3.

Figura 4.13: Histograma bootstrap de θ̂i, con i = 1, 2, 3, y distribución normal asintótica de la serie del
euŕıbor a 3 meses modelizada con un proceso CIR.
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Si comparamos el valor de los parámetros con los obtenidos para el modelo CIR, el paráme-
tro θ3 difiere en mayor medida que θ1 y θ2, debido a la capacidad de los modelos para
captar la dinámica de la serie (notar que en el modelo CIR tenemos que θ4 = 0.5). En
el CKLS, el parámetro θ4 controla la relación entre el tipo de interés y la volatilidad, de
modo que cuando θ4 < 1 la volatilidad aumenta cuando el tipo de interés disminuye y
viceversa, cuando θ4 > 1 la volatilidad tiende a incrementar a medida que aumentan los
tipos de interés. Podemos ver que para la serie del euŕıbor hay una alta sensibilidad de la
volatilidad al nivel de los tipos. A medida que incrementa el plazo, θ4 se reduce.

Si analizamos las estimaciones obtenidas para el euŕıbor a 3 meses en el modelo CKLS, en el
Cuadro 4.9 se recogen los errores estándar obtenidos de B = 1 000 remuestras bootstrap y
en la Figura 4.14 tenemos la distribución bootstrap de θ̂ y la distribución normal asintótica
(ĺınea punteada) de θ̂i, con i = 1, 2, 3, 4. En el caso de θ̂1 y θ̂2, los parámetros de la
función drift, la distribución bootstrap se asemeja bastante a la asintótica, pero para θ̂3

y θ̂4 difieren. Esto ya sucedió cuando ajustamos el modelo CIR, donde la distribución
asintótica de los parámetros de la función drift coincid́ıa con la distribución bootstrap,
pero para el parámetro de la función de difusión, la distribución asintótica y la bootstrap
difeŕıan. En el caso del CKLS, el error estándar bootstrap de θ̂3 y θ̂4 (los parámetros de la
función de difusión) es mayor que el asintótico, por lo que la distribución asintótica es muy
apuntada comparada con la bootstrap. Además, la distribución bootstrap de θ3 presenta
una asimetŕıa positiva (ver Figura 4.14c) y la media, θ̄∗3 = 0.0343, se aleja ligeramente
de la estimación del parámetro, θ̂3 = 0.0304. Si analizamos la Figura 4.14d, vemos que la
distribución bootstrap de θ4 tiene una ligera asimetŕıa negativa y la media, θ̄∗4 = 1.7392,
difiere ligeramente de la estimación del parámetro, θ̂3 = 1.7884.

Filtro de Kalman Aı̈t-Sahalia

Euŕıbor θ̂1 θ̂2 θ̂3 θ̂4 θ̂1 θ̂2 θ̂3 θ̂4

3 meses
1.4998 0.7070 0.0304 1.7884 1.5371 0.7235 0.0280 1.8768

(0.4494) (0.1965) (0.0032) (0.1129) (0.4551) (0.1998) (0.0029) (0.1119)

6 meses
1.3948 0.6322 0.0668 1.3887 1.4054 0.6364 0.0652 1.4154

(0.6673) (0.2828) (0.0068) (0.1090) (0.6700) (0.2844) (0.0067) (0.1097)

9 meses
1.5627 0.6717 0.1139 1.1996 1.5671 0.6737 0.1110 1.2271

(0.9484) (0.3921) (0.0117) (0.1079) (0.9521) (0.3942) (0.0114) (0.1085)

12 meses
1.7616 0.7238 0.1613 1.0515 1.7782 0.7303 0.1563 1.0838

(1.1622) (0.4667) (0.0169) (0.1078) (1.1673) (0.4697) (0.0164) (0.1085)

Cuadro 4.8: Parámetros estimados del modelo CKLS, drt = (θ1 − θ2rt) dt + θ3r
θ4
t dWt, para la serie del

euŕıbor utilizando dos métodos de estimación.

Parámetro Estimación
Error estándar

asintótico
Error estándar

bootstrap

θ1 1.4998 0.4494 0.4794
θ2 0.7070 0.1965 0.2105
θ3 0.0304 0.0032 0.0653
θ4 1.7884 0.1129 0.4110

Cuadro 4.9: Estimación de los parámetros, error estándar asintótico asociado y error estándar bootstrap
del modelo CKLS para la serie del euŕıbor a 3 meses.
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(b) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂2.
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(c) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂3.
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(d) Histograma bootstrap y distribución normal
asintótica (ĺınea punteada) de θ̂4.

Figura 4.14: Histograma bootstrap de θ̂i, con i = 1, 2, 3, y distribución normal asintótica de la serie del
euŕıbor a 3 meses modelizada con un proceso CKLS.

Si nos centramos los histogramas correspondientes a los parámetros de la función de difu-
sión, podemos apreciar que, tanto en la modelización con el proceso CIR (θ̂3) como con el
CKLS (θ̂3 y θ̂4), los errores estándar asintóticos difieren considerablemente de los errores
estándar bootstrap. Esto puede indicar que los modelos tienen una especificación incorrec-
ta. Por ello, vamos a analizar los residuos de ambos ajustes para detectar presencia de
at́ıpicos.

En la Figura 4.15 se han representado los residuos del ajuste del modelo CIR (Figura 4.15a)
y del CKLS (Figura 4.15b). En ambos modelos tenemos como hipótesis que los residuos
son variables aleatorias iid N(0, 1). A la vista de los gráficos vemos que esta hipótesis se
incumple, aparecen muchos outliers (algunos muy extremos) y parece haber una estructura
de dependencia. En la Figura 4.16a se muestran los diagramas de caja de los residuos para
el ajuste del CKLS y del CIR, donde destaca la presencia de outliers y es importante
notar la escala del gráfico. En la Figura 4.16b se muestra el mismo diagrama de caja pero
eliminando los outliers.
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(a) Residuos del ajuste del modelo CIR.
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(b) Residuos del ajuste del modelo CKLS.

Figura 4.15: Residuos de los ajustes del modelo CIR y CKLS para la serie del euŕıbor a 3 meses.
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(a) Diagrama de caja de los residuos de los ajustes
del modelo CIR y CKLS para la serie del euŕıbor a
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(b) Diagrama de caja de los residuos de los ajustes
del modelo CIR y CKLS para la serie del euŕıbor a
3 meses, eliminando los outliers.

Figura 4.16: Boxplot de los residuos de los ajustes del modelo CIR y CKLS para la serie del euŕıbor a 3
meses.
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Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han revisado distintos modelos en tiempo continuo, en el con-
texto estocástico, destinados a explicar la dinámica del tipo de interés, junto con diferentes
métodos de estimación, paramétricos y no paramétricos. Se han aplicado los métodos de
estimación a datos reales y simulados y se ha empleado la metodoloǵıa bootstrap para
aproximar la distribución de los estimadores.

En este trabajo nos hemos centrado en los modelos cuya función de difusión es deter-
minista, pero una posible extensión seŕıa considerar modelos de difusión con volatilidad
estocástica, es decir,

drt = m1(rt, θ) dt+ σtν1(rt, θ) dW1,t,

dg(σt) = m2(g(σt), ϑ) dt+ ν2(g(σt), ϑ) dW2,t,

donde g,m1, ν1,m2 y ν2 son funciones conocidas y Θ = (θ, ϑ)′ ∈ Rd es el vector de
parámetros desconocido a estimar. El filtro de Kalman, método de estimación paramétrico
introducido en este trabajo, permitiŕıa estimar este modelo (González-Manteiga et al.,
2017) y, además, es posible adaptar el procedimiento bootstrap presentado para utilizarlo
en esta clase de modelos.

El código de R desarrollado para implementar los métodos de estimación se muestra en
el Apéndice A.
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Apéndice A

Código R

En este Apéndice se incluyen las funciones utilizadas en la Sección 4.1 para simular tra-
yectorias del proceso CIR y para la estimación paramétrica de los procesos de difusión.

A.1. Simulación de trayectorias del proceso CIR

El proceso CIR es la solución a la ecuación diferencial estocástica

drt = (α− βrt) drt + σ
√
rt dWt, con r0 > 0, (A.1)

cuya solución viene dada por

rt =

(
r0 −

α

β

)
e−βt + σe−βt

∫ t

0
eβu
√
ru dWu.

Dada la información hasta el instante s, Fs, el tipo de interés a corto plazo rt se distribuye
como una ji-cuadrado no central,

rt
∣∣ Fs ∼ χ2

(
2crt, 4α/σ

2, 2u
)
,

con 4α/σ2 grados de libertad y parámetro no central 2u, donde

c =
2β

σ2(1− e−βt) , u = cr0e
−βt, v = cr, q =

2α

σ2
− 1.

En el Código A.1 se muestra la función programada para generar trayectorias del proceso
CIR. Los argumentos de la función son los siguientes:

n Número de observaciones.

t0 Momento inicial de la serie.

T Momento final de la serie, tn = T .

r0 Valor inicial del proceso.

alpha Parámetro α del proceso CIR A.1.

beta Parámetro β del proceso CIR A.1.
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sigma Parámetro σ del proceso CIR A.1.

1 sim.CIR <- function(n, t0, T, r0, alpha, beta, sigma){
2 Delta <- (T - t0)/n
3 c <- 2 ∗ beta / ((1 - exp(-beta ∗ Delta)) ∗ sigmaˆ2)
4 df <- 4 ∗ alpha / sigmaˆ2
5 r <- c(r0, rep(0, n - 1))
6 for(i in 2:n){
7 ncp <- 2 ∗ c ∗ r[i-1] ∗ exp(-beta ∗ Delta)
8 r[i] <- rchisq(1, df = df, ncp = ncp)/(2 ∗ c)
9 }

10 r <- ts(r, start = t0, deltat = Delta)
11 return(r)
12 }

Código A.1: Función para generar trayectorias del proceso CIR.

A.2. Máxima verosimilitud exacta

La función de verosimilitud Ln(θ) del proceso discreto es

Ln(θ) =
n∏
i=1

pθ(∆, rti | rti−1)pθ(rt0),

donde pθ(∆, rti | rti−1) denota la función de densidad de transición asociada al modelo
de difusión paramétrico, con parámetro desconocido θ. El logaritmo de la función de
verosimilitud es

`n(θ) = logLn(θ) =

n∑
i=1

`i(θ) + log(pθ(rt0)) =

n∑
i=1

log pθ(∆, rti | rti−1) + log(pθ(rt0)).

En la caso del proceso CIR, la forma paramétrica del modelo que genera las observaciones
{rti}ni=0 es conocida, por lo que el estimador de máxima verosimilitud (MLE) del verdadero
parámetro es

θ̂ = arg máx
θ
`n(θ).

En el Código A.2 se muestra la función de densidad condicional del proceso CIR, cuya
distribución es

p(t, r | r0) = ceu+v
(u
v

)q/2
Iq(2
√
uv),

con

c =
2β

σ2(1− e−βt) , u = cr0e
−βt, v = cr, q =

2α

σ2
− 1.

y Iq la función de Bessel modificada de primera especie y orden q. En Iacus (2008) se sugiere
utilizar la versión exponencial de la función de Bessel para evitar problemas computacio-
nales. Por ello, se hace uso de la función bessel.exp, sugerida por el autor. La función
MVE.CIR tiene como único argumento el vector de parámetros, θ = (α, β, σ)′, por lo que
para obtener las estimaciones por el método de máxima verosimilitud exacta tendŕıamos
que optimizar esta función (utilizando optim del paquete base stats, por ejemplo).
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1 bessel.exp <- function(x, nu){
2 mu <- 4 ∗ nuˆ2
3 A1 <- 1
4 A2 <- A1 ∗ (mu - 1) / (1 ∗ (8 ∗ x))
5 A3 <- A2 ∗ (mu - 9) / (2 ∗ (8 ∗ x))
6 A4 <- A3 ∗ (mu - 25) / (3 ∗ (8 ∗ x))
7 A5 <- A4 ∗ (mu - 49) / (4 ∗ (8 ∗ x))
8 A6 <- A5 ∗ (mu - 81) / (5 ∗ (8 ∗ x))
9 A7 <- A6 ∗ (mu -121) / (6 ∗ (8 ∗ x))

10 1/sqrt(2 ∗ pi ∗ x) ∗ (A1 - A2 + A3 - A4 + A5 - A6 + A7)
11 }
12

13 den.CIR <- function (r, r0, delta, Theta, log = FALSE) {
14 c <- 2 ∗ Theta[2]/((1 - exp(-Theta[2] ∗ delta)) ∗ Theta[3]ˆ2)
15 u <- c ∗ r0 ∗ exp(-Theta[2] ∗ delta)
16 v <- c ∗ r
17 q <- 2 ∗ Theta[1]/Theta[3]ˆ2 - 1
18 verosimilitud <- (log(c) - (u + v) + q/2 ∗ log(v/u) +
19 log(bessel.exp(2 ∗ sqrt(u ∗ v), q)) + 2 ∗ sqrt(u ∗ v))
20 if (!log) {
21 verosimilitud <- exp(verosimilitud)
22 }
23 verosimilitud
24 }
25

26 MVE.CIR <- function(Theta) {
27 n <- length(r)
28 Delta <- deltat(r)
29 - sum(den.CIR(r = r[2:n], r0 = r[1:(n-1)], delta = Delta, Theta = Theta, log = TRUE))
30 }

Código A.2: Función de densidad y de verosimilitud del proceso CIR.

A.3. Máxima verosimilitud aproximada

El método de máxima verosimilitud aproximada procede como si las observaciones provi-
niesen de una distribución Gaussiana, de media el drift y desviación estándar la función
de difusión, por lo que la densidad de transición es

pr,θ(∆, x | r) =
1√

2π∆σ2(r, θ)
exp

{
−1

2

(x− r −m(r, θ)∆)2

∆σ2(r, θ)

}
.

En el Código A.3 se muestra la función que devuelve la verosimilitud (en negativo) del
proceso CIR, utilizando este método. Los argumentos de la función son:

r Serie.

Delta Parámetro ∆.

Theta Vector de parámetros θ = (α, β, σ)′.

1 MVA.Euler <- function(r, delta, Theta){
2 verosimilitud <- sum(dnorm(r[-1], r[-length(r)] + (Theta[1] - Theta[2] ∗
3 r[-length(r)]) ∗ delta, sqrt(delta) ∗ Theta[3] ∗
4 sqrt(r[-length(r)]), TRUE))
5 return(-verosimilitud)
6 }

Código A.3: Método de máxima verosimilitud aproximada, con el método de Euler, para el proceso CIR.
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A.4. Método de máxima verosimilitud de Aı̈t-Sahalia

En el Código A.4 se muestra la función AitSahalia, que devuelve la verosimilitud (en ne-
gativo) calculada por el método de máxima versosimilitud de Aı̈t-Sahalia. Los argumentos
de la función son:

r Serie.

theta Parámetros del proceso.

f.mu* Función drift del proceso transformado, mU , donde ‘*’ indica la deri-
vada parcial. Estas funciones tienen dos argumentos: el proceso trans-
formado u0 y el vector de parámetros θ.

Lamperti Transformación de Lamperti. Función con dos argumentos: la serie r
y el vector de parámetros θ.

f.difusion Función de difusión del proceso.

1 Hermite.AS <- function(Delta, x, dif.delta, mu0, mu1, mu2, mu3, mu4, mu5, mu6){
2 mu02 <- mu0ˆ2
3 mu03 <- mu0ˆ3
4 mu04 <- mu0ˆ4
5 mu05 <- mu0ˆ5
6 mu06 <- mu0ˆ6
7 mu12 <- mu1ˆ2
8 mu13 <- mu1ˆ3
9 mu22 <- mu2ˆ2

10

11 H0 <- function(x) return(1.0)
12 H1 <- function(x) return(-x)
13 H2 <- function(x) return(xˆ2 - 1)
14 H3 <- function(x) return(-xˆ3 + 3 ∗ x)
15 H4 <- function(x) return(xˆ4 -6 ∗ xˆ2 + 3)
16 H5 <- function(x) return(-xˆ5 + 10 ∗ xˆ3 - 15 ∗ x)
17 H6 <- function(x) return(xˆ6 - 15 ∗ xˆ4 + 45 ∗ xˆ2 - 15)
18

19 eta1 <- -mu0∗sqrt(Delta) - (2∗mu0∗mu1+mu2)∗(Deltaˆ1.5)/4 -
20 (4∗mu0∗mu12 + 4∗mu02∗mu2 + 6∗mu1∗mu2 + 4∗mu0∗mu3 + mu4)∗(Deltaˆ2.5)/24
21

22 eta2 <- (mu02+mu1)∗Delta/2 + (6∗mu02∗mu1 + 4∗mu12 + 7∗mu0∗mu2 + 2∗mu3) ∗
23 (Deltaˆ2)/12 +(28∗mu02∗mu12 + 28∗mu02∗mu3 + 16∗mu13 + 16∗mu03∗mu2 +
24 88∗mu0∗mu1∗mu2 + 21∗mu22 + 32∗mu1∗mu3 + 16∗mu0∗mu4 + 3∗mu5)∗(Deltaˆ3)/96
25

26 eta3 <- -(mu03 + 3∗mu0∗mu1 + mu2)∗(Deltaˆ1.5)/6 -
27 (12∗mu03 ∗ mu1 + 28∗mu0∗mu12 + 22∗mu02∗mu2 + 24∗mu1∗mu2 + 14∗mu0∗mu3 + 3∗mu4)∗
28 (Deltaˆ2.5)/48
29

30 eta4 <- (mu04 + 6∗mu02 ∗ mu1 + 3∗mu12 + 4∗mu0∗mu2 + mu3)∗(Deltaˆ2)/24 +
31 (20∗mu04∗mu1 + 50∗mu03∗mu2 + 100∗mu02∗mu12 + 50∗mu02∗mu3 + 23∗mu0∗mu4 +
32 180∗mu0∗mu1∗mu2 + 40∗mu13 + 34∗mu22 + 52∗mu1∗mu3 + 4∗mu5)∗(Deltaˆ3.0)/240
33

34 eta5 <- -(mu05 + 10∗mu03∗mu1 + 15∗mu0∗mu12 + 10∗mu02∗mu2 + 10∗mu1∗mu2 + 5∗mu0∗mu3 +
35 mu4) ∗ (Deltaˆ2.5)/120
36

37 eta6 <- (mu06 + 15∗mu04∗mu1 + 15∗mu13 + 20∗mu03∗mu2 + 15∗mu0∗mu3
38 + 45∗mu02∗mu12 + 10∗mu22 + 15∗mu02∗mu3 + 60∗mu0∗mu1∗mu2
39 + 6∗mu0∗mu4 + mu5)∗(Deltaˆ3)/720
40

41 valor <- dnorm(x, 0, 1, FALSE)∗(1 + eta1∗H1(x) + eta2∗H2(x) + eta3∗H3(x) +
42 eta4∗H4(x) + eta5∗H5(x) + eta6∗H6(x)) / dif.delta
43
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44 return(valor)
45 }
46

47 AitSahalia <- function(r, theta, f.mu0, f.mu1, f.mu2, f.mu3, f.mu4, f.mu5, f.mu6,
48 Lamperti, f.difusion){
49 Delta <- deltat(r)
50 n <- length(r)
51 y0 <- Lamperti(r[-n], theta)
52 psi <- Lamperti(r[-1], theta)
53 dif.delta <- f.difusion(r[-1], theta) ∗ sqrt(Delta)
54 mu0 <- f.mu0(y0, theta)
55 mu1 <- f.mu1(y0, theta)
56 mu2 <- f.mu2(y0, theta)
57 mu3 <- f.mu3(y0, theta)
58 mu4 <- f.mu4(y0, theta)
59 mu5 <- f.mu5(y0, theta)
60 mu6 <- f.mu6(y0, theta)
61 verosimilitud <- -sum(log(Hermite.AS(Delta, (psi-y0)/sqrt(Delta),
62 dif.delta, mu0, mu1, mu2, mu3, mu4, mu5, mu6)))
63 return(verosimilitud)
64 }

Código A.4: Método de máxima verosimilitud de Aı̈t-Sahalia.

A.5. Método Generalizado de los Momentos

En el Código A.5 se muestra el Método Generalizado de los Momentos, la función GMM,
que hace uso de la función f. Sea θ el vector de parámetros con los elementos α, β, σ2 y
γ, dado εt+1 = rt+1 − rt − α− βrt, denotábamos por ft(θ) el vector

ft(θ) =


εt+1

εt+1rt

ε2
t+1 − σ2r2γ

t

(ε2
t+1 − σ2r2γ

t )rt

 .

En el Código A.5, la función f es la correspondiente al proceso CIR. Los argumentos de
la función del Método Generalizado de los Momentos son los siguientes:

r Serie.

f Función ft(θ), con cuatro argumentos: rti , rti+1 , vector de
parámetros θ y parámetro ∆.

param.inicial Vector de parámetros inicial.

max.i Número máximo de iteraciones del algoritmo. Por defecto 50.

1 f <- function(x, y, Theta, delta){
2 c.media <- Theta[1] / Theta[2] + (y - Theta[1] / Theta[2]) ∗ exp(-Theta[2] ∗ delta)
3 c.var <- ((y ∗ Theta[3]ˆ2 ∗ (exp(-Theta[2] ∗ delta) - exp(-2 ∗ Theta[2] ∗ delta)) /
4 Theta[2] + Theta[1] ∗ Theta[3]ˆ2 ∗ (1 - exp(-2 ∗ Theta[2] ∗ delta)) /
5 (2 ∗ Theta[2]ˆ2)))
6 cbind(x - c.media, y ∗ (x - c.media), c.var - (x - c.media)ˆ2,
7 y ∗ (c.var - (x - c.media)ˆ2))
8 }
9
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10 GMM <- function (r, f, param.inicial, max.i = 50) {
11 tol <- .Machine$double.eps
12 Delta <- deltat(r)
13 n <- length(r)
14 g <- function(theta) apply(f(r[2:n], r[1:(n - 1)], theta, Delta), 2, mean)
15 J <- function(theta) sum(g(theta)ˆ2)
16 S <- function(j, theta) {
17 ((t(f(r[(j + 2):n], r[(j + 1):(n - 1)], theta, Delta)) %∗ %
18 f(r[2:(n - j)], r[1:(n - j - 1)], theta, Delta))/n)
19 }
20 w <- 1 - (1:(n - 2))/((n - 2) + 1)
21 theta1 <- optim(param.inicial, J, method = "BFGS")$par
22 seguir <- TRUE
23 iter <- 0
24 while (seguir) {
25 iter <- iter + 1
26 S.est <- S(0, theta1)
27 for (i in 1:(n - 2)) S.est = S.est + w[i] ∗ (S(i, theta1) + t(S(i, theta1)))
28 W <- solve(S.est)
29 J1 <- function(theta) g(theta) %∗ % W %∗ % g(theta)
30 fit <- optim(theta1, J1, method = "BFGS", hessian = TRUE)
31 theta2 <- fit$par
32 valor <- fit$value
33 hessian <- fit$hessian
34 if (sum(abs(theta1 - theta2)) < tol || valor < tol || iter > max.i) seguir <- FALSE
35 theta1 <- theta2
36 }
37 list(theta = theta1, valor = valor, hessian = hessian)
38 }

Código A.5: Método Generalizado de los Momentos.

A.6. Filtro de Kalman

En el Código A.6 se muestra el algoritmo del Filtro de Kalman. El código se ha programado
en base al de la función Kfilter1 del paquete astsa, adaptándola para su uso con los
procesos de difusión, con la forma paramétrica general del modelo CKLS,

drt = (α− βrt) dt+ σrγt dWt.

Los argumentos de la función son los siguientes:

y Serie transformada: yti = rti+1 − rti .

rti Serie original, rti .

delta Parámetro ∆.

alpha Parámetro α del proceso.

beta Parámetro β del proceso.

sigma Parámetro σ del proceso.

gamma Parámetro γ del proceso.

mu0 Parámetro x0
0 del estado inicial.

Sigma0 Parámetro P 0
0 del estado inicial.
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1 FiltroKalman <- function (y, rti, delta, alpha, beta, sigma, gamma, mu0, Sigma0) {
2 A <- 1
3 Phi <- 0
4 R <- 0
5 n <- length(y)
6 Q <- t(sigma) % ∗ % sigma
7 ut <- array(rbind(rep(1, n), rti[-length(rti)]), dim = c(2, 1, n))
8 Upsilon <- matrix(c(alpha, -beta), ncol = 2)
9 y <- as.matrix(y)

10 qdim <- ncol(y)
11 pdim <- 1
12 xp <- array(NA, dim = c(pdim, 1, n))
13 Pp <- array(NA, dim = c(pdim, pdim, n))
14 xf <- array(NA, dim = c(pdim, 1, n))
15 Pf <- array(NA, dim = c(pdim, pdim, n))
16 K <- array(NA, dim = c(pdim, qdim, n))
17 innov <- array(NA, dim = c(qdim, 1, n))
18 sig <- array(NA, dim = c(qdim, qdim, n))
19

20 x00 <- as.matrix(mu0, nrow = pdim, ncol = 1)
21 P00 <- as.matrix(Sigma0, nrow = pdim, ncol = pdim)
22 xp[, , 1] <- Phi % ∗ % x00 + Upsilon % ∗ % ut[, , 1, drop = FALSE]
23 Pp[, , 1] <- Phi % ∗ % P00 % ∗ % t(Phi) + Q ∗ (rti[1]ˆ(2 ∗ gamma)) / delta
24 sigtemp <- A % ∗ % Pp[, , 1] % ∗ % t(A) + R
25 sig[, , 1] <- (t(sigtemp) + sigtemp)/2
26 siginv <- 1 / (sig[, , 1])
27 K[, , 1] <- Pp[, , 1] % ∗ % t(A) % ∗ % siginv
28 Kt <- as.matrix(K[, , 1], nrow = qdim, ncol = pdim)
29 innov[, , 1] <- y[1, ] - A % ∗ % xp[, , 1]
30 xf[, , 1] <- xp[, , 1] + Kt % ∗ % innov[, , 1]
31 Pf[, , 1] <- Pp[, , 1] - Kt % ∗ % A % ∗ % Pp[, , 1]
32 sigmat <- as.matrix(sig[, , 1], nrow = qdim, ncol = qdim)
33 like <- log(det(sigmat)) + t(innov[, , 1]) % ∗ % siginv % ∗ % innov[, , 1]
34 for (i in 2:n) {
35 xp[, , i] <- Phi % ∗ % xf[, , i - 1] + Upsilon % ∗ % ut[, , i, drop = FALSE]
36 Pp[, , i] <- Phi % ∗ % Pf[, , i - 1] % ∗ % t(Phi) + Q ∗ (rti[i]ˆ(2∗gamma)) / delta
37 sigtemp <- A % ∗ % Pp[, , i] % ∗ % t(A) + R
38 sig[, , i] <- (t(sigtemp) + sigtemp)/2
39 siginv <- 1 / (sig[, , i])
40 K[, , i] <- Pp[, , i] % ∗ % t(A) % ∗ % siginv
41 Kt <- as.matrix(K[, , i], nrow = qdim, ncol = pdim)
42 innov[, , i] <- y[i, ] - A % ∗ % xp[, , i]
43 xf[, , i] <- xp[, , i] + Kt % ∗ % innov[, , i]
44 Pf[, , i] <- Pp[, , i] - Kt % ∗ % A % ∗ % Pp[, , i]
45 sigmat <- as.matrix(sig[, , i], nrow = qdim, ncol = qdim)
46 like <- like + log(det(sigmat)) + t(innov[,, i]) % ∗ % siginv % ∗ % innov[,, i]
47 }
48 like <- 0.5 ∗ like
49 list(xp = xp, Pp = Pp, xf = xf, Pf = Pf, like = like, innov = innov, sig = sig, Kn = K)
50 }

Código A.6: Filtro de Kalman.
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