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Resumen

Resumen

Los modelos de difusién descritos por ecuaciones diferenciales estocdsticas son una ex-
tension natural de modelos deterministas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos
modelos han sido aplicados de forma intensiva en el campo de la matematica financiera
para el andlisis de precios de activos financieros, tipos de cambio, tipos de interés, etc.

Comprender y modelar la estructura temporal de los tipos de interés representa uno de los
principales retos de la investigacion financiera actual. Los tipos de interés son series que
varian de forma aleatoria respecto al tiempo y estas variaciones pueden ser modelizadas
mediante procesos estocasticos de dos tipos: procesos estocdasticos en tiempo discreto y
modelos en tiempo continuo.

En este trabajo se revisan distintos modelos en tiempo continuo, en el contexto estocastico,
destinados a explicar la dinamica del tipo de interés. Se presentan diferentes métodos
de estimacién, paramétricos y no paramétricos, asi como su aplicacién a datos reales y
simulados. Por ultimo, se emplea la metodologia bootstrap para aproximar la distribucion
de los estimadores.

Abstract

Diffusion models described by stochastic differential equations are natural extensions of
deterministic models described by ordinary differential equations. These models have been
applied intensively in the mathematical finance field for the analysis of assets prices, ex-
change rates, interest rates, etc.

Understanding and modeling the term structure of interest rates represents one of the main
challenges of current financial research. Interest rates are series that change randomly with
respect to time and these variations can be modeled by two types of stochastic processes:
stochastic processes in discrete time and continuous time models.

In this work, we review different models in continuous time, in the stochastic context,
designed to explain the dynamics of the interest rate. Parametric and nonparametric es-
timation methods are presented, as well as their application to real and simulated data.
Lastly, the bootstrap methodology is used to approximate the estimators distribution.
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Capitulo 1

Introduccion

Los modelos de difusién descritos por ecuaciones diferenciales estocdsticas son una ex-
tensién natural de modelos deterministas con ecuaciones diferenciales ordinarias. Estos
modelos han sido aplicados de forma intensiva en el campo de la matematica financiera
para el analisis de precios de activos financieros, tipos de cambio, tipos de interés, etc.
Comprender y modelar la estructura temporal de los tipos de interés representa uno de los
principales retos de la investigacién financiera actual. Los tipos de interés son series que
varian de forma aleatoria respecto al tiempo y estas variaciones pueden ser modelizadas
mediante procesos estocasticos de dos tipos: procesos estocasticos en tiempo discreto y mo-
delos en tiempo continuo. Respecto a estos tltimos, si bien los modelos estdn formulados
en tiempo continuo, los datos son registrados en puntos discretos del tiempo (por ejem-
plo, cada minuto, diariamente o semanalmente), lo cual complica de forma considerable el
analisis estadistico.

La necesidad de desarrollar el andlisis de la estructura temporal de los tipos de interés en
un entorno estocéstico surge como consecuencia de las turbulencias del mercado financiero
de la década de los setenta. La aplicacion de la metodologia de Black y Scholes (1973)
a la valoracién de activos derivados del tipo de interés no es posible, ya que su valor no
depende del precio de ningun activo subyacente. Ademas, los precios de los bonos cupén
cero convergen a su valor nominal al vencimiento, lo que da lugar a que la volatilidad
de los bonos disminuya a lo largo del tiempo. Progresivamente fueron surgiendo teorias
propias de la estructura de los tipos de interés que se basan en modelos de valoracién por
ausencia de arbitraje en un entorno estocdstico. En los anos 70, Merton (1973) modelizé
el tipo de interés como un proceso estocastico y lo empled para la valoracién de opciones.
Posteriormente, se empezaron a aplicar argumentos de arbitraje similares a los de Black y
Scholes (1973) para modelizar la estructura temporal de los tipos de interés, como muestran
los trabajos de Vasiceck (1977) o de Brennan y Schwartz (1979). Esta idea contribuyé a
la construccién de nuevos modelos més perfeccionados, como los de Cox, Ingersoll, y Ross
(1985), Chan et al. (1992) o Ahn y Gao (1999). Estos modelos permiten especificar el tipo
de interés como solucion de una ecuacién diferencial estocastica, permitiendo el uso de la
Teoria de los Procesos de Markov y facilitando asi su tratamiento analitico. Aunque cabe
notar que, a medida que el proceso que explica la dindmica del tipo de interés es mas
realista, se complica y, en ocasiones, no es posible obtener una solucién exacta.

En este trabajo se revisan distintos modelos de difusion en tiempo continuo para los
tipos de interés, asi como las técnicas de estimacién paramétrica y no-paramétrica de las
componentes de los procesos asociados. Para ello, en el Capitulo 2 se expone la teoria
relativa a los procesos estocdsticos y ecuaciones diferenciales estocasticas, asi como los



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

distintos modelos utilizados en la modelizacion de los tipos de interés. En el Capitulo 3
veremos técnicas de estimaciéon paramétricas y no paramétricas de las componentes de
los procesos asociados y en el Capitulo 4 compararemos estos métodos de estimacién,
mediante una aplicacion a datos simulados y a datos reales. Por ultimo, en el Capitulo 5
se presentan las conclusiones del trabajo.



Capitulo 2

Modelizacion de los tipos de
interés

El precio de los activos financieros evolucionan en el tiempo formando un proceso estocasti-
co. Existen dos tipos de procesos estocasticos para modelar los precios de un activo: por
un lado, los procesos estocdsticos en tiempo discreto, donde el precio varia en puntos dis-
cretos del tiempo; por otro lado, tenemos los procesos estocasticos en tiempo continuo,
donde el precio varia de manera continua, aunque sélo sea observado en puntos discretos
del tiempo. Para ambos procesos, el precio puede ser continuo o discreto. El valor que
puede tomar un precio continuo es cualquier niimero real positivo, pero el precio discreto
s6lo puede tomar un ntmero finito de valores positivos.

En este trabajo trataremos los precios (tipos de interés) como un proceso estocéstico
continuo en tiempo continuo, el cual se define en un espacio de probabilidad (2, F,P),
donde €2 es un conjunto, F es una o-dlgebra de subconjuntos de 2 y P es una medida de
probabilidad, P(©2) = 1. En el contexto financiero, cuando utilizamos modelos en tiempo
continuo, es habitual asumir que el tipo de interés es un proceso de Ito.

2.1. Procesos estocasticos y ecuaciones diferenciales estocasti-
cas

Las integrales estocdsticas y, en particular, la integral de Ito, son una generalizacién de
la integral de Riemann-Stieltjes que fueron introducidas para poder definir de manera
rigurosa las ecuaciones diferenciales estocasticas. Las ecuaciones diferenciales estocasticas
involucran una variable aleatoria cuyos incrementos en el tiempo son descritos por una
parte determinista mas una parte estocastica dada por un proceso de Wiener.

Consideremos como ejemplo el valor de una acciéon en el momento t. Denotado por S;
el precio del stock en t y por AS = Siiay — S; el incremento de S en un intervalo de
tiempo pequeno [t,t + At), la rentabilidad de la accién viene dada por AS/S. Asumiendo
que la parte determinista depende del tipo de interés del activo sin riesgo y es, por tanto,
proporcional al tiempo en una constante pu, tenemos que la parte determinista es pAt.
Como veremos mas adelante, también podemos considerar una funcién que dependa de ¢
0 S; en lugar de la constante p. Respecto a la parte estocastica, asumimos que depende
de algun ruido aleatorio y de la propia naturaleza volatil del mercado. Denotando por
AW = Wipar — W, a los incrementos del proceso aleatorio y ¢ a la volatilidad del mer-
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4 CAPITULO 2. MODELIZACION DE LOS TIPOS DE INTERES

cado, la parte estocdstica del modelo viene dada por c AW. Notar que también podemos
considerar en lugar de la constante o una funcién de t y/o S. La hipdtesis natural es
asumir el comportamiento Gaussiano del ruido, con AW ~ N (0, 1), lo que implica que W
es un proceso de Wiener, o movimiento Browniano estandarizado, si, ademds, suponemos
que los incrementos son independientes. Por todo lo anterior, podemos escribir

AS

Si consideramos la ecuacion diferencial anterior para intervalos infinitesimales, At — 0, pa-
ra obtener una ecuacién diferencial estocdstica podemos escribir S} /Sy = u+ oW/, donde
S} = uS + oS W/, que también podemos expresar en forma diferencial

dSt = /LSt dt + (TSt th (21)

Esta ecuacion debe ser interpretada como una expresion informal, es un ejemplo de ecua-
cién diferencial estocastica pero la expresién, mateméaticamente, no tiene significado, ya
que dW; no es finito y el proceso de Wiener tiene trayectorias continuas pero no diferen-
ciables. La ecuacién (2.1) es rigurosamente interpretable en forma de ecuacién integral,

St—Sozu/O S(u)du—ka/0 S(u) dW (u),

donde la tltima de las integrales es una integral de It6, mientras que la primera es simple-
mente una integral de Riemann. Las propiedades y la construccién de la integral estocastica
pueden consultarse en Steele (2001).

En este trabajo consideraremos los procesos de difusién solucion de la ecuacion diferencial
estocastica de la forma

dry = m(ry, t) dt + o(re, t) AWy, con g > 0, > 0, (2.2)

o escrito en forma de ecuacion integral,

T T
T —To = / m(ry,t) du —|—/ o (1ry, t) dW,,.
0 0

Las funciones m(-,t) y o(+,t) son, respectivamente, el drift y la difusién o volatilidad de
la ecuacién diferencial estocastica (2.2). Estos coeficientes pueden ser interpretados como
medida del crecimiento esperado en el corto plazo y la variabilidad en el corto plazo, de
modo que (2.2) facilita un patrén para la construccién de procesos estocasticos que reflejen
el comportamiento de variables reales. Notar que el proceso de Wiener es un caso particular
del proceso de Itd porque satisface la ecuacién (2.2) con m(ry,t) =0y o(ry, t) = 1.

Los procesos de difusién poseen la propiedad de Markov y pueden ser ergédicos. La ergo-
dicidad implica que, para cualquier funcién medible A(-), el resultado

T 00
;/0 h(rt)dt—>/_ h(r)m(r) dr = E[R()],

donde 7(+) es la densidad estacionaria del proceso de difusién y £ es una variable aleato-
ria con densidad 7(-), se cumple con probabilidad 1. La distribucién estacionaria de los
procesos de difusién puede ser expresada en términos de la medida de escala,

s(z) = exp {—2 /x: Zg)) dy} 7
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y de la medida de rapidez,

donde M = [ b(z)dz es una constante de normalizacién.

La naturaleza Markoviana del proceso también nos permite definir la densidad de
transiciéon del valor = en el momento s al valor y en el momento ¢ como p(t,y | s,z),
o p(t—s,y | x). La densidad de transicién satisface la ecuacion “forward”de Kolmogorov,

Dty 5,3) =~ [mpltoy | 5.0+ 3y [ (e | 5.0)
8tp Y l18,x)= dy Yy)pit,y | s, 2 9y o \y)p\t,y | s, )
v la ecuacion “backward”de Kolmogorov,
0 0 1 5 0?
— 55 PLy | s,2) =m@) oo p(ty | s,2) + 507 (2) 55 p(ty | 5,2)-

Sit — —oo en la ecuacién “forward” de Kolmogorov, obtenemos

2
e [P @r(@)] =2 - fm(@)r()]

Esta ecuacién establece una relacién entre el drift m(-), el coeficiente de difusién o(-) y la
densidad estacionaria 7(-).

2.2. Familias paramétricas de procesos estocasticos

A lo largo de este trabajo nos centraremos en los procesos de difusién homogéneos, donde
A, = A, un caso particular de (2.2) y definido como solucién de la ecuacién diferencial
estocéstica,

dry =m(ry)dt +o(ry) dWy, conrg >0, 0<t<T,

donde m(-) y o(+) no dependen del tiempo. Representado en su forma integral tenemos

T T
Tt_r()_/ m(Tu)du—i-/ o(ry)dW,, 0<t<T.
0 0

Podemos estudiar este proceso con dos enfoques: no-paramétrico y paramétrico. En el
primero, las funciones m(r) y o(r), con r € R, son desconocidas. En la seccién 3 veremos
métodos de estimacién no-paramétricos para ambas funciones. En el enfoque paramétrico
consideramos el proceso r; como una solucién de

dry = m(ry;0)dt + o(r;6) AWy, conrg >0, 0<t<T,

y tenemos en cuenta el conocimiento de las funciones m(r) = m(r,0) y o(r) = o(r,0), con
r € Ry 6 un pardmetro desconocido tal que # € © C R% En el contexto paramétrico,
existen procesos estocasticos ampliamente utilizados en el ambito financiero que introdu-
ciremos a continuacion.
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2.2.1. Modelo de Merton o Aritmético Browniano

Desarrollado por Merton (1973), fue una de las primeras propuestas para modelizar el tipo
de interés a través de un proceso estocastico. El modelo asume que las funciones drift y
difusién son constantes, m(r¢,0) = a 'y o(r,0) = o, de modo que el tipo de interés a corto
plazo se comporta como un movimiento Browniano con tendencia, también denominado
movimiento Browniano aritmético,

dr; = adt + o dW4,

donde o > 0y rg es la condicién inicial de la ecuacién. Una ventaja del modelo de Merton es
que proporciona soluciones analiticas para la estructura temporal de los tipos de interés,
pero, por otro lado, bajo este modelo el tipo de interés puede tomar valores negativos.
Ademsds, se puede demostrar que con este proceso el precio de un bono cupén cero es
una funcién creciente del tipo de interés, por lo que un bono cupén cero con vencimiento
infinito tendria un valor infinito, que no es un resultado éptimo.

2.2.2. Modelo de Black-Scholes o0 Geométrico Browniano

Desarrollado por Black y Scholes (1973), se introdujo como modelo para la valoracién
de derivados financieros, al que también se le conoce como Black-Scholes-Merton tras su
introduccién en el contexto financiero. El movimiento Browniano geométrico es el proceso
asociado al modelo, de modo que caracteriza el tipo de interés mediante la solucién de la
ecuacion diferencial estocastica

d’f’t = Qrt dt + oT¢ th,

donde ¢ > 0y rg es la condicién inicial de la ecuacién. El parametro « se puede interpretar
como el tipo de interés constante y o como la volatilidad asociada a los activos con riesgo.
La solucién explicita del modelo es

1
T =To eXp{(Oé— 202>t+0’Wt}-

La solucién r; tiene densidad condicional log-normal con media y varianza (de su trans-
formacién logaritmica) dada por

1
Hlogr = IOg(TO) + (a - 202)t7
2 2
Ologr = 0 t,

por lo que su media y varianza son

1
E [T‘t ‘ 7“0] = exp {Mlogr + 20120gr} = Toeat’

Var [ry | o] = exp {2p10gr + leogT} (exp {aﬁ)gr} - 1) = r2e

La densidad condicional, o de transicion, es

1 b {_ [log(x) — (log(ro) + (o — %02)t)]2 } ‘

t,x | rg] = ———e€x
p9[7 | 0] (L‘J\/% 202t

A diferencia del modelo de Merton, en esta especificacién el tipo de interés nunca toma
valores negativos. Ademds, para o > 0 el proceso revierte a la media y la volatilidad se
caracteriza por ser cambiante en el tiempo en funcién del nivel del tipo de interés.
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2.2.3. Modelo de Vasicek o proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Vasicek (1977) propuso un modelo basado en el proceso de Ornstein-Uhlenbeck (Ornstein
y Uhlenbeck, 1930) para modelizar el tipo de interés. El proceso es la solucién unica de la
ecuacion diferencial estocastica

d’l”t = (a — BTt) dt+Uth,

donde «, 8 y o son constantes positivas y rg es la condicion inicial de la ecuacién. Cuando
B > 0 se dice que el proceso revierte a la media y, a diferencia del movimiento Browniano
geométrico, el proceso tiene varianza finita para todo ¢ > 0. Con la parametrizacién
anterior, o se interpreta como la volatilidad, «/8 es el valor de equilibrio a largo plazo
y B es la velocidad de la reversién. Aplicando la féormula de 1t6, obtenemos la solucién
explicita de la ecuacién,

t
Ty = 24 (7“0 — g) e Pt 4 J/ A= aw,.
0

Para cualquier ¢ > 0, el proceso tiene funcién de densidad condicional, o de transicién,
po [t, ¢ | o] Gaussiana con media

E[Tt|7‘o]=%+ (m-g) e,

A\ _ 02 —2p3t
ar[rt|r0]—% 1—e ,

varianza

y covarianza

2
Cov [rs,r¢ | 0] = g—ﬁ eBlstt) (ezﬁ(sm) — 1> :

Cuando 8 > 0, el proceso es ergddico y admite una distribucién de probabilidad estacio-
naria. Notar que

, o'
Jim Ef | ] = 5.
z 0—2

tlggo Var [ry | ro] = %5

La densidad estacionaria del proceso es Gaussiana con media o/ y 02/28,

(0% 02
~(55)

Mientras que el hecho de que el tipo de interés posea reversién a la media es una carac-
teristica defendida en la literatura, es habitual argumentar que la volatilidad depende del
nivel del tipo de interés, en lugar de ser constante. Otro inconveniente del modelo es que
el tipo de interés podria tomar valores negativos. Pero las ventajas del modelo — entre
las que destaca que es analiticamente tratable, proporcionando una solucién exacta para
la estructura temporal de los tipos de interés— han contribuido a extender su uso en la
literatura.
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2.2.4. Modelo de Dothan

Dothan (1978) introdujo una modificacién en el modelo de Vasicek, asumiendo que la
volatilidad del tipo de interés es proporcional a la propia tasa, por lo que la volatilidad
varia a lo largo del tiempo,

dr; = ory dWs.

En este modelo el tipo de interés se rige por un movimiento Browniano sin tendencia, de
modo que el tipo de interés se distribuye como una variable aleatoria lognormal, pudiendo,
por tanto, tomar valores negativos. El modelo de Dothan también se denomina camino
aleatorio geométrico o camino aleatorio eldstico, y fue utilizado con anterioridad por Bren-
nan y Schwartz (1977) para la valoracién de bonos con opciones incorporadas. Courtadon
(1982a) demostré que el modelo no es adecuado para representar el comportamiento a
largo plazo del tipo de interés porque nh_)n;o 7, = 0.

El uso del modelo no estda muy extendido, ya que modelizar el comportamiento de los
tipos de interés mediante una lognormal eleva la complejidad y presenta problemas de
estabilidad. Ademaés, no es posible obtener una solucién exacta para el precio de los bonos
cupdn cero ni para las opciones, aunque Brennan y Schwartz (1977) y Dothan (1978) han
utilizado el modelo para la valoracién de distintos bonos utilizando técnicas de resolucion
numéricas.

2.2.5. Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

El proceso Cox-Ingersoll-Ross fue introducido por Feller (1951) para el estudio del creci-
miento de poblaciones y, posteriormente, Cox, Ingersoll y Ross (1985) popularizaron su
uso en la modelizacién de los tipos de interés a corto plazo. Los autores introducen una
modificaciéon en el modelo de Vasicek, considerando en el coeficiente de difusién la raiz
cuadrada del tipo de interés. Asi, el proceso CIR es la solucién a la ecuacién diferencial
estocastica

dry = (a — pry) dry + o/re AWy, con 9 > 0, (2.3)

donde «, B y o son constantes positivas. Bajo la condicién 2a > o2, el proceso es estricta-
mente positivo (en otro caso, es no negativo, lo que significa que puede alcanzar el estado
0). También es habitual utilizar la parametrizacién

d’l"t :H(,U,—Tt)dT’t‘FO'\/T»tth,

donde k = f es la velocidad de la reversién a la media y 4 = «/f es la tasa a la que
revierte el tipo de interés. La ecuacién diferencial estocéstica (2.3) tiene solucién explicita,
dada por

t
re = (ro - g) e Pl g 06_’8t/ P fry AW,,.
0

Bajo la hipétesis 2a > o2, el proceso es estacionario y la densidad de transicién condicional
existe de forma explicita. Dada la informacién hasta el instante s, F;, el tipo de interés a
corto plazo r; se distribuye como una ji-cuadrado no central,

re | Fs ~ X2 (20rt,4a/02,2u) ,
con 4a/o? grados de libertad y pardmetro no central 2u, donde

28 Bt 200

02702(1_67&), u = croe ", v = cr, q=— — 1.
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La distribucién puede ser escrita de forma explicita como

u

q/2
p(t,r | o) = ce® (—) 1,(2v/uv)
v
donde

I(x) i (a: >2j+q 1 R
xT) = — —  z €R,
! N2 JTG+q+1)
es la funcién de Bessel modificada de primera especie y orden ¢ y I'(+) es la funcién gamma,
I(p) = fooo xP~le~*dx,p € R,. La media y varianza condicional de r; son

E[T‘t|7“0]=%+ (To—a> e,

2 2 2
Var [ry | o] = ro% (e_ﬂt — e_QBt) + i (1 — e_ﬁt) ,

y la funcién de covarianzas es

Cov [ra. 1 | 1o] = 102 (et = ) 4 ao? (eP=) — e+
ov|rs,re |10l =10— (77" —€ — (e —e )

sy 1t 0 0 ﬁ 252
La distribucion estacionaria del proceso CIR sigue una Gamma con parametro de forma
2a/0? y pardmetro de escala 02/23, por lo que la distribucién estacionaria tiene media
/B, varianza ac?/(2/3%) y covarianza

ao?
Cov = 2—526 Blt=s),
El proceso, al igual que el planteado por Vasiceck (1977), supone que el tipo de interés
posee reversién a la media y que la volatilidad depende del tipo de interés, hipdtesis més
realista que la de volatilidad constante. El modelo CIR ha sido ampliamente desarrollado
y utilizado en la literatura, ya que proporciona una solucién analitica para la estructura
temporal de los tipos de interés, asi como para distintos derivados de los tipos de interés.

2.2.6. Modelo de elasticidad constante de la varianza

El proceso de elasticidad constante de la varianza (CEV) fue introducido para la valoracién
de opciones (Beckers, 1980). Es la solucién de la ecuacién diferencial estocdstica

dT’t = 57} dt + O'T;Y th

con v > 0. Para v < 1 la volatilidad presenta asimetria negativa y para «v > 1 la asimetria
es positiva. Notar que cuando v = 1, es un caso particular del movimiento Browniano
geométrico. El proceso se asume que es positivo, pero la versién discretizada del mismo
puede tomar valores negativos. En concreto, para v < 0.5 hay probabilidad positiva de
que el proceso sea absorbido en el cero.

2.2.7. Modelo de Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders

Chan et al. (1992) propusieron el modelo CKLS, que generaliza el proceso de volatilidad
constante con reversion a la media, dado por la ecuacién diferencial estocastica

dry = (o — Bry) dt + or] AWy,
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con ¢ > 0. Es una extension del proceso CIR y generaliza los modelos vistos hasta ahora,
como podemos ver en el Cuadro 2.1. No admite una funcién de densidad de transicién
explicita y para valores a, 8 > 0y v > 0.5, el proceso toma valores en (0, 4+00).

Restricciones
Modelos a B o v FEcuacién diferencial estocéastica
Merton (ABM) 0 0 dr; = adt + odW;
Vasicek 0 dry = (a+ pry) dt + o dWy
CIR SR 1/2  dry = (a+ Bry) dt + ory/2 AW,
Dothan 0 0 1 dry = ory dW;
GBM 0 1 dry = Brydt + ory dW;
Brennan 1 dry = (a+ pry) dt + ory dW,
CIR VR 0 0 3/2  dry=ort/*aw,
CEV 0 dry = Brydt + or] AW,
CKLS dry = (a+ Bry) dt + or] AW,

Cuadro 2.1: Especificaciones paramétricas de la familia de procesos CKLS.

En estos modelos tenemos que
m(re;0) = 01 + Oary,
o?(ri;0) = 9% 7}2947

donde 0% es el pardametro de volatilidad que representa un factor de escala de las variaciones
no anticipadas de los tipos de interés y 204 es la elasticidad de la varianza, la sensibilidad
de la volatilidad ante variaciones de los tipos de interés. Este tipo de modelos recogen la
relacion entre la volatilidad y el nivel de los tipos de interés, ya que a medida que el nivel de
los tipos de interés aumenta se espera que la volatilidad también se incremente. Aunque, en
ocasiones, valores muy elevados de 64 no dan lugar a este efecto en determinados periodos
de tiempo.

2.2.8. Modelo de Ait-Sahalia

Ait-Sahalia (1996a) propone un modelo no lineal con reversién a la media para modelizar
el tipo de interés. El modelo satisface la ecuacién diferencial estocastica

dry = (a,lr;l + ap + agry + 0127}2) dt + or] dW,.

Aunque no es posible obtener la distribucién exacta del modelo, es factible aproximar la
densidad de transicion mediante una expansién de polinomios de Hermite, como veremos
mas adelante. El autor también propone una generalizacién del modelo, incluyendo una
funcién de difusién mas compleja,

dry = (a_1r; 4 ag + arry + aor?) dt 4 (8o + Bure + Bary ) AW

En este modelo, la propiedad de Markov sélo estd garantizada bajo ciertas restricciones.
Para obtener especificaciones razonables del modelo es necesario establecer restricciones
sobre los coeficientes, éstas pueden consultarse en Ait-Sahalia (1996a). Notar que el modelo
CKLS es un caso particular del modelo anterior.



2.2. FAMILIAS PARAMETRICAS DE PROCESOS ESTOCASTICOS 11

2.2.9. Modelo Inverse-Feller

El modelo de Ahn y Gao, o modelo Inverse-Feller, fue propuesto por Ahn y Gao (1999)
basdndose en los trabajos de Ait-Sahalia (1996a) y Ait-Sahalia (1996b). El modelo es
una transformacién del CIR, donde el tipo de interés sigue una tendencia no lineal y la
volatilidad posee elasticidad constante de la varianza,

3
dry =1 (a — (02 —af) T‘t) dt + orf dWy.

Su distribucién condicional esta relacionada con la del modelo CIR,

1
7’07

donde p®™® es la densidad condicional del proceso CIR, dada por (2.2.5).

I cr(, 1
t = t, -
p(t,r[ro) = 5p =
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Capitulo 3

Métodos de estimacion

En esta seccion revisaremos distintos métodos de estimacién de procesos de difusién en
tiempo continuo con muestras en tiempo discreto. Es importante destacar que sélo las
observacion estan en tiempo discreto, ya que el modelo subyacente es en tiempo continuo.
Consideraremos la ecuacién diferencial estocastica homogénea, en su forma paramétrica,

dT‘t = m(rt, 9) dt + O'(’I"t, (9) th,

para el pardmetro desconocido # € © C R? con d un entero positivo. Las funciones drift y
difusion, m : Rx© - Ry o : R x © — (0, 00), respectivamente, se consideran conocidas,
de modo que existe la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica'. Cuando la densidad
estacionaria my(+) existe, tiene la forma

1
M(0)o2(r,0)s(r,0)’

s(r,0) = exp {—2 / m dy}

para algun rg € I, con I el espacio de estado del proceso, y M(f) una constante de
normalizacién. Tal y como vimos en la Seccién 2.1, la funcién s(-, 8) es la medida de escala
y b(r) = ma(r)M(0) es la medida de rapidez. La distribucién de r, con ¢ ~ 7y, se denota
por Py y, bajo esta medida, r; ~ my para todo ¢.

mo(r) =

donde

En los modelos especificados en tiempo continuo podemos calcular, en lugar de estimar,
el subconjunto de pardmetros de € correspondiente a la difusién o(r,0) a partir de la
variacion cuadratica del proceso, ya que para todo ¢t > 0,

2m t
(r,r)e = Hm > (rynjon — Teph—1yj2n )’ —>/0 o?(rs, 0) ds

n—o00
k=1

cuando n — oo en probabilidad bajo Py. Asi, podriamos considerar o(r,0) = o(r) cono-
cido. El resto de los pardametros, correspondientes al drift m(r, 6), se pueden estimar por
maxima verosimilitud. Dado el coeficiente de difusién, la funciéon de verosimilitud de r

viene dada por
T m(rs, ) 1 (7 m2(7°8, 0)
Lr(0) = exp (/0 702(%) dry — 2/0 702(%) ds).

!Para garantizar la existencia de la solucién de la ecuacién diferencial estocéstica, es necesario asumir

ciertas suposiciones sobre el modelo (ver Iacus, 2008)

13
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Maximizando L7(#) obtendremos la estimacién del verdadero pardmetro 6. Pero, aun-
que los modelos estan formulados en tiempo continuo, los datos son registrados en puntos
discretos del tiempo. Por ello, para la estimacién de los pardmetros del modelo en tiempo
continuo deberemos considerar una version discreta del mismo. El esquema de observacion
que asumiremos en este trabajo serd el de muestras numerosas, bajo el cual el tiempo A
entre dos observaciones consecutivas es fijo y el nimero de observaciones n es creciente,
asi como la ventana de observacién [0,7 = nA], que también se incrementa con n. Des-
tacar que, en este enfoque, se requieren suposiciones adicionales sobre el modelo continuo
subyacente, tales como estacionariedad y ergodicidad.

Uno de los esquemas de aproximacion mas utilizado es el método de Euler-Maruyama:
dado un proceso de It6 {r;,0 <t < T}, solucién de la ecuacién diferencial estocastica

dry = m(re) dt + o(r) AWy, (3.1)

con valor inicial ry, = ro y la discretizaciéon II,, = II,,([0,T]) del intervalo [0,T],
O=ty<t1 <...<t,=T, la aproximacién de Euler-Maruyama de r es un proceso es-
tocdstico continuo X que satisface el esquema iterativo

X _Xti :m(ti,Xti)(ti—i-l_ti)‘i‘a’(ti,Xti)(Wt —Wti), 1=0,1,....n—1,

i+1 i+1

con Xy, = ro. Notar que los incrementos del tiempo A = ¢;4; — t; se han supuesto cons-
tantes. Entre dos puntos del tiempo ¢; y t;+1, para definir el proceso podemos considerar
una interpolacion lineal, de modo que X; se definiria como

t—t;

X(t) =Xy, +
Q T—

(Xti+1 - Xti)? te [ti7ti+1)-

Otros métodos de uso frecuente son los propuestos por Milstein (1978) y Kloeden et al.
(2000), conocido como KPS (las iniciales de los autores, Kloeden, Platen y Schurz,). El
método de Milstein utiliza el lema de It6 para incrementar la precisiéon de la aproximacién
anadiendo un término de segundo orden,

Xti+1 - Xti = m(tiv Xti)<ti+1 - ti) + U(ti7 Xti)(Wti+1 - Wti)

1
+ 50’(%Xti)Jr(tivXti)[(th —Wi,)? = (tis1 — 1)),

i=0,1,...,n—1, donde o,(t,r) = do/Or.
El método KPS anade méas términos a la expansion Ito-Taylor, definiendo
AWy =Wy, — Wy, y At = t;1 — t;, tenemos

Xti+1 — Xti = m(tz, th)At + O'(ti, th)AWt

1
+ §J(t¢, Xti)o'r(tia th) [(AWt)2 — At]

1
0 (b, Xe ) (b, X2, )AVe + 5 ks, Xe,)my (t, X,
1
+ 502t Xe e (s Xti)} At + [m(ti, Xi)op (b, Xy,)

+ %ﬁ(ti, Xy,)om (i, Xti)} (AW At — AV)

1 1
+ §U(ti,Xti)(O'(ti,Xti)JT(ti, Xti))r |:3(AWt)2 _ At:| AWy,
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tit1  fis
AV, = / / dW, ds
t; t;

es una variable aleatoria Gaussiana con media cero y varianza %At?’, y donde
E (AV,AW,) = %AtZ. Los pares (AW, AV;) son independientes para todos los ;.

donde

Los métodos de discretizacién pueden ser caracterizados por su orden de convergencia.
Un esquema de discretizacién y° con paso de discretizacién de tamafio § = At se dice
fuertemente convergente a x en el instante T' con orden ~ > 0 si existe una constante
positiva C' que no depende de § tal que

E(|ar — y‘;(T)D > Co7.

Esta expresion mide cuan préoximas estan las trayectorias en el instante T'. Por otro lado,
y° se dice débilmente convergente a x en el instante T’ con orden 3 > 0 si para cada funcién
g suficientemente regular, existe una constante positiva C' que no depende de § tal que

[E[g(ar)] ~ E[g(s’ (T))]] = C9".

La convergencia débil de orden § implica la convergencia de los momentos de todos los
6rdenes (tomando g(z) = |z|?). En la aproximacion fuerte, el orden de convergencia lo
determina el término donde truncamos la serie. Pero el criterio de convergencia débil
concierne aspectos probabilisticos de la trayectoria de la muestra, pero no la trayectoria en
si. De este modo, para un cierto orden de convergencia, el niimero requerido de términos de
la expansién es menor para el caso de la convergencia débil que en el caso de la convergencia
fuerte si queremos un determinado orden de convergencia. Bajo condiciones adecuadas de
suavidad y crecimiento sobre las funciones drift y difusién, el método de Euler-Maruyama
es fuertemente convergente de orden v = % y débilmente convergente de orden 1. Notar
que este método es la aproximacién de Taylor mas simple, si se consideraran mas términos
en el desarrollo de Taylor, el orden fuerte de convergencia se incrementa. Asi, el método de
Milstein tiene orden de convergencia débil y fuerte de v = 1 y el método KPS tiene orden
de convergencia fuerte v = 1.5. En este trabajo utilizaremos el método de Euler-Maruyama
para aproximar los modelos de difusién en tiempo continuo.

3.1. Estimacion paramétrica

La ecuacién diferencial estocédstica (3.1) puede ser representada de forma paramétrica
como

dry = m(ry, 0) dt + o(re, 0) AWy,

donde # es un parametro d-dimensional desconocido que pertenece a un espacio pa-
ramétrico © C R, con d un entero positivo. La versién discreta, con el método de Euler-
Maruyama, es

Tt — T, = M1y, 0)A + o (ry,, G)Al/zati, i=1,....,n—1 (3.2)

donde ¢, son iid N(0,1). A continuacién se introducen los supuestos bésicos relativos a
los coeficientes del proceso de difusion.

Supuesto 1. (Lipschitz Global)
Existe una constante K independiente de 6 tal que,

|m(r,0) —m(s,0)| + |o(r,0) — o(s,0)| < K(|r —s]),
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para todo r y s.

Supuesto 2. (Crecimiento lineal)
Existe una constante K independiente de 6 tal que,

}m(r, 0)| + |o(r, 0) < K(1+|r|).

Supuesto 3. (Positividad del coeficiente de difusién)
Existe una constante K independiente de 6 tal que,

inf o (r,0) > 0,

para todo r.

Supuesto 4. (Momentos acotados)
Para todo k > 0, todos los momentos de orden k del proceso de difusién existen y cumplen
que
supE‘rt|k < 0.
¢

Supuesto 5. (Suavidad de los coeficientes)
Las funciones m y o y sus derivadas en 0 (hasta orden 3) son suaves en r y de crecimiento
de orden polinomial en r uniformemente en 6.

Supuesto 6. (Crecimiento polinémico)
Existen K > 0 y b > 0, independiente de 6, tal que,

‘m(r, 9)‘ < K(l + |7“]b),

con 0 € O.

Este conjunto de supuestos se completa con condiciones que aseguren la adecuada tasa de
convergencia y la existencia de la informacion de fisher asociada al método de estimacién.

3.1.1. Maxima verosimilitud exacta

Por ser r, un proceso de Markov, podemos obtener la funcién de verosimilitud £,,(0) del
proceso discreto utilizando la regla de Bayes,

n

‘Cn(a) = Hp9(A7Tti | rti—l)pO(rto)7

i=1

donde py(A, 1y, | 4,—1) denota la funcién de densidad de transicién, o densidad condicional,
asociada al modelo de difusién paramétrico, con pardmetro desconocido . El logaritmo
de la funcién de verosimilitud es

n

(n(0) =log L(0) = Y £:(6) +log(po(re,)) = Y _logpp(A, 7, | 7,-1) +log(pa(rsy))-
i=1 i=1

Si el nimero de observaciones es suficientemente grande, podemos asumir que el peso
relativo de pyg(ry,) en la funcién de verosimilitud decrece, por lo que py(ry,) = 1.
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Si la forma paramétrica del modelo que genera las observaciones {ry}!' , es cono-
cida, podemos utilizar el método de maxima verosimilitud, de modo que el estimador de
méxima verosimilitud (MLE) del verdadero pardmetro es

0 = arg méix 0,(0).

Notar que aunque los modelos son descritos en tiempo continuo, la disponibilidad de los
datos es en tiempo discreto, por lo que ignorar esta diferencia puede resultar en estimacio-
nes inconsistentes. Pero no siempre es posible determinar explicitamente la verosimilitud
para observaciones discretas generadas por (3.2), ya que existen modelos en los que no
disponemos de férmulas cerradas para la densidad de transicién o de probabilidad con-
dicional. Por ello, este método de estimacion sélo serd aplicable en aquellos modelos de
difusién en los que se conoce la distribucién asociada al modelo. Los modelos de Black
and Scholes (1973), Vasicek (1977), Cox, Ingersoll y Ross (1985) y Cox (1975) se basan en

expresiones cerradas conocidas.

3.1.2. Maxima verosimilitud aproximada

Para estimar el modelo (3.1), podemos utilizar un esquema de aproximacién, como el
método de Euler-Maruyama. Con este método no aproximamos directamente la densidad
de transicién, sino la trayectoria del proceso de modo que podamos utilizar la verosimilitud
de la versién discretizada del modelo, dada por (3.2). Asi, para estimar el modelo (3.1),
procedemos como si las observaciones proviniesen de una distribuciéon Gaussiana, de media
el drift y desviacion estandar la funcién de difusién, por lo que la densidad de transicion

es
1 1(x—r—m(r, H)A)Q}
Pro(A, x| 1) = —————=expq — = .
rol ) V2mAc?(r,0) { 2 Ac?(r,0)
De este modo, podemos obtener el estimador de méxima verosimilitud. Notar que esta
aproximacion es eficiente si el paso de discretizacion A es lo suficientemente pequenio, en
caso contrario, pueden producirse sesgos significativos en las estimaciones.

En caso de que se cumplan los supuestos 3, 4 y 6 y asumiendo que o(r,0) = o > 0 es
constante y que el resto de pardmetros a estimar estdn en la funcién drift m(r,0), el
logaritmo de la verosimilitud del proceso discretizado es

1| =7, — 7, — m(ry,_,,0)A2
0n(0) = -3 {Z ! A ! + nlog(2ma?A) b .
i=1

A la ecuacién anterior se le denomina aprozimacidn Gaussiana local. Dado que o? es

constante, maximizar la log-verosimilitud equivale a maximizar la funcién

n

A n
Z(Tti - ’rti—l)m(rti—l ) 9) - 9 Z m? (rti—l ’ 9)'
1=1

=1

Bajo el supuesto adicional de que nA3 — 0, el estimador de maxima verosimilitud de la
pseudo-verosimilitud es consistente y asintéticamente normal. En Florens-Zmirou (1989)
v Yoshida (1992) se demuestra que un estimador consistente de o2 es

1 n

~2 2
o ——g Tt — Tt .
nﬁl 1( t; tz—l)



18 CAPITULO 3. METODOS DE ESTIMACION

3.1.3. Método de maxima verosimilitud de Ait-Sahalia

La regla de Bayes combinada con la naturaleza Markoviana de (3.1), heredada por los
datos discretos, implica que la log-verosimilitud tiene la forma

1 n
,(0) = - len {p,ﬂ,g(A,nA | 7“(¢-1)A)} , (3.3)
asumiendo que el proceso es observado en el intervalo {t =iA |i=0,...,n}, con A fijo.

Ait-Sahalia (2002) propone un método de méaxima verosimilitud para procesos de difu-
sién con muestras discretas, basado en una aproximacién de la funciéon de verosimilitud
utilizando polinomios de Hermite. El autor construye una sucesiéon de aproximaciones p%

b
de la densidad de transicién, de modo que (3.3) es una sucesién de aproximaciones ng ),
Para ello, necesitaremos estandarizar el coeficiente de difusién de r, que llevaremos a cabo

utilizando la transformacion de Lamperti.

Transformacién de Lamperti
La ecuacién diferencial estocdstica (3.1), puede transformarse en otro proceso de difusion,
U, con coeficiente de difusién unitario aplicando la transformacién de Lamperti,

1

Uy = (re; 60) = / o (3.4)

Utilizando la férmula de It6 en el nuevo proceso Uy, tenemos la difusién unitaria
dUt == mU(Ut; 9) dt + th,
con funcion drift my dada por

oy M@ (w0):0) 190y
M) = T (w0 6) g (V7 (w0):0).

Notar que hemos utilizado la férmula de It6 con

1 1 x
f(t,z) = / @ ds, fi(t,z) =0, fo(t,z) = m’ fra(t, ) = _ZZE:Z;’
donde fi(t,r) = 0f/0t, fr(t,r) =0f/Or y for(t,r) = 0*f/Or?. Por tanto,
AF(t,7) = 0+t 4 it ) dr -+ 5 fo(t, 7o) (dr)

_m(tr)dt +o(r) AWy 1op(t )

(m(t, ’I“t) dt + O'(Tt) th)2

o(ry) C 2 o?(ry)
_m(t,ry) _Lloy(t, ) (. 9
=y e W e [ (t,7¢)(dt)

+2m(t, r)o(r) dt - AW, + 0—2(rt)(th)2] ,

donde (dt)? y dt - dW; son de orden O(dt), por lo que en la férmula anterior, los términos
cuya parte diferencial es (dt)? y dt - dW; podemos ignorarlos. Ademés, los términos de
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orden (dW;)? se comportan como dt por las propiedades del movimiento Browniano, por
lo que podemos sustituir (dW;)? por dt. Asi, podemos escribir,

B m(~(u;0);0) 100 , o
0= (i) ~ a0, (w0 an

Las transformaciones que, en las ecuaciones diferenciales estocasticas, dejan el término
de difusion constante son importantes para simulacién y estimacién. Cabe notar que la
aplicacién préactica de la transformacién de Lamperti esta limitada por la existencia de
una solucién explicita de la inversa de la transformacién,

ry = wil(Ut; 9)

Pero en el contexto financiero es habitual utilizar esta transformacién porque cuando
o(ry;0) = or], siempre existe solucién explicita de 1~ para cualquier constante 7.

Expansién de la verosimilitud mediante polinomios de Hermite

Los métodos para aproximar la densidad de transicién de los procesos de difusién permi-
ten obtener expresiones en forma cerrada para la densidad y, por ello, estas expansiones
pueden utilizarse en la estimacién paramétrica. Ait-Sahalia (2002b) realiza una expansién
de Hermite univariante que, realizando un cambio de variable, utiliza una base polinomial
comun para todos los modelos, que podremos utilizar para aproximar la verosimilitud.

Este método posee una clara analogia que permitird comprender su construccién: con-
sideremos una suma de variables aleatorias estandarizadas donde se cumple el Teorema,
Central del Limite (TCL). Para un tamano muestral n elevado, por el TCL podemos
utilizar como distribucién limite la N (0, 1), en otro caso, podemos expandir la distribucién
limite (con las series de Edgeworth basadas en los polinomios de Hermite, por ejemplo)
considerando términos de orden superior para mejorar la precisiéon de la aproximacion.
La idea propuesta por Ait-Sahalia es utilizar este enfoque para aproximar la densidad de
transicién desconocida del proceso de difusién, donde A — 0 juega el papel de n — oo
en el TCL. Asi, para un A pequeno, la distribucién condicional estd méas préxima a
ser normal por la contribucién del incremento Browniano. Si estandarizamos los datos,
podremos encontrar la distribucién limite de las observaciones estandarizadas cuando
A tiende a cero, por analogia con lo que ocurre en el TCL cuando el tamano muestral
tiende a infinito. En los procesos de difusién, estandarizar los datos implica transformar la
difusién original r en otra, U, tal y como hemos visto con la transformacion de Lamperti
en la seccién anterior. Tanto en el TCL como en este caso, la estandarizacién hace que la
funcién de distribucién se aproxime a una N (0, 1). Esta aproximacién a la normal estdndar
se puede refinar afladiendo términos de orden superior basados en los polinomios de
Hermite, que son ortogonales con respecto a la funcién de densidad de probabilidad normal.

Una propiedad de los procesos de difusiéon es que en pequenos intervalos de tiempo, la
primera diferencia dividida por VA es aproximadamente normal. Esta aproximacién
mejora a medida que A se reduce, pero la varianza puede ser dependiente del estado. Por
este motivo, previamente deberemos transformar r para que la aproximacion limite sea
una normal estdndar. Para ello, utilizamos la transformacién de Lamperti (3.4), que nos
permite eliminar la heterocedasticidad convirtiendo 74 en un proceso U; con coeficiente de
difusién unitario. La densidad estacionaria ¢y del proceso transformado, generalmente,
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no es normal, pero satisface

qu (u) o [2 /U my(s) ds] :

La densidad estacionaria tiene colas poco pesadas, por lo que los polinomios tienen momen-
tos de segundo orden finitos una vez aplicada esta transformacién. La primera diferencia
de Uy tendré densidad normal esténdar una vez dividida por v/A. Notar que si no reali-
zamos este ajuste, la primera diferencia de U; convergerd a una distribuciéon degenerada
con probabilidad uno en el cero (funcién delta de Dirac). Sea py la funcién de densidad
de transicion del proceso Uy, calcularemos los incrementos pseudo-normalizados de U para
adecuar py a la expansiéon de Hermite,

ZA=A"Y2(Ua = Up),

condicionando en Uy = ug = ¥ (rp). Sea p, la densidad condicionada de Za, donde A deno-
ta el intervalo de tiempo utilizado para la aproximacion. Como Za es una transformacion
conocida de r, podemos recuperar la densidad de transicién de r a partir de la densidad
de Za utilizando la férmula del jacobiano

0
pr(A, 7| o) = EP[TH—A <r|re=ro)

pu (A, ¥(r) [(ro)] _ ps [AATV2((r) = (ro)) | $(ro)]

a(r) o(r)A—1/2

Necesitaremos, por tanto, aproximar la funcién de densidad p.. Sean h; los polinomios
de Hermite, polinomios ortogonales respecto a la densidad normal estandar, podemos

) 22\ &I —2z2 .

La expansion de Hermite es

calcularlos como

exp(—2%/2)
po(D 2 | ug) = === (A, uo)hy(2), (3.5)
V2T =
cuyos coeficientes vienen dados por
I
ni(A,up) = j‘/ h;i(2)p=(A, z | up) dz
1 +o0 1y
= il hi (A™Y2(u — o)) pu (A, u | ug) du
1
=5 E[h; (AYV2(Ua — Uy)) | Uo = uo]

1
= F TAhj (A_1/2(UA — UO))

La aproximacién de Hermite a p, utiliza un nimero de términos finitos en la expan-
sién (3.5), de modo que pg‘])(A,z | ug) denota la suma parcial de (3.5) hasta 7 = J.

Habitualmente se toma J = 6, ya que este método converge bastante rapido. Como los
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coeficientes 7); son momentos condicionales especificos del proceso {U;}, pueden calcular-
se utilizando métodos numéricos como la integracion Monte Carlo. Ait-Sahalia (2002b)
propuso utilizar una expansién exponencial, ya que cuando los coeficientes de difusion
son suaves, se pueden utilizar series de potencias para un subconjunto de funciones en el
dominio del generador. Sea g(u) un polinomio (notar que aunque depende de ug, hemos
tomado ug como fijo) y A el generador infinitesimal de la difusién U, definido como el
operador A(6) : g — my(-;0)0g/0u + (1/2)9%g/0u?. Dada la suavidad de las funciones
drift y difusién, los polinomios y sus iteraciones se obtienen aplicando repetidamente el
generador A, bajo condiciones de regularidad del comportamiento limite del proceso. Esto
garantiza que las series de Taylor son una aproximacion adecuada de Ta,

K

Ak Ak

Tag™ ) B
k=0 )

Tomando g como h; y K = 3, obtenemos las expresiones explicitas de la aproximacién de
Taylor de 7;, conng =1y

L m[ I+ 2m 3])A2/12

+ 16mUm[2] + 88mUm5]m[U2]

no = (m¥ + m[I])A/Q + (6m2 m[l] + 4my;

T+ 16mp?

+ (28m%;mm + 28m¥ m[
+ 21m[2} + 32mmm[U] + 16mUm£]] + Sm[g])A?’/%,

n3 = — (mp + 3mUm[1] + m[2})A3/2/6 - (12m3Um[1] + 28mUm£}]2

+ 22m%,m[ I+ 24m[1]m[ I+ 14my; m[ Iy 3m )A5/2/487

ny = (m + 6m(zjmg] +3m [1]2 + 4mUm5] + m[g])AQ/%

2] 4]

+ 100m mm + 50m m[ ] + 23m m[U
[1]3 + 34m [2]2 +52m [1] H—I—4m[5 )A3/240

+ (20my; mm + 5OmUm
+ 180mgmim? + 40m

ns = — (mpy + IOm?ij] + 15mUm5]2 + IOm%]mg]
+ lOm[&}m[g] + 5mUm[U3] + m[(}q)A‘r’/z/lQO,

13 [1]2

ne = (m¢ + 15m?}m[1} + 15m[ + 20m3; mp] + 15m[ ]m[ I+ 45mgmy;

3)

+ 10mP2 + 15mZml¥ + 60mymitmZ + 6mymld + ml)A3 /720,

donde se ha empleado la notacién m[g]m = (0%my (uo; 0)/Ouf)™

Podemos derivar expresiones explicitas de la densidad de transicién del proceso U basadas
en expansiones de Hermite. La expansién de py de orden K viene dada por

_ u Ak
p%JK)(AﬂJ | up) = A™ 24 < A1/20> exp {/ my (w dw} ch u | up)— Ll

k=0
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donde ¢(z) = e~*/2/y/27 es la densidad normal N (0, 1), co(u | ug) = 1y, para todo j > 1,

¢ | o) = j(u — uw( [ w0y utwega (v wo)

0

+ [8203;1(10 | uo)/8w2] /2} dw>,
con A\, (u;0) = —(myz(u) + Omy(u)/0u)/2. Asi, tenemos que

BO(A T | r0) = o (r) T B (A, p(r) | (1)),

la sucesién de funciones explicitas ﬁng) aproxima a py. En Ait-Sahalia (1999) se demuestra

que
YN, 7 | 10) = pr(A, 7 | o).

Para calcular los estimadores de maxima verosimilitud, maximizamos la aproximacién del
logaritmo de la verosimilitud

1< _
() = - ;ln {pffg)(Aﬂ"iA \ T(i—l)A)} .

De esta manera obtenemos un estimador éff() que es préximo al exacto 8, (ver Ait-Sahalia
1999). Cuando el proceso admite una distribucién estacionaria, la varianza asintética del
estimador de maxima verosimilitud viene dada por la inversa de la matriz de informacién
de Fisher. Para procesos estacionarios, el estimador satisface

Vi (0, — 80) 5 N(0, i(80) ),
donde la matriz de informaciéon de Fisher es
i(80) =E [c’(e)ﬁ'(a)'] ~ _E [i(e)} ,

con £(0) =1n[p, (A, ra | 10)], £(8) = L(0)/060 v L(8) = 9*>L(0)/960086'.

3.1.4. Método Generalizado de los Momentos

Chan et al. (1992) introducen el modelo CKLS y para la estimacién de los pardmetros
del modelo consideran el método generalizado de los momentos (GMM). Aproximando el
proceso en tiempo continuo con una especificacion en tiempo discreto tenemos

Tep1 — e =+ Bre+ g1, (3.6)
E(ers1) =0,  E(efy,) = 0. (3.7)

El método generalizado de los momentos no requiere que la distribucion de los cambios en
el tipo de interés sea normal, la justificacién asintética para el procedimiento GMM sélo
requiere que la distribucién de los cambios en el tipo de interés sea estacionaria y ergddica
vy que las esperanzas relevantes existan.
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Sea @ el vector de pardmetros con los elementos «,B3,02 y ~. Dado
€441 = Ti41 — 1t — & — Pry, denotamos por f;(0) el vector

Et4+1
Et+1Tt
ft(e) = 2,.27

2
€41 — 0Ty

2
(5%+1 - 0'27}“/)73

Bajo la hipdtesis nula de que las restricciones que implican (3.7) son ciertas, tenemos las
condiciones de ortogonalidad E[f;(0)] = 0. El procedimiento GMM consiste en reemplazar
E[f:(0)] con su contrapartida muestral, g,(8), utilizando las n observaciones, donde

5u(0) =~ 3" 1i(6)
t=1

Por la Ley de los Grandes Numeros, tenemos que

9n(8) == E[£,(0)]

uniformemente en 0. El método generalizado de los momentos consiste en reemplazar las
condiciones de ortogonalidad por sus correspondientes momentos muestrales, escogiendo
las estimaciones de los parametros que minimizan la forma cuadratica

Jn(o) = g;(a)Wn (G)Qn(0)7

donde W, (0) es una matriz de pesos simétrica y definida positiva. Para una matriz de
pesos Wy, (0), el estimador GMM es

N

0 = arg mgn Jn(0).

Hansen (1982) demostré que escogiendo W, (8) = S~1(0), donde

S(0) = E[:(0)f,(0)],
resulta en el estimador GMM de 8 con la matriz de covarianzas asintética més pequefia.

Notar que los momentos condicionales del modelo en tiempo continuo y los momentos
condicionales de la discretizacién no coinciden. Por ello, utilizar los momentos condiciona-
les puede conllevar estimaciones inconsistentes. Sin embargo, para A — 0, los momentos
condicionales convergen, al igual que los estimadores.

3.1.5. Filtro de Kalman

Los modelos de espacio de estados, introducidos en Kalman (1960), proporcionan una
metodologia unificada para el tratamiento de una amplia variedad de problemas en el
analisis de series temporales. Este modelo utiliza un vector de autorregresion de orden
uno como ecuacion de estados, x;, que determina la regla para la generacién del vector
de estados x; respecto del estado anterior x;_1, parat = 1,...,n. El modelo de espacio
de estados asume que no observamos el vector de estados x; directamente, sino una
transformacién lineal del mismo con un error asociado, y,.
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Dadas las observaciones Y, = {y;...y,}, la ecuaciéon de estados y observaciones
son:

Ecuacion de estados xy = Pxy_1 + Yuy + wy w; ~ iid N(0,Q),

FEcuacion de observaciones vy, = Ayxe + Tup + vy vy ~ iid N(0, R),

donde A; es la matriz de medidas u observaciones y u; es un vector de inputs (variables
exdgenas o inputs constantes que pueden incorporarse en la ecuacién de observaciones o
de estados). Por simplicidad, asumimos que {w;} y {v:} estan incorrelados.

Si definimos & = E(x; | Yy,) y Pi* = E{(x: — «})(x; — x}')'}, las ecuaciones del Filtro de
Kalman, con estado inicial g ~ N(zJ, PJ), son

FEstado inicial

0 p0
Cc07P0

FEcuaciones de actualizacion /\
K;= P AL [APS A+ R)
a:i = :ci_l + K, [yt - Atazf_l — Fut}
Pl =[I - KA P!

FEcuaciones de prediccion
t—1 _ gy t—1
x,  =dx, )+ Tuy

Ptt—l _ @Ptt_—llq)/ + Q

N S

El Filtro de Kalman produce la proyeccién lineal de x; en Y;_;, como de-
nota x!' = E(x; | Y1), junto con el error cuadritico medio, dado por
Pt = E{(xi — 2, ") (@ —x}')'}. Los estimadores son Sptimos en el sentido de
que minimizan el error cuadratico medio dentro de la clase de todos los estimadores
lineales del vector de estados.

Para derivar los ecuaciones de prediccién tenemos:
a:i_l =E(x; | Yio1) = E(Pai—1 + Yup +wy | Vi) = @wij + YTuy,
y, por lo tanto,
P =E{(w— 27 ) (e — 27"’}

=E{[®(®1 — ;1) + wi][®(mr 1 — " }) + wi]'}
=oP ' + Q.

Para derivar las ecuaciones de actualizacion, escribimos las innovaciones como
er=y, —E{y, | Vi1} =y, — Az " — Ty,

y las correspondientes matrices de varianzas-covarianzas

¥ = Var(e;) = Var[Ay(zy — 2t ')+ vs] = A, P'A, + R parat=1,...,n.
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Notar que E(e;y)) = 0 para s < ¢, y como la secuencia de innovaciones es un proceso
Gaussiano, las innovaciones son independientes de las observaciones pasadas. La covarianza
condicional entre x; y €; dado Y;—; es Cov = {xy, e, | Yi1} = PttflAQ. Entonces, la
distribucién condicional conjunta de x; y €; dado Y;_; es normal,

x; :Ultf—l Ptt_l Ptt—lAg

Y1~ N ,
&€ =t 0 Atpttil Et

Podemos escribir 2
o =E{x: |y,.... v 1,y ) =E{z: | Yicr, e} = 2" + Keey,

donde )
K, =P/ AR = P AL (AP AL+ R

es la Ganancia de Kalman, que minimiza la matriz de covarianza del error,

P! =Cov{z:|Yi 1,6} = PI1 — P A AP = [T — Ky A P

Estimacion por maxima verosimilitud

La estimacién de los parametros que especifican el modelo de espacio de estados se realiza
por maxima verosimilitud. Sea 6 = {wg,Pg , 0,0, R, T,F} el vector de pardmetros que
contiene los elementos de media y covarianza inicial a:8 y Pé) , la matriz de transicién @,
las matrices de covarianzas de estado y observaciones (Q y R y la matriz de coeficientes del
vector de inputs T y I'. Podemos utilizar maxima verosimilitud bajo el supuesto de que el
estado inicial es Gaussiano y los errores wi,...,w, y v1,..., v, son vectores de variables
normales e incorrelados. La verosimilitud se computa utilizando las innovaciones €1, . . ., €,
que por ser vectores aleatorios Gaussianos independientes con media cero y matriz de
covarianzas ¥y = AP/ ' A, + R, podemos escribir la verosimilitud, Ly (8), (ignorando la
constante) como

~n Ly () = 5 D log SO + 5 D <u(6)5(6) eu(6).
t=1 t=1

El procedimiento habitual es, dado mg, desarrollar un conjunto de recursiones para la
funcién del logaritmo de la verosimilitud y sus dos primeras derivadas. Posteriormente,
podemos utilizar el algoritmo de Newton-Raphson sucesivamente para actualizar los valo-
res de los parametros hasta que se minimice el negativo del logaritmo de la verosimilitud.

Para utilizar el filtro de Kalman para obtener la estimacioén de los parametros del proceso
de difusion
d?“t = m(rt, 9) dt + O'(?”t, (9) th,

2La distribucién normal multivariante tiene la siguiente propiedad:
!

Sea y = (y1,-.-,ym)’, €= (x1,...,2n)’", y supongamos que el vector (y’,x’)’ es normal,
x Mo ’ Ezy PP

Entonces, y | & es normal con
-1
Hylz = Hy + Eyﬂfzzz (il: - I‘l‘z)v
Ey\z =yy — EyzE;zlzryv

donde se asume que X, es no singular.
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consideramos su version discreta,

Tty — Tt = m(?“t, G)A + U(rb 9)(Wti+l - Wti)?

Yy reexpresalrnos el proceso como

ZAti =m(ry, 0) + o(re, G)Afl/stti,

con zy; = 14, — 14, y donde &4, son variables aleatorias iid N(0,1).

Distribucion asintética de los estimadores

Bajo condiciones generales, sea 8, el estimador del verdadero pardmetro 6y obtenido
maximizando la verosimilitud de las innovaciones, Ly (6). Entonces, cuando n — oo

(8, — 680) — N (0, i(60) ),

donde
i(6o) = lim n 'E [~0?In Ly (60)/060 06

es la matriz de informacién asintética de Fisher.

3.2. Estimacion no paramétrica

Los modelos expuestos en el Capitulo 2.1 se basan en una serie de hipétesis sobre el po-
sible comportamiento de las funciones drift y difusién del proceso estocastico que recoge
la dinamica de los tipos de interés. Pero no existe consenso ni evidencia empirica de que
un determinado tipo de proceso estocéastico sea mas adecuado para modelizar el compor-
tamiento de los tipos de interés. Los modelos paramétricos intentan capturar distintas
propiedades particulares de la dinamica de los tipos de interés, lo que ha llevado a utilizar
también técnicas de estimacién no paramétricas, que permiten capturar la dindmica sin
necesidad de especificar una relacién paramétrica. A diferencia de los métodos paramétri-
cos, se requieren menos hipétesis y restricciones, pero para su adecuado funcionamiento
necesitaremos tamafnos muestrales elevados.

Las técnicas no-paramétricas aplicadas en el contexto de los modelos de difusiéon estdan
orientadas, principalmente, a la determinacion de la funcién de densidad estacionaria y
las funciones drift y difusién.

Sea r un proceso de difusion ergddico, solucién de la ecuacién diferencial estocésti-
ca
dry = m(re) dt + o(ry) dWs,

donde m(+) y o(-) satisfacen las condiciones de regularidad y existe una medida invariante
7(r) para el proceso 7.

3.2.1. Estimacién de la densidad estacionaria

Dada una muestra aleatoria simple (X1, Xs,...,X,) de una poblacién con funcién de
distribucién F', absolutamente continua, y funciéon de densidad f, el estimador tipo nicleo
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propuesto por Parzen (1962) y Rosenblatt (1956) viene dado por

1 & X; 1 &
:nh;[((’; )zn;Kh(x—X

donde Kj,(u) = + K(%), K es una funcién Kernel o funcién Niicleo y h > 0 es el pardmetro
de suavizado, llamado ventana o ancho de banda, que regula el tamafno del entorno que
se usa para llevar a cabo la estimacion. Es habitual exigir que la funcién nicleo K sea no
negativa y su integral sea uno:

K(u) >0, WVu, /OOK(u)du:

También es frecuente exigir que K sea una funcién simétrica, K(—u) = K (u). Por tanto,
el estimador tipo ntcleo de la densidad estacionaria es

nhz( ) ZKhr—rt

Es usual utilizar el nucleo Gaussiano

Respecto a la distribucién asintética del estimador de Parzen-Rosenblatt, las condiciones
minimas necesarias para que el sesgo y la varianza del estimador tiendan a cero cuando el
tamano muestral tiende a infnito son h — 0, nh — co. En tales circunstancias se tiene

Vnh (7 (r) — 7(r)) —% N(B,V).

Puede probarse que el valor asintoticamente 6ptimo de h, en el sentido del error cuadratico
medio (MSE), es h = con~/?, con

1
7(r) [([K(t)*dt\ s
co=|——-5—
0 d2.m" (r)? ’
dig = [t?K(t)dt. Con este valor de h los valores de media y varianza de la distribucién

normal limite son

1
B = 76(5)/2dK ( )7

/K t)2dt.

Asumiendo lim nh*® = 0 y bajo condiciones de regularidad, el estimador de la densi-
n—oo

dad estacionaria 7, se comporta como en el caso de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas, tenemos que

Vnh (7(r) — 7(r)) = N(0, V).

Podemos encontrar resultados referidos a la consistencia asintética en Boente y Fraiman
(1988).
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3.2.2. Estimacion de las funciones drift y difusién

Existen dos enfoques para la estimacién de los coeficientes del proceso de difusién. El
primero es un enfoque semiparamétrico que considera el conocimiento de la funcién drift
y el segundo es un enfoque no-paramétrico, que supone el desconocimiento de ambas
funciones, drift y difusién.

Enfoque semiparamétrico

Como hemos visto en la Seccién 2.1, de las ecuaciones de Fokker-Planck (Ait-Sahalia
(1996a)) obtenemos

0? 0
[ rym(r)] = 25 [m(r)m(r)]
integrando y reordenando,
= 1 gazTﬂ'T 0'27": 2 rmu7ru u
mir) = g PO o) = = [ mGwr(u)du

bajo la condicién w(0) = 0. Estas ecuaciones permiten estimar el drift m(-) dada una es-
pecificacién de la funcién de difusién o2(-) y de la densidad marginal o estimar el término
de difusién dada una especificacion de la funcién drift y de la densidad marginal estimada.
Asi, tomando 7, como estimador de la densidad estacionaria y dado un drift m(-) conoci-
do (o cuya forma paramétrica sea conocida y dispongamos de estimadores consistentes),
podemos estimar o2(-) por

2
Tn(r)

2

’ﬁ'h(T)

52(r) = /0 i) (1) s = /0 i, ) () du,

donde m(-, é) es el estimador de la funcién drift y 6 es un estimador v/n-consistente de 6.
Las propiedades asintdticas de este estimador pueden consultarse en Prakasa Rao (1990)
y Ait-Sahalia (1996).

Enfoque no-paramétrico

Si carecemos de informacion acerca de la funcién drift, la estimacién de los coeficientes se
lleva a cabo de forma no-paramétrica. El estimador de la funcién de difusién propuesto
por Florens-Zmirou (1993) es

n—1 .
Z K( htl) (TtH—l - Tti)Q
o) = =

)

ST ()

que requiere un esquema de altas frecuencias, con la condicion A — 0 en alguna tasa
adecuada para obtener la consistencia y la normalidad asintdtica. En el articulo original se
utilizé el como K el kernel uniforme. Posteriormente, Jiang y Knight (1998) extendieron el
resultado de Florens-Zmirou al kernel Gaussiano y Bandi y Phillips (2003) extendieron los
resultados a procesos estacionarios generales con un kernel K. Otros autores han utilizado
técnicas diferentes para la estimacién del coeficiente de difusién: wavelets (Genon-Catalot
et al. 1992), estimacién adaptativa (Hoffmann 1999), vecino més préximo, etc.
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Podemos obtener un estimador del drift tal y como hemos visto con la funcién de difusién:

n-l r—ri,
K () (s =)
_ =

(1) =

S5 ()

En el enfoque de Stanton (1997), los dos estimadores empleados son los estimadores de
tipo nicleo de Nadaraya-Watson de las esperanzas condicionales

, 1
m(r) = lim + B{(ri— 1) [ ro =7},

1
2 . 2
oc“(r)y=1lim - E<(ry —7)* |ro=717}.
(1) =lim  E{(re—1)? | ro =1}
En este enfoque, m(r) y o2(r) equivalen a la media condicional y varianza condicional,
respectivamente, del proceso cuando rg = r. Para un A, fijo, estas ecuaciones se pueden
reescribir como

_ 1 _ 0(Ay)
m(r)_Z]E{(TtiJrl_rti) |Tti_r}+ A

_ 1 _ 0(An)
02(T) - Z ]E{(Ttﬂ»l - rtz‘)Q | Tt, = T} + A

Respecto a la eleccién del parametro de suavizado h, es habitual utilizar la regla del pulgar,
como la regla de Scott (1992), de modo que h es proporcional a s - n~1/5, donde s es la
desviacion estandar de la muestra,
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Capitulo 4

Aplicaciéon a datos simulados y
reales

Actualmente, no existe un consenso sobre qué modelo es mas apropiado para representar
la dindmica de los tipos de interés, ni qué método de estimacién es mas adecuado. En este
capitulo se presenta una comparacién empirica de los métodos de estimacién, paramétricos
y no-paramétricos, descritos en el Capitulo 3.

Para la simulacion se ha optado por el proceso CIR, ya que, como la distribucién condi-
cional del proceso es conocida, podemos basar el método de simulacién en su distribucién
y no recurrir a un método de discretizacion. También nos permitird considerar entre los
métodos de estimacion paramétrica el de méxima verosimilitud exacta y, ademds, en la
Seccion 4.2 podremos comparar la estimacién no-paramétrica de la densidad estacionaria
con la verdadera funcién de densidad m(r).

En el capitulo también se introducen técnicas de remuestreo para aproximar la distribucién
de los estimadores. Para ello, emplearemos la metodologia bootstrap en el filtro de Kalman.
Es importante notar que un aspecto fundamental del bootstrap es su correccién asintética,
es decir, que el orden de aproximacién de la distribucion limite sea igual o mejor que el
de la teoria asintdtica convencional. Veremos que el orden de aproximacién es igual en
ambos casos, por lo que el interés de la aplicacion de la metodologia bootstrap en el filtro
de Kalman radica en la posibilidad de estudiar la distribucién de los estimadores.

4.1. Estimacién paramétrica

En esta seccién llevaremos a cabo una comparacién empirica de los métodos de estimacion
paramétricos descritos en la Seccién 3.1: maxima verosimilitud exacta, maxima verosimi-
litud aproximada, Método Generalizado de los Momentos (GMM), méxima verosimilitud
de Ait-Sahalia y filtro de Kalman.

Consideremos el proceso Cox-Ingersoll-Ross dado por

dT’t = (06 - 0.27}) dt + V 0.057',5 th, (41)
con rg = 3%,6, = 0.6,05 = 0.2,03 = v/0.05 ~ 0.2236. Se cumple que 26; > 63, por lo
que el proceso anterior es estacionario. Se ha simulado el proceso para A = 1/12 y dos

tamafios muestrales, n = 300 y n = 900, cuyas trayectorias pueden verse en la Figura 4.1.
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Proceso CIR Proceso CIR
dry = (0.6 — 0.2r,)dt + V0.05\/7,dW; dry = (0.6 — 0.2r,)dt +\/0.05,/rdW,

4.5

4.0

(%)

3.5
(%)

2.0 25 3.0 35 4.0 45

3.0

(a) Trayectoria simulada del proceso con tamano  (b) Trayectoria simulada del proceso con tamatio
muestral n = 300 y A =1/12, donde t; = iA/T, muestral n = 900 y A =1/12, donde t; = iA/T,
coni=0,1,...,300 y T = An = 25. coni=0,1,...,900 y T = An = 75.

Figura 4.1: Trayectorias simuladas del proceso CIR dry = (0.6 — 0.2r¢) dt + 1/0.05r AW} para dos tamatios
muestrales, n = 300 y n = 900.

Para la estimacién por el Método Generalizado de los Momentos, consideramos el proceso
discretizado

Ttivr — Tty = (01 - 927't)A + €ty (4.2)
y asumimos
Ele,, | Fu] =0, E[ef | F] =A03r,, Elee, | ] =0,

por lo que E[rti“ | .7-}1.} =1y, + (01 —Oar)Ay Tt —E[rtiﬂ | .7-}1.] = €,,,- Bl vector fi(0)
serd, por tanto,

Ttivy — E(re o | Fti)
7t [Tty — E(ren, | Fe,))
£(0) = Var(ry,,, | Ft,) = [t — (e, | fti)]z
Tt (Var(mi+1 | Fi.) = [rtey — E(re,,, | "Fti)]2>

donde
2! 01\ _
}E(’r’ti+l | Ty, = ,Qj) = @ + (.’E _ 92)6 92A’
B2 (e 02D — e=2020) g g2(1 — e=202)
Var(rt“_l | Tti = {1}‘) =z 92 20%

Por otro lado, para la estimacién con el método de méxima verosimilitud de Ait-Sahalia
necesitaremos calcular la transformacién de Lamperti del proceso CIR,

o o NG
Utzzb(rt;e):/ d3:/ «93\/§dsz ;’/j,

y, por tanto,

2
Tt = w_l(Ut;B) = (03217t> .
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Aplicando la férmula de It6 al nuevo proceso U,
dUt = mU(Ut; 0) dt + th

m—(w: 9): -
- (o(%*((u;’g));’g)) - ;gr (™" (u; 0); 9)) dt +dW;

40, -2 6y
= ————=dt — =U;dt + dW;
26§Ut 9 t + ty

obtenemos un proceso con coeficiente de difusién unitario. Tenemos que el drift del proceso
U; es
46, — 03 65

mU(U0§ 9) = W - 5“0,

y sus derivadas parciales vienen dadas por

) Omy (up; 0)  —461 + 63 b ) _ O*my(uo; 0) 486, — 1263

U Oug N 20§u% 2’ v 8u61 N 9§u8 ’
2 _ 0?myr (uo; 6) 40y — ¢9§ i) Pmy (uo; 0) ~—2400; + 609%
v 8ug N 9§ug ’ v 8u8 N 9§u8 ’
i3 _ Pmy (uo; ) 120, + 39% N myr (uo; 0) 144060, — 3609%
v oud N 03ug ’ v ouf N 63ul

En el Cuadro 4.1 se muestran las estimaciones de los parametros y el error estandar
asociado (entre paréntesis) utilizando los distintos métodos de estimacién paramétrica
vistos en la Seccion 3.

dT’t = (91 — (927”15) dt + Hgﬁth
61 =0.6 0, =0.2 03 = v0.05 ~ 0.2236

n = 300 n = 900
Método él ég ég él ég ég
1.0114 0.3074 0.2150 0.6297 0.2178 0.2265
(0.5186) (0.1601) (0.0089) (0.2170) (0.0763) (0.0054)

MV exacta

1.0107 0.3073 0.2122 0.6185 0.2138 0.2246

MV aproximada (0.5048)  (0.1559) (0.0087) (0.2132) (0.0750) (0.0053)

0.9788 0.3032 0.1518 0.7691 0.2793 0.1523

GMM (2.1047)  (0.7280) (0.0270) (0.8558) (0.4326) (0.0474)

Ait-Sahalia 1.0105 03072  0.2150  0.6274  0.2168  0.2265
(0.5184) (0.1601) (0.0089) (0.2170) (0.0764) (0.0054)
1.0107 03072  0.2122  0.6180  0.2136  0.2246

Filtro de Kalman . 50/¢) (0.1560)  (0.0087) (0.2132) (0.0750) (0.0053)

Cuadro 4.1: FEstimacion paramétrica de las componentes del proceso CIR, utilizando distintos métodos de
estimacion.
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Para simular el proceso, se ha generado una muestra de tamano 45 000 y nos hemos queda-
do con las dltimas n observaciones para eliminar el efecto del valor inicial rg y para asegu-
rarnos de que las observaciones del proceso son estacionarias. En el Cuadro 4.1, podemos
apreciar como al incrementar el tamano muestral, las estimaciones de los parametros se
acercan a sus verdaderos valores. La estimacion del coeficiente de difusion, A3, se aproxima
a su verdadero valor incluso con tamano muestral n = 300. En general, las estimaciones
obtenidas con los cinco métodos son muy similares, a excepcién del Método Generalizado
de los Momentos (notar que el error estdndar que obtenemos es bastante elevado). Es
importante resaltar que, tal y como vimos en la Seccién 3.1.4, los momentos condicionales
del modelo en tiempo continuo (4.1) y los momentos condicionales del proceso discreti-
zado (4.2) no coinciden, por lo que las estimaciones obtenidas pueden ser inconsistentes.
Sea 0 el verdadero pardmetro de (4.1) y 6 el verdadero pardmetro de (4.2). Si comproba-
mos la condiciéon de ortogonalidad, IE[ ft(H)] = 0, para los dos primeros elementos de f;,
E(et,,,) =0y E(ry;e,,,) = 0, obtenemos

et 1
A b

01

b= L
LN

(692A - 1), ég =
es decir, este método proporciona estimadores consistentes de 6, y 9~2, pero no de 01 y
0. Cuando A — 0, los pardmetros 0; y 0y son practicamente iguales a sus homélogos
en tiempo continuo, ; y 63. En este caso, tenemos que A = 1/12, por lo que parece
que no es lo suficientemente pequeno para obtener estimaciones razonables con el Método
Generalizado de los Momentos.

4.1.1. Estudio de simulacién

En esta seccion llevaremos a cabo un estudio de simulacién para comparar las estimaciones
de los parametros con los cinco métodos de estimacién paramétrica introducidos a lo largo
de este trabajo. Para ello, realizaremos 500 simulaciones del proceso CIR expuesto en el
apartado anterior,

d?“t = (91 — 927}5) de -+ (93\/7“7th,
(91 =0.6 92 =0.2 93 =+v0.05 =~ 0.2236,

con rg = 3 %. Se han generado 500 muestras de tamafio 45 000 y nos hemos quedado con las
tltimas n = 900 observaciones, para las que hemos estimado los pardmetros @ = (61, 62, 603)’
con los cinco métodos de estimacion.

En el Cuadro 4.2 se muestran distintos estadisticos de las estimaciones. En media, el méto-
do generalizado de los momentos (GMM) es el que peor funciona, ya que, como vimos en
la seccién anterior, las estimaciones obtenidas con este método pueden ser inconsistentes.
Respecto a los otros métodos de estimacion, presentan un comportamiento bastante simi-
lar, siendo el método de méaxima verosimilitud exacta el que, en media, mas se acerca al
verdadero valor de los parametros.

En la Figura 4.2 se han representado los diagramas de caja de las estimaciones y en la
Figura 4.3 se muestran los histogramas de las estimaciones de los tres pardmetros para los
cinco métodos de estimacion, asi como la media (linea punteada) y el valor del verdadero
parametro. Notar que, en media, la estimacion del coeficiente de difusion, 63, por maxima,
verosimilitud exacta y por el método de Ait-Sahalia son muy parecidas y practicamente
iguales al pardmetro tedrico. Para los parametros 67 y 62, los histogramas de los cinco
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métodos son muy similares, excepto para el método generalizado de los momentos que

presenta un sesgo bastante mayor.

Método Parametro Cuartiles
Min. 25 % 50 % 75 % Max. Media
él 0.2186 0.5804 0.7533 0.9330 1.5992 0.7739
MYV exacta ég 0.0663 0.1921 0.2522 0.3123 0.5406 0.2577
é3 0.2104 0.2202 0.2238 0.2274 0.2399 0.2237
él 0.2136 0.5736 0.7420 0.9202 1.5368 0.7645
MYV aproximada ég 0.0649 0.1900 0.2490 0.3052 0.5201 0.2546
ég 0.2086 0.2177 0.2214 0.2248 0.2368 0.2214
él 0.0083 0.7278 0.9596 1.2934 3.7294 1.0696
GMM ég 0.0328 0.2415 0.3297 0.4232 1.1050 0.3543
ég 0.1396 0.1545 0.1585 0.1628 0.2235 0.1589
él 0.2186 0.5804 0.7533 0.9330 1.5780 0.7736
Ait-Sahalia ég 0.0663 0.1921 0.2522 0.3123 0.5314 0.2576
ég 0.2104 0.2202 0.2238 0.2274 0.2399 0.2237
él 0.2127 0.5737 0.7421 0.9194 1.5361 0.7644
Filtro de Kalman ég 0.0646 0.1901 0.2490 0.3053 0.5203 0.2545
ég 0.2086 0.2177 0.2214 0.2248 0.2368 0.2214

Cuadro 4.2: Fstadisticos de las estimaciones en 500 muestras de tamano n = 900 del proceso CIR

dry = (01 — O2r) dt + 03/Tc dW; con pardmetros 61 = 0.6,02 = 0.2,03 = +/0.05 = 0.2236, mediante cinco
métodos de estimacion. Se muestran los valores minimos y maximos, los cuartiles y la media.
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Figura 4.2: Diagramas de caja de las estimaciones de 0 = (61,02,03) = (0.6,0.2,4/0.05)" de 500 réplicas
del proceso CIR dry = (61 — Oaor¢) dt + 03+/7¢ dWs.
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Figura 4.3: Histogramas de 8 para los cinco métodos de estimacion paramétrica, basados en 500 simula-

ciones.
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4.2. Estimacién no-paramétrica
Dado el proceso (4.1),

dry = (06 — 0.2?}) dt + +/0.05r; dW4,

en la Figura 4.4 se muestra el estimador no paramétrico (linea punteada) de las funciones
drift y difusién (linea sélida), para n = 900. Los estimadores de la funcién drift y difusién
vienen dados por

an (r—}:ti> (ress = 74,)

Sy

=0

n—1 o
;) K (T }:tl> (th'+1 - Tti)2
__ =

o) = =
S sE()

)

respectivamente.

Se ha utilizado el niicleo Gaussiano y la ventana se ha calculado utilizando la regla de
Scott, obteniendo h = 0.164. A la vista de la figura, la estimacién que obtenemos con este
parametro de ventana es demasiado ruidosa para ambas funciones, por lo que también se
ha considerado un ancho de banda mayor, a efectos comparativos. Notar que para estimar
la funcién drift parece conveniente utilizar una ventana mayor que para la funcién de
difusién.

Funcion Drift Funcion Difusién
(]
S ] 2
_ =
=
—~ 2 g |
E @ E =
& ®
S o
o
~ =
S -
o o
S R -
' \ \ \ \ \ \ < \ \ \ \ \ \
2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
T T

Figura 4.4: Estimacion no paramétrica de las funciones drift (izquierda) y difusién (derecha) del proceso
dr: = (0.6 — 0.2r¢) dt 4+ /0.05r dW4, para tamarno muestral n = 900 y A = 1/12. Las lineas sélidas son
las funciones tedricas y las lineas punteadas son estimaciones no paramétricas utilizando dos pardmetros
ventana h diferentes. El ancho de banda de la linea punteada negra, h = 0.164, ha sido calculado con la
regla de Scott.
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Figura 4.5: Estimacion  no  paramétrica de la  densidad  estacionaria  del  proceso

dr: = (0.6 — 0.2r) dt + 1/0.05r: AWy, para tamano muestral n = 900 y A = 1/12. La linea sdlida
es la verdadera densidad y las lineas punteadas son estimaciones utilizando dos pardmetros ventana h
diferentes. El ancho de banda de la linea punteada negra, h = 0.164, ha sido calculado con la regla de
Scott.

Para la estimacién de la densidad estacionaria, Figura 4.5, se ha utilizado el estimador
tipo nicleo

R 1 & T =T
Wh(T)_MZK< ht>
i=1

Al igual que para las funciones drift y difusién, se ha utilizado el nicleo Gaussiano y la
ventana se ha calculado con la regla de Scott. Parece que, como sucedia con las funciones
drift y difusién, la ventana es un poco pequena, ya que la estimacién obtenida (linea
punteada negra) no es tan suave como la verdadera densidad (linea sélida). A efectos
comparativos, se ha incluido una estimacién con un ventana mayor (en azul).

Aunque este método no requiere que A = 1, un anélisis empirico puede mostrar que
la estimacién tipo nucleo de la densidad 7(r) cuando A < 1 es menos precisa. En la
Figura 4.6b, se muestra la estimacion tipo ntcleo de la densidad estacionaria para el
mismo tamanio muestral, n = 900, pero con A = 1. Se puede apreciar como la estimacion
es mas precisa que con A = 1/12.

Para mejorar la estimaciéon cuando A < 1, podemos incrementar el tamano muestral. En
la Figura 4.6a se muestra la estimacién tipo ntcleo para el proceso CIR con A =1/12 y
tamano muestral n = 12 000. Si la comparamos con la Figura 4.5, vemos que al incrementar
el tamano muestral, manteniendo el mismo valor de A, la estimacion tipo niucleo es méds
precisa. De nuevo, el parametro de suavizado se ha calculado con la regla de Scott.



4.2. ESTIMACION NO-PARAMETRICA 39

Densidad estacionaria CIR Densidad estacionaria CIR
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dr, = (0.6 — 0.2r¢) dt + +/0.05r: dW;,  para ta- dr; = (0.6 — 0.2r¢) dt + +/0.05r: dW;,  para ta-
marnio muestral n = 12000 y A = 1/12. Se puede  mario muestral n = 900 y A = 1. Manteniendo el
apreciar que al incrementar el tamano muestral, la  mismo tamano muestral que en la Figura 4.5, al
estimacion es mds precisa que en la Figura 4.5. tomar A =1 la estimacidn es mds precisa.

Figura 4.6: Efecto del tamario muestral n y del paso de discretizacion A en la estimacidn tipo nicleo de la
densidad estacionaria 7(r).

4.2.1. Estudio de simulacién

En esta seccion se plantea un estudio de simulacién para comparar la estimaciéon pa-
ramétrica y no paramétrica de la densidad estacionaria del proceso CIR. Consideraremos
el proceso CIR

dry = (0.6 — 0.2r;) dt + +/0.05r, AWy,

y su estimacion no paramétrica utilizando el estimador tipo ntcleo visto en la seccion
anterior, 7. Para la estimacién paramétrica, tenemos que la densidad estacionaria del
modelo CIR sigue una Gamma con pardmetro de forma 260;/03 y pardmetro de escala
0§ /203, por lo que sustituiremos los pardmetros por sus respectivas estimaciones él, 0, y
05. En la Figura 4.7 se muestra la densidad estacionaria tedrica y su estimacién paramétrica
y no paramétrica para el ejemplo de la secciéon anterior.

Para la simulacién, consideraremos 1 000 réplicas, con n = 900, y como criterio comparati-
vo entre las estimaciones de la densidad y la verdadera densidad estacionaria utilizaremos
la divergencia de Kullback-Leibler (KL), también conocida como divergencia de la informa-
cién o entropia relativa, que es una medida de la similitud o diferencia entre dos funciones
de distribucién de probabilidad. Para dos variables aleatoria continuas, la divergencia KL
se define como la integral

p(x)
Dkr(p,q) = / p(z)log ——dz
q(z)
donde p y ¢ son funciones de densidad. Notar que Dy, es cero si y sélo si p = ¢q. Tomamos
como ¢(x) la densidad estacionaria tedrica m(x) y como p(x) el estimador 7 para la
estimacién no paramétrica y m; para la estimacion paramétrica. En el Cuadro 4.3 se
muestran los estadisticos de la medida Dy para la estimacién paramétrica y para la
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estimacién no paramétrica respecto de la densidad estacionaria tedrica. Ademds, en la
Figura 4.8 se han representado los diagramas de caja para la Dg de ambas estimaciones
respecto a la densidad estacionaria tedrica.

Densidad estacionaria CIR

0.0 02 04 06 0.8

Figura 4.7: Densidad estacionaria del proceso dry = (0.6 — 0.2r;) dt + +/0.05r; AW+, para tamario muestral
n = 900 y A = 1/12. La linea sdlida es la verdadera densidad, la linea rayada es la estimacion no
paramétrica (n), con el pardmetro de suavizado calculado con la regla de Scott, y la linea punteada es
la estimacion paramétrica (m4), es decir, la densidad estacionaria con pardmetro 6 igual a la estimacion

6 = (01,0,05)".

Cuartiles
Min. 25% 50 % 75 % Max. Media

Paramétrica 0.0001 0.0257 0.0642 0.1325 0.7298 0.0942
No paramétrica 0.0053 0.0511 0.0881 0.1492 0.6519 0.1141

Estimacién

Cuadro 4.3: Estadisticos para la Dir entre la estimacion paramétrica de la densidad estacionaria y la
densidad teorica y la estimacion no paramétrica de la densidad estacionaria y la verdadera densidad, en
1000 muestras de tamanio n = 900 del proceso CIR dry = (0.6 — 0.2r;) dt + +/0.05r; dW;. Se muestran los
valores minimos y mdximos, los cuartiles y la media.

En media, la estimacion paramétrica presenta menor divergencia con la densidad tedrica
y llega a alcanzar valores muy cercanos a cero. Cabe notar que el pardmetro de suavizado
en la estimacién no paramétrica se ha calculado con la regla de Scott y, como vimos en
la seccién anterior (ver Figura 4.5), para el tamano muestral de n = 900 y A = 1/12
parece que seria mas adecuado un ancho banda mayor. En la Figura 4.9 se muestra el
diagrama de caja de los anchos de banda, calculados con la regla de Scott, de las 1000
simulaciones. La media de los h esta en torno a 0.15, por lo que consideraremos distintos
anchos de banda y realizaremos la simulacién de nuevo para ver cémo afecta el pardametro
de suavizado en la estimacién no paramétrica.
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Figura 4.8: Diagramas de caja de Dxy1 entre la estimacion paramétrica de la densidad estacionaria y la
densidad tedrica y la estimacion no paramétrica de la densidad estacionaria y la verdadera densidad, con
1000 réplicas del proceso CIR.

\ \ \ \ \ \
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 4.9: Diagrama de caja de los pardmetros de suavizado h, calculados con la regla de Scott, de las
1000 simulaciones.

En el Cuadro 4.4 se muestran los estadisticos de la divergencia de Kullback-Leibler de la
densidad estacionaria tedrica 7 a la estimacién no paramétrica de la densidad con distintos
parametros de suavizado h. Se ha incluido en la simulacién el ancho de banda calculado
con la regla de Scott (regla del pulgar) a efectos comparativos. Notar que el pardmetro
h = 0.30 tiene, en media, una menor divergencia y, si la comparamos con la obtenida por
la estimacién paramétrica (ver Cuadro 4.3) es incluso menor. El pardmetro h calculado
con la regla de Scott, en media, estd en torno a 0.15, por lo que es neceseria duplicarlo
para obtener una Dy menor que con la estimacion paramétrica. En la Figura 4.10 se
han representado los diagramas de caja correspondientes a las 1000 D, de los distintos
parametros de suavizado considerados. Notar que en la representacion se han suprimido
los valores atipicos.
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Parametro Cuartiles

ventana Min.  25% 50% 75% Msix. Media
Regla del pulgar 0.0051 0.0541 0.0851 0.1430 0.7240 0.1111
h =0.15 0.0055 0.0519 0.0818 0.1338 0.7082 0.1074
h =0.20 0.0034 0.0419 0.0723 0.1199 0.7088 0.0971
h =0.25 0.0012 0.0349 0.0654 0.1136 0.7162 0.0906
h =0.30 0.0010 0.0321 0.0623 0.1133 0.7240 0.0886
h =0.35 0.0010 0.0337 0.0649 0.1212 0.7298 0.0917
h =0.40 0.0031 0.0395 0.0742 0.1321 0.7335 0.1001
h =0.45 0.0045 0.0517 0.0910 0.1482 0.7358 0.1137
h = 0.50 0.0112 0.0699 0.1118 0.1685 0.7376 0.1322

Cuadro 4.4: FEstadisticos de Dxyr entre la estimacidn no paramétrica de la densidad estacionaria y la
verdadera densidad, en 1000 muestras de tamario n = 900 del proceso CIR dr; = (0.6 — 0.2r;)dt +
v0.05r, dWs, para distintos wvalores del pardmetro de suavizado h. Se muestran los valores minimos y
mdximos, los cuartiles y la media.

0.30
|

0.25
!

. 0.20
!

Dk,
0.15
|

0.10

0.05

0.00
]
]
]
]

[ [
Rgfl()atfe h=015 h—=020 h=025 h—=030 h=035 h=040 h=045 h=0.50

Figura 4.10: Diagramas de caja de D1, entre la estimacion no paramétrica de la densidad estacionaria y
la verdadera densidad, con 1000 réplicas del proceso CIR, para distintos valores del pardmetro de suavizado
h.

4.3. Procedimiento bootstrap

En esta seccion veremos cémo utilizar técnicas bootstrap en el filtro de Kalman que nos
permitiran aproximar la distribucion de los estimadores de los pardametros. Para ello, intro-
duciremos un algoritmo para remuestrear en modelos de espacio de estados que podemos
encontrar en Stoffer y Wall (1991). Este enfoque utiliza el bootstrap mediante métodos de
Monte Carlo no paramétricos y se centra en los estimadores Gaussianos maximo-verosimi-
les.
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La inferencia en los modelos de espacio de estados estimados mediante el filtro de Kalman
es factible porque existe una teoria asintdtica. Como hemos visto en la Seccién 3.1.5, bajo
condiciones adecuadas tanto las estimaciones de los parametros obtenidas por técnicas de
méxima verosimilitud como la estimacion del estado del filtro de Kalman son consistentes
y asintoticamente normales.

Si recordamos la ecuacién de las innovaciones (3.1.5), podemos reescribir el modelo
para obtener la denominada representacion en forma de innovaciones,

wiH = @cci_l + Yup1 + Kiey,
= Atwi_l + F’Ll,t + &¢.

Es importante notar que, aunque las innovaciones €; estan incorreladas, inicialmente,
puede diferir mucho para distintos momentos del tiempo ¢. Por ello, en un procedimiento de
remuestreo podemos optar por ignorar los primeros valores de e; hasta que ¥; se estabilice
o trabajar con las innovaciones estandarizadas,

-1/2
e = Et Et,

de modo que garantizamos que las innovaciones e; tienen, al menos, los primeros dos
momentos iguales.

El procedimiento bootstrap para los modelos de espacio de estados se define por un algo-
ritmo de 5 etapas. Sea @ el estimador de méxima verosimilitud de 8y, 0 = arg mgix Ly (0),

y st(é) y Zt(é) los valores obtenidos tras ejecutar el filtro bajo 6. El procedimiento
bootstrap consiste en las siguientes etapas:

(i) Construir las innovaciones estandarizadas e; = ¥, Y %e;.
(ii) Remuestrear, con reemplazamiento, n veces {e(0),.. (é)} para obtener una
remuestra bootstrap de las innovaciones estandarlzadas {61(0) ,er(0)}.

(iii) Utilizando la representacion en forma de innovaciones, construir el conjunto de datos

{y1,...,y}}. Para ello, se define el vector ¢; = (x/,,y})’, de modo que
¢ = Fiy—1 + Guy + Hyey, (4.3)
donde
K r o [
T4, ol “r|” LT §/2'
Para construir el conjunto de datos {y7,...,y}}, utilizamos la ecuacién (4.3) con

e;(0) en lugar de e;. La variable exdgena u; y los valores iniciales permanecen fijos,
asi como el vector de parametros, fijado en 6.

(iv) Utilizando la remuestra bootstrap {y; }?:1 construir la verosimilitud Ly«(0) y ob-

. ’ . . 7. A~k
tener el estimador de maxima verosimilitud de 6, 0 .

~+1 B
(v) Repetir B veces los pasos 2-4 para obtener las réplicas bootstrap {OZ}b . La distri-

bucién en el muestreo de 8 — 8y puede ser aproximada por la distribuciéon empirica

de {8} - 9};.
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4.3.1. Justificacién asintética del procedimiento

En esta seccién veremos que si el nimero de réplicas bootstrap B — oo y el tamaifo
muestral n — oo, la distribucién asintotica del estimador de maxima verosimilitud y
el estimador bootstrap son equivalentes (se puede consultar en Stoffer y Wall, 1991).
Para garantizar la estabilidad asintética del filtro, asumiremos que ®(0) posee todos sus
autovalores dentro del circulo unitario y que A(0)Q(0)A(0) + R(0) es definida positiva
para @ € P, donde P es un espacio compacto, normalmente un subconjunto del espacio
euclideo RY.

Los resultados para el procedimiento bootstrap dependen de la existencia de teoria
asintética para los estimadores de maxima verosimilitud del modelo de espacio de estados.
Por ello, se presentaran brevemente los principales resultados.

Consistencia y distribucién asintética de los estimadores de maximo verosimi-
litud

Sea 0 el verdadero vector de parametros desconocido que determina ®(6y), Y(6y), A(6o),
I'(6p), Qo) y R(0p). Sea 6, la estimacién consistente y asintéticamente normal de 6y
obtenida al minimizar

Va(0) =n~t ) log|S4(6)| + €;(0)er(8) = n” 'ty (6),
t=1

donde fy(8) = 2InLy(#). Notar que V,(8,) = 0V,(0)/00 |g_g = 0. Sea
Wi(0) = E[V,(0)] y asumiendo que W, (0) tiene un minimo global en 6, entonces, bajo
condiciones adecuadas, cuando n — oo, 8, — 8,, — 0 casi seguro y

VB2 (8, - 8,) 4 N(0,1), (4.4)
donde

Un(8n) = nE |Via(0) V(0|
con W, (8,,) = 9*°W,,(0,,)/00,,00.,. Si, ademéss, W,,(8) — W (6) uniformemente en 6 cuan-
don — ooy W(0) tiene un minimo global en 6y, entonces bajo condiciones adecuadas,
Vi (6, — 80) - N(0, B),

donde
-1

B= [W(Bg)}_l U(6o) [W(Oo)}

y U(8o) = h;m Un(8,,). Por tltimo, bajo las condiciones en las que se cumple (4.4),

Vo(0) — W, (0) = 0 casi seguro (4.5)

Vn(0) — W, (8) — 0,
Vn(e) - Wn(e) - 07

casi seguro cuando n — oo uniformemente en 8 € P.
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Justificacion asintética del bootstrap

En esta seccién asumiremos que se cumplen las condiciones necesarias para el estimador

n
méximo verosimil @, expuestas en la seccién 4.3.1. Sea {et )} ., una remuestra

bootstrap de innovaciones estandarizadas, con V,7(0) = n=1 Y"1 | log|3:(0)| + e}’ (0)e} ()
y sea Wr(0) = E*[V(0)] donde E* denota la esperanza respecto de la distribucién
bootstrap.

Lema 1. W(0) = V,,(8) para todo @ € P, por lo que 0,, minimiza W (8).

Demostracion. Notar que,
E* [ef(0)e;(0)] =n~" ) €}(0)e;(0),
j=1

a lo que le sigue que

Vo (8) — W (0 *1262 —E* [e]'(8)e;(0)] = 0.

Sea @Z el vector que minimiza V;f(6). Entonces,

0 = [0V;/(8)/001,..., 0V, (8)/00k) |y_g = Vi (67).

Desarrollamos V*(B ) en 0 para obtener

Ak

0=V,7(8,) = Vi (0,) + V1 (€,)(6;, — 0,),

donde V*(& ) 0?V¥(€,,)/0000" de modo que €, se encuentra en el segmento que conecta

los puntos 0 y 6, en 73 De este modo, siempre que V*(£,,) sea invertible, tenemos que
(9; -0, = [ “(&)] V;(Bn). Entonces, como vimos en (4.4), tenemos que

VA B2 (8, — 8,) — N(0, 1)

cuando n — 0o, donde

O

Para establecer los principios del bootstrap, por lo visto en la seccién 4.3.1 tenemos que
By, — By, — 0 casi seguro cuando n — co. Por el Lema 1 tenemos que W*(6,) = Vn(0,)
y, por tanto, W*(B ) — W*(0,) — 0 casi seguro cuando n — co. A continuacién expon-
dremos que U*(0,,) y U,(8,,) difieren en una cantidad pequefia para un n suficientemente
grande.
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Lema 2. U*(0,,) — U,(6,) — 0 casi sequro cuando n — co.

Demostracion. Sea Uj(a,b) = nE* [(6V*/89 )(OV*/00y)] |g_g, €l (a,b)-ésimo elemen-
to de la matriz U;';(@n) para a,b = ,k. Denotando C’m = Olog|%:] /00, y
zZt, = 0(e;er) /00, de modo que nU(a, b) [Zt 1> (Cra+ Z5)(Cop + Z25,)] lo—a,, >

escribimos

nUp,(a,b) ZZ [(Cra+Ex(Z3,)) (Cop +Ex(Z3,)) —E*(Z3,)E*(Z3,) +E*(Z3,Z3,)] lg—s, >
t=1 s=1

por lo que

Up(a,b) = nE™(0V™/06,)E*(OV"/00b) |g_g

WSS (B (225) - B (Z)E ()] oo,

t=1 s=1

(4.6)

El primer término en (4.6) es el (a,b)-ésimo elemento de n[W;{(@n)] [Wg‘(én)]/ y, por el
Lema 1, es cero. Para evaluar el segundo término, notar que

* = _122]117
E*[Z},Z};] n—lzzjazjb,
n n
E*(Z52%) =072 Y ZiaZy, s #t,
i=1 j=1

donde Z;, = Oeje;/d6,. Sustituyendo en la ecuacién (4.6) tenemos

U (a,b) K 1ZZmth> - <n1tilzta) (nléZsb)}

A continuacién evaluamos Uy (a,b) = nE[(0V/00,)(0V/06y)] | 9—p, - Como hemos visto en
(4.6), se puede mostrar que

6=6,

n

Un(a,0) =0 Y [E(ZtaZsb) — E(Z1a)E(Z)] lgp, » (4.7)

t=1 s=1

donde se ha utilizado que W, = 0. Como Uy, (,) — U(6,) cuando n — oo, entonces
Un(a,b) es asintéticamente equivalente a

“ZZ (ZtaZeb) — E(Z1a)E(Zsb)] |00 -

t=1 s=1

Utilizando que las verdaderas innovaciones, e;(60p) y es(8p), estan incorreladas, s # ¢,
tenemos que (4.7) es asintticamente equivalente a

—IZ (Z1aZw) — E(Z1a)E(Zu)] lo=a, -



4.3. PROCEDIMIENTO BOOTSTRAP 47

Por la estabilidad del filtro, cuando n — oo, tenemos que

n_l ;E[Zta(eo)th(Oo)] — u4(a, b),

n 1Y "E[Z1a(00)|E[Zi(60)] — p2(a)ua(b),

con

B ou, Xy Oul Xty
M4<a7 b) =K I: 890, 891)
po(a) = E[0u; Y ur /00, |o=g,

donde {u;} denota la secuencia de innovaciones del estado estacionario y 3 es la matriz
de varianzas-covarianzas del error del estado estacionario, ¥ = E [usuj].

9

0=09

Para la demostracion de que n=!Y> 1, Z1a(02)Z(0,)  —  pa(a,b) vy que

n~tS 1Zm(9 ) — p2(a) casi seguro cuando n  — oo, utilizaremos el re-
sultado del Teorema 1, (b) y (d) de Watanabe (1984), por lo que tenemos
n~1S 1et( n) = nt Zt 1€:(00) + 0cs.(1) y, por las condiciones de diferenciabi-
lidad y acotacién en Zy,(0),

n_l Z Zta(én) = n_l Z Zta(GO) + Oc.s.(l)a
t=1

_1 Z Zta th n_l Z Zta(OO)th(OO) + Oc.s.(1)~
t=1

Por (4.5), podemos escribir

0ty Zia(00) =07 Y E[Zi(80)] + 0cs.(1),

t=1 t=1
nY " Z1a(00) Zu(60) = 1Y " E[Z1a(60) Zin(80)] + 0c.s. (1),
t=1 t=1

y, por la estacionaridad de la secuencia de innovaciones, U (6,,) — U,(8,,) — 0 casi seguro
cuando n — 0. O

4.3.2. Aplicacion del procedimiento a la serie simulada

En la seccién 4.1 utilizamos el filtro de Kalman para obtener la estimacion de los parame-
tros del proceso de difusién

dT‘t = (01 — 02rt)dt + 93\/7775th,
con 6 = (0.6,0.2,/0.05)". Para ello, considerdbamos el proceso discretizado,
= (6, —Ogrti)A—l—Qg\/EAl/zsti, i=1,...,n,

donde z¢; = 1y, , — ry;. Utilizando notaciéon de modelo de espacio de estados,
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xp = Py + Ty + wy, wy ~ iid N(0,Q), (4.8)

Yt = Axtv '
donde, yy = A, A=1, 2, =y, =0, uy = (1,7-1)", T = (01, —02), Q = 03111 A1
y A =1/12. El vector de pardmetros es 8 = (01, 04,03)".

En el Cuadro 4.5 se muestra el resultado de la estimacion de los parametros del proceso,
con n = 900, a través del procedimiento Newton-Raphson, asi como los errores estandar
obtenidos de B = 1000 remuestras bootstrap. Destacar que el procedimiento bootstrap
empleado se ha basado en las innovaciones estandarizadas, pero se han excluido del re-
muestreo los tres primeros valores, e} (é) = et(é) para 1 <t < 3, para evitar problemas
causados por el comportamiento transitorio del filtro en el intervalo 1 < ¢ < 3. Esta mo-
dificacién es recomendable para para evitar remuestras bootstrap y; no representativas,
debido a valores inusuales de ¥; y K; (ver Stoffer y Wall, 1991).

, Valor . ., Error estandar Error estandar
Parametro , . Estimaciéon ..
tedrico asintotico bootstrap
01 0.6000 0.6180 0.2132 0.2144
02 0.2000 0.2136 0.0750 0.0759
03 0.2236 0.2246 0.0053 0.0054

Cuadro 4.5: Estimacion de los pardmetros, error estandar asintdtico asociado y error estandar bootstrap
del modelo dry = (01 — O2r;) dt + 63/ dW5.

Los errores estandar bootstrap son la desviacién estandar de las estimaciones bootstrap,
es decir, la raiz cuadrada de

B _9*
Z; )

donde 6; es el i-ésimo pardmetro, con i = 1,2,3, y G_j = Zle 67,/B, en concreto,
0" = (0.6017,0.2075,0.2244)'. Es habitual que el error estandar asintético sea inferior al
obtenido con el bootstrap, aunque en este caso ambos son muy similares, y la teoria
asintdtica recomienda el uso de la teoria normal para la estimacién de los parametros. Lo
que nos aporta adicionalmente el bootstrap es la posibilidad de estudiar la distribucién de
los estimadores. En la Figura 4.11, podemos analizar la distribucién bootstrap de é, ya
que se ha representado el histograma bootstrap y la distribucién normal asintética (linea
punteada) de éi, con i = 1,2,3. Podemos observar como la distribucién bootstrap y la
distribucién asintética son muy similares en los tres parametros.
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Figura 4.11: Histograma bootstrap de éi, con i =1,2,3, y distribucion normal asintdtica.

4.3.3. Aplicacién del procedimiento a datos reales

A continuacién consideraremos una serie de datos reales. Estimaremos los pardametros de
los modelos CIR y CKLS de un tipo de interés del mercado interbancario del euro, el
euribor (acrénimo de Euro Interbank Offered Rate, tipo europeo de oferta interbancaria).
Consideraremos las series diarias del euribor a 3 meses, 6 meses, 9 meses y 12 meses en el
periodo comprendido entre el 15 de octubre del 2001 y el 30 de diciembre de 2005 (tamano
muestral de 1077), para evitar el periodo de la crisis econémica y el intervencionismo del
Banco Central Europeo. En la Figura 4.12 podemos ver la evolucién diaria de la serie para
los plazos mencionados.

En el Cuadro 4.6 se muestran las estimaciones de los parametros del modelo CIR,
drt = ((91 — 92Tt)dt + 93\/7“7th,

para la serie del euribor, junto con el error estindar (entre paréntesis). Ademas del filtro
de Kalman, también se han estimado los pardametros con el método de Ait-Sahalia. Las
estimaciones por ambos métodos son practicamente iguales, apenas difieren entre los dos
métodos de estimacion. Podemos ver que los parametros del drift para los plazos de 3, 6
v 9 meses son muy similares, pero la volatilidad aumenta al incrementar el plazo, como es
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Figura 4.12: Evolucion diaria del euribor en el periodo comprendido entre el 15 de octubre del 2001 y el 30
de diciembre de 2005. El tama7io muestral para cada serie es de n = 1077.

de esperar. El euribor a 12 meses presenta valores mayores en los parametros del drift y
mayor coeficiente de difusién.

Si analizamos las estimaciones obtenidas para el euribor a 3 meses, en el Cuadro 4.7
se recogen los errores estdndar obtenidos de B = 1000 remuestras bootstrap y en la
Figura 4.13 tenemos la distribuciéon bootstrap de 6 y la distribucion normal asintética
(linea punteada) de éz-, con ¢ = 1,2,3. En el caso de 6, y ég, la distribucién bootstrap
se asemeja bastante a la asintética, pero para 05 difieren. El error estdndar bootstrap es
mayor que el asintético, por lo que la distribucién asintotica es muy apuntada comparada
con la bootstrap, aunque esta tltima es simétrica con media §§ = 0.1034, muy cercana a
la estimacion del parametro.

Planteando otro modelo para los datos, en el Cuadro 4.8 se muestran las estimaciones de
los pardmetros del modelo CKLS,

d?"t = (91 — 927}) dt + 037"?4 th,

para la serie del euribor, junto con el error estdndar (entre paréntesis). Las estimaciones
por ambos métodos son muy similares, aunque difieren ligeramente en el pardmetro 6y.
En Pagan et al. (1995) se muestra que el tamano del parametro 64 depende del método
de estimacion utilizado, obteniendo resultados diferentes al utilizar el Método de Méaxima
Verosimilitud y el Método Generalizado de los Momentos.
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Filtro de Kalman Ait-Sahalia

Euribor él ég 93 él ég ég

3 meses 1.2069 0.5832 0.1038 1.2220 0.5894 0.1039
(0.3956)  (0.1595) (0.0022) (0.3963) (0.1598) (0.0022)

6 meses 1.1559 0.5331 0.1556 1.1810 0.5430 0.1557
(0.6087)  (0.2435)  (0.0034) (0.6097) (0.2440) (0.0034)

9 meses 1.2992 0.5654 0.2228 1.3357 0.5793 0.2229
(0.8776)  (0.3461) (0.0048) (0.8789)  (0.3466)  (0.0048)

12 meses 1.4900 0.6163 0.2759 1.5284 0.6311 0.2760
(1.0885)  (0.4205) (0.0059) (1.0899) (0.4211)  (0.0060)

Cuadro 4.6: Pardmetros estimados del modelo CIR para la serie del euribor utilizando dos métodos de
estimacion.

Error estandar  Error estandar

Parametro Estimacion asintotico bootstrap
01 1.2069 0.3956 0.4042
02 0.5832 0.1595 0.1623
03 0.1038 0.0022 0.0075

Cuadro 4.7: Estimacion de los pardmetros, error estindar asintdtico asociado y error estandar bootstrap
del modelo CIR para la serie del euribor a 8 meses.
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Figura 4.13: Histograma bootstrap de éi, con i = 1,2,3, y distribucion normal asintdtica de la serie del
euribor a 8 meses modelizada con un proceso CIR.



52 CAPITULO 4. APLICACION A DATOS SIMULADOS Y REALES

Si comparamos el valor de los parametros con los obtenidos para el modelo CIR, el pardme-
tro 03 difiere en mayor medida que 67 y 0, debido a la capacidad de los modelos para
captar la dindmica de la serie (notar que en el modelo CIR tenemos que 64 = 0.5). En
el CKLS, el pardmetro 64 controla la relacién entre el tipo de interés y la volatilidad, de
modo que cuando 64 < 1 la volatilidad aumenta cuando el tipo de interés disminuye y
viceversa, cuando 04 > 1 la volatilidad tiende a incrementar a medida que aumentan los
tipos de interés. Podemos ver que para la serie del euribor hay una alta sensibilidad de la
volatilidad al nivel de los tipos. A medida que incrementa el plazo, 64 se reduce.

Si analizamos las estimaciones obtenidas para el euribor a 3 meses en el modelo CKLS, en el
Cuadro 4.9 se recogen los errores estandar obtenidos de B = 1000 remuestras bootstrap y
en la Figura 4.14 tenemos la distribucién bootstrap de 6 y la distribucién normal asintética
(linea punteada) de éi, con ¢ = 1,2,3,4. En el caso de 6, y ég, los parametros de la
funcién drift, la distribucion bootstrap se asemeja bastante a la asintética, pero para 05
y 6, difieren. Esto ya sucedié cuando ajustamos el modelo CIR, donde la distribucién
asintotica de los parametros de la funcion drift coincidia con la distribuciéon bootstrap,
pero para el parametro de la funcién de difusién, la distribucién asintdtica y la bootstrap
diferfan. En el caso del CKLS, el error estandar bootstrap de 05 y 6, (los pardmetros de la
funcién de difusién) es mayor que el asintético, por lo que la distribucién asintética es muy
apuntada comparada con la bootstrap. Ademaés, la distribucién bootstrap de 3 presenta
una asimetria positiva (ver Figura 4.14c) y la media, 9_§ = 0.0343, se aleja ligeramente
de la estimacién del pardmetro, 65 = 0.0304. Si analizamos la Figura 4.14d, vemos que la
distribucién bootstrap de 64 tiene una ligera asimetria negativa y la media, 6% = 1.7392,
difiere ligeramente de la estimacion del parametro, ég = 1.7884.

Filtro de Kalman AT1t-Sahalia

Euribor él ég ég é4 él éQ ég é4

3 meses 1.4998 0.7070 0.0304 1.7884 1.5371 0.7235 0.0280 1.8768
(0.4494)  (0.1965) (0.0032) (0.1129) (0.4551) (0.1998) (0.0029) (0.1119)

6 meses 1.3948 0.6322 0.0668 1.3887 1.4054 0.6364 0.0652 1.4154
(0.6673)  (0.2828) (0.0068) (0.1090) (0.6700) (0.2844) (0.0067) (0.1097)

9 meses 1.5627 0.6717 0.1139 1.1996 1.5671 0.6737 0.1110 1.2271
(0.9484)  (0.3921) (0.0117) (0.1079) (0.9521) (0.3942) (0.0114) (0.1085)

12 meses 1.7616 0.7238 0.1613 1.0515 1.7782 0.7303 0.1563 1.0838
(1.1622)  (0.4667) (0.0169) (0.1078) (1.1673) (0.4697) (0.0164) (0.1085)

Cuadro 4.8: Pardametros estimados del modelo CKLS, dry = (61 — O21¢) dt + 03rf4 dWy, para la serie del
euribor utilizando dos métodos de estimacion.

Error estandar

Error estandar

Parametro Estimacién asintético bootstrap
01 1.4998 0.4494 0.4794
0 0.7070 0.1965 0.2105
03 0.0304 0.0032 0.0653
04 1.7884 0.1129 0.4110

Cuadro 4.9: Estimacion de los pardmetros, error estindar asintdtico asociado y error estdndar bootstrap

del modelo CKLS para la serie del eurtbor a 3 meses.
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Figura 4.14: Histograma bootstrap de éi, con i = 1,2,3, y distribucion normal asintdtica de la serie del
eurtbor a 8 meses modelizada con un proceso CKLS.

Si nos centramos los histogramas correspondientes a los parametros de la funcion de difu-
sién, podemos apreciar que, tanto en la modelizacién con el proceso CIR (ég) como con el
CKLS (93 y é4), los errores estdandar asintéticos difieren considerablemente de los errores
estandar bootstrap. Esto puede indicar que los modelos tienen una especificacién incorrec-
ta. Por ello, vamos a analizar los residuos de ambos ajustes para detectar presencia de
atipicos.

En la Figura 4.15 se han representado los residuos del ajuste del modelo CIR (Figura 4.15a)
y del CKLS (Figura 4.15b). En ambos modelos tenemos como hipétesis que los residuos
son variables aleatorias iid N(0,1). A la vista de los gréficos vemos que esta hipétesis se
incumple, aparecen muchos outliers (algunos muy extremos) y parece haber una estructura
de dependencia. En la Figura 4.16a se muestran los diagramas de caja de los residuos para
el ajuste del CKLS y del CIR, donde destaca la presencia de outliers y es importante
notar la escala del grafico. En la Figura 4.16b se muestra el mismo diagrama de caja pero
eliminando los outliers.
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Figura 4.15: Residuos de los ajustes del modelo CIR y CKLS para la serie del euribor a 3 meses.
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Figura 4.16: Bozxplot de los residuos de los ajustes del modelo CIR y CKLS para la serie del euribor a 3
meses.



Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han revisado distintos modelos en tiempo continuo, en el con-
texto estocastico, destinados a explicar la dindmica del tipo de interés, junto con diferentes
métodos de estimacion, paramétricos y no paramétricos. Se han aplicado los métodos de
estimacién a datos reales y simulados y se ha empleado la metodologia bootstrap para
aproximar la distribucién de los estimadores.

En este trabajo nos hemos centrado en los modelos cuya funciéon de difusién es deter-
minista, pero una posible extensién seria considerar modelos de difusiéon con volatilidad
estocdstica, es decir,

d’l“t = ma (T‘t, 9) dt + (F2%1 (Tt, 0) dWl,t7
dg(at) = ma(g(or), ) dt + va(g(0r), 9) dWay,

donde g,mi,v1,me y vy son funciones conocidas y © = (0,9) € R? es el vector de
pardmetros desconocido a estimar. El filtro de Kalman, método de estimacion paramétrico
introducido en este trabajo, permitiria estimar este modelo (Gonzélez-Manteiga et al.,
2017) y, ademads, es posible adaptar el procedimiento bootstrap presentado para utilizarlo
en esta clase de modelos.

El cédigo de R desarrollado para implementar los métodos de estimacién se muestra en
el Apéndice A.

95



56

CAPITULO 5. CONCLUSIONES



Apéndice A

Caddigo R

En este Apéndice se incluyen las funciones utilizadas en la Seccién 4.1 para simular tra-
yectorias del proceso CIR y para la estimacion paramétrica de los procesos de difusién.

A.1. Simulacion de trayectorias del proceso CIR

El proceso CIR es la solucion a la ecuacién diferencial estocéastica
dry = (a — Bre) dry + o/ry AW, con g > 0, (A1)

cuya solucion viene dada por

t
re = (ro - g) e P4 0'6’8t/ P fry AW,,.
0

Dada la informacion hasta el instante s, Fg, el tipo de interés a corto plazo r; se distribuye
como una ji-cuadrado no central,

Ty ’ Fo~x2 (QCTt,4Oé/O'2,2u) ,
con 4 /o? grados de libertad y pardmetro no central 2u, donde

25 —Bt 2
— U = croe v =cr = — —1
0'2(1—67’8t)’ 0 9y Y q

CcC =
o2

En el Codigo A.1 se muestra la funcién programada para generar trayectorias del proceso
CIR. Los argumentos de la funcién son los siguientes:

n Numero de observaciones.

to Momento inicial de la serie.

T Momento final de la serie, t, = T.
ro Valor inicial del proceso.

alpha  Pardmetro a del proceso CIR A.1.

beta Parametro 8 del proceso CIR A.1.

o7
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sigma  Pardmetro o del proceso CIR A.1.

sim.CIR <- function(n, tO, T, r0, alpha, beta, sigma) {
Delta <- (T - t0)/n
c <- 2 % beta / ((1 - exp(-beta * Delta)) * sigma”2)
df <- 4 % alpha / sigma”2
r <- c(r0, rep(0, n - 1)
for(i in 2:n){
ncp <- 2 % ¢ x r[i-1] * exp(-beta * Delta)
r[(i] <- rchisqg(l, df = df, ncp = ncp)/(2 % c)
}
r <- ts(r, start = t0, deltat = Delta)
return (r)

Cédigo A.1: Funcidén para generar trayectorias del proceso CIR.

A.2. Maxima verosimilitud exacta

La funcién de verosimilitud £, () del proceso discreto es

’cn(g) = Hpe(A7rti | Tti—l)pe(’rto))

=1

donde py(A, 7y, | mt,—1) denota la funcién de densidad de transicién asociada al modelo
de difusiéon paramétrico, con parametro desconocido 6. El logaritmo de la funcién de
verosimilitud es

0n(0) =log L, (0) = > £i(0) +1og(pa(riy)) = D> _logpa(A, 71, | 71,-1) + log(pa(rey))-
i=1 =1

En la caso del proceso CIR, la forma paramétrica del modelo que genera las observaciones
{r, }1_, es conocida, por lo que el estimador de maxima verosimilitud (MLE) del verdadero
pardmetro es

0 = arg m(;ix l,(0).

En el Cédigo A.2 se muestra la funciéon de densidad condicional del proceso CIR, cuya
distribucién es
U

)" 1,(2vam),

p(t,r | o) = ce" (
v

con

2ﬁ —pt 20
:m, u = Crge s vV =Cr, q:i—l

c
y I la funcién de Bessel modificada de primera especie y orden ¢. En Iacus (2008) se sugiere
utilizar la version exponencial de la funcion de Bessel para evitar problemas computacio-
nales. Por ello, se hace uso de la funcién bessel . exp, sugerida por el autor. La funcién
MVE.CIR tiene como unico argumento el vector de pardmetros, 8 = («, 8, 0)’, por lo que
para obtener las estimaciones por el método de maxima verosimilitud exacta tendriamos
que optimizar esta funcién (utilizando optim del paquete base stats, por ejemplo).
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1 bessel.exp <- function(x, nu) {
2 mu <- 4 % nu”2

3 Al <- 1

] A2 <= Al * (mu - 1) / (1 * (8 * x))

5 A3 <= A2 % (mu - 9) / (2 * (8 x x))

6 A4 <- A3 x (mu - 25) / (3 % (8 % x))

7 A5 <- A4 x (mu - 49) / (4 % (8 % x))

8 A6 <—- A5 *x (mu - 81) / (5 * (8 * x))

9 A7 <- A6 x (mu —-121) / (6 *x (8 * x))

10 1/sqgrt (2 * pi % x) * (Al - A2 + A3 - A4 + A5 - A6 + A7)

13 den.CIR <- function (r, r0, delta, Theta, log = FALSE) {
14 c <= 2 % Thetal2]/((1 - exp(-Thetal[2] % delta)) * Theta[3]"2)

15 u <- c * r0 * exp(-Theta[2] * delta)

16 vV <- Cc % r

17 g <= 2 * Theta[l]/Theta[3]"2 - 1

18 verosimilitud <- (log(c) - (u + v) + g/2 * log(v/u) +

19 log(bessel.exp (2 * sgrt(u * v), q)) + 2 *x sgrt(u * v))
20 if (!'log) {

21 verosimilitud <- exp(verosimilitud)
22 }

23 verosimilitud

24| }

25

26 MVE.CIR <- function (Theta) {

27 n <- length(r)

28 Delta <- deltat (r)
29 - sum(den.CIR(r = r[2:n], r0O = r[l:(n-1)], delta = Delta, Theta = Theta, log = TRUE))

Cédigo A.2: Funcidon de densidad y de verosimilitud del proceso CIR.

A.3. Maxima verosimilitud aproximada

El método de méaxima verosimilitud aproximada procede como si las observaciones provi-
niesen de una distribuciéon Gaussiana, de media el drift y desviacion estandar la funcién
de difusién, por lo que la densidad de transicién es

B 1 1(z—7r—m(r,0)A)?
pro(Bye|r) = V2mAc?(r,0) P {_2 Ao?(r,0) } '

En el Cédigo A.3 se muestra la funcién que devuelve la verosimilitud (en negativo) del
proceso CIR, utilizando este método. Los argumentos de la funcién son:

r Serie.
Delta Pardmetro A.

Theta  Vector de pardmetros 8 = («, 3,0)’.

1 MVA.Euler <- function(r, delta, Theta) {

2 verosimilitud <- sum(dnorm(r[-1], r[-length(r)] + (Theta[l] - Thetal[2] =*
3 r[-length(r)]) = delta, sgrt (delta) * Thetal[3] =*

1 sqgqrt (r[-length(r)]), TRUE))

5 return (-verosimilitud)

6}

Codigo A.3: Método de mdzxima verosimilitud aproximada, con el método de Fuler, para el proceso CIR.
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A.4. Método de maxima verosimilitud de Ait-Sahalia

En el Cédigo A.4 se muestra la funciéon AitSahalia, que devuelve la verosimilitud (en ne-
gativo) calculada por el método de méxima versosimilitud de Ait-Sahalia. Los argumentos
de la funcién son:

r Serie.

theta Parametros del proceso.

f.mu~ Funcién drift del proceso transformado, my, donde ‘*’ indica la deri-
vada parcial. Estas funciones tienen dos argumentos: el proceso trans-
formado wug y el vector de pardametros 6.

Lamperti Transformacién de Lamperti. Funcién con dos argumentos: la serie r

y el vector de pardametros 6.

f.difusion Funcién de difusién del proceso.

Hermite.AS <- function(Delta, x, dif.delta, muO, mul, mu2, mu3, mu4, mub5, mub6) {

mul2 <-
mu03 <-
mu04 <-
mul05 <-—
mu06 <-—
mul2 <-
mul3 <-
mu22 <-

HO <- function (x) (
H1 <- function (x) (
H2 <- function (x) (
H3 <- function(x) return(-x"3 + 3 * Xx)
H4 <- function (x) (
H5 <- function (x) (
H6 <- function (x) (

etal <-

eta2 <-

eta3 <-

etad <-

etab <-

etab <-

mu0~2
mu0”3
mu0~4
mu0”~5
mu0”6
mul”2
mul”3
mu2”2

return(1.0
return (-x)
return(x”2

return
return

x"4 -6 % x"2 + 3)

-x"5 + 10 *x x"3 - 15 % x)
return(x"6 - 15 % x"4 + 45 x x"2 — 15)

-mulO*sqrt (Delta) - (2#muO%mul+mu2)* (Delta”1.5)/4 -

(4x*muO0*mul2 + 4xmu02xmu2 + 6Gxmulxmu2 + 4xmuOxmu3 + mud)* (Delta”2.5)/24

(mu024mul) *Delta/2 + (6*xmul02*mul + 4*mul2 + 7xmuO*mu2 + 2*mu3) *
(Delta”2) /12 +(28*mul02*mul2 + 28*mul02*mul3 + 16*mul3 + 16xmu03*mu2 +
88*xmul*mul*mu2 + 21*xmu22 + 32xmul*mu3 + 16*mulxmud + 3xmub)* (Delta”3) /96

—(mu03 + 3*mulOxmul + mu2)* (Delta”1.5)/6 -
(12*%mu03 *x mul + 28%xmulO*xmul2 + 22*xmu02xmu2 + 24xmulxmu2 + 14xmuOxmu3 + 3*xmud) *
(Delta”2.5) /48

(mu04 + 6xmul02 % mul + 3%mul2 + 4*muO*mu2 + mu3)* (Delta”2)/24 +
(20*muO4*mul + 50*xmu03*mu2 + 100*muO2*mul2 + 50xmu02*mu3 + 23*mul*muéd +
180*mul*mul*mu2 + 40%mul3 + 34*xmu22 + 52xmulxmu3 + 4*mub)* (Delta”3.0) /240

— (mu05 + 10xmu03*mul + 15%xmulO*xmul2 + 10*mu02xmu2 + 10xmulxmu2 + S5xmuOxmu3 +
mu4) * (Delta”2.5)/120

(mu06 + 15%xmuO4*xmul + 15%mul3 + 20%xmuO03*xmu2 + 15%mul*xmu3l3
+ 45xmu02*mul2 + 10*xmu22 + 15%xmu02xmu3 + 60*xmul*xmul*xmu2
+ 6+xmul*mud4 + mub)* (Delta”3) /720

valor <- dnorm(x, 0, 1, FALSE)x* (1l + etalxH1l(x) + eta2xH2(x) + eta3xH3(x) +

etadxH4 (x) + etab#H5(x) + eta6*H6(x)) / dif.delta
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return (valor)

}

AitSahalia <- function(r, theta, f.mu0O, f.mul, f.mu2, f.mu3, f.mu4, f.mu5, f.mu6,
Lamperti, f.difusion) {
Delta <- deltat(r)
n <- length(r)
y0 <- Lamperti(r[-n], theta)
psi <- Lamperti(r[-1], theta)
dif.delta <- f.difusion(r[-1], theta) * sqgrt (Delta)

mu0 <- f£.muO(y0, theta)
mul <- f.mul(y0, theta)
mu2 <- f.mu2(y0, theta)
mu3 <- f.mu3(y0, theta)
mué4 <- f.mu4 (y0, theta)
mu5 <- f.mub(y0, theta)

mu6 <- f.mu6(y0, theta)

verosimilitud <- -sum(log(Hermite.AS (Delta, (psi-y0)/sqrt (Delta),
dif.delta, mu0O, mul, mu2, mu3, mu4, mu5, mu6)))

return (verosimilitud)

Cédigo A.4: Método de mdzima verosimilitud de Ait-Sahalia.

A.5. Método Generalizado de los Momentos

En el Cédigo A.5 se muestra el Método Generalizado de los Momentos, la funcién GMM,
que hace uso de la funcién f. Sea @ el vector de pardmetros con los elementos «, 3,02 y
v, dado 441 = rey1 — 1y — a — By, denotdbamos por f;(0) el vector

Et+1

Et41T¢
2 2,.27
€l — 07Ty

2
(€71 — o2y e

ft(e) =

En el Cédigo A.5, la funcién f es la correspondiente al proceso CIR. Los argumentos de
la funcién del Método Generalizado de los Momentos son los siguientes:

r Serie.
f Funcién 0), con cuatro argumentos: Ty, Ty, vector de
t ) tis tit1o
parametros 8 y parametro A.
param.inicial Vector de parametros inicial.
max.i Nimero maximo de iteraciones del algoritmo. Por defecto 50.

f <- function(x, y, Theta, delta){
c.media <- Theta[l] / Theta[2] + (y - Theta[l] / Theta[2]) * exp(-Theta[2] * delta)
c.var <- ((y % Thetal[3]"2 * (exp(-Theta[2] * delta) - exp (-2 x Thetal[2] x delta)) /
Theta[2] + Theta[l] * Theta[3]"2 % (1 - exp(-2 * Theta[2] * delta)) /
(2 % Thetal[2]72)))
cbind(x - c.media, y * (x - c.media), c.var - (x - c.media) "2,
y * (c.var - (x - c.media) "2))
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GMM <- function (r, f, param.inicial, max.i = 50) {
tol <- .Machine$double.eps
Delta <- deltat (r)
n <- length(r)

g <- function(theta) apply(f(r[2:n], r[l:(n - 1)], theta, Delta), 2, mean)
J <- function (theta) sum(g(theta) "2)
S <= function(j, theta) {
((c(f£(x[(3 + 2):n], r[(jJ + 1):(n - 1)], theta, Delta)) %%
f(r[2:(n - J)1, r[l:(n - J - 1)1, theta, Delta))/n)
}
w<-1-(l:(n-2))/((n-2) + 1)
thetal <- optim(param.inicial, J, method = "BFGS") $par

seguir <- TRUE
iter <=0
while (seguir) {
iter <- iter + 1
S.est <- S(0, thetal)
for (i in 1:(n - 2)) S.est = S.est + w[i] * (S(i, thetal) + t(S(i, thetal)))

W <- solve(S.est)

Jl <- function(theta) g(theta) %% W %% g(theta)

fit <- optim(thetal, Jl, method = "BFGS", hessian = TRUE)

theta2 <- fit$par

valor <- fit$value

hessian <- fitS$Shessian

if (sum(abs(thetal - theta2)) < tol || valor < tol || iter > max.i) seguir <- FALSE

thetal <- theta2
}

list (theta = thetal, valor = valor, hessian = hessian)

Codigo A.5: Método Generalizado de los Momentos.

A.6. Filtro de Kalman

En el Cédigo A.6 se muestra el algoritmo del Filtro de Kalman. El cédigo se ha programado
en base al de la funcién Kfilterl del paquete astsa, adaptandola para su uso con los
procesos de difusién, con la forma paramétrica general del modelo CKLS,

dry = (o — fBry) dt + or] dW;.

Los argumentos de la funcién son los siguientes:

y Serie transformada: vy, =y, , — 1.

i1 i
rti Serie original, ry,.

delta  Parametro A.

alpha Parametro « del proceso.

beta Pardmetro S del proceso.

sigma  Pardmetro o del proceso.

gamma  Parametro ~ del proceso.

mu0 Parametro 958 del estado inicial.

Sigma0 Pardametro P{ del estado inicial.
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1 FiltroKalman <- function (y, rti, delta, alpha, beta, sigma, gamma, muO, Sigma0) {
2 A <=1

3 Phi <- 0

4 R <=0

5 n <- length (y)

6 Q <- t(sigma) % *% sigma

7 ut <- array(rbind(rep(l, n), rti[-length(rti)]), dim = c(2, 1, n))
8 Upsilon <- matrix(c(alpha, -beta), ncol = 2)

9 y <- as.matrix(y)

10 gdim <- ncol (y)

11 pdim <- 1

12 xp <- array(NA, dim = c(pdim, 1, n))

13 Pp <- array(NA, dim = c(pdim, pdim, n))

14 xf <- array(NA, dim = c(pdim, 1, n))

15 Pf <- array(NA, dim = c(pdim, pdim, n))

16 K <- array(NA, dim = c(pdim, gdim, n))

17 innov <- array(NA, dim = c(gdim, 1, n))

18 sig <- array(NA, dim = c(gdim, gdim, n))

19

20 x00 <- as.matrix (mu0, nrow = pdim, ncol = 1)

21 P00 <- as.matrix(Sigma0, nrow = pdim, ncol = pdim)

22 xp[, , 1] <= Phi % %% x00 + Upsilon % *x% ut[, , 1, drop = FALSE]
23 Ppl, , 1] <- Phi % %% P00 % %% t(Phi) + Q * (rti[l]" (2 * gamma)) / delta

24 sigtemp <- A % *% Pp[, , 1] % *% t(A) + R
25 sigl, , 1] <= (t(sigtemp) + sigtemp)/2

26 siginv <- 1 / (sigl, , 11)

27 K[, , 1] <= Ppl[, , 1] % x% t(A) % *% siginv
28

Kt <- as.matrix (K[, , 1], nrow = gdim, ncol = pdim)

innov[, , 1] <- yI[1l, 1] - A % *x% xpl, ,

xf[, , 1] <= xpl[, , 1] + Kt innov[, , 1]

31 pf[, , 1] <= Ppl, , 1] - Kt A % x%Ppl[, , 1]

32 sigmat <- as.matrix(sig[, , 1], nrow = gdim, ncol = gdim)

33 like <- log(det (sigmat)) + t(innov[, , 1]) % %% siginv % *% innov([, , 1]

o o

*
*

e e

34 for (i in 2:n) {

35 xpl, , 1] <- Phi % x% xf[, , 1 - 1] + Upsilon % %% ut[, , 1, drop = FALSE]

36 Ppl, , 1] <- Phi % %% Pf[, , 1 - 1] % *x% t(Phi) + Q * (rti[i]” (2%gamma)) / delta
37 sigtemp <- A % *% Ppl[, , 1] $ *%$ t(A) + R

38 sigl, , 1] <- (t(sigtemp) + sigtemp) /2

39 siginv <=1/ (sigl, , 1il1)

40 K[, , 1] <- Ppl[, , 1] % *% t(A) % *% siginv

41 Kt <- as.matrix (K[, , 1], nrow = gdim, ncol = pdim)

12 innov[, , i] <- yI[i, 1 - A % *x% xp[, , il

43 xf[, , 1i] <- xpl[, , i] + Kt % *% innov[, , 1]

44 Pf[, , 1] <- Pp[, , i] - Kt $ *%$ A % *x% Pp[, , 1]

45 sigmat <- as.matrix(sig[, , 1], nrow = gdim, ncol = gdim)

46 like <- like + log(det(sigmat)) + t(innov([,, i]) % *% siginv % *% innov([,, 1i]
47 }

48 like <= 0.5 x like
49 list (xp = xp, Pp = Pp, xf = xf, Pf = Pf, like = like, innov = innov, sig = sig, Kn = K)
50}

Cédigo A.6: Filtro de Kalman.
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