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Resumen

Resumen en espanol

El andlisis clister es una técnica de andlisis multivariante que permite agrupar un conjunto de
datos, de tal forma que en un mismo grupo se encuentren los datos mas similares entre si, siendo
ademads, los diferentes grupos formados lo mas dispares entre si. En este trabajo, se pretende realizar
en primer lugar una recopilacién bibliografica de algunas de las més relevantes técnicas de clustering
dentro de un contexto general de un analisis estadistico de datos, es decir, sin considerar técnicas para
datos de naturaleza especifica, como pueden ser datos con componente temporal, espacial o funcional.

En una segunda fase, se compararan algunos de los distintos métodos estudiados a partir de la simu-
lacion estadistica de datos provenientes de distribuciones paramétricas conocidas y con caracteristicas
claramente diferenciadas. El objeto fundamental de este trabajo es la realizacion de un intenso estudio
computacional con datos simulados, para establecer en un entorno controlado las diferencias reales de
algunos de los algoritmos méas populares de clustering. La significancia real de las diferencias entre
algoritmos sera establecida mediante el uso de contrastes de hipdtesis y se aplicaran procedimientos
de correccién por comparaciones multiples.

English abstract

Cluster analysis is a multivariate technique which allows to group a dataset, in a manner that finds
the most simmilar data points among them, and at the same time form the most dissimilar groups
among them. In this work, the aim is to do at first a literature review of the most relevant clustering
techniques in an statistical data analysis overall context, without considering specific nature data
such as time, space or functional. At a second stage, a comparison of the different methods studied
will be held, by simulating statistical data from well-known parametric distributions, all with clear
different features. The aim of this work is the implementation of an intense computational study using
simulated data to determine, in a well contolled environment, the real differences among some of the
most popular clustering algorithms. The real significance of the differences among those algorithms
will be established by the use of hypothesis testing and different procedures of correction for multiple
comparisons will be made.
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Capitulo 1

Topicos basicos del analisis cluster

1.1. Introduccion

El objetivo de esta técnica del andlisis multivariante es partiendo de un conjunto de datos X, formar
k grupos, de tal forma que se optimice algin criterio de decisién establecido previamente.

En un problema de clasificacién cada dato tiene asociado una variable que indica a qué clase
pertenece. Contrariamente, en el andlisis de grupos esta informacién no se encuentra disponible. Por
ello, en todo algoritmo de agrupamiento, a diferencia de cualquier modelo de regresién o clasificacion,
la funcién a optimizar inicamente tiene en cuenta la estructura interna de los datos (segun el criterio
especificado mediante la funcién objetivo), y no el grado de precisién del resultado obtenido con el
modelo frente a una muestra {Y;}7_; de una variable aleatoria respuesta Y.

Matematicamente, un problema de agrupamiento se formaliza como sigue: Dados n datos de la
muestra {X;}? ; y un nimero positivo k (con k¥ < n), se construyen Si,Sa, ..., Sk subconjuntos de
tal forma que:

S1USyU---US, = {Xi}?zl (1.1)

La interseccion de dichos subconjuntos, es dos a dos, vacia, o lo que es lo mismo, que cada dato
pertenece a uno y solo uno de los k subconjuntos creados:
Vie{l,...,n},3je{l,....k}talque X; € S; y X; ¢ Sgsis#jconse{l,... .k}

1.2. Agrupamiento paramétrico Vs no paramétrico

El problema del agrupamiento puede ser visto tanto desde la perspectiva de la estadistica paramétri-
ca, como de la no paramétrica. En la literatura es frecuente encontrar ambos enfoques (Roberts, 1997).
Sin embargo, estos dos paradigmas de la estadistica tienen caracteristicas bien diferenciadas:

= En la Estadistica paramétrica, dada una variable aleatoria X, se asume que esta se encuentra
caracterizada por una distribuciéon que depende de un ntmero finito de pardmetros:

X = FQE@ (1.2)

siendo © un espacio de parametros de dimensién finita.

Este paradigma tiene como ventajas que si el modelo estd correctamente especificado, las tasas
de convergencia de los estimadores son més rapidas, y por tanto se necesita una cantidad menor
de datos en las tareas de inferencia. Ademés en muchos casos pueden lograrse resultados respecto
a la optimalidad del procedimiento estadistico empleado como es el caso en problemas de bondad
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de ajuste con el lema de Neyman Pearson. Sin embargo, los modelos no son lo suficiente flexibles
para modelizar algunas relaciones complejas entre los datos.

= La estadistica no paramétrica por el contrario, no asume restricciones fuertes acerca del mecanis-
mo generador de los datos (generalmente se restringen a la continuidad o al cardcter Lipchitziano
de la variable aleatoria (Tsybakov, 2009). Este paradigma posibilita ajustar modelos altamente
flexibles. A pesar de esta ventaja, las tasas de convergencia son muy lentas, siendo en muchos ca-
sos necesaria una gran cantidad de datos para mantener la significacion estadistica, como ocurre
de manera especialmente notable en los espacios de alta dimensién, donde dichas técnicas no son
adecuadas. En esta situacién, para su utilizacién, se deben combinar con técnicas de reduccién
de la dimensién o seleccién de variables.

1.3. Diferentes tipos de grupos

Sobre la definicién de grupo no existe un consenso pleno entre la comunidad cientifica, y como
consecuencia de ello, es necesario saber si los grupos obtenidos son realmente satisfactorios o no. De
hecho, para algunos, el andlisis de grupos es en realidad més un arte que una ciencia (Von Luxburg,
2012). Algunas de las definiciones encontradas en la literatura son las siguientes:

= Basados en la separacion entre grupos: Los miembros de cada grupo son mas cercanos o similares
a cualquier punto del grupo, que a cualquier punto perteneciente a otro grupo.

= Basados en centros: Un punto de un grupo es més cercano o similar al centro de su grupo que al
centro de cualquier otro grupo.

= Basado en contigiiidad: Un punto del grupo es més cercano o similar a uno, o a mas puntos de
ese grupo que a cualquier otro punto.

= Basado en densidad: Un grupo es una de regién densa donde concentra a diversos datos. Los pun-
tos agrupados en ese grupo comparten una propiedad comin y que generalmente es especificada
por una distancia.

1.4. Tipos de algoritmos

En diversos trabajos como los de (Xu, 2005) y (Firdaus, 2015) se han intentado agrupar todos los
algoritmos de agrupamiento. (Friedman, 2001) distingue tres categorias:

= Algoritmos combinatorios: Consideran los datos observados sin reparar explicitamente en la dis-
tribuciéon de probabilidad subyacente.

= Modelos de mixtura: Consideran que la muestra, estd formada por datos independientes e idénti-
camente distribuidos de una poblacién descrita por una funcién de densidad de probabilidad. La
funcién esta caracterizada por un modelo pardmetrico compuesto por una mixtura de funciones
de densidad, representando cada funcién de densidad, el mecanismo generador de cada grupo.

= Buscadores de modas: Desde una perspectiva de la estadistica no paramétrica, se intentan iden-
tificar las distintas modas que se encuentran en el conjunto de datos. De esta forma, se establece
una regla que asigna a que grupo pertenece cada dato en base a la cercania a las distintas modas.

En este trabajo de fin de master se han considerado 15 de los algoritmos mas populares de agru-
pamiento. En la tabla 1 se muestran los distintos algoritmos contemplados.
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1.5. Meétodos de reduccion de la dimensionalidad

Fue (Bellman,1961) quien acund el término ”maldicién de la dimensionalidad”. Con éste se establece
que, al incrementar la dimensionalidad el nimero de datos necesarios, para mantener la significancia
estadistica, crece de manera exponencial con la dimensién. Debido a ello, en la préctica, bajo estas
condiciones, en todo andlisis estadistico han de aplicarse técnicas de reduccién de la dimensionalidad
o de seleccion de variables. En el andlisis de grupos, las técnicas espectrales que traen incorporado
procedimientos de reduccién de la dimensionalidad, u otras basadas en redes neuronales como es el
caso del algoritmo SOM son muy populares.

1.6. Aplicaciones del analisis de grupos

Se enumeran a continuacion, algunas de las aplicaciones de diversas técnicas del andlisis de grupos:

= Kl aprendizaje estadistico semisupervisado es aquel que compagina los problemas de clasificaciéon
estadistica junto con el andlisis de grupos. Algunas referencias bésicas pueden ser (Cholaquidis,
2018), o (Zhu, 2006).

= Filtrado colaborativo: El agrupamiento proporciona un resumen de usuarios con una mentalidad
parecida. Las calificaciones dadas por cada individuo para los deméds son usadas para realizar
dicho proceso, obteniéndose as{ sistemas de recomendacién como los empleados por (Herlocker,
2004) o (Ekstrand, 2011).

= Segmentacion de clientes para agrupamiento de atributos arbitrarios: Se establece como objetivo
para adecuar las caracteristicas de los productos, a las necesidades de los clientes, utilizandose en
el Marketing, la segmentacion de mercados, el diseno de producto y la toma de decisiones sobre
la tecnologia de fabricacién. (Punj, 1983) realiza un importante estudio de la aplicabilidad de
esta técnica al Marketing, mientras que (Wedel, 2012) elabora un estudio general de los diversos
métodos.

= Mineria de datos: Extrae conocimiento de grandes bases de datos ya sean relacionales o no
estructuradas, como la informacion de las paginas web. Puede detectar tendencias y patrones,
asi como la deteccién de datos atipicos (Ro, 2015).

= Resumen de datos y reduccién de la dimensionalidad: El primero permite crear representaciones
de datos compactos que se procesan e interpretan mas facilmente. El segundo elimina datos
irrelevantes-ruido- y atributos redundantes. La extraccién de caracteristicas proyecta los datos
en un espacio de dimensionalidad maés reducida, como ejemplos estan el Anélisis de Componentes
Principales (Jolliffe, 2011), la Descomposicién del Valor Singular como en (Wall, 2003), y el
Andlisis Lineal Discriminante como en (Ye, 2005). La seleccién de caracteristicas selecciona un
subconjunto reducido de aquellas, que minimiza la redundancia y maximiza la relevancia del
atributo. Destacan entre otros la divergencia de Kullback-Leibler (Hershey, 2007) y el Lasso
empleado por (Yamada, 2016).

= Deteccion de tendencias dindmicas para datos disponibles en streaming: Con la creciente utiliza-
cién de toma de datos en tiempo real a través de sensores, cAmaras y datos tomados de internet,
pueden detectarse tendencias que se produzcan en el trafico o climatologia, por ejemplo. El al-
goritmo ha de ser adaptable y de fcil escaneo. Tanto (Guha, 2016), como (Luhr, 2009) emplean
en sus trabajos esta técnica.

= Andlisis de datos multimedia: Las imédgenes de resonancia magnética permiten conocer la es-
tructura interna de objetos y organismos bioldgicos. (Swanson, 1998) determina la existencia de
segmentos similares en las imagenes y realiza la segmentacién de las mismas. Esto puede hacerse,
por ejemplo mediante un agrupamiento jerarquico. También pueden emplearse las k medias, o
también algoritmos borrosos-fuzzy-, como en el caso de (Clark, 1994).
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= Agrupamiento de documentos, basado en su contenido: Se utiliza en el almacenamiento y buisque-
da automatica de documentos. Separa los documentos en grupos que reflejan el contenido de cada
documento. (Berry, 2004) indica los algoritmos mds empleados, como el de términos frecuentes.
Estos algoritmos, han de ser computacionalmente eficientes, dado el elevado volumen de datos
manejado. En (Blei, 2003) por ejemplo, desarrollan una técnica de gran utilidad para el agrupa-
miento y andalisis de texto.

= Analisis de datos bioldgicos: Se ha aplicado en la secuenciacién del genoma humano. (Libbrecht,
2015) recoge la tecnologia desarrollada para los datos de expresién genética extraidos del ADN.
También se han agrupado secuencias lineales de genes y proteinas con niveles similares de expre-
siones, estableciendo taxonomias biolégicas. En (Madeira, 2004) por ejemplo, se aplican técnicas
de biclustering a datos genéticos.

= Andlisis de las redes sociales: Se utiliza la estructura de la red social para determinar las comu-
nidades importantes de la red subyacente. Esto permite una buena comprensién de la estructura
de la comunidad en la red. El agrupamiento también permite resumir las caracteristicas de la red
social. Algunas referencias cldsicas de este tipo de andlisis, pueden ser (Hoff, 2002), (Paltoglou,
2012), o (Becker, 2010).

Las aplicaciones mencionadas, entre otras, nos dan idea de la diversidad de disciplinas que plantean
problemas resolubles mediante algoritmos de agrupamiento.



1.6. APLICACIONES DEL ANALISIS DE GRUPOS

Tabla de los métodos de clustering tratados en el TFM con sus caracteristicas generales

Familia Algoritmo Complejidad K Cran.r referencia
Jerdrquica

hclust Fast HAC O(n?) no fastcluster  (Mullner, 2013)
hclust.vector Fast HAC (datos vectoriales) O(n x d) no fastcluster  (Mullner, 2013)

energy.hclust Ward con energy 100 veces + veloz que hclust no energy (Szekely, 2017)
No paramétrico

Mclust Algoritmo EM nxdxi no mclust (Fraley, 2006)
pdfCluster Clustering via ENPD O(n X k)segun estructura  no pdfCluster  (Assalini, 2007)
Particional

kmeans K-medias O(n(<dk+1) xlogn)) si stats (Hartigan, 1979)
kGmedian Fast K-medianas O(n® x k x 1) si Gmedian (Dohan, 2015)
keca K-medoides O(k x (n—k)?) si flexclust (Park, 2009)
kproto K-prototipos O(ixkxnxd) si clusMixType (Huang, 1998)
kgroups K-grupos O(n?) si energy (Li, 2015)
Espectral

speccalt Espectral O(n?) no speccalt (Von Luxburg, 2007)
Fuzzy

FKM Fuzzy k-medias O(n x d x k* x 1) si fclust (Bezdek, 1981)
Basado en Densidad

dbscan DBSCAN O(n?), espacial O(n x logn) no fpc (Ester, 1996)

Clustering de Subespacio

clique

Algoritmo CLIQUE

no subspace

(Agrawal, 1998)

ewkm

Algoritmo EWKM

si wskm

(Cui, 2012)

Observacién 1: En la tabla, la complejidad computacional se calcula considerando las siguientes variables:

= n: numero de datos.
= d: nimero de atributos.
» k: ntmero de clusters.

= 4: numero de iteraciones.
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= La complejidad del algoritmo CLIQUE estd calculada para un grafo de n vértices, en su caso menos
favorable.

Cuadro 1.1: Algoritmos de agrupamiento seleccionados, implementados en R

Librerfa Cran.r Cédigo en R

fastcluster helust(dist(USArrests), .2ve”)
helust.vector(USArrests, cen”)
energy energy.hclust(dist(USArrests))

kegroups(as.matrix(iris[ ,1:4]), k = 3, iter.max = 5, nstart = 2)

mclust Mclust(iris[,1:4])
pdfcluster pdfCluster(wine[, ¢(2,5,8)])
stats kmeans(iris[,1:4], 3))
Gmedian kGmedian(x)
flexclust keca(Nclus, k=4)
clusMixType kproto(x, 4)
speccalt speccalt(local.rbfdot(synth2))
fclust FKM(Mc[,1:(ncol(Mc)-1)],k=6,m=1.5,stand=1)

fpc dbscan(iris, eps = .5, minPts = 5)

wskm ewkm(iris[1:4], 3, lambda=0.5, maxiter=100)




Capitulo 2

REVISION DE ALGUNOS
ALGORITMOS
IMPLEMENTADOS EN R.

En este capitulo se va a realizar una revisién bibliogréafica de algunos de los algoritmos més populares de
agrupamiento pertenecientes a algunas de las familias principales. En primer lugar se definird formalmente lo
que se entiende por distancia y medida de similitud para pasar a continuacién a explicar los distintos algoritmos
tratados.

2.1. Las distancias

2.1.1. Introduccion

Dados n datos X1, X5 ..., X,, pertenecientes a un conjunto X, las técnicas de agrupamiento, como ya se
ha indicado, consisten en agrupar los n datos en k grupos diferenciados, sin disponer de informacién previa
acerca de la composicién de los grupos.

Un aspecto central para realizar lo anterior, es definir una distancia o una medida de similitud entre los
objetos, para poder establecer el grado de igualdad existente entre ellos.

Desde un punto de vista formal, para un conjunto X, se define una distancia para cada par de elementos
en X, como una funcién continua d : X x X — RT que verifique las siguientes condiciones:

» d(a,b) >0Va,be X yVae€ X :d(a,a) =0 (no negatividad).
» d(a,b) =d(b,a) Ya,b € X (simetria).
v d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) V a,b,c € X (desigualdad triangular).

Una medida de similitud se define también como una funcién continua s : X x X — R, pero que cumple
las siguientes propiedades:

» s(a,a) =so Vae X .

v s(a,b) < s0 Va,b e X.

= s(a,b) = s(b,a) (simetria).
Donde sg es un niimero real finito.

A continuacién vamos a explicar algunas de las principales distancias y medidas de similitud usadas en la
literatura, y que fueron extraidas de (Xu, 2005).



8 CAPITULO 2. REVISION DE ALGUNOS ALGORITMOS IMPLEMENTADOS EN R.

Distancia de Minkowski

La distancia de Minkowski es una familia de distancias que dependen de un pardmetro r € R™ que extienden
a la distancia euclidiana (caso r = 2). Dados cualesquiera, z; y x; de R”, se define la distancia de Minkowski
como sigue:

|2 =z = O _|wir — 25| (2.1)

k=1

La similitud de coseno

Uno de los inconvenientes de la distancia de Minkowski es su dependencia de la escala de cada variable,
o que el rango de valores que puede tomar no es fijo, lo que impide muchas veces comparar los elementos de
X de manera objetiva. A su vez, en muchas situaciones reales como es el caso del analisis de sentimientos, es
necesario establecer si la relaciéon entre dos frases es positiva o negativa, y por tanto tiene mas sentido usar
una medida de similaridad como puede ser la del coseno.

La medida de similitud del coseno toma valores entre [—1,1], y simplemente consistente en calcular el
producto escalar de dos vectores, y normalizar su valor, usando el producto del médulo de cada uno de ellos.
Formalmente, se define Vz;,x; € RP mediante:

T
T; Tj
L a) = 2.2
st ) llill-ll; | (22)

La medida de similitud del coeficiente de correlaciéon de Pearson

El coeficiente de correlacién de Pearson, es la medida usada tradicionalmente en estadistica para calcular
el grado de dependencia entre dos variables. Su principal limitacién consiste en que dnicamente es capaz de
capturar relaciones lineales entre variables. Dados dos vectores x; y x; de R? se define la medida de similitud
por:

d(l‘i,m]‘) — (xl — El) ‘(mj _fj) (2'3)

i —Z |l | 25— ||
Donde z; = % Y_, x; denota el valor medio del vector x;. Utilizando la desigualdad de Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz, se puede comprobar trivialmente que la expresién anterior siempre toma valores entre [—1,1].
Otras medidas: Similitud de Jaccard extendida y de Dice

En la literatura han aparecido muchas otras medidas de similitud, como es el caso de la distancia de Jaccard
o Dice. Vz;i,z; € RP la primera se define como sigue:

T
s(Ti,Tj) = 2.4
6 23) = el Tl = a2y 24
mientras que la segunda:
227 .z,
s(@izy) = s (2:5)

i 12 41 5 1>

Eleccién de la medida de similaridad adecuada

En base a los objetivos que se busque lograr mediante el andlisis de grupos, asi como las caracteristicas de
los datos analizados se usard una medida u otra. De hecho, no existen metodologias especificas para establecer
la distancia a utilizar, y en la préctica tnicamente se podran aplicar reglas generales en la eleccién de la
distancia.

La distancia euclidea es la méas usada en la practica. Sin embargo, es muy sensible al ruido, y por ello, su
uso no es muy recomendable en contextos de alta dimensionalidad.

Las medidas de similaridad, tienen la ventaja de que permiten introducir cierta interpretabilidad a un
problema concreto, como ya se ha mencionado para la distancia de coseno en el caso del analisis de sentimientos.
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2.2. Agrupamiento jerarquico

En los métodos de agrupamiento jerarquicos, los grupos, son formados iterativamente de una manera aglo-
merativa o divisiva. Esto quiere decir que en el primer caso, a partir de los n datos de la muestra {X;};;
se forman inicialmente n grupos individuales, y en cada iteracién posterior, el algoritmo crea nuevos grupos,
fusionando aquellos que presenten la menor distancia intergrupos, bajo la restricciéon de que todos los ele-
mentos pertenecientes a un grupo en el paso n del algoritmo, se encuentran juntos en todos los nuevo grupos
creado posteriormente. En el segundo caso, por el contrario, los n datos de la muestra {X;}i; se encuentran
inicialmente todos juntos en un unico grupo, y el algoritmo en cada nueva iteracién, crea los nuevos grupos
manteniendo una estructura de jerarquia de la siguiente manera: Se crean los nuevos grupos de tal forma que
se minimice o maximice (dependiendo del algoritmo) una distancia entre los grupos ya formados.

Los resultados obtenidos tras aplicar un algoritmo de agrupamiento jerarquico suelen representarse a través
de un dendograma.

2.2.1. Agrupamiento de enlace simple

Este tipo de agrupamiento es llamado habitualmente como el método del vecino més préximo. La unién de
grupos se realiza en base a la distancia de dos elementos pertenecientes a dos grupos diferentes, y que al mismo
tiempo, sean los més cercanos entre si. Este algoritmo crea los nuevos grupos, en cada iteracién, utilizando la
siguiente distancia:

D(A, B) = min{d(a,b):a € A,b € B} (2.6)

donde A y B son dos grupos diferentes y d es una distancia fijada de antemano.

2.2.2. Agrupamiento de enlace completo

Es también denominado como el método del vecino més lejano. La unién de dos grupos se realiza usando
la mayor distancia existente entre dos elementos pertenecientes a dos grupos diferentes. La distancia se define
como sigue:

D(A, B) = maz{d(a,b) : a € A,b € B} (2.7)

2.2.3. Agrupamiento de enlace promedio

Es conocido también como el método de varianza minima. Para formar los nuevos grupos, este método
utiliza en la formacién de los dos nuevos grupos la distancia media entre todos los elementos pertenecientes a
ambos grupos. Dicha distancia se expresa como sigue:

— % % d(ab (2.8
AN e 2avss (@) )

2.2.4. Algoritmo de agrupamiento jerarquico basado en la distancia energia

Un enfoque novedoso para realizar un analisis de agrupamiento jerdrquico es usar como funcién de distancia,
la distancia energia. A continuacién se define la distancia de energia.

2.2.5. Distancia de energia

Sean A = {a1,...,an, } y B = {b1,...,bn,} dos conjuntos de vectores no vacios de R? de tamafio ny y na
respectivamente. Se define la distancia de energia entre A y B mediante:

ning 2 , 1 1 ,
e(A,B) = — = 722‘:112;21“% — bl - 72?:112}21“% —ajl - —221212;31”&1- — bl (2.9)
ni 4 ng \ ning n? n3
donde || - || denota la distancia euclideana, o cualquier potencia suya con « € (0, 2]. Si la potencia es o = 2

el algoritmo de agrupamiento explicado a continuacién coincidird con el método jerarquico de clustering de
Ward.
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Propiedades de la distancia de energia

Teorema 1. Supongamos X, X' € R? son vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidas segin
una distribucion F e Y,Y’ € R? bajo una distribucion G. Asumamos ademds que los momentos de orden 1 son
finitos, E|| X|| < oo y E||Y] < 0.

Entonces:

2E|X — Y| - E|X - X'| - BIlY =Y >0 (2.10)

y se cumple la igualdad si y solo si X e Y siguen la misma distribucion.

Se muestra a continuacion una demostracion elemental para el caso particular de d = 1. Esta demostracion
no es vdlida para un contexto general con d > 1, siendo esta, de cardcter mds técnico.

Demostracion.

St d =1 se verifica que:

2/(F(t) —G(t)%dt
= /R[F(t)(l —G(t)+ (1 - F@)G(t) — F(t) (1 — F(t)) — G(t)(1 — G(t))]dt

:2/[P(X§t<Y)+P(Y§t<X)—P(X§t<X/)—P(Y§t<Y')]dt
R

=2E|X -Y|-E|X -X'|-ElY -Y'|.

Para completar la demostracion para el caso d > 1, se puede hacer uso del teorema 2 que se enunciard mds
adelante, tomando o = 1.

El agrupamiento que se presenta en esta secciéon busca minimizar la distancia entre las observaciones en
cada nuevo grupo formado. El siguiente corolario justifica dicho procedimiento.

Corolario 1. Con la notacién anterior, A, B C R% e(A, B) > 0 y la igualdad se cumple si y solo si A= B.

Demostracién:

Se supone que A = {a1,...,an;} y B = {b1,...,bn,} son subconjuntos no vacios y finitos de R%. Sean
X, X' y Y,Y’ vectores independientes e idénticamente distribuidos entre si. Cada elemento del conjunto A
sigue la distribucién del vector aleatorio X con todas los elementos independientes entre si, mientras que las
componentes del vector B estan distribuidas segun el vector Y, y siendo ademds, indendientes entre si.

Teniendo en cuenta la afirmacién anterior, se verifica:

B|IX = Y|l = 22,572, lai — bjll/(nan2), E| X — X/|| = 812,572, [lai = bjll/nd, y BIIY = Y'|| = £2, ||b: —
b;||/n3. Por lo tanto,

™ _pE|X — Y| - E|X - X'|| - E|]Y —=Y'|[] = (A, B). (2.11)
ni + ng

Por el Teorema 1, e(A, B) > 0. Ademés. e(A4, B) = 0, si y solamente si X 2 Y, y esto ocurre, si y solo si
A=B.

El algoritmo de agrupamiento jerarquico aplicado a n objetos tiene inicialmente n grupos individuales.
Al corresponderse los valores pequenios de la distancia energia a grupos homogéneos, en cada paso se calcula
dicha distancia entre los pares de grupos y se selecciona el par que tenga una distancia energia minima como
el par éptimo para fusionar. Tras fusionar el par éptimo de los grupos, las distancias energia entre grupos
se actualizan. La altura h(k) del correspondiente nodo en el dendograma es la distancia energfa entre los dos
grupos fusionados en el paso k. Esta implementacién sigue, en esencia, el algoritmo jerarquico general, indicado
por (Anderberg, 1973) y (Hartigan, 1975).

Para vectores aleatorios X € Ry Y € R? y  constante, de modo que E||X||* < ooy E||Y||* < oo, define
la funcién de valores reales

*(X,Y) =2E|X - Y|* — E|X - X/|* — E|]Y - Y/||° (2.12)

donde X, X7 e Y,Y7 son i.i.d. En caso de que ¢ aparezca sin « superindice, el exponente serd o = 1. Asi, el

teorema 1 establece que €(X,Y) es siempre no negativo y que e(X,Y) = 0 si y solo si X Ly.
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Teorema 2. Sean X, X' vectores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos en R?, y sean Y,Y’
vectores aleatorios en R independientes en Y. Si a es una constante tal que E|| X||* < oo, y E||Y||* < oo,
entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

510 < a <2, entonces e(a)(X7 Y)>0
8i 0 < a <2, entonces e/ (X,Y) =0 siy solo si X Zy
st a =2, entonces e*(X,Y) =0 st y solo si E[X] = E[Y].

Observacion 2: Para a > 2, la desigualdad 5(0‘)(X7 Y) > 0 no se cumple siempre. Sea por ejemplo X = 0 con
probabilidad 1 e Y = £1 con probabilidad 1/2. Entonces e (X,Y) = 2—2(%)(Y,Y) = 2—2%/2, que es negativa
st a > 2. Para o < 0 st X toma un valor cualquiera, con probabilidad positiva, entonces E||X — X/||¢ = co.

Se ve asi la motivacion para que 0 < a < 2. En este intervalo o = 1 es el unico nimero, este es el caso mds
sencillo, que hemos aplicado al agrupamiento, y que corresponde al teorema 1.

Dicho teorema, puede consultarse en los trabajos de (Szekely, 2005)

Consistencia estadistica

Sea A={X1,..,Xn, } y B={Y1,..,Y,,} muestras aleatorias, independientes de R? formadas por vectores
aleatorios X, Y respectivamente. Supongamos que E||X|| < oo, E||Y]| < co. Se definen las distancias pap =
E|X —Y|,ua = E|| X1 — Xal||, u = E||Y1 — Y2||, y definase e(A, B). Ahora e(A, B) es un vector aleatorio con
valor esperado

ning ny —1 ng — 1 ning 2kA  _mnp

n
Ele(A, B)] = Crap — naA — wp)) = (2uAB — 1A —kB) +
ny +n2 ny ny ny + n2 ny +na ny +n2

(2.13)
Si X e Y estdn idénticamente distribuidas pap = pa = pp, que implica que 2puap —pa —pup =0y

n2fA +Nipp

Ble(4, B)] = MEAL

para todos los valores positivos niyns Si X e Y no estan idénticamente distribuidas, 2uap + pa — pp equivale

D
a una constante positiva, por el teorema 1. Por tanto, si X # Y, y n = n; + ng, la distancia esperada entre A
y B tiende a ser una constante positiva, lo que expresado de otro modo dice que Fle(A, B)] tiende a infinito.

2.3. Algoritmos particionales

2.3.1. Algoritmo k medias

El algoritmo k medias trata de minimizar el criterio cldsico de distancia de cada una de las observaciones
de la muestra a la media de su grupo al cuadrado. Dicho algoritmo presenta una serie de extensiones y
generalizaciones entre las que destacan el caso borroso- o fuzzy-, el de maxima verosimilitud, y aquellos criterios
basados en convexidad, entre otros.

Con la publicacién de (Sokal, 1963), el andlisis cluster surge como una importante drea de estudio. Ello
supuso el inicio de la investigacién, a nivel internacional, sobre las diferentes técnicas disponibles. Con (Lerman,
1970) se inicia la publicacién de un compendio de libros y articulos que sentaron las bases de esta drea de
estudio, destacan cronolégicamente (Jardine, 1971), que profundiza en la naturaleza matemadtica del problema
del agrupamiento, (Anderberg, 1973) con un enfoque més orientado hacia las aplicaciones, (Bijnen, 1973) que
realiza un primera recopilacién de los métodos disponibles. (Bock, 1974) elabora un estudio de los métodos
enfocado al andlisis de datos y las posibilidades que se abren mediante el conocimiento de la estructura de
los datos. (Sodeur, 2013) trata acerca los métodos empiricos necesarios para la realizar tareas de clasificacién,
mientras que (Vogel, 1975) estd m&s orientado a la resolucién de problemas numéricos de clasificacién. La
publicacién de (Hartigan, 1975) tiene una gran repercusién en el mundo académico por su estudio de aspectos
computacionales de los algoritmos, al igual que (Spath, 1980). Como resultado de ello, los problemas y métodos
bésicos del agrupamiento se hicieron ampliamente conocidos por la comunidad cientifica, en la Estadistica y el
Anélisis de datos, asi como, en particular, en sus aplicaciones a otros campos de la ciencia.

Uno de los principales enfoques de las técnicas de agrupamiento se basa en el criterio de la suma de los
cuadrados de la varianza, y en el algoritmo que, a dia de hoy se denomina k-medias.

Al realizar una revisién de dicho algoritmo desde sus origenes, se observa que fue propuesto por diversos
investigadores, bajo diversas formas e hipdtesis. Posteriormente muchos otros autores analizaron sus aspectos
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tedricos, algoritmicos, asi como modificaciones del método. Ejemplos de ello se encuentran al considerar la
sucesién de analogias al criterio de la suma de cuadrados planteado por diversos cientificos, con las aportaciones
de (Cox, 1957), (Fisher, 1958), (Engelman, 1969); investigando el comportamiento asintdtico bajo estrategias
de muestreo aleatorio estan las aportaciones de (Hartigan, 1975) (Pollard, 1982) y (Bock, 1985) mediante la
extensién de su dominio de aplicacién a diferentes tipos de datos y modelos probabilisticos. Posteriormente,
la monograffa (Diday, 1979) escrita por dicho autor junto a otros 22 coautores, marcé un considerable nivel
de generalizacién de la idea fundamental y establecié su uso para los modelos de agrupamiento, basados en
distribucién.

El criterio de la suma de cuadrados para el agrupamiento de datos

Sean n datos X1, ..., X, en RP, y una particién de tamartio k, C = (C4,...,C}) del conjunto O de todas las
particiones de tamafio k posibles con el conjunto { X1, ..., X»}.

El criterio de suma de cuadrados para el caso de objetos subyacentes; también denominado criterio de la
varianza, inercia, o criterio de la traza, viene dado mediante:

k
C):=3% 3 |la— %, > — min 2.14
9a(C) = £, 3 lloe —Ter|[* — mf (2.14)
donde 7., representa al centroide de los datos puntuales pertenecientes a la clase Cj, con £ € C;. Se busca
una particién C' de O, con valor minimo del criterio g, (C).
El problema de optimizacién con un parametro-ver ecuacién anterior- se relaciona e incluso es equivalente
al problema de optimizacién de 2 parametros

Gn(C,2) = 3 5 |lze — 2® — min (2.15)
i=1e€C; .z
donde la minimizacién es también respecto al conjunto de centroides de cada grupo Z = (z1, ..., k).

Para la minimizacién de la funcién objetivo subyacente se han desarrollado una amplia variedad de méto-
dos por diversos autores en los que se han usado desde técnicas de optimizacién combinatoria, métodos de
optimizacion exactos o algoritmos heuristicos.

El algoritmo k£ medias busca aproximar una particion k& Sptima, mediante la iteracion de los pasos de
minimizacién parcial (i) e (ii) que se definen a continuacién. Su algoritmo es el siguiente:

» Paso t = 0 Comienza con un sistema de centroides arbitrarios para cada grupo Z° = (z§0)7 e z,go))
= Pasot =t +1:

[(1)] Minimiza el criterio gn(C, Z(t)) con respecto a la particién C que,-por ejemplo- determina una
particién de distancia minima C**Y .= C(Z")

[(ii)] Minimiza el criterio gn(C“H),Z) con respecto al sistema de prototipos Z, que calcula el
sistema de centroides de cada clase Z(tY .= Z(CU+D),

El algoritmo se detendrd tras ejecutar los pasos descritos cuando se alcance la estacionalidad.
Por su construccién, este algoritmo genera una secuencia Z°, C*, Z',C?, ... de centroides y particiones con
valores decrecientes en cada iteracién, que convergen a un minimo que es tipicamente local.

Criterio de suma de cuadrados continua para realizar disecciéon del espacio

Dada una variable aleatoria X con medida de probabilidad P y que toma valores en R”. Desde el punto
de vista poblacional se puede expresar el problema de clustering definido anteriormente a nivel muestral como
sigue. Se busca una particién B = (B, ..., Bi) de RP que hace minimo la siguiente expresién.

k
g(B) := _El/ |z — E[X|X € Bi}HQdP(x) — men (2.16)
1= B;
Al igual que antes, el problema de optimizacién subyacente puede expresarse como uno de dos pardmetros.

k
9(B,Z):= X% / |z — z||*dP(x) — min (2.17)
i=1Jp, B,Z
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Teorema 3. (i) Para cualquier particion B en RP de k elementos, el criterio g(B,Z) es minimo en Z, por el
sistema de prototipos Z* = (21, ...,2;) = Z(B) dado por las esperanzas condicionadas. z; := E[X|X € B;] de
B;. Esto es:

MRZ)ZABJ?%:éhéﬂm—EM¢XeBMﬁW@jzﬂB)VZ (2.18)

(i) Para cualquier sistema de prototipos fijados Z, el criterio g(B,Z) es parcialmente minimizado con
respecto a B por cualquier particion de distancia minima B] = {z € RP|d(z, Z;) < d(X, Z;) con i # j}, esto
es:

9(B.2) 2 g(B",Z) = [ min {|lz—z*}dP(z) = g(Z) VB (2.19)

x I=1ees

El anterior teorema es una extensién del clasico resultado que afirma que la media hace minimo las des-
viaciones de una variable aleatoria con la distancia euclidea al cuadrado, pero en este caso para k grupos,y
tomando la esperanza condicional a cada grupo.

2.3.2. El algoritmo k grupos

Se trata de un algoritmo de agrupamiento que intenta agrupar los datos en base a sus distribuciones de
probabilidad. Utiliza la distancia energia para medir las diferencias entre muestras, siendo este algoritmo, una
extensién del algoritmo k medias para distribuciones.

La implementacién del algoritmo k grupos se basa parcialmente en el algoritmo k medias de (Hartigan,
1979). El algoritmo se generaliza tomando inicialmente 1 punto, para finalizar tomando m puntos. Para datos
univariantes se demuestra que el algoritmo k-medias, segin el método mencionado, es un caso especial de k
grupos en primera variaciéon. Cuando los grupos estan bien separados y normalmente distribuidos, el compor-
tamiento del algoritmo k grupos es similar al algoritmo k£ medias, para el caso considerado. En caso de que los
datos no tengan su primer momento finito, o que los datos tengan un elevado apuntamiento o curtosis los dos
métodos k grupos tienen mejor rendimiento que el k medias. Para grupos no esféricos ambos algoritmos de k
grupos se comportan mejor que el k medias en alta dimensién, ademaés el k grupos es consistente a medida que
la dimensién crece.

El agrupamiento permite agrupar objetos similares, sin el uso de informacién externa como las etiquetas
de clase. Este método permite cumplir el doble objetivo que se plantea el agrupamiento:

Por un lado, hallar grupos de objetos que comparten caracteristicas similares. Por otra parte resumir los
objetos caracteristicos de aquellos objetos pertenecientes a los mismos grupos. Se alcanzard asi un resultado
comprensible y tutil.

El método k grupos generaliza y extiende el método de las k medias. La distancia energia se basa en una
caracterizacién de la igualdad entre distribuciones y se emplea en dimensién arbitraria. Es una generalizacién
del k medias, este tltimo separa los grupos por diferencias en las medias. La distancia entre grupos del k grupos
se basa en la distancia energia que separa los grupos, segun las diferencias en las distribuciones.

La distancia energia como medida de distancia entre distribuciones

Esta distancia, fue propuesta para un contexto més general para medir el grado de dependencia estadistica
entre dos variables aleatorias X e Y (Szekely, 2007).

Definicién: La distancia energia entre variables aleatorias X e Y independientes y de dimensién d; se define
como:

e(X,Y)=2E|X —Y|a— E|X - X'|a— E|Y —=Y1|a (2.20)

donde E|X|q < 0oy E|Y|a < 00, X/ es una copia de X iid, e Y/ es una copia de Y iid.

En lo sucesivo cuando la dimensién ya esté especificada se omitird su notacién. Asimismo se usard la
notacién |.|q para denotar la distancia euclidea en R%.

Sean F(X) y G(X) dos funciones de distribucién acumulativas y sean f § las funciones caracteristicas de
las variables independientes X e Y.

Definicién: Sean X e Y variables aleatorias d-dimensionales e independientes. con funciones caracteristicas

f v § respectivamente y E|X|* < oo , E|Y|* < oo para algin 0 < a < 2. La distancia de energfa entre X
e Y se define mediante

e*(X,Y)=2E|X -Y|§ - E|X-X'|; —E|Y -Y/|§ (2.21)
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_ /|f<t>—g<t>\2dt (222)

Od, @) Jp,  |tlg*™
donde 0 < & < 2, |.| es la norma compleja, y
a TA-9%)
C(d,a) = 2r® 2 2.23
(@.0) =2ef S0 (223)

El teorema siguiente, establece que la distancia energfa entre variables aleatorias caracteriza la igualdad en
distribucién.

Teorema 4. Va € (0,2)

e“(X,Y)=2E|X-Y|S—-EX-X'|-EY-Y'| >0,

Con igualdad a cero < X e Y estdn idénticamente distribuidos.

Notese que cuando o = 2, tenemos que

2E|X —YP?P—E|X - X' -E|Y -Y']? =2|E(X) — E(Y)|?

que mide la distancia al cuadrado entre las medias. Por lo tanto, la caracterizacion de arriba no se cumple
para a = 2 desde que se obtiene la igualdad a 0 aun cuando E(X) = E(Y)

El estadistico energia para dos muestras, correspondiente a la distancia energia ¢*(X,Y’), para muestras
aleatorias independientes X = {X1, Xo2,..., Xn1} e Y = {Y1,Y52,..., Y2} es

2 n1 n2

SR Yl - =S R XXt - L E R v (2.24)
ni=1j=1 n3i=1m=1

6%1 n2 (X7 Y) =

ningi=lm=1
donde « € (0, 2). El estadistico ponderado de dos muestras

ning

Txy = (212
oY (nl + n2

)enyna (X,Y) (2.25)
establece un test consistente para la igualdad de distribuciones de X e Y. El test de energia de muchas muestras,
para la igualdad de k distribuciones, k > 2 es una extensién no paramétrica del anélisis de la varianza.

Explicacién del algoritmo

El k£ medias utiliza habitualmente la distancia al cuadrado para calcular la disimilaridad entre el dato
y el prototipo preespecificado, minimizando la varianza interna de los grupos. Puede emplearse, como se ha
visto, T'x,y que es el estadistico energia ponderado de dos muestras. Esta es la funcién estadistica que mide
la disimilaridad entre los grupos, y modifica el algoritmo de k medias considerado. El método presentado
pertenece, generalmente a la clase de algoritmos basados en distribucion.

Este tipo de algoritmo toma un grupo como una regién densa de datos que estd rodeada de regiones de
bajas densidades. Se emplean a menudo cuando los grupos son irregulares o estdn entremezclados, o cuando
hay presencia de ruido y de atipicos. Como la distancia energia mide la similaridad entre 2 conjuntos, en lugar
de la similaridad entre objeto y prototipo, llamamos a este método k grupos.

Definimos la dispersién entre dos conjuntos A y B como,

1
ning

GU(A,B) = —— XM 572 [a; — by (2.26)

m=

donde 0 < a < 2, y n1,n2 son los tamafios muestrales para los conjuntos A, B.
Sea P = {m1, 72, ..., T} una particién de las observaciones, donde k es el nimero de grupos preestablecido.
Se define la dispersion total entre todos los grupos como

N
T (71, .y h) = ?Ga(ulem, Ub_1m:) (2.27)

Donde N es el nimero total de observaciones. La dispersién dentro de los grupos esta definido por

k ]
Wa(ﬂ'l,...,ﬂ'k) :jzl%Ga(ﬂ'j,ﬂ'j) (228)

Donde n; es el tamano de la muestra para los grupos 7;. La dispersién entre las muestras es:

o - il o (e ) — G (s ) — G (s s
B (i, em) = S {5 (6% (riym) = G (miy ) = Gy, my))) (2:29)
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Entonces 0 < o < 2 tenemos la descomposicién:

T(m1y ey ) = W1, ooy ) + B (71, ooy T8) (2.30)

donde tanto W< (m1, ..., ), como B¥(m1, ..., Tk) son no negativas, aplicados a esta descomposicién de T en
componentes de la distancia disco para obtener un test no paramétrico consistente de igualdad de k distribucio-
nes. Para maximizar la dispersién entre muestras B*(r1, ..., mx), con T%(71, ..., mx) constante , es equivalente
a minimizar W (71, ..., 7). Por lo tanto nuestro propésito es encontrar las mejores particiones que minimicen
la dispersién dentro del grupo W<. Es decir, la funcién objetivo de k grupos es :

Y
min Z%Ga(ﬂj,ﬂj): min W%(m1, ..., 7k) (2.31)

T geeny T J=1

2.3.3. K prototipos

El algoritmo k prototipos integra a los algoritmos k medias y k modas para el tratamiento de datos de
tipo mixto. En la practica es un algoritmo de mayor utilidad puesto que los datos recogidos en el mundo
real son observaciones de tipo mixto. Asumiendo un conjunto de n objetos, X = {X1,Xs,...., Xpn}. X; =
{Xi1, Xi2, ..., Xim} estd formado por m atributos, donde m, son atributos numéricos, y m. son atributos
categ(’)ricos7 con m = m, + me .

Objetivo

El objetivo del agrupamiento es dividir n objetos en k grupos distintos C' = {C1,Cy, ...,Ck}, donde C; es
un centro del grupo i-ésimo. La distancia d(X;, C;) entre X; y C; se calcula como

d(Xi, Cj) = dr (X3, C;) + vde(Xi, Cy) (2.32)

donde d,(X;,C;) es la distancia entre los atributos numéricos, y dc(X;,Cj) es la distancia entre atributos
categoricos, y v es el peso de los atributos categoricos.

dr(Xi,C;) = 5P |z — el (2.33)

de(Xi, Cj) = X7_16(wir, cjn), (2.34)

0, cuando z; = cji

1, cuando x4 # cj

Sz, cii) = {

2.3.4. Fuzzy C medias

Introduccién

El algoritmo k& medias es un algoritmo de agrupamiento rapido, robusto y sencillo. Presenta buenos re-
sultados con clusters bien separados. Es ademads relativamente eficiente respecto a la complejidad de tiempo
computacional. No obstante, los problemas que el k£ medias suele tener con determinadas bases de datos, son
el de no encontrar grupos superpuestos, ser sensible al ruido y no poder agrupar correctamente grupos no
separables linealmente.

En este contexto, (Bezdek, 1981) presenta el algoritmo Fuzzy C means(FCM), basdndose en el estudio
previo de (Dunn, 1973), como una extensién del k medias. (Imdad, 2008) y (Suganya, 2012), identifican una
docena de algoritmos desarrollados para mejorar la eficiencia y precision del FCM. no obstante su versién
basica ha sido ampliamente utilizada, tanto en Ingenieria como en Economia. Se trata de un algoritmo suave
que agrupa datos borrosos, de modo que un dato no es miembro de forma estricta de un grupo concreto, sino
que es miembro de muchos grupos diferentes en un grado de pertenencia diferente para cada uno de ellos.
Los objetos situados en los limites de los grupos no estan obligados a pertenecer exclusivamente a un grupo
determinado, sino que pertenecen de manera parcial a distintos grupos, en un grado de pertenencia que oscila
entre 0y 1. A pesar de su mayor coste computacional de O(t x ¢ x n x p), respecto al k medias de O(t x cxnx p),
es muy usado, y en diferentes estudios como el de (Bora, 2014) ha analizado su comportamiento con datos de
caracteristicas heterogéneos.
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Algoritmo Fuzzy C medias

En la explicacién del algoritmo vamos asumir que disponemos de una muestra de tamafnio n {X1,...,X,}
y que disponemos de k clusters.
Este algoritmo minimiza la funcién objetivo:

Jrem(X;U, V) = SIS0 ufi DYy Dija

Respecto a la del k medias, introduce ponderaciones dando lugar a los cuadrados de los errores ponderados. U
es una matriz de particion, calculada a partir de los datos de X. U es una matriz de particiéon obtenida a partir
de los datos. Representa el agrupamiento borroso. Indica grados de pertenencia, entre 0 y 1, del dato i-ésimo
al cluster k-ésimo.. V es un vector de centroides. DZ-‘ij A son las distancias entre el vector de caracteristicas
i y el centroide del cluster j. Finalmente m es el parametro de borrosidad. La funcién de pertenencia es suave
puesto que cada dato no pertenece exclusivamente a un grupo. Si el valor es mayor que cero y es cercano a 1,
hay un mayor grado de pertenencia al grupo considerado del dato, mientras que para valores mayores que cero
pero alejados de 1, el grado de pertenencia al grupo considerado es muy bajo, en detrimento de otros grupos.
D?j A se define como sigue:

Dija = llz; —villa = (z; — vi) " Alz; — vi)
)

donde A es la norma simétrica y positiva de una matriz. El producto interior de A es una medida de
distancias entre las observaciones y prototipos de los grupos. Cuando A es igual a I, ij A es obtenida con la
norma euclidiana al cuadrado.

Volviendo a la funcién objetivo anterior, a m se le llamard el pardmetro de borrosidad, o exponente de
ponderacién, cuyo valor se elige como un nimero real, mayor que 1 (m €[1, 00). A medida que m se aproxima a 1,
el agrupamiento tiende a establecer grupos claramente diferenciados, pero al irse a infinito dicho agrupamiento
se vuelve difuso. El valor de borrosidad se elige habitualmente como 2 en la mayoria de las aplicaciones. La
funcién objetivo se minimiza con las siguientes restricciones

ui; €0,1;1<i<¢,1<j<n.
Yiu;=11<j<n
0<Siquy; <m1<i<k

FCM es un proceso iterativo y se detiene cuando el nimero de iteraciones alcanza su maximo, cuando
la diferencia entre dos valores consecutivos de la funcién objetivo es menor que un valor de convergencia

predefinido (¢). Los pasos que implica el FCM son los siguientes:
» Inicializa aleatoriamente la matriz de pertenencia U
Ei:luijxj.l <j<k

= Calcula los vectores prototipo: v; = =T
i=1"j

= Calcula los valores de pertenencia con uy; = &2 73 L EUCT=E 1<i<n,1<5<k
k=1\"ijA/DipA

» Compara UHY con U® | donde t es el ndmero de la iteracién.

n Si |UD —U®|| < ¢ entonces se detiene o vuelve al segundo paso del algoritmo.

2.4. Técnicas posteriores al planteamiento clasico

Analizamos en esta parte del capitulo las restantes técnicas de agrupamiento, consideradas en este trabajo.

2.4.1. El Algoritmo EM. La desigualdad de Jensen

El algoritmo EM, o de esperanza y maximizacion es un algoritmo en dos etapas que permite encon-
trar estimadores méaximo-verosimiles de pardmetros de modelos de probabilidad, que dependen de variables
latentes-ocultas-. Presenta un elevado coste computacional. Para demostrar la convergencia del algoritmo EM
la desigualdad de Jensen es crucial.

Sea I un intervalo de la recta real, decimos que f: I C R — R

Si frn(z) > 0 para todo x, entonces f es estrictamente convexa.

Esto, para el caso multivariante equivale a que H es definida positiva H > 0.
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Teorema 5. Teorema: Si f es funcidn convezxa, para toda variable aleatoria X se verifica:
E[f(X)] = f(EX)

Como una funcién céncava ( caso real f”(z) < 0, caso multivariante H <= 0) es ¢ = —f de una funcién
convexa. Triviamente del teorema anterior se deduce:

Elg(X)] < g(EX)

El algoritmo EM

En muchas ocasiones el método de méxima verosimilitud tiene una convergencia lenta, en otras se queda
atrapado facilmente en minimos locales, y ya en situaciones extremas cuando el tamano muestral es muy bajo, la
funcién de verosimilitud puede tomar valores muy elevados, lo que indudablemente conduce a que la estimacién
realiza sea completamente anémala (Mackay, 2003). Ante estos problemas surgié el algoritmo EM, propuesto
por (Dempster, 1977). Este es una extensién del método de méxima verosimitud, que consiste principalmente
en anadir una serie de variables latentes a la funcién de verosimilitud de forma adecuada, consiguiendo superar
en muchos casos las limitaciones anteriores, aunque el coste computacionalmente se eleva considerablemente.

A continuacién, supondremos que tenemos una muestra (1), ..., T(m) de m datos independientes e idénti-
camente distribuidos, segiin una distribucién fy. La condicién de log-verosimilitud, se puede escribir

0) = Zlogp(w; )

Introduciendo una variable latente z, lo anterior se puede escribir

= Z log Zp(m, z;0)
i=1 z

Para cada i, sea @; una distribucién sobre los z 3 Q:i(z) = 1,Q:i(z) > 0. Se considera lo siguiente:

Zlogp(x“ Zlog Zp : <i);c9) (2.35)

2(4)
A continuacién, asumimos la existencia de una variable aleatoria Q para la variable latente-oculta o desconocida-

po
_ZlogZQ L (z(i))g) (2.36)

2(®)

OO
> Z;Q 2)log (Q (’ZZ(,)) 9 (2.37)

El dltimo paso se deduce de forma inmediata de la desigualdad de Jensen, al ser f una funcién céncava.
Z Qi (Z 2C )7 PAON :0)
Ql(z(1>)

El sumatorio es simplemente una esperanza de la p(z®, 29;0/Q;(2))
con relacién a los 2 tomados de acuerdo a la distribucién dada por Q;. Entonces, por la desigualdad de

Jensen, tenemos
(i) (). (4 ().
) p(iU I 0) . p(w s 20 9)
f(EZ(z)NQi [W]) > E ), |:f<W

Los subindices 2" ~ Q; indican que las esperanzas relativas 2 se obtienen a partir de distribuciones @;, con
lo que se pasa de la ecuacién 2.35 a la 2.36. Ahora, entre todos los conjunto de distribuciones Q;, se establece
cual es el mejor a elegir. En la practica para simplificar el problema se pide:

Z.

p(m(i)7 Z(i); 0) _
Qi(z()
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Para una constante ¢ que no dependa de z'. Esto se logra eligiendo
Qi(z"") o p(a, 25 0)

De hecho, se sabe que Qi(z“)) = 1. Esto es asi a porque se trata de una distribucién. Adicionalmente, esto
indica que ) )
i) = 2a:20560).
>, p(@®), 2 0)
pz®, 2 6)
p(z;0)
(Z(i) |x(i); 0)

(Paso E) Para cada i,se establece
Qi(z") = p(z"2";6)
(Paso M)

@) ,0). g
K3 :L‘ 7z )
0 —“7"97”‘“322@ oL Q:(:) :

Para saber si el algoritmo converge, se supone que 6(¢) y 6(t + 1), son los pardmetros para dos iteraciones
sucesivas del algoritmo. Probamos a continuacién que 189 < 10%+1 | 1o que muestra que EM siempre mejora
la log-verosimilitud de forma positiva. La clave para mostrar este resultado reside en la eleccién de los Q.
Especificamente, en la iteracién del algoritmo en la que los pardmetros se hayan iniciado como 8, se elegiria
Q(t)(z(i)) o= p(z@ 2@ 00).

Dicha eleccion, asegura que la desigualdad de Jensen, cumple con la igualdad, y por lo tanto

100 = ZZQ(t) ®) ( (i)72(i)§9(”)

i () Ql('t)(zm)

i z(i)

Los pardmetros 6®*1) se obtienen maximizando el segundo término de la ecuacién anterior. Por lo tanto,
(@) (). g(t+1)
(t+1) () () 1.0 P&, 2105007)
100°Y) =33 "R (27) log T (2.38)
i L) Q; (20)
(@) ). g
® (). P, 2 0)
> ZZQz (z )logw (2.39)
i L0) Q; (2 )
1(6™) (2.40)

la desigualdad de la ecuacién 2.38 viene del hecho que

. @ 0.9
(0) 2 303 Qi) tog P50

i (1)

se cumple para cualquier valor de @Q; y de 6, y en particular se cumple para Q; = Q§t>,0 = ¢+ En 1a
obtencién de la ecuacién 2.39, se usa el hecho de que 8%V se elige de forma explicita para ser

20 @),
argmaxZZQ (Z log Q’Z :6)
T 5(4)

y por lo tanto, esta férmula evaluada en 0%+ ha de ser igual o mayor que la férmula previamente evaluada
en 6. Finalmente, el paso realizado para obtener la ecuacién 2.40, y se obtiene de que Qgt), sea eligida para
hacer que la desigualdad de Jensen cumpla la igualdad para 6.

Por tanto, el algoritmo EM hace que la verosimilitud converga monoténicamente. Como se ha detallado
previamente en la descripcién del algoritmo, este se ejecuta, hasta alcanzar la convergencia. Una vez obtenido el
resultado mostrado, un test de convergencia adecuado serfa comprobar si el incremento en [(6) entre iteraciones
sucesivas es menor que un parametro de tolerancia determinado, y poder asi confirmar la convergencia en caso
de que el algoritmo EM mejore [(0) muy lentamente.
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Aclaracién: Si se define

_ g0 P, 2050)
J(Qﬁ)—;;@('z ) log Qi(z™)

Sabemos entonces,por la derivacién previa que 1(0) > J(Q, ). El algoritmo EM puede también ser visto como
un método de descenso de coordenadas respecto a @, y el paso M haré lo propio, respecto a 6.

Revision de la mixturas gausianas

El algoritmo EM es de gran utilidad para realizar el agrupamiento-clustering- de una mixtura de gausianas.
Una vez concluida la definicién del algoritmo EM, con las herramientas ya disponibles, se revisa el caso del
ajuste de los pardametros ¢, y ¥ en una mixtura de gausianas. Por brevedad, se realizan las derivaciones
para las actualizaciones del paso M tunicamente para ¢, u. El paso E es sencillo. Siguiendo la derivacién del
algoritmo ya realizada, se calcula

(W} = Qi(z" = j) = P(z' = j|2; 6, 11, D)

El término Qi(zm = j) indica la probabilidad de 2 tomando el valor de j bajo la distribucién Q;. A
continuacién, en el paso M, es necesario maximizar, con respecto a los parametros ¢, u, X, la cantidad

m (@) @),
. (0) 1 p(x y 2 7(1)7/1'72)

m kK , D1, — 5.y (2D = 4
:ZZQi(z“):j)logp(x |2 QJ(/(L) _)pﬁ)z J: ¢)
i=1 j=1 i =17
exp(FH (a2 — py)"E7 (@D = ). ¢

" E o an¥imir
=303 g
i=1 j=1 wj

Se maximiza esto con respecto a u,. Si se considera la derivada respecto a u,, encontramos que

1 =1..(1) Ny — (%) . )
m  k ——— exp(5- (" — ¥ 1(z' — .
ZZ oF @m 3|5,/ p(5( wi)" 5 1( 15))-@;
V/‘l‘b wj Og (,L>
i=1 j=1 Wi
m k 1
[ i Tv— 7
:_v“LZZW;)Z(x()—NJ) Zjl(fli()_ﬂ)
i=1 j=1

Si se fija esto a cero y despejamos pu, se genera la regla de actualizacion

3 Smy wfi)$(i)

7

S S TINO)

i=1 W

que es lo que tenfamos inicialmente
Para realizar otra aplicacién, se deriva ahora la actualizacién del paso M para los parametros ¢; Agrupando
los términos que dependen de ¢;, se observa que es necesario maximizar

m k )
353 ul? g,
i=1 j=1
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Hay, sin embargo una restriccién adicional de que la suma de los ¢; es 1, al representar estos las probabi-
lidades ¢; = p(z@) = j; ¢). Para cumplir la restriccién de que ¥_,¢; =1, se construye el Lagrangiano

m k k
- ZZ jlog g +B(Y_ ¢ — 1),
i=1 j=1 j=1
donde S es el multiplicador de Lagrange. Derivando tenemos que:
4 + 5
8¢] Z ¢(j)

Igualando esta expresién a cero y despejando ¢(;),tenemos que

m (4)
D oimy “jjl

¢ ; =
! -B
C0n51deremos que ¢; ZZ"lw(l) Empleando la restriccién de que ¥;—;¢’ = 1 se obtiene que —f =
DI Ej:1 = X" ,1 = m. Para ello se utiliza el hecho de que w( D= = Qi(z” =), y como las probabilidades
suman 1, ijj = 1. Se obtienen asi actualizaciones del paso M para el pardmetro ¢; :
¢)J = 722 1w J

La derivacién para las actualizaciones de X; es dnaloga

2.4.2. El agrupamiento espectral

Las técnicas de agrupamiento espectral han sido desarrolladas inicialmente por (Donath, 2003), asi como
(Shi, 2000), y desde entonces han tenido una gran popularidad en la literatura, al ser muy 1til su aplicacién
con un nimero elevado de variables.

Siendo mas precisos, podemos decir que el agrupamiento espectral es un conjunto de técnicas basadas
en descomposicion espectral de una matriz de similaridad calculada a partir de la muestra. Una matriz de
similaridad S = (s;;) I, con j = 1,...,n. Dicha matriz estd formada por puntuaciones de 0 a 1, que indican el
grado de similaridad entre los pares de puntos de una muestra.

Construccién de un grafo de similaridad

Las relaciones entre pares de variables se suelen interpretar a partir de un grafo G = (V, E) de vértices V
y aristas E, y el valor de la distancia de similitud entre cada par indica el peso en el grafo. Los vértices del
grafo v; representa a los puntos x;.

Considerando G un grafo no dirigido con un conjunto de vértices V' = vy, -, v, y ponderaciones w;; > 0 para
cada arista formada por v; y v;. La matriz de adyacencia ponderada del grafo es una matriz W = (wij; )i j=1,...,n,
que refleja relaciones binarias. Al tratarse de un grafo no dirigido la matriz sera simétrica. Finalmente se define
la matriz de grados D mediante dii = » 7, wji y dij = 0 (si i # j).

Algoritmo de agrupamiento espectral no normalizado

Sea X1, Xo,..., X;, una muestra aleatoria compuesta por n datos. La similitud entre todos los pares de
datos, se recoge con la siguiente matriz de similitud Si; = S(zi,z;) Vi,j € {1,...,n}, donde s denota una
medida de similitud.

El algoritmo del agrupamiento espectral no normalizado se especifica a continuacién. En él se asume que s es
la medida de similitud y el objetivo es establecer k grupos-clusters-.

1. Calcular la matriz de similaridad S € R™*", asumiendo n puntos y k el nimero de grupos a construir.
2. Construir un grafo de similaridad. Sea W su matriz de adyacencia ponderada.

3. Calcular la matriz Laplaciana no normalizada L como L = D — A, siendo D la matriz de grados de A.
4

. Calcular los primeros k autovectores w1, ..., ur de L.
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Sea U € R™** la matriz que contiene los vectores u1, ..., ux en forma de columnas.
Parai=1,...,n, sea y; € R* el vector correspondiente a la fila i-ésima de U

Agrupar los puntos (y;) i = 1,...,n en R*, mediante el algoritmo k medias en los grupos C1, ..., Ci.

® N oo

Se obtiene como resultado los grupos A1, ..., A con A; = {Xj|y; € Ci} .

2.4.3. Algoritmo DBSCAN

Introduccién

El algoritmo DBSCAN, es una técnica de agrupamiento que se basa en buscar regiones de datos de alta
densidad.

Puede hallar grupos no lineales, o cualquier forma arbitrarias, y suele usarse, cuando el k£ medias o el
algoritmo EM no funcionan correctamente. Fue desarrollado por (Ester, 1996).

La idea principal detrds del algoritmo DBSCAN es que para cada punto de un grupo o cluster, en el
entorno de un radio determinado ha de contener, al menos un nimero minimo de puntos. Asi, la densidad del
vecindario tendré que exceder un umbral determinado. La forma de un vecindario se determina por la eleccién
de una funcién d(p, q). Aunque en la practica, puede usarse cualquier funcién para definir la funcién anterior,
su eleccién dependerd de la aplicacién a utilizar.

El algoritmo requiere dos parametros:

= minPts: es el minimo tamano deseado, o el nimero minimo de puntos que ha de existir en el entorno
para dar lugar a un grupo.

= Eps: es el radio maximo del vecindario de un punto.

Asimismo, se denotara por k el tamano o dimensién del vecindario.

Clasificacién de los puntos realizada por el algoritmo

Cuando el algoritmo DBSCAN considera un conjunto de puntos pertenecientes a un espacio determinado,
con el fin de agruparlos, clasifica dichos puntos en:

Puntos nicleo Son aquellos conjuntos de puntos, que tienen un niimero superior a MinPts en el interior
del entorno con radio Eps. Un punto nicleo esta en el interior del grupo.

Puntos frontera Son aquellos conjuntos de puntos con un niimero inferior a MinPts en el interior de Eps,
pero se encuentran en el entorno de un conjunto puntos nicleo.

Outliers Los outliers del conjunto de datos, son aquellos conjuntos de puntos que no son puntos nicleo o
que no son puntos frontera.

Relaciones de densidad entre los puntos El algoritmo distingue tres tipos:

Puntos directamente alcanzables en densidad son aquellos puntos p frontera que desde un punto
q nucleo, con respecto a Eps y MinPts cumplen las siguientes 2 condiciones:

» p € Neps(q)

" |Ngps(q)| > MinPts

donde Ngps(q) denota un entorno con centro g y radio EPS.

Puntos alcanzables en densidad Un punto ¢ es alcanzable en densidad desde p, respecto a Eps y
MinPts si hay una cadena de puntos o trayectoria pi,...,pn, con p1 = p y pn = q, donde cada p;+1 es
directamente alcanzable desde p; (todos los puntos de la trayectoria han de ser puntos nicleo, con la posible
excepcién de q).

Puntos conectados en densidad Son puntos p, conectados a puntos g con respecto a Eps y MinPts si
hay un punto o tal que los puntos, p y ¢, son alcanzables en densidad desde o.
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Definiciéon formal de grupo y sus propiedades para este algoritmo

Aquellas regiones con una alta densidad indican la existencia de grupos. Un grupo o cluster para el algoritmo
DBSCAN, es un conjunto de puntos conectados en densidad que es méaximo con respecto a la alcanzabilidad
en densidad.

A continuacién se define formalmente el concepto de cluster como sigue. Sea D el conjunto de datos. Un
grupo C respecto a Eps y MinPts es un subconjunto no vacio de D, que satisfaga las siguientes condiciones:

s (1)V p,q:sipé€Cy qes alcanzable en densidad desde p con respecto a Eps y MinPts, entonces g € C.
Se da asi la maximalidad. Todos los puntos dentro del grupo estédn conectados en densidad mutuamente.

" (2)Vp,q € C : p si p estd conectado en densidad a ¢ con respecto a EPS y MinPts. Si un punto es
alcanzable en densidad desde cualquier punto del grupo, es una parte del grupo también.

Ventajas e inconvenientes del DBSCAN

Entre las principales ventajas del DBSCAN destaca que no requiere el niimero de grupos inicial. Es robusto
a los atipicos. Puede encontrar un grupo rodeado por otro pero no conectado.

Como principales inconvenientes destaca el hecho que no ser adecuado para separar grupos cercanos. No
puede tampoco agrupar conjuntos de datos que presenten grandes diferencias en las densidades. Ello es debido
a la imposibilidad de elegir una combinacién adecuada de min-Pts para todos los grupos. Es necesario ademas
una comprensién de los datos y la escala, pues es dificil elegir un umbral de distancia.

Finalmente, si Eps tiene valores muy bajos, algunos puntos serédn considerados ruido en vez de ser agregados
al grupo. Cuando se observan puntos que deberian incorporarse a un grupo y que se clasifican como ruido, el
valor de Eps deberia ser més elevado, aunque ello puede generar otros problemas. Finalmente, cuando existen
grupos con diferentes densidades, esto hace que algunos puntos establezcan conexiones entre dos conjuntos
diferentes, haciendo que formen un tnico grupo.

2.4.4. Agrupamiento basado en subespacio

Esta familia de algoritmos estudian el problema de modelizar un conjunto de datos, formado por la unién
de subespacios. Sea {X; € RD};VZI un conjunto dado de puntos sacados de una unién no conocida de n > 1
subespacios lineales o afines {S;}j; de dimensiones desconocidas d; = dim(S;),0 < d; < D,i = 1,...,n. Los
subespacios pueden describirse como

Si={zeR’:z=pu+U}l,i=1,..n, (2.41)
Donde p; € RP es un punto arbitrario en el subespacio S; pu; = 0 para espacios lineales, U; € R% es una
representacién en baja dimensién, para el punto x. El objetivo del agrupamiento de subespacio es encontrar:
= El nimero de subespacios n.
= Sus dimensiones {dj—,}.
» Las bases de subespacio {U;}i-;.
» Los puntos {u;}i1, en el caso de espacios afines.
= La forma de segmentacién de los puntos, en funcién de los subespacios.
Cuando el nimero de subespacios es igual a 1, el problema queda reducido a hallar:
» Un vector p € RP.
» Una base U € RP*4,
» Una representacién de baja dimensién Y = [y1, ..., yn] € RV,
= La dimensién d.

Este problema es conocido como Anélisis de Componentes Principales y se puede resolver de una forma muy
sencilla: p = %Ef{:lxj es la media de los puntos (U,Y’) que se pueden obtener a partir del rango-d de la
descomposicién del valor singular de la matriz de datos X, tomados de la media. X = [z1—p, x2—p, ...,xn—p] €
RP*N como

U=vY =%v" dondeX = vXv” (2.42)

ademads, d puede obtenerse como d = rango(X) con datos libres de ruido, o usando técnicas de seleccién de
modelo, en caso de que los datos contienen ruido. Cuando n es mayor que 1, el problema del agrupamiento de
subespacio aumenta significativamente su dificultad, dado el nimero de retos:
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. Hay un fuerte acoplamiento entre la segmentacién de datos y la estimacién del modelo. En particular, si

la segmentacién de los datos fuera conocida, se podria ajustar cada subespacio individual a cada grupo
de puntos usando el Anélisis de Componentes Principales estdndar. Por otra parte, si los pardmetros de
subespacio se conocieran, se podria facilmente encontrar los puntos que mejor ajustan cada subespacio.
En la préactica, ni la segmentacion, ni los parametros del subespacio son conocidos y se necesita resolver
ambos problemas simultdneamente.

. La distribucién de los datos dentro de los subespacios generalmente se desconoce. Si los datos dentro de

cada grupo se distribuyen en torno al centro de grupo, y los centros de los grupos, para los diferentes
subespacios estan alejados, entonces el problema del agrupamiento de subespacio se reduce al mas sencillo
y mejor estudiado problema del agrupamiento central, en donde los grupos se distribuyen en torno a
multiples centros de grupo. Por otra parte, si la distribucién de los datos puntuales en los subespacios
es arbitrario y hay muchos puntos cerca de la interseccién de los subespacios, entonces el problema no
podré resolverse con técnicas de centrado de agrupamiento.

. La posicién relativa de los subespacios puede ser arbitraria. Cuando 2 subespacios se intersecan o estan

muy cercanos, el problema del agrupamiento de subespacio se convierte en un problema muy dificil. Sin
embargo, cuando los subespacios son disjuntos o son independientes, el problema es menos complejo.

. Los datos pueden corromperse por el ruido, los datos o entradas faltantes, asi como por datos atipicos-

outliers-. Dichas complicaciones pueden causar que los subespacios estimados sean totalmente erréneos.
Mientras que las técnicas de estimacién robusta han sido desarrolladas para el caso de un subespacio
individual, el caso de los subespacios miultiples no son comprendidos en igual forma.

. En el Analisis de Componentes Principales clésico, el inico pardmetro es la dimensién del subespacio,

el cual puede ser hallado mediante la buisqueda de la menor dimensiéon que ajusta los datos con una
precisién dada. En el caso de los subespacios miltiples se puede ajustar los datos con n subespacios
diferentes de dimensién 1, denominado 1 subespacio por punto, o mediante un subespacio sencillo de
dimensién D. Obviamente, ninguna solucién es satisfactoria. El reto consiste en encontrar un criterio
de seleccién de modelo que favorezca la obtencién de un pequeno nimero de subespacios de pequenia
dimensioén.
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Capitulo 3

BONDAD DE AJUSTE Y
COMPARACIONES MULTIPLES

3.1. Bondad de ajuste

Consideramos dos métodos de contraste:

3.1.1. Test de Wilcoxon-Mann-Whitney

Es un test de comparacién de dos muestras respecto a su mediana. La idea del test es muy simple se
ordenan las observaciones, y se comparan las ordenaciones promedio entre dos muestras. Aunque dicha idea
ha aparecido varias veces en diversas disciplinas, fue propuesta por (Wilcoxon, 1945), a quien siguieron con
rapidez posteriores desarrollos, siendo el primero de ellos el trabajo de (Mann, 1947).

Representaciones del test

Sea una muestra aleatoria simple X, Xo, ..., X,, con funcién de distribucién desconocida, F'.
Se define

= L,
=Y —I(X: <t) (3.1)
—m
De manera andloga, para otra muestra aleatoria simple Y1, Y2, ..., Y,, siendo
=1
=y —IY;<t) (3.2)
m
j=1
Se asume ademds, que N = m +n , si r; = r(z;) es el rango de z; en la muestra combinada. Sea

R(x) = X217r(x:). Ademds si s; = s(y:) es el rango de y; en la muestra combinada, R(y) = X7-15(y;).

Se observa que R(z) + R(y) = N(N + 1)/2 en donde cada término representa la suma de las cantidades
1,2,...,N

Se define ahora

I(z <y) ZZ (zi < yj) (3.3)

=1 j=1

Mann-Whitney muestra que

R(y)=n(n+1)/24+I(z <y) (3.4)

Debido a que una transformacion continua mondétona como 22 o el logz no cambia las relaciones de orden,
tanto I(z < y) y R(y), no se ven afectadas.

25
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Teoria de la distribucién cuando F' = G ( se cumple H)

La distribucién exacta bajo la nula de I(z < y) se obtiene a partir de la muestra ordenada conjunta.
Bajo Hy se puede ver ficilmente que la media y la varianza de I(x < y) son respectivamente:

EolI(e <)) = 75 (3.5)
varo[I(z < y)] = W (3.6)

La normalidad asintética, es una manera de aproximar la distribucion cuando el tamano muestral es
razonable.

3.1.2. Estadistico Kolmogorov-Smirnov
Fundamentos tedricos

Sea X1, X2,...,X, una muestra de una funcién de distribuciéon F'. Se plantea el problema fundamental
de cémo es F' o qué forma tiene. Se plantea entonces obtener un estimador estadistico de F' desconocida. Se
considera la funcién de distribucién empirica

Fo(z) = %E?:II{XZ- <z} (3.7

Veamos algunas propiedades de la empirica:

Consistencia e insesgadez en un punto

Fijese x in R entonces

nFy(x) ~ binomial(n, F(x))

. Consecuentemente

BlFa(e)] = - BlnFu(e)] = F(2) (3.8)

por lo cual (F,,(z)) es un estimador insesgado de F(z) para cada  fijado. Ademés,

Fx)[1 - F(z)]

- (3.9)

Var(En(z)) = %Var(nl:_'n (@) =

y por la desigualdad de Chebyshev resulta que, F}, (z) Eis F(x). Por lo tanto, F,,(z) es un estimador insesgado
y consistente de F'(z) para cada x fijo € R

Partiendo de esto pueden construirse intervalos de confianza para F(z), para un x fijo. Se plantea ahora
que sucede si lo que se busca es tener un conjunto de confianza para (F(z1), F(z2), o tener conocimiento de la
funcién F en su totalidad.

El estadistico Kolmogorov-Smirnov

D, := mix |Fn(z)— F(z)| (3.10)

—oo<zr< oo
Teorema 6. Teorema Glivenco-Cantelly Se plantea lo siguiente:

C.S.P
n—o00,D, = 0

En particular, podemos fijar un € > 0 pequerio y deducir que si n es grande, entonces con alta probabilidad
D, <e
Cn(€) :=A{(z,y) : [Fn(z) —y| < €} (3.11)

Esto nos permite tener una idea aprozimada de la forma de F, debido a que |Dn| < e.
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Teorema 7. Teorema

D, presenta la propiedad de la distribucion libre. La distribucion de D,, es la misma para todas las familias
de funciones de distribucion F' continuas.

Para demostrarlo primero se prueba que F es estrictamente creciente. En dicho caso, su inversa F~1, existe
y es también estrictamente creciente. Por tanto.

o= mix |F(@) = F(2) (312
= Orgax |F (F 1(y)) - F(Fil(y))‘

= méx |F,(F~'(y)) — v

0<y<1
Ahora 1 .
FF @) = L B rix < P ) = L8 e <) (313)
y esta es la funcidn de distribucion empirica para la muestra aleatoria i.i.d F(X1),...,F(X,). Esta es una

muestra de la distribucidn uniforme (0,1), y por tanto encontramos que la distribucion de Dy es la misma que
para el estadistico Kolmogorov-Smirnov, para una muestra uniforme(0,1). Esto prueba el resultado, en el caso
de que F~' exista. En el caso general, F~' no existe necesariamente. Sin embargo consideremos Ft(z) :=
miny : F(x) > z.Entonces, esto tiene la propiedad de que FT(x) < z,— x < F(z).Se sustituye F*(z) por todos
los F~(x) en la demostracion previa.

Intervalos de confianza y test puntuales

Se busca describir intervalos de confianza a un nivel (1 — ) asintético, para F/(X), para un ¢ € R. Téngase
en cuenta que nfy(z) ~ B(n, F'(z)). Por tanto, un intervalo de confianza, con un nivel de confianza asintético
(1 — @), para un = € R. Se recuerda que nF,(z) ~ B(n, F(z)). Por tanto, por el teorema central del limite

n[Fy(z) — F(z)]

WP(@)[1 = F@)) = N0, 1) (3.14)

también, Fy,(x) £ F(z). Por tanto el teorema de Slutsky implica que como n — co

pir @ -F@  a, N(0,1) (3.15)
(Fn(2)[1 = Fn(2)])/?

Por tanto, un intervalo de confianza con un nivel (1 — @) asintético para F(x

Cn(a) := { - za/2\/7 )+ za/2\/ (3.16)

suponiéndose que se realiza un contraste de hipétesis Ho : ) frente a Hi. ;é Fo(x
siendo Fp una funcién de distribucién fijo y Conoado7 entonces un nlvel (1- a) asmtotlco puede basarse
en:

|Fu(z) = Fo(z)] 5 za/2

VFo(x)[1 = Fo(z)]

rechazarHg <

Teoria de procesos empiricos

Se considera ahora un problema mds realista para encontrar intervalos de confianza simultédneo para F'(z),
simultdaneamente sobre todo z € R. O también supdngase que el objetivo es realizar el contraste Hy : F' = Fj
frente a H1 : F # Fp, donde Fy es conocida. Bésicamente los dos son el mismo problema. Supéngase que la
distribucién exacta de D, (Fo) := mazs|E,(z) — Fo(z) es conocida. Se puede, entonces hallar 8, (n) tal que
Pp{D,(F) < da(n)} > 1— a,para todo F. Considérese ahora el intervalo de confianza Cy(a) := {F : D,(F) <
da(n) Su nivel de confianza es (1 — ). N6tese que d4(n) no depende de F, debido a que D! es una distribucién
libre. De manera adicional d.(n) puede simularse: Sin pérdida de la generalidad, supéngase que F' ~ U(0, 1).
En dicho caso, D, = mazi<;j<n|Xjm — (j/n)|, cuya distribucién puede ser simulada mediante Monte-Carlo.
Sin embargo, por motivos tedéricos, puede ser 1til construir un intervalo de confianza asintético a un nivel de
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(1 — a) Esto también es 1til cuando n es grande. Para ello se necesita saber la rapidez con la que D,, converge
a 0. Para comprenderlo, asumimos que X1, ..., X, se distribuye como una Uniforme(0,1), asi que:

Flz)=2V0<z<1

Consideramos primero el vector aleatorio

Fp(x1) = F(x1) {1} Xy < a1} = F(a)

N . = ﬁz?:l ) =—=%7

Eo(zy) — F(ay) {1} X5 < a1} = F(a)|

donde x1, ...,z estdn fijados.
Z1, Zs... son vectores aleatorios k-dimensionales i.i.d con EZ; = 0y Cov(Z1) = @, donde Q;,; = F(X;){1—
Fz)}1<i<kyQi; =F(min(z;,z;)) — F(z:)F(x;) = F(min(x;, z;)){l — F(mazx(z:,z;))}, 1 <i#j <k
Por el teorema central del limite multidimensional n~Y/2X% , Z; converge en distribucién a Ny (0,Q). En
particular, bajo F,

R d .
Vnmazi<i<k|Fo(zi) — F(xi)] = 112?%(1@‘“4‘
Donde
W = (Wi,...,Wk)l ~ N,(0,Q)

Se elige ahora una pequena particién de [0,1] z1,...,zk, para ver lo cercano que estd por la izquierda
a y/nD,. Por lo tanto, puede realizarse la conjetura de que /nD, converge en distribucién. Para averiguar
el limite asintético, necesitamos comprender mejor cémo es por la derecha, lo que conduce a los procesos
gausianos, en concreto al movimiento browniano o proceso de Wiener.

Una revision de los procesos empiricos

Nuevamente, sea X1, X2, ..., X, variables aleatorias U(0,1) i.i.d. Consideremos la funcién aleatoria
En(z) = Vn[Fn(z) —2),0<2z <1

Nétese que se emplea el mazo<z<1|, €l estadistico K-S. Reconsideramos también el resultado del teorema
central del limite multidimensional, bajo F. Encontramos de este modo la demostracién a lo siguiente.

{E}n(z1) {B}°(x1)

(Bl | [(BY @)

En particular,

. d ¢ o
x/ﬁlrgggkl En(;)] = méx |B°(x)]

L , . d 4 o X
VnDn = méx | Bn(z;)] = méx |B°(z;)]
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La ventaja aqui reside en que la distribuciéon de la variable aleatoria por la derecha es conocida. El mo-
vimiento browniano es bien conocido. B® ademés esté relacionado con los procesos gausianos. Consideramos
que

B°(t) = B(t) — tB(1)

Tomamos como ejemplo

P{ mag |50 > 2}

0<t<1

Por lo tanto, Si n es ”grande” tenemos que

z e Kkl —2k2q2 2c—8e7
P{D — = 2X (-1
{Do> Zh =2 E o +

3.2. Ajuste para comparaciones multiples

3.2.1. Introduccion

En las ciencias experimentales, la inferencia estadistica hace posible establecer si hay evidencias de que las
hipétesis cientificas planteadas no son ciertas. Para ello, a partir de la hipétesis nula Hy fijada de antemano, y
la muestra X, - X,, de datos, se calcula la probabilidad de que dicha hipédtesis sea cierta. A dicha valor se le
conoce como p valor

No obstante, en la practica se contrastan multitud de hipétesis simultdneamente, lo que se llama el proble-
ma de comparacién de contrastes multiples. En los ensayos clinicos frecuentente se comparan simultdneamente
los efectos que los niveles de una o mas dosis de un nuevo medicamento, tienen en comparacién al tratamiento
habitual. También los avances en secuenciacién genética, hacen habitual que puedan determinarse simultdnea-
mente expresiones diferenciales, entre decenas de miles de genes, siendo necesario establecer si cada gen es
realmente significante con la patologia.

3.2.2. Planteamiento matematico

Si contrastamos m hipdtesis de manera simultanea, los posibles resultados son

Hipétesis nula (Ho) Significativo (Ho rechazado) No significativo (Ho no rechazado)

m Total R m-R
mo Verdadero U mo — U
m — mo Falso R-U m—R— (mo—U)

3.2.3. Conceptos a usar
Errores de tipo I y tipo II

Los errores estadisticos que se cometen en un problema de bondad de ajuste de comparaciones multiples
son los siguientes:

= El error de tipo I consiste en rechazar incorrectamente una hipétesis nula que es verdadera.

= El error de tipo IT o también conocido como falso negativo. Consiste en aceptar una hipétesis nula cuando
en realidad es falsa.

Dado que las cantidades exactas, tanto de errores tipo I, como de tipo II no son observables, se deberia
tratar de controlar la probabilidad de cometer dichos errores dentro de unos niveles tolerables. Por lo general,
las probabilidades controladas de cometer errores de tipo I y de tipo II tienen correlacién negativa. Por ello
se ha de establecer un compromiso adecuado segin diferentes caracteristicas del experimento y los objetivos
del estudio. Si una conclusién significativa tiene consecuencias importantes a nivel practico, como por ejemplo
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un nuevo tratamiento, se controlard maés estrictamente el error de tipo I. Por otra parte, si se busca obtener
los candidatos principales para seguir investigando, como por ejemplo en gendémica, se ha de evitar cometer
demasiados errores de tipo II. En el caso de las comparaciones multiples el error de tipo I, se ve incrementado
considerablemente, y por lo tanto han de hacerse esfuerzos para controlarlo.

P valor ajustado o nivel de significacién

En inferencia estadistica, un valor de probabilidad (denominado p valor) se calcula directa o indirectamente
para cada hipétesis y entonces se compara con el nivel de significacién preespecificado «, para determinar si Ho
se rechaza o no. Por lo tanto, hay dos formas de ajustar la inferencia estadistica de comparaciones multiples.
La primera consiste en ajustar el p valor observado para cada hipdtesis, y mantener sin cambios el nivel
de significacién « preestablecido. A este procedimiento se le denomina p valor ajustado. Segundo,se podria
determinar también a nivel computacional un corte ajustado para el a preestablecido y compararlo con el p
valor observado para realizar inferencia. Por lo general, el p valor ajustado se adecua mejor, porque utiliza
un nivel de significacién perceptible. No obstante, en determinadas situaciones no es posible computar con
exactitud el p valor ajustado.

Medidas del error tipo I

Una vez vistos los posibles resultados de las comparaciones miiltiples, se han de centrar los esfuerzos en
controlar la variable U. Para ello se han propuesto dos medidas estadisticas. Cada una de ellas tiene aplicaciones
diferentes, y también distintas fortalezas y debilidades.

FWER En las aplicaciones practicas, es mejor considerar conjuntamente todas las hipdtesis como una
familia, para controlar el error tipo I, y por tanto el criterio mas exigente consiste en garantizar que ningun
Hj sea rechazado de manera incorrecta. En base a esto se define la medida tasa de error por familia (FWER)
como la probabilidad de rechazar incorrectamente al menos un Hp.

FWER = P(U > 0)

FDR La Tasa de Falso Descubrimientos (FDR) es otra medida para controlar el error de tipo I en problemas
de comparacién miltiples. Se define como la proporcién esperada de los Hy erréneamente rechazados, de entre
todos los rechazados:

E(Y) siR>0
0, si R=0

Por tanto, la Tasa de Falso Descubrimiento, o False Discovery Rate permite la ocurrencia de errores de tipo
I, en una proporcién razonable, tomando en consideracién el nimero total de rechazos. Una ventaja evidente
de controlar la FDR es el importante aumento de la potencia de la inferencia estadistica, que serd til cuando
se contrasten simultdneamente un gran numero de hipdtesis.

FDR = { (3.17)

3.2.4. Métodos comunes para el ajuste

Supdéngamos que nuestro objetivo es contrastar m hipétesis Hi, ..., H,, simultdneamente, y que se co-
rresponden con los p valores inicialmente calculados de pi, ..., pm. Asimismo, los p valores ajustados de las
comparaciones miltiples se denominan p/1, ..., p/m. Los niveles de significacién preestablecidos serdn « y o,
respectivamente. Se supone ademas que todas las hipétesis se ordenan como Hy), ..., H,,) segin sus p valores
observados de P(1) < ... < P(m); y que los p valores asociados y sus niveles de significacién son Py, Pl y
al(yy para la i-ésima hipétesis ordenada de H ;).

El ajuste de Bonferroni

Es uno de los més usados para realizar comparaciones miltiples. Este ajuste intenta controlar el FWER
seguin un criterio muy exigente y calcula los p valores ajustados, multiplicando directa el nimero de hipétesis
contrastadas simultdneamente m.

pli = {pi x m,1}(1 <i < m) (3.18)
De forma andloga, se puede dejar los p valores observados sin modificaciones, y ajustar directamente el nivel
de significacién como o/ = a/m.
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Se comparan los p valores ajustados con los niveles de significacién preestablecidos a. La conclusién es-
tadistica se ve alterada, de forma obvia, antes y después del ajuste. El ajuste de Bonferroni es reconocido
como un método muy conservador, en especial cuando hay un elevado nimero de hipdtesis que estan siendo
contrastadas simultdneamente y/o con unas hipétesis que tienen elevada correlacién.

Método de Benjamini-Hochberg(BH)

De manera opuesta al estricto control de FWER, el método Benjamini y Hochberg controla FDR, que es
denominado como ajuste BH.
Sea q el limite superior pre-especificado de FDR. El primer paso para calcular el indice k es:

k = max {z 1Py < iq}
m

Si k no existe, no se rechaza ninguna hipdtesis, en otros casos se rechazan las hip6tesis de H; para (i =
1,..., k). Este método se inicia comparando H(;), del mayor al menor p valor con (i = m,,...,1). El control
basado en FDR es menos estricto, teniendo un mayor aumento de la potencia, y ha sido usado en casos donde
un elevado nimero de hipdtesis se prueban simultdaneamente.



32

CAPITULO 3. BONDAD DE AJUSTE Y COMPARACIONES MULTIPLES



Capitulo 4

COMPARACION DE
RESULTADOS

4.1. Introduccién

El objetivo de este capitulo es doble: i) Explicar las métricas externas que se van a utilizar para evaluar
los distintos algoritmos estudiados. ii) Explicar el estudio de simulacién que se ha disenado para comparar las
distintas técnicas estudiadas que se comparan con los contrastes de hipdtesis y procedimientos de correccién
por contrastes multiples del capitulo anterior.

4.2. Meétricas externas de agrupamiento

En el andlisis de grupos no se dispone de informacién previa del grupo de pertenencia de cada dato. De
hecho, tal como se ha indicado en el capitulo 1 de este trabajo, no existe ni siquiera un consenso entre la
comunidad cientifica acerca de cual ha de ser la definicién precisa de grupo y, en consecuencia, se hace dificil
establecer si aquellos que se obtienen son suficientemente satisfactorios. En muchos ocasiones, ello dependers
del problema concreto que esté planteado y de cuales sean los objetivos reales. Por ello, muchos piensan que
en realidad, se trata més de un arte que una ciencia (Von Luxburg, 2012).

Ante esta problemdtica, se ha optado con seguir una metodologia similar a la encontrada en (Li, 2015),
usando algunas de las métricas contempladas en este trabajo, junto con otras de (Chang, 2010). Todas ellas
son de naturaleza externa. Esto significa que para su utilizacién, es necesario disponer para cada dato de la
informacién relativa a su grupo de pertenencia.

Las cinco métricas externas que pueden utilizarse son: la tasa de clasificacién correcta, el indice de Rand
(Rand, 1971), indice Rand Ajustado Hubbert Arabie (Hubert, 1985), el indice de Rand ajustado Morey y
Agresti (Morey, 1984), el indice de Folks and Mallows (Dubes, 1988) y el indice de Jaccard. A continuacién,
introduciremos algunos elementos para su explicacién.

Sea S un conjunto de n elementos, y sean X = {X1, Xo,..., X} e Y = {Y¥1,Y>,...,Y;} dos particiones del
conjunto S anterior. El grado de coincidencia entre X y Y puede ser resumido en una tabla de contingencia
(nij) en donde cada entrada n;; denota el nimero de elementos en comin entre X; y Y; : ni; = |X; NYj].
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X\Y Y1 Y2 e Y; Suna
X1 ni1 Mz ... Nis | a1
Xo N2l M22 ... MNos as
Xr Nr1 Nnr2 N Nrs ar

Suma bl b2 - bs

Utilizando la tabla anterior, en la literatura relacionada se han definido diversos estadisticos para evaluar
el grado de dependencia de dos variables aleatorias de estudio X e Y categéricas, Algunos ejemplos clédsicos
de contrastes de hipdtesis asociados a tales estadisticos pueden ser el test-chi cuadrado (Cochran, 1952) o
el test-exacto de Fisher (Fisher, 1922). Para realizar un andlisis de datos estadisticos categdricos, el trabajo
(Agresti, 2003), constituye una referencia bésica.

Aunque a través del valor de los estadisticos anteriores o incluso el p valor obtenido tras aplicar un test, se
pueda evaluar el rendimiento de cada algoritmo para cada base de datos, se utilizan aqui inicamente las tablas
de contingencia para representar la informacién de interés y después calcular las métricas citadas anteriormente.

En lo sucesivo, se asume que tanto X como Y son siempre particiones generadas bajo la condicién de que,
en cada familia de subconjuntos construido se encuentran siempre todos los elementos de una misma clase; y
que no contienen elementos de otra clase. X se elabora a partir de un conjunto de n elementos Syeqi, en el
que el elemento i-ésimo de dicho conjunto se encuentra el grupo del elemento i-ésimo del conjunto de datos,
mientras en que Y, se usa el conjunto del mismo tamafo Saigoritmox xx que contiene en el elemento i-ésimo,
la asignacion que realiza el algoritmoX X X para el dato i-ésimo.

Sreal ¥ Salgoritmox xx tienen los mismos elementos, no obstante el nimero de elementos diferentes que
contiene puede ser distinto e.g (simplemente especificando en el algoritmo un ntmero diferente de grupos al
numero de clases que vienen reflejadas en el conjunto de datos). En cualquier caso, en el presente trabajo, el
nimero de grupos especificado en cada algoritmo, es igual al nimero de clases del conjunto de datos, y por
consiguiente, r = s; asi la tabla de contingencia tiene siempre la siguiente estructura cuadrada:

«\Y | 11 Y> ... Y, | Suma
X1 nie N2 ... Nir a1
Xo N2l N22 ... MNap a2
Xr Nri1 nr2 o Nrs Qr
Suma | b by ... b
Los elementos nj,a:,b; (con 4,5 € {1,...,r}) de la tabla de contingencia anterior, junto con n (n =

e 22:1 ni;) determinan de manera completamente univoca que son consideradas este trabajo y que se
especifican a continuacién:
Indice de Rand (Rand):

ni1 +n22 +n3z3+ -+ Ner

(2)

Rand =

Indice de Rand Ajustado (Hubber) (cRand):
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indice indice Esperado

2 (3) 2 ()2 ()5 ()

Indice Maximo indice Esperado

Indice de Fowlkes Mallows (cFowMall):
cFowMall = %, donde:

=3, 25:1 a?,j - n

P=3 (X ai,)” —n.

Q= Z;=1(ZI=1 ai,j)Q - n.

Indice de Rand Ajustado (Morey-Agresti) (cMA):

_ _1TP _ _71P _ (B2+1)PR
P=gp7p B=7pien I8 = BZP+R
Indice de Jaccard (cJacc): Para dos particiones A y B, esta métrica se obtiene como el cociente de la

___ TP
TP+FP+FN

interseccidn, y la unién de ambas. J(A, B) =

4.3. Procedimientos de Bondad de Ajuste en los resultados de
los algoritmos de agrupamiento

Una vez establecidas las 5 métricas, se puede cuantificar el grado de similitud entre las asignaciones reali-
zadas por cada algoritmo de agrupamiento, sobre una base de datos particular frente a la clasificacién a priori
que tienen asociada.

El resultado obtenido en cualquier caso para cada métrica es aleatorio ya que el resultado de ésta, se estima
a partir de una muestra aleatoria Xi,..., X, (no necesariamente independiente ni idénticamente distribuida).
Nuestro objetivo final es comparar el rendimiento de los distintos algoritmos en un mismo escenario simulado,
en donde se repetird el mismo experimento un nimero B veces (B = 1000), generando varias distribuciones
paramétricas definidas de antemano. En cada una de estas dos situaciones, es conveniente la utilizacién de
contrastes de hipétesis para establecer si los resultados obtenidos entre los distintos algoritmos presentan
diferencias estadisticamente significativas.

El problema anterior, se puede formalizar como sigue:

Sea Rijk el resultado obtenido con la métrica k tras utilizar el algoritmo j en el conjunto de datos i. En
donde, i € {basededatosy, ..., basededatos., },

j € {algoritmon, ..., algoritmo,} y finalmente k € { Rand, cRand, cFowMall,cM A, cJacc}.

4.4. Estudio de simulacion

4.4.1. Descripcion

En este capitulo, se resume el procedimiento llevado a cabo para comparar los 6 algoritmos seleccionados
en la tabla 1 del capitulo 1. Para ello se ha realizado un estudio de simulacién en el que se generan datos
procedentes de dos poblaciones diferentes en los distintos casos de estudio analizados. Para ello, se ha tomado
como referencia el esquema de simulacién seguido en (Li, 2015), y que estd recogido en la tabla 1 de este
capitulo. Ademds se emplea para la comparacién de los resultados, las métricas externas ya explicadas, junto a
los procedimientos univariantes y multivariantes de bondad de ajuste explicados. Con dichos contrastes puede
establecerse, si existen diferencias estadisticamente significativas entre los diferentes métodos estudiados. El
umbral de significacién fijado serd del 5 por ciento, y en todos los casos, se aplican dos de los procedimientos
de correccién por comparaciones miltiples explicados en el capitulo 4, como son Bonferroni (Bonferroni, 1936),
tratado por(Advi, 2007), y Benjamini-Hochberg-BH-(Benjamini,1995), también conocido como Tasa de Falsos
Descubrimientos-FDR-.

Para cada distribucion especificada en la tabla anterior, se variard la dimensién de los datos generados
entre 1, 2, 5, 10, 20 y 40 (D = {1,2,5,10,20,40}) y para cada uno de los casos anteriores, se generardn 500
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N°|Distribucién Asimetria Curtosis

1 10,5N4(0,1)+0,5N4(3,1) Simetria Cola normal
2 |0,5N4(0,1)+ 0,5N4(0,47) Simetria Cola normal
3 10,5T4(4) +0,5(Tq(4) +3) Simetria Cola pesada
4 10,5T4(4) +0,5(Tq(4) +1) Simetria Cola pesada
5 10,5T4(2) 4+ 0,5(T4(2) + 3) Simetria Cola pesada
6 [0,574(2)+0,5(T4(2) +1) Simetria Cola pesada
7 10,5Cubic?(0,1) + 0,5Cubic?(0,3,0,7) Larga asimetria|Cola pesada
8 10,5Lognormal(0,I) + 0,5(Lognormal(3,1I)) |Simetria Cola pesada
9 |0,5Lognormal(0,I) + 0,5(Lognormal(0,41))|Larga asimetria|Cola pesada

Cuadro 4.1: Distribuciones simuladas y sus caracteristicas

escenarios (B = 500) donde se simulan 200 datos (N = 200) para cada uno de ellos. En el apéndice de este
memoria, se muestra el cédigo programado para generar una lista de R que contenga todos los datos simulados,
bajo las condiciones anteriores, para cada una de las 9 distribuciones empleadas y recogidas en la tabla 4.1.

4.4.2. Clasificacién de los resultados

Una vez obtenidos los resultados de los distintos algoritmos, se ha elaborado una comparacién. Para ello
se han generado tablas, mediante los contrastes de Kolmogorov-Smirnov (Massey, 1951) y de Wilcoxon-Mann-
Whitney. Estas contienen los p valores para las métricas internas consideradas. Se evalua asi la igualdad de las
distintas métricas empleadas en cada cluster, en mediana y distribucién.

Para cada una de las 5 métricas se detallan respectivamente las siguientes tablas:

= P-valores ks.test.

= P-valores Wilcoxon.test.

= P-valores ks.test con correcciones miltiples por el método Bonferroni.

s P-valores ks.test con correcciones multiples por el método BH(FDR).

= P-valores Wilcoxon.test con correcciones multiples por el método Bonferroni.
s P-valores Wilcoxon.test con correcciones miltiples por el método BH(FDR).

Se realiza aqui la discusién de los resultados obtenidos para la métrica de Jaccard y la métrica de Rand.

4.4.3. Meétrica de Jaccard

Para el contraste Kolmogorov-Smirnov los p valores para fuzzy-k grupos, fuzzy-k medias, asi como para
EM-£ grupos y EM-k medias son demasiado extremos, pues son iguales a 1. En el caso de fuzzy-EM y Hclust-
espectral su pvalor es 0.18. Para el contraste de Wilcoxon-Mann-Whitney todos los p valores son iguales a
1, siendo dichos resultados todavia méas extremos. Se hace necesario pues aplicar a ambos contrastes algin
método de correccién que permita reducir el nimero de falsos negativos obtenidos en ambos contrastes.
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Contraste Kolmogorov-Smirnov con correccién de Bonferroni

Las comparaciones para Hclust-espectral y EM-fuzzy son significativas pues el contraste en ambos casos
da un p valor de 0.01. Las comparaciones k medias-fuzzy y k grupos-fuzzy estan en el limite de la significancia
que se ha fijado, con un p valor de 0.05. Los p valores de las comparaciones entre los algoritmos k medias-
EM y EM-£ grupos son 0.19 y 0.27 respectivamente. No obstante para todas las comparaciones del algoritmo
espectral con los algoritmos restantes se obtiene un p valor de 0, debido en parte a que el método de Bonferroni
es muy conservador pues los p valores son multiplicados por el nimero de comparaciones.

Contraste Kolmogorov-Smirnov con correccion de BH

Con este método no se obtienen p valores extremos. La comparativa Fuzzy-EM es significativa, con p
valor de 0.01.El p valor de k medias-fuzzy y de k grupos-fuzzy es 0.05, estando al limite de la significancia. La
comparativa k means-EM no es significativa con un p valor de 0.19. Los p valores de las siguientes comparativas
son: EM-fuzzy y el EM- spectral p valor de 0.61, k grupos-espectral, k medias-fuzzy y hclust-fuzzy 0.68. El p
valor de hclust-EM es 0.69. Para k medias-EM su p valor es de 0.7. El fuzzy-espectral y el k medias-espectral
tienen un p valor de 0.83, el hclust-k grupos lo tienen de 0.96. Finalmente el hclust-espectral tiene un valor de
0.99.

Contraste Wilcoxon-Mann-Whitney con correccién de Bonferroni

El contraste es significativo,para la comparativa k medias-fuzzy y k grupos-fuzzy con un p valor de 0.03.
Las comparativas por orden creciente, tienen los siguientes p valores EM-k medias 0.14 , EM-k grupos 0.21, y
k grupos-k medias 0.89. Dichos resultados son coherentes con lo que a priori cabe esperar de la comparacién
de dichos algoritmos, no obstante hay resultados que siguen requiriendo un estudio mas pormenorizado.

Contraste Wilcoxon-Mann-Whitney con correccion de BH

Detallamos a continuacién los p valores de las siguientes comparativas: EM-espectral es de 0.05, EM-fuzzy
0.07, k medias-fuzzy 0.18, k grupos-espectral 0.19, k grupos-fuzzy 0.21, hclust-fuzzy 0.23, EM-hclust 0.28, EM-
k grupos 0.3, k medias-EM 0.35, tanto la comparacién espectral-fuzzy como la k medias-espectral tienen un
p valor de 0.51. La k grupos-hclust 0.64, hclust-espectral 0.71, k medias-hclust 0.84, y finalmente k& medias-k
grupos con un p valor de 0.95. Este resultado es coherente con el hecho de que el método k grupos es una
generalizacién del k medias aplicado a distribuciones de probabilidad.

4.4.4. Meétrica de Rand

Discutimos ahora los resultados obtenidos para la métrica de Rand. Es destacable el hecho de que los
resultados tanto para el contraste Kolmogorov-Smirnov, como para el contraste Wilcoxon-Mann-Whitney son
idénticos con p valores iguales a 1 para fuzzy-k medias, fuzzy-k grupos, fuzzy-EM, k medias-EM, k& medias-k
grupos y k grupos-EM. El resto de los valores son 0. Es necesario aplicar métodos de correcciones multiples
para diferenciar con mayor acierto.

contraste Kolmogorov-Smirnov con correcciéon de Bonferroni

Se obtiene resultados extremos para todas las comparaciones del algoritmo hclust con los restantes da un
p valor de 0, mientras que el k medias-EM y el k medias-k grupos da un p valor igual a 1. Para los demés
algoritmos se obtienen en orden ascendente los siguientes resultados. EM-fuzzy 0.23, fuzzy-k grupos 0.36, k
medias-fuzzy 0.47, k medias-EM 0.82.

contraste Kolmogorov-Smirnov con correccion de BH

k means-EM tiene un p valor de 1. EM-fuzzy 0.1, k grupos-fuzzy 0.3, k medias-EM 0.69, k medias-k grupos
0.7, fuzzy-k medias y k grupos-EM 0.89.
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contraste Wilcoxon-Mann-Whitney con correccién de Bonferroni

Los p valores de las comparaciones del algoritmo espectral con el resto de algoritmos son iguales a 0. EM-
fuzzy es de 0.14, fuzzy-k medias 0.31, k medias-EM 0.59. Finalmente k medias-k grupos y k grupos-EM un p
valor de 0.89.

contraste Wilcoxon-Mann-Whitney con correccién de BH

Los p valores de las comparaciones del algoritmo espectral con el resto de algoritmos son iguales a 0. Fuzzy-k
grupos tiene un p valor de 0.17, fuzzy-EM de 0.24, k medias-EM 0.46, k medias-k grupos 0.51, fuzzy-k medias
0.71 y k grupos-EM 0.74.

4.5. Uso del valor del estadistico para la elaboracién de un
ranking

A continuacién en las tablas del Apéndice 2, se muestran los resultados de los siguientes estadisticos en
bruto, que analizamos brevemente.

4.5.1. Meétrica Jaccard

Es la métrica con valores del estadistico mas bajos y homogéneos para todas las comparaciones. El algoritmo
que mejores resultados presenta al compararse con los algoritmos restantes es el fuzzy seguido del espectral y
el HCLUST, siendo el fuzzy-EM y espectral-EM los valores mas bajos, 1134 y 1160 respectivamente.

4.5.2. Meétrica MA

Segun los valores del estadistico, los algoritmos que mejores resultados presentan al compararse con los
algoritmos restante son el espectral, HCLUST, fuzzy. Con peores resultados el £ medias, el EM y k grupos.

4.5.3. Métrica Rand

Los algoritmos que mejores resultados presentan son el espectral, HCLUST, fuzzy. Siguen por orden k
medias, k grupos y EM.

4.5.4. Meétrica FM

Los algoritmos que mejores resultados presentan son el fuzzy, el espectral y el HCLUST. A continuacién k
grupos, k medias y EM.

4.5.5. Meétrica HA

Los algoritmos que mejores resultados presentan son espectral, HCLUST y fuzzy. K medias, k grupos y
EM presentan las peores comparativas.

En base a los valores de los estadisticos en bruto, los mejores resultados se alcanzan con el espectral, el
HCLUST y el fuzzy respectivamente. Debido que la probabibilidad, en general no es transitiva, consecuen-
temente resulta dificil establecer cudles métodos son mejores que otros. Por este motivo se ha pretendido
establecer un marco de comparacion, para asi establecer cuales algoritmos son mejores. Con el fin de superar
la limitacién indicada, se ha optado por el uso de la aproximacién asintética del p valor mediante el contras-
te de Kolmogorov-Smirnov y de Wilcoxon. No obstante, dicho método tiene la fuerte restriccién de que las
aproximaciones dadas son bajas ante tamanos muestrales pequenos. Ello hace que la potencia de los contrastes
calculados sea baja.
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Figura 4.1: Estimacién de la funcién de densidad para la métrica de Jaccard

4.6. El caso las mixturas de dos variables log normales con
larga asimetria y colas pesadas

En esta seccién vamos a analizar lo que ocurre con las 500 muestras en el caso concreto de las variables
lognormales (caso de estudio 9 de la tabla anterior). En las figuras 1 y 2 se muestra la estimacién no pa-
ramétrica de la funcién de densidad tanto para la métrica de Jaccard, como para la de Rand. En la primera
gréfica se observa una gran variabilidad para el algoritmo k-grupos, quizds por los problemas para inicializar
correctamente este algoritmo. Mientras que para los otros algoritmos destaca principalmente que el algoritmo
EM ofrece unos resultados muy estables, donde toda la distribucién de probabilidad se concentra en torno a
un valor de 0,50. Finalmente para el grafico asociado a la métrica de Rand se aprecia que el algoritmo k-grupos
tiene un rendimiento un poco superior al resto, lo que es 1égico al ser el inico algoritmo especifico para capturar
la distribucién subyacente bajo los datos.



40

CAPITULO 4. COMPARACION DE RESULTADOS

= W Spectral
o0 B Fuzzy CMeans
B HCLUST
B KMEANS
2 O KSgroups
o m EM
=
= 4
(4]
=
3]
=
Z 3
T -
[
=
=
=
o
o = " -
T T T T T T
0.50 0.52 0.54 0.56 0.58 0.60

Rand

Figura 4.2: Estimacion de la funcién de densidad para la métrica Rand



Conclusiones

En esta memoria se han presentado, por una parte los tépicos basicos del analisis cluster, se han explicado
algunos de los principales algoritmos, para finalmente comparar varios de los algoritmos incluidos en el trabajo.
Del estudio comparativo pueden extraerse las siguientes conclusiones:

No existe un método superior al resto al evaluar los algoritmos para el conjunto de bases de datos que
han sido simuladas.

El k medias presenta por lo general resultados no destacables, debido a que han sido tratados datos de
naturaleza no esférica.

La dependencia del resultado de los algoritmos de clustering hace necesario la adopcién de nuevas estra-
tegias para evaluar el rendimiento de los algoritmos de clasificacién y clustering.

Quizas sea necesario en lugar de analizar la media de las métricas de estudio en diferentes escenarios,
analizar separadamente cada escenario para estimar condiciones mas sélidas acerca del rendimiento de
los algoritmos de clustering usados.

En todo caso, dados los objetivos introductorios de esta trabajo de fin de maéaster. En un futuro se
contempla la posibilidad de estudiar con mayor profundidad algunos de los tépicos aqui tratados.
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Apéndice A

Apéndice 1

A.1. Scripts de R empleados

A.1.1. Simulacién 1 (0,5N,(0,1) + 0,5N,(3,1))
w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= c(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)

lista= 1:iter

lista= as.list(lista)

combinaciones= expand.grid(N,d)

orden= order (combinaciones[,1])

combinaciones= combinaciones [orden,]
textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for(i in N){

for(j in d){

sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)

diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)
mu2[1:j]= 3

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
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auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= 1i)
for(s in 1:i){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvn(l,mul,sigma)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta
auxdatos[s,1:j]= generados
}elsed{

generados= rmvn(l,mu2,sigma)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]= generados
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos
}
}

lista[[indice]l]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"normall.RDS")

A.1.2. Simulacién 2 (0,5N4(0,1) + 0,5N4(0,41))

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= ¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)
lista= 1:iter

lista= as.list(lista)
combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])

combinaciones= combinaciones [orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
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for(i in N){
for(j in d){

sigmal= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigmal)= 1

sigma2= matrix(0,ncol= j, nrow= j)
diag(sigma2)= 4

mu= numeric (j)

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:i){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvn(l,mu,sigmal)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta
auxdatos[s,1:j]= generados
}elsed{

etiqueta= 2

generados= rmvn(l,mu,sigma2)
auxdatos[s,1:j]= generados
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS(lista,"normal2.RDS")
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A.1.3. Simulacién 3 0,57,(4) + 0,5(T4(4) + 3)

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= ¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)
lista= 1:iter

lista= as.list(lista)
combinaciones= expand.grid(N,d)

orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]
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textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")

for(i in N){
for(j in d){

sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)

mu2[1:j]1= 3

grados= 4

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:1){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvt(1l,delta=mul,sigma=sigma,df= grados)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{

generados= rmvt(1l,mu2,sigma= sigma,df= grados)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]= generados

auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}

listaaux[[z]]= auxdatos
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}
}

lista[[indice]]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"student1.RDS")

A.1.4. Simulacién 4 0,57,(4) + 0,5(T4(4) + 1)

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= ¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)

lista= 1:iter

lista= as.list(lista)

combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones [orden,]
textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for(i in N){

for(j in d){

sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)

mu2[1:j]= 1
grados= 4

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)
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indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:i){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvt(1l,delta=mul,sigma=sigma,df= grados)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{

generados= rmvt(1l,mu2,sigma= sigma,df= grados)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]= generados

auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"student2.RDS")

A.1.5. Simulacién 5 0,57,(2) + 0,5(T4(2) + 3)

w= ¢c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= c¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)

lista= 1:iter

lista= as.list(lista)

APENDICE A. APENDICE I
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combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for (i in N){
for(j in d){

sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)

mu2[1:j]1= 3

grados= 2

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= 1i)
for(s in 1:i){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvt(1l,delta=mul,sigma=sigma,df= grados)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{

generados= rmvt(1l,mu2,sigma= sigma,df= grados)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]l= generados

auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux [[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux

}
}

names (lista)= textocombinaciones
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saveRDS (lista,"student3.RDS")

A.1.6. Simulacién 6 0,57,(2) + 0,5(74(2) + 1)

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢(200,500)

d= ¢c(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]
iter= length(N)*length(d)
lista= 1:iter

lista= as.list(lista)

combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for(i in N){
for(j in d){

sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)

mu2[1:j]1= 1

grados= 2

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:i){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rmvt(1l,delta=mul,sigma=sigma,df= grados)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{
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generados= rmvt(1l,mu2,sigma= sigma,df= grados)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]l= generados

auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos
}
}

listal[[indicel]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"student4.RDS")

A.1.7. Simulacién 7 0,5Lognormal(0, 1) + 0,5(Lognormal(3,1))

library ("compositions™")

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢ (200,500)

d= ¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]

iter= length(N)*length(d)
lista= 1:iter

lista= as.list(lista)
combinaciones= expand.grid(N,d)

orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")

for (i in N){

for(j in d){
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sigma= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigma)= 1

mul= numeric(j)

mu2= numeric (j)

mu2[1:j]= 3

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:1){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rlnorm.rplus(1l,mul,sigma)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta
auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{

generados= rlnorm.rplus(1l,mu2,sigma)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]= generados
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"lognormall.RDS")
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A.1.8. Simulacién 8 0,5Lognormal(0, 1)+ 0,5(Lognormal(0,41))

w= c(0.5)
B= 1000
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N= ¢ (200,500)
d= c¢(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]
iter= length(N)*length(d)
lista= 1l:iter

lista= as.list(lista)

combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for (i in N){
for(j in d){

sigmal= matrix(0,ncol= j,nrow= j)
diag(sigmal)= 1

sigma2= matrix(0,ncol= j, nrow= j)
diag(sigma2)= 4

mu= numeric(j)

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==1i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:1){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= rlnorm.rplus(1l,mu,sigmal)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta
auxdatos[s,1:j]= generados

}elsed{

generados= rlnorm.rplus(l,mu, sigma2)
etiqueta= 2

auxdatos[s,1:j]= generados
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux
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names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"lognormal2.RDS")

A.1.9. Simulacién 9 0,5Cubic?(0,1) + 0,5Cubic?(0,3,0,7)

w= c(0.5)

B= 1000

N= ¢(200,500)

d= ¢c(1,2,5,10,20,40)

N= N[1]
iter= length(N)*length(d)
lista= 1:iter

lista= as.list(lista)

combinaciones= expand.grid(N,d)
orden= order (combinaciones[,1])
combinaciones= combinaciones[orden,]

textocombinaciones= paste(combinaciones[,1],combinaciones[,2],sep="/")
for(i in N){

for(j in d){

listaaux= 1:B
listaaux= as.list(listaaux)

indice= 6*(which(N==1i)-1)+which(d==j)

for(z in 1:B){
auxdatos= matrix(0,ncol=j+1,nrow= i)
for(s in 1:1){

unif= runif (1)

if (unif<w){

etiqueta= 1

generados= runif (j,0,1)
auxdatos[s,j+1]= etiqueta
auxdatos[s,1:j]= generados
}else{

generados= runif(j,0.3,0.7)
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etiqueta= 2
auxdatos[s,1:j]l= generados
auxdatos[s,j+1]= etiqueta

}
listaaux[[z]]= auxdatos

}
}

lista[[indice]]l= listaaux

names (lista)= textocombinaciones

saveRDS (lista,"uniforme.RDS")

A.1.10. Realizacién de contrastes y comparaciones multiples

library("dgof")

library ("xtable")

setwd ("C:/Users/Usuario/Desktop/tablasVie27/SALIDA")
archivos=c("Jaccardfinal.csv","MAfinal.csv","Randfinal.csv","FMfinal.csv","HAfinal.csv")
archivos2= paste("nuevo",archivos,bsep="")

contar=0

for(i in archivos){

datos= read.csv(i,sep=",")
dim(datos)

print (dim(datos))

nombres= datos[,1]
indices= c(seq(0,324,by=54)+1)[1:6]
nombres [indices]

nombres= c("spectral","fuzzycmeans","HCLUST","KMEANS","ksgroups","EM")

print (i)

indices= 1:6

const= 54

lista= indicesx*const
ind= 1:const
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prim=c(ind)

seg= c(ind+listal1])
ter= c(ind+1listal[[2]1])
cuar= c(ind+1listal[[3]])
cinc= c(ind+1listal[[4]])
sex= c(ind+1listal[[5]1]1)

info=data.frame (datos [prim,502],datos [seg,502],datos[ter,502],datos [cuar,502],
datos[cinc,502],datos[sex,502])\\
info2=data.frame(datos [prim,503],datos[seg,503],datos[ter,503],datos [cuar,503],
datos[cinc,503] ,datos [sex,503])\\

pvalores= matrix(0,ncol=6,nrow=6)

pvalores2= matrix(0,ncol=6,nrow=6)

for(z in nombres){

for(i in 1:6){

for(j in 1:6){

pvalores([i,jl= ks.test(infol[,i],infol[,j]1)$p.value
pvalores2[i,jl= wilcox.test(infol[,i],infol[,j]l)$p.value

}
}
}
colnames (pvalores)= nombres
rownames (pvalores)= nombres

colnames (pvalores2)= nombres
rownames (pvalores2)= nombres

method=c("bonferroni","BH")
bonferronicorrecionespvalores=matrix(p.adjust(as.vector (pvalores) ,method=method[1]) ,ncol=6,
nrow=6, byrow = TRUE)\\

fdrcorrecionespvalores=matrix(p.adjust (as.vector(pvalores),method=method[2]),ncol=6,nrow=6,
byrow = TRUE)\\

bonferronicorrecionespvalores2=matrix(p.adjust(as.vector(pvalores2),method = method[1]),
ncol=6,nrow=6, byrow = TRUE)\\
fdrcorrecionespvalores2=matrix(p.adjust (as.vector(pvalores2) ,method = method[2]),

ncol=6,nrow=6,byrow = TRUE)\\

colnames (bonferronicorrecionespvalores)= nombres
rownames (fdrcorrecionespvalores)= nombres

colnames (bonferronicorrecionespvalores2)= nombres
rownames (fdrcorrecionespvalores2)= nombres
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print (xtable (bonferronicorrecionespvalores))
print (xtable (bonferronicorrecionespvalores2))

print (xtable (fdrcorrecionespvalores))

print (xtable (fdrcorrecionespvalores2))

print (xtable (pvalores))

print (xtable(pvalores?2))

A.1.11. Obtencién de estadisticos para comparativa final

library ("xtable")

setwd ("C:/Users/Usuario/Desktop/tablasVie27/SALIDA")
archivos=c("Jaccardfinal.csv","MAfinal.csv","Randfinal.csv","FMfinal.csv","HAfinal.csv")\\
archivos2= paste("nuevo",archivos,sep="")

contar=0

for(i in archivos){

datos= read.csv(i,sep=",")
dim(datos)

print (dim(datos))

nombres= datos[,1]
indices= c(seq(0,324,by=54)+1)[1:6]
nombres [indices]

nombres= c("spectral","fuzzycmeans","HCLUST","KMEANS","ksgroups","EM")

print (i)

indices= 1:6

const= 54

lista= indices*const
ind= 1:const
prim=c(ind)

seg= c(ind+listal[1])
ter= c(ind+1listal[[2]])
cuar= c(ind+1lista[[3]])
cinc= c(ind+1listal[[4]1])
sex= c(ind+1lista[[5]1]1)

info= data.frame(datos[prim,502],datos[seg,502],datos[ter,502],datos [cuar,502],
datos[cinc,502],datos[sex,502])\\
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info2=data.frame (datos [prim,503],datos[seg,503],datos[ter,503],datos [cuar,503],
datos[cinc,503],datos[sex,503])\\

pvalores= matrix(0,ncol=6,nrow=6)

pvalores2= matrix(0,ncol=6,nrow=6)

for(z in nombres){

for(i in 1:6){

for(j in 1:6){

pvalores[i,jl= ks.test(info[,i],info[,jl)$statistic
pvalores2[i,jl= wilcox.test(infol[,i],info[,jl)$statistic

}
}
}
colnames (pvalores)= nombres
rownames (pvalores)= nombres

colnames (pvalores2)= nombres
rownames (pvalores2)= nombres

print (xtable (pvalores))
print (xtable (pvalores))

method=c("bonferroni","BH")

bonferronicorrecionespvalores=matrix(p.adjust (as.vector (pvalores),method = method[1]),
ncol=6,nrow=6, byrow = TRUE)\\
fdrcorrecionespvalores=matrix(p.adjust (as.vector(pvalores),method = method[2]),

ncol=6,nrow=6,byrow = TRUE)\\

bonferronicorrecionespvalores2=matrix(p.adjust(as.vector (pvalores2),method = method[1]),
ncol=6,nrow=6, byrow = TRUE)\\
fdrcorrecionespvalores2=matrix(p.adjust (as.vector(pvalores2) ,method = method[2]),

ncol=6,nrow=6,byrow = TRUE)\\
colnames (bonferronicorrecionespvalores)= nombres

rownames (fdrcorrecionespvalores)= nombres

colnames (bonferronicorrecionespvalores2)= nombres
rownames (fdrcorrecionespvalores2)= nombres

print (xtable (bonferronicorrecionespvalores))
print (xtable (bonferronicorrecionespvalores2))
print (xtable (fdrcorrecionespvalores))

print (xtable (fdrcorrecionespvalores2))
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print (xtable (pvalores))

print (xtable(pvalores?2))

A.1.12. Comandos para generar la funcion de densidad

library ("xtable")

setwd ("~/SALIDA")
archivos=c("Jaccardfinal.csv","MAfinal.csv","Randfinal.csv","FMfinal.csv","HAfinal.csv")
archivos2= paste("nuevo",archivos,sep="")

# archivos= archivos[[1]]

titulo= c("Jaccard","MA","Rand","FM","HA")

# archivos

# titulo
contar=0
for(i in archivos){
datos= read.csv(i,sep=",")

dim(datos)
print (dim(datos))

nombres= datos[,1]
indices= c(seq(0,324,by=54)+1)[1:6]
nombres [indices]

nombres= c("spectral","fuzzycmeans","HCLUST","KMEANS","ksgroups","EM")

print (i)

indices= 1:6

const= 54

lista= indicesx*const
ind= 1:const
prim=c(ind)

seg= c(ind+listal1])
ter= c(ind+1listal[[2]])
cuar= c(ind+1lista[[3]])
cinc= c(ind+1listal[[4]])
sex= c(ind+listal[[5]1]1)

info=data.frame (datos [prim,502],datos[seg,502],datos[ter,502],datos [cuar,502],
datos[cinc,502] ,datos[sex,502])\\
info2= data.frame(datos[prim,503],datos[seg,503],datos[ter,503],datos[cuar,503],



60

APENDICE A. APENDICE I

datos[cinc,503] ,datos[sex,503])\\

indx=seq(54,324,by=54)

datos2=data.frame (as.numeric(t(datos[indx[1],2:501])) ,as.numeric(t(datos[indx[2],
2:501]1)) ,as.numeric(t(datos[indx[3],2:501])),as.numeric(t(datos[indx[4],2:501])),
as.numeric(t(datos[indx[5],2:501])), as.numeric(t(datos[indx[6],2:501]1)))\\
colnames (datos2)= c("Spectral","Fuzzy, ,CMeans","HCLUST","KMEANS","KSgroups","EM")

contar= contar+1

dens <- apply(datos2, 2, density)

auxtitulo= paste(titulo[contar],".png",sep="")
dev.copy(png,auxtitulo)

plot (NA, xlim=as.numeric(quantile (unlist (sapply(dens, "[", "x")),probs= ¢c(0.2,0.8))),
mapply (lines, dens, col=1:length(dens))

legend ("topright", legend=names(dens), fill=1:1length(dens))

dev.off ()
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Apéndice 11

A.1. Tablas obtenidas

Como ya se ha indicado en el capitulo 4, se detallan a continuacién, para cada una de las 5 métricas las
siguientes tablas:

= P-valores ks.test.

= P-valores Wilcoxon.test.

= P-valores ks.test con correcciones miltiples por el método Bonferroni.

= P-valores ks.test con correcciones multiples por el método BH(FDR).

= P-valores Wilcoxon.test con correcciones multiples por el método Bonferroni.

» P-valores Wilcoxon.test con correcciones multiples por el método BH(FDR).

A.1.1. P valores de cada métrica
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Cuadro A.1: Jaccardfinal.csv

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.18 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.18
HCLUST 0.18 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
EM 0.00 0.18 0.00 1.00 1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
fuzzycmeans 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
KMEANS 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

EM 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00




A.1. TABLAS OBTENIDAS

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.01

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.05

0.05

0.01

0.01

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.05

0.00

1.00

1.00

0.19

0.00 0.00

0.05 0.01

0.00 0.00

1.00 0.19

1.00 0.27

0.27 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.83

0.99

0.83

0.68

0.61

0.83

1.00

0.68

0.68

0.68

0.61

0.99

0.68

1.00

1.00

0.96

0.69

0.83

0.68

1.00

1.00

1.00

0.70

0.68 0.61

0.68 0.61

0.96 0.69

1.00 0.70

1.00 0.69

0.69 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.03

0.03

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.03

0.00

1.00

0.89

0.14

0.00 0.00

0.03 0.00

0.00 0.00

0.89 0.14

1.00 0.21

0.21 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.51 0.71 0.51 0.19 0.05
fuzzycmeans 0.51 1.00 0.23 0.18 0.21 0.07
HCLUST 0.71 0.23 1.00 0.84 0.64 0.28
KMEANS 0.51 0.18 0.84 1.00 0.95 0.35
ksgroups 0.19 0.21 0.64 0.95 1.00 0.31
EM 0.05 0.07 0.28 0.35 0.31 1.00

Cuadro A.2: MAfinal.csv
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.47
0.00 0.06
0.00 0.23

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.47

0.00

1.00

1.00

0.82

0.00 0.00

0.06 0.23

0.00 0.00

1.00 0.82

1.00 1.00

1.00 1.00

spectral fuzzycmeans

HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.89
0.00 0.30
0.00 0.40

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.89

0.00

1.00

0.70

0.69

0.00 0.00

0.30 0.40

0.00 0.00

0.70 0.69

1.00 0.89

0.89 1.00

spectral fuzzycmeans

HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.31
0.00 0.03
0.00 0.14

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.31

0.00

1.00

0.89

0.59

0.00 0.00

0.03 0.14

0.00 0.00

0.89 0.59

1.00 0.89

0.89 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 0.71 0.17 0.24
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 0.71 0.00 1.00 0.51 0.46
ksgroups 0.00 0.17 0.00 0.51 1.00 0.74
EM 0.00 0.24 0.00 0.46 0.74 1.00

Cuadro A.3: Randfinal.csv
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.32

0.06

0.14

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.32

0.00

1.00

0.97

0.82

0.00 0.00

0.06 0.14

0.00 0.00

0.97 0.82

1.00 1.00

1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.61

0.31

0.32

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.61

0.00

1.00

0.61

0.52

0.00 0.00

0.31 0.32

0.00 0.00

0.61 0.52

1.00 0.72

0.72 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.21

0.03

0.09

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.21

0.00

1.00

0.75

0.59

0.00 0.00

0.03 0.09

0.00 0.00

0.75 0.59

1.00 0.89

0.89 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 0.46 0.17 0.20
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 0.46 0.00 1.00 0.48 0.35
ksgroups 0.00 0.17 0.00 0.48 1.00 0.60
EM 0.00 0.20 0.00 0.35 0.60 1.00

Cuadro A.4: FMfinal.csv
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.04 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 0.09
HCLUST 0.04 0.00 1.00 0.02 0.00 0.01
KMEANS 0.00 1.00 0.02 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
EM 0.00 0.09 0.01 1.00 1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
fuzzycmeans 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
KMEANS 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

EM 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.05

0.05

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.05

0.00

1.00

1.00

0.19

0.00 0.00

0.05 0.00

0.00 0.00

1.00 0.19

1.00 0.27

0.27 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.80

0.83

0.83

0.83

0.83

0.80

1.00

0.69

0.80

0.80

0.69

0.83

0.69

1.00

1.00

1.00

1.00

0.83

0.80

1.00

1.00

1.00

0.83

0.83 0.83

0.80 0.69

1.00 1.00

1.00 0.83

1.00 0.83

0.83 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.03

0.03

0.00

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.03

0.00

1.00

0.89

0.14

0.00 0.00

0.03 0.00

0.00 0.00

0.89 0.14

1.00 0.21

0.21 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.19 0.50 0.51 0.51 0.51
fuzzycmeans 0.19 1.00 0.08 0.15 0.22 0.06
HCLUST 0.50 0.08 1.00 0.88 0.93 0.98
KMEANS 0.51 0.15 0.88 1.00 0.97 0.40
ksgroups 0.51 0.22 0.93 0.97 1.00 0.31
EM 0.51 0.06 0.98 0.40 0.31 1.00

Cuadro A.5: HAfinal.csv
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
ksgroups 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00

EM 0.00 1.00 0.00 1.00 1.00 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.47
0.00 0.06
0.00 0.14

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.47

0.00

1.00

1.00

0.82

0.00 0.00

0.06 0.14

0.00 0.00

1.00 0.82

1.00 0.97

0.97 1.00

spectral fuzzycmeans

HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.62
0.00 0.31
0.00 0.37

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.62

0.00

1.00

0.62

0.62

0.00 0.00

0.31 0.37

0.00 0.00

0.62 0.62

1.00 0.83

0.83 1.00

spectral fuzzycmeans

HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral
fuzzycmeans
HCLUST
KMEANS
ksgroups

EM

1.00 0.00
0.00 1.00
0.00 0.00
0.00 0.31
0.00 0.03
0.00 0.09

0.00

0.00

1.00

0.00

0.00

0.00

0.00

0.31

0.00

1.00

0.89

0.59

0.00 0.00

0.03 0.09

0.00 0.00

0.89 0.59

1.00 0.75

0.75 1.00
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spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
fuzzycmeans 0.00 1.00 0.00 0.47 0.17 0.23
HCLUST 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00
KMEANS 0.00 0.47 0.00 1.00 0.48 0.43
ksgroups 0.00 0.17 0.00 0.48 1.00 0.69
EM 0.00 0.23 0.00 0.43 0.69 1.00

Estadisticos finales

Cuadro A.6: ”Jaccardfinal.csv”

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1458.00 1566.00 1518.00  1350.00 1242.00 1134.00
fuzzycmeans 1350.00 1458.00 1261.00  1239.00 1251.50 1160.00
HCLUST 1398.00 1655.00 1458.00  1424.00 1382.00 1280.00
KMEANS 1566.00 1677.00 1492.00 1458.00 1446.50 1305.00
ksgroups 1674.00 1664.50 1534.00  1469.50 1458.00 1291.00

EM 1782.00 1756.00 1636.00 1611.00 1625.00 1458.00

Cuadro A.7: "MAfinal.csv”
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM

spectral 1458.00 0.00  380.00 0.00 0.00 161.00
fuzzycmeans 2916.00 1458.00 2469.00  1398.00 1232.50 1267.00
HCLUST 2536.00 447.00 1458.00 411.00  367.00 509.00
KMEANS 2916.00 1518.00 2505.00  1458.00 1349.50 1337.00
ksgroups 2916.00 1683.50 2549.00 1566.50 1458.00 1403.00

EM 2755.00 1649.00 2407.00  1579.00 1513.00 1458.00
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Cuadro A.8: Randfinal.csv”

spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM
spectral 1458.00 266.00  532.00 4.00 0.00 216.00
fuzzycmeans 2650.00 1458.00 2141.00  1336.00 1235.50 1248.00
HCLUST 2384.00 775.00 1458.00 429.00  385.00 516.00
KMEANS 2912.00 1580.00 2487.00  1458.00 1341.50 1304.00
ksgroups 2916.00 1680.50 2531.00  1574.50 1458.00 1372.00
EM 2700.00 1668.00 2400.00 1612.00 1544.00 1458.00

Cuadro A.9: "FMfinal.csv”
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM
spectral 1458.00 1674.00 1568.00  1350.00 1350.00 1350.00
fuzzycmeans 1242.00 1458.00  1169.00  1223.00 1258.50 1149.00
HCLUST 1348.00 1747.00 1458.00  1433.00 1472.00 1453.00
KMEANS 1566.00 1693.00 1483.00  1458.00 1464.50 1321.00
ksgroups 1566.00 1657.50 1444.00  1451.50 1458.00 1291.00
EM 1566.00 1767.00 1463.00 1595.00 1625.00 1458.00

Cuadro A.10: "HAfinal.csv”
spectral fuzzycmeans HCLUST KMEANS ksgroups EM
spectral 1458.00 257.00  394.00 0.00 0.00 216.00
fuzzycmeans 2659.00 1458.00 2120.00  1339.00 1234.50 1261.00
HCLUST 2522.00 796.00 1458.00 425.00  385.00 523.00
KMEANS 2916.00 1577.00 2491.00  1458.00 1342.50 1328.00
ksgroups 2916.00 1681.50 2531.00 1573.50 1458.00 1393.00

EM

2700.00 1655.00 2393.00 1588.00 1523.00

1458.00
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