
Estructuras algebraicas

3.3.2 Hipercubo
Los teoremas 3.2.4 y 3.2.6 han deducido el 

Teorema 3.3.3 El producto directo de dos retículos de Boole es un retículo de Boole. 
El conjunto 
[image: image1.wmf]B = {0, 1}, dotado del orden estricto 0<1 es, evidentemente, un retículo de Boole. Las tablas de multiplicación, de suma y complementación son: 
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Tabla 3.3.1 
El producto directo 
[image: image2.wmf]Bn de n ejemplares de B es un álgebra de Boole. No es difícil asociar a 
[image: image3.wmf]Bn su representación geométrica. Esta se obtiene construyendo el diagrama de Hasse (cf. 2.5.4) del conjunto ordenado Bn. A cada elemento (x1, x2, ...,  xח) de Bn, le corresponde exactamente un punto del espacio de n dimensiones cuyas coordenadas son 0 y 1.

Definición 
Se denomina hipercubo de dimensión n a una representación del diagrama de Hasse de Bn en el espacio de dimensión n..

Evidentemente, el hipercubo de dimensión n  tiene 2n  vértices. Lo dos vértices (x1, x2, ...,  xח) y (y1, y2, ...,  yח) son adyacentes si existe exactamente un índice i  tal que xi ≠ yi.

Luego, también emplearemos el vocablo n-cubo para designar el hipercubo de dimensión n.
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Ejemplo 3.3.1 Un hipercubo es un segmento para n = 1, un cuadrado para n = 2, un cubo para n = 3. La representación presenta dificultades cuando n > 3.

          [image: image4.emf]
Figura 3.3.1

Para el 4-cubo, se puede considerar que el último componente es 0 para el cubo de la izquierda, 1 para el cubo de la derecha. 

El hipercubo proporciona un lenguaje geométrico conveniente. Por ejemplo, denominaremos distancia entre dos vértices A y B, d(A, B), al número de componentes de A y B que son diferentes. Por lo tanto, dos vértices adyacentes están en la distancia 1. La longitud menor posible para cada cadena que une A y B es d(A, B) ya que para ir de A a B hay que cambiar los componentes d(A, B) exactamente.

Definición
Se denomina cara de dimensión p del hipercubo de dimensión n a todo el conjunto de vértices que genera un grafo isomorfo en el hipercubo de dimensión p. 

Por lo tanto, las caras de dimensión 0 y 1 son respectivamente los vértices y las aristas del hipercubo. Por ejemplo, B3 posee 8 caras de dimensión 0, 12 caras de dimensión 1, 6 caras de dimensión 2 y 1 de dimensión 3.
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Como retículo, B3 es isomorfo al retículo de las partes de un conjunto en n elementos E = (a​​​​​1, a2, …, aח). En la tabla 3.3.2 se resumen las principales correspondencias entre estos dos retículos.

	Bn
	P (E)

	X = (x1, x2, ...,  xח)
	A contiene ai , si y solo si, xi = 1

	X’ = (x’1, x’2, ...,  x’ח)
	Ā o E –A: complemento de A

	0 = (0, 0, …, 0)
	Ø

	1 = (1, 1, …, 1)
	E

	Multiplicación
	Intersección

	Suma
	Unión

	Disyunción
	Diferencia simétrica

	Conjunción
	Suma simétrica


Tabla 3.3.2

Recordemos que dadas dos partes A y B de E:

· la diferencia simétrica de A y B es el conjunto de elementos de E que figuran un número impar de ocasiones en A 
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B; constatamos que 
A ∆ B = (A 
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· la suma simétrica de A y B es el conjunto de los elementos de E que figuran un número par de ocasiones e A 
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 B; que denotamos 

A 
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B = (A 
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Teorema 3.3.4
Todo retículo de Boole finito es isormofo al retículo de las partes de un cierto conjunto finito.

Demostración. Sea (B, ≤) un retículo de Boole finito. Para evitar las 
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trivialidades, supongamos que |B|≥2. Constatemos que 0 es el mínimo y 1 el 
máximo de B. Consideremos que el conjunto A de los átomos de B se define por


A = {a
[image: image12.wmf]Î

B |a es un sucesor de 0)

Dado que B es finito, A ≠ Ø (cf.  corolario 2.5.5). Planteémonos que  A = {a1, a2, ..., aח}. Asociemos a  todo x en B la parte de A definida por AX = {ai 
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A | ai  ≤ x}.

Si se tiene que 
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, evidentemente, es suficiente demostrar que 
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 . Esto es cierto para x = 0, puesto que una suma vacía es igual al elemento neutro de la suma. Si x  ≠ 0, entonces demostramos que  
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(cf. teorema 3.3.2). De hecho, si 
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  ≠ 0, entonces existiría un átomo aj  tal que aj  ≤
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. Esto supondría por una parte que aj  ≤ x por lo tanto aj 
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AX y, por otra, que aj  ≤ 
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, por lo que ajai = 0 para todo ai
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AX por lo que se llega a una contradicción. 
Consideremos la función h : B  P (A) tal que h(x) =Ax. Para mostrar que h es un isomorfismo de retículos, basta con demostrar, aplicando el teorema 2.11.7, que h es un isomorfismo de orden. Dejaremos la demostración en manos del lector.

3.3.3 Funciones booleanas

Sea E un conjunto y  B un álgebra de Boole sobre el conjunto [E B] de las funciones de E en B, definimos:

· la función 0: 0(x) = 0B
· la función 1: 1 = 1B
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· el complemento de una función f : f’(x) = [f(x)]’
· el producto de dos funciones f y g : [fg](x) = f(x) g(x)
· la suma de dos funciones f y g : [f+g](x) = f(x) + g(x)
Provisto de todas estas operaciones, [E B] es, evidentemente, un álgebra de Boole. Se puede demostrar que como retículo, [E B] está ordenado por la relación
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Teorema 3.3.5 
El conjunto de funciones de un conjunto arbitrario en un álgebra de Boole es un álgebra de Boole.

A continuación, nos interesaremos principalmente en [Bn  B].
Definición
Se denomina función booleana simple de n variables a toda función del álgebra Bn en el álgebra B.

Ejemplo 3.3.2  Existen varios modos de descripción de una función booleana simple de n variables. Se expondrán dos:
· Representación espacial

Interprétese cada n-tupla (x1, x2, ...,  xח) o xi 
[image: image23.wmf]Î

{0, 1} como las coordenadas de un vértice del n-cubo.

[image: image24.emf]
Figura 3.3.3
Álgebra de Boole
Dar una función booleana simple f de n variables, es dar un conjunto de vértices del n-cubo en el que f toma el valor 1. Se dice que este vértice está cubierto por f.

En la figura 3.3.3 se representa una función de 3 variables que cubre los vértices 011, 101, 110, 111.

· Representación tabular
Interprétese cada n-tupla (x1, x2, ...,  xח) o xi
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{0, 1} como la representación binaria de un entero comprendido entre 0 y 2n – 1. La tabla de valores de la función muestra una función booleana simple de n variables en cada punto al enumerar estas n-tuplas en el orden natural de los enteros que se representan. Ejemplo:

[image: image26.emf]
Tabla 3.3.3

La representación tabular tiene el defecto de enumerar los valores de la función en los puntos que no siempre son vecinos sobre el hipercubo. Para remediarlo, se pueden adoptar los mapas de Karnaugh que, para n baja, muestran una representación del hipercubo en el plano. 

Aquí debajo, el mapa de la derecha es el de Karnaugh de la función f más la altura; el mapa de la derecha representa una función de 4 variables x, y, z, t. Las columnas están  por xy y las líneas por z o zt.
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             [image: image27.emf]
Tabla 3.3.4

El número de funciones booleanas simples de n variables es 
[image: image28.wmf]2

2

n

. Aquí se muestran las 16 funciones de 2 variables. El índice de cada función permite encontrar la tabla de valores.

COMENTARIO TRADUCTOLÓGICO

Estamos ante un texto especializado del campo de las matemáticas discretas y la informática que va dirigido a un público especializado y, por lo tanto, supone un duro trabajo previo de documentación. Para poder hacer una buena traducción, se han consultado varias fuentes fiables, tanto en formato electrónico como en formato papel. Los libros más consultados en este caso han sido Matemática discreta de Francesc Comellas Padró et ál. y Matemática discreta y lógica matemática de María Teresa Hortala González et ál. 

Los problemas traductológicos que han surgido en la traducción de este texto y las estrategias que se han aplicado se van a analizar siguiendo esta clasificación: aspectos léxico-semánticos, aspectos estilíscos y discursivos y, por último, aspectos sobre convenciones de la escritura.

· ASPECTOS MORFOSINTÁCTICOS

Como todo el mundo sabe, la sintaxis no siempre es igual de una lengua a otra puesto que cada una presenta una serie distinta de peculiaridades. En este caso, el francés y el español tienen una estructura muy semejante ya que ambas son lenguas romances. 

En este caso concreto, el autor del texto origen (TO) emplea una sintaxis muy sencilla y concisa para exponen las ideas de una manera más clara. A la hora de traducir, se ha seguido esta estrategia pensando siempre en el receptor, que tiene que asimilar una serie de conceptos y razonamientos matemáticos.

· ASPECTOS LÉXICO-SEMÁNTICOS

La mayor dificultad que presenta el texto es su grado de especificidad, lo que conlleva a encontrarse con numerosos términos especializados del campo de las matemáticas discretas y la informática. 

Uno de los términos más difíciles de traducir fue treillis que aparece tanto por separado o como acompañado de un sustantivo treillis de Boole.  Al realizar un búsqueda en Internet, aparecen diferentes denominaciones para este término acompañado del sustantivo Boole: retículo de Boole, retículo booleano, retículas booleanas y retículas de Boole. Esta diversidad en las denominaciones para un término específico dificulta la tarea pero, finalmente, tomando como base los libros previamente mencionados, se ha optado por la traducción de treillis por retículo y treillis de Boole por retículo de Boole.  Lo mismo ocurre con fonctions booléennes que también se puede traducir por funciones booleanas o funciones de Boole. En español,  lo más común es usar la primera opción, que es la que se ha empleado en la traducción. El término Tableaux de Karnaugh se ha traducido por mapa de Karnaugh porque en este ámbito es más usual esta denominación que su traducción literal tabla de Karnaugh.

En cambio, a lo largo del texto han aparecido otros términos propios de esta especialidad que no presentaron mayor dificultad, o bien porque se traducían literal (hypercube por hipercubo, diagramme de Hasse por diagrama de Hasse, n-cube por n-cubo, átomes por átomos o isomorphisme por isomorfismo) o bien porque, aunque son términos específicos, también se emplean en el lenguaje general (sommets por vértices, dimension por dimensión, carré por cuadrado, cube por cubo, somme por suma o produit por producto).

Por último, dentro de los aspectos léxico-semánticos, hay que mencionar que las expresiones de las funciones se mantienen igual en ambas lenguas.
· ASPECTOS ESTILÍSCOS Y DISCURSIVOS

Como aspectos estilísticos y discursivos cabe destacar el uso impersonal y de tercera persona del plural a lo largo de todo el texto. En los casos en los que en el TO se emplea el sujeto on  en la traducción se usa la forma impersonal y cuando en el TO se usa la tercera persona del plural se mantiene igual en el texto traducido. Esta estrategia hace que el texto suene más natural y que muestre una cercanía hacia el lector haciéndolo partícipe.
· ASPECTOS SOBRE CONVENCIONES DE LA ESCRITURA
De acuerdo con la Ortografía y ortotipografía del español actual de Martínez de Sousa, los signos matemáticos que indican operaciones entre las cifras y las letras se separan por un espacio fijo e inseparable para evitar que se separen datos a final de línea. 
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