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Comenzamos recordando la notacién y suposiciones generales:
@ X1,X2,...,xT: serie de tiempo observada.
@ {X;},: proceso generador de la serie observada.
@ {a;},: proceso de ruido blanco (innovaciones).

@ a; es independiente de X; 1, X;_o,...
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Prediccién

Aplicacién a
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Recapitulacion

Modelos de memoria larga

Introduccion

Existen series reales estacionarias cuya fas:

@ Toma valores positivos.

@ Presenta un decaimiento muy lento a cero a medida que el
retardo crece.

El tipo de decaimiento que se observa es distinto del de los
ARIMA no estacionarios, en el sentido de que:

@ En los retardos bajos es mas rapido.
@ En los retardos altos es mucho mas lento (memoria larga).

Estas caracteristicas se han observado principalmente en ciertas
series meteoroldgicas, mediombientales, hidrolégicas y
financieras.
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El objetivo de este tema es la construccion de un modelo

estocastico (modelo FARIMA) que, de forma razonable, haya
podido generar a una serie de tiempo de este tipo.

Introduccion

Procesos
FARIMA:
Construccion
e
identificacion

Entonces, basandonos en dicho modelo, efectuaremos
predicciones de valores futuros de la serie de tiempo.

Estimacion
Diagnosis

Seleccion del

modelo De la misma forma que ocurria en el caso de los modelos
Az ARIMA, la base para construir los modelos FARIMA sera la
WSS Clase de modelos ARMA ya estudiada.

datos reales

Recapitulacion
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Germin El operador diferencia fraccional (1 — B)? (d no entero)

Aneiros Pérez

Introduccién

Si d fuese un nimero entero positivo, se verificaria que:
Procesos

FARIMA: : H :
Construccién (1 - B)d = Z:j:o (7)1d_l (_B)’ — 27:0 aiBIJ
?dentificacit’m .

donde «; puede escribirse como

Estimacion

Diagnosis

d! i
0 = e (=)
Seleccion del y (d—l)!l! ( )
modelo ., .
Sea I" la funcién gamma definida como

Prediccién

Aplicacién a

datos reales ‘]‘000 tX_le_tdt [} S| X > 0
Recapitulacién I_ (X) - (0. @] 0 SI X = 0
xI(1+x) ,six<0

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos de memoria larga

Sﬁ{;fnsp‘le Procesos FARIMA: Construccién e identificacién

German Teniendo en cuenta que:
Aneiros Pérez
o [(x)=(x—1)! parax=1,2,...

o (x) =00 parax=0,-1,-2,...

Introduccién
Procesos

FARIMA: - a0
Construccidn es sencillo observar que, cuando d es entero positivo,

e
identificacién d _ - p
Estimacién (1 B) - Zi:o Q B P

Diagnosis donde

Seleccion del

modelo L r(d+1) i
Prediccién al - r(d_l+1)r(’+1) (_1) '

Aplicacién a

e Puesto que la funcién [ esta definida para cualquier argumento
SRS real, si mantenemos la dltima expresién de (1 — B)d para el

caso en que d es una fraccién, tenemos construida la definicion
del operador diferencia fraccional.
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e Un proceso FARIMA(p,d,q) (siendo p y g niimeros enteros no
negativos y —0.5 < d < 0.5) es aquél que, después de

Procecos diferenciarlo d veces, se convierte en un proceso ARMA(p,q).
ZLE Es decir:

Construccion
e

identificacion {Xt}t es FARIMA(p,d,q) < (1 — B)d X: es ARMA(p,q).

Estimacion

Introduccién

Diagnosis
Seleccibn del Equivalentemente: {X;}, es un proceso FARIMA(p,d,q) si
admite una representacién del tipo:

Prediccién

Aplicacin 2 ¢(B)(1-B)! X; =c+0(B)a,

Recapitulacion

donde el polinomio ¢ (z) no tiene raices de médulo 1.
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Tiempo Procesos FARIMA: Construccion e identificacién
W El proceso FARIMA(p,d,q):
i @ Es estacionario. Ademas,

Procesos Cc = (1 - ¢1 - ¢P) Z(I)io Qus

FARIMA:
Construccién @ Si ¢(z) # 0 Vz con |z| <1, entonces admite una

e

identificacién representacion MA(oo)

Estimacion (e’)

Diagnosis Xe = p+ ZizO Yide—i,
- (e 9) 2 —

Seleccion del con ZIZO w[ < 00 y wo - 1

modelo
@ Si0(z) #0Vz con |z| <1, entonces admite una
Aplcacion « representacion AR(o0)

datos reales ar = Z,Oio T (thl' _ ,LL),

Recapitulacion

Prediccién

con Y Xgm < ooy mo=1.
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Germén A partir de ahora nos centraremos en modelos FARIMA(p,d,q)

Aneiros Pérez

con 0 < d < 0.5, que son, entre los modelos fraccionales, los
TeEEt que tienen mayor interés practico. Bajo este supuesto:
P . :
FARIMA: @ Sip(z)#0y6(z)#0Vz con |z| <1, entonces existe
Construccién 2d—1
e una constante a > 0 tal que px ~ ak cuando k — oo

identificacié mi i
entiicacion (decaimiento algebraico). Por tanto:

Estimacion 00
Diagnosis Zk:o pk =00
Seleccion del (procesos de memoria larga).

modelo
Prediccién
Nota: En los procesos ARMA(p,q) se verifica que existen
constantes a'y b (con |b| < 1) tales que px ~ ab cuando

k — oo (decaimiento exponencial), con lo que > 72 4 px < o©
(procesos de memoria corta).

Aplicacién a
datos reales

Recapitulacion
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FARIMA(0,0.48,0) FARIMA(0,0.2,0)

Procesos

FARIMA:

Construccién 21 1

e

identificacién s 2
o o
2 g

& &

HHlHHJJHIH

5 10 15 20 25 30

Retardo
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Procesos
FARIMA:
Construccion
e
identificacién

Modelos de memoria larga

Ejemplos de la fas (log-log) de procesos FARIMA

FARIMA(0,0.48,0)

log(fas)

25 =20

=3.0

=35
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FARIMA(0,0.2,0)

log(fas)

00
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Cormin Procesos FARIMA: Construccién e identificacié

Aneiros Pérez

La serie de tiempo. ..,

Introduccién iha sido generada por un proceso de memoria larga (FARIMA)?

Procesos 2o 5 .
FARIMA: o El gréfico de la serie frente al tiempo debe mostrar

Construccion

o estacionariedad. Sin embargo:

identificacién

© Una tipica caracteristica de las series generadas por
procesos de memoria larga es la presencia de tendencias y
ciclos locales (falsos), que desaparecen después de algin
S tiempo.
@ Esta desaparicidn sélo es observable en series muy largas,
Aplicacion lo que hace pricticamente imposible distinguir si una serie
datos reales corta procede de un proceso estacionario con memoria
i larga o de uno no estacionario.

Estimacion

Diagnosis

Prediccién
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Rio Nilo

Procesos
FARIMA:
Construccién 8 |
e I

identificacién ]

Nivel minimo (anual)
1200
1

T T T T T
600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 ! T ! i T ! !
800 700 600  -500  -400  -300  -200

log-Espesor de la capa de depésitos de sedimentos (anual)
3
L

Afio

Afio
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Tiempo Procesos FARIMA: Construccidn e identificacién

A @ La fas muestral py debe converger a cero muy lentamente,
en especial para retardos k grandes.

Introduccién

Procesos @ Para valores altos del retardo k, log (py) decrece
FARIMA: linealmente a medida que log (k) aumenta.

Construccion

e o Esta propiedad distingue un proceso de memoria larga
identificacién FARIMA de uno no estacionario ARIMA, pues en este
dltimo el decrecimiento lineal de log (px) es con k y no

Estimacion

Diagnosis con IOg(k)

Seleccion del

modelo

Frdfagtor Nota: Para procesos con memoria larga, no estd garantizada la

Aplicacién a

e normalidad asintética de pk. Esto implica que las bandas
N +1.96/V/ T que por defecto se muestran en los graficos de la
fas muestral pierden validez.
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Series de " "
Tiempo Estimacié
OBl  Suposiciones generales: La serie x1,...,x7 ha sido generada
por un proceso FARIMA(p,d,q)

Introduccién

rocesos _ d _
EK:?IMA: ¢(B) (1 B) Xe = C+9(B) at,
Construccion

identificacién @ Causal e invertible (en el sentido eXpresadO en este tema)
Estimacion y Gaussiano.

Diagnosis

@ Cuyos érdenes p y q son conocidos.

Seleccion del
modelo

Prediccion . . .

N Objetivo: Estimar ¢, ¢1,...,¢p,01,...,0q, 02y d.
Aplicacién a

datos reales

e VIétodos: Maxima verosimilitud, y varios métodos basados en
aproximaciones de la funcién de verosimilitud.
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Introduccion @ Método de maxima verosimilitud: Debido a la estructura
Procesos del proceso FARIMA (comparese con la del ARMA o con

Construceién la del ARIMA), la aplicacién de este método presenta
F— inconvenientes practicos motivados tanto por la dificultad
Estimacion en la construccién como por la lentitud en el calculo de la
Dlfrect funcién de verosimilitud. Como consecuencia de esto, se

Seleccian ddl suelen utilizar otros métodos de estimacién que,

it manteniendo las propiedades asintéticas de los estimadores
Ayfectn & de maxima verosimilitud, sean mas sencillos de obtener.

Recapitulacion
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Anciros Pérez @ Métodos basados en aproximaciones de la funcién de
verosimilitud:

Introduccién

. e Aproximacién basada en la representacion AR(co) del
rocesos . .
FARIMA: proceso: En esencia, se supone que se dispone de todo el

Construccion

. pasado de la serie: ..., x_5,X_1,Xp, X1, - --,x7. Utilizando
el dicho pasado se construye la funcién de verosimilitud,
SR posteriormente se trunca (se fijan a pu los valores

Diagnosis ...,X_2,X_1,%0) Y se obtienen los pardmetros que

Seleccion del maximizan a dicha "funcién de verosimilitud truncada”.

modelo

e Aproximacién de Whittle: Consiste en aproximar a la

» funcién de verosimilitud a través de cierta funcién del
e periodograma y de la funcién de densidad espectral de la
serie. Dicha aproximacién es maximizada para obtener las
estimaciones.

Prediccién

Recapitulacion
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Anciros Pérez @ Métodos basados en aproximaciones de la funcién de
verosimilitud:

o Aproximacién de Haslett y Raftery (1989, Journal of the

Introduccién

Procesos

FARIMA: Royal Statistical Society, Series C): Una de las dificultades
Sonsteden practicas que tiene la construccién de la funcién de
identificacién verosimilitud exacta es la obtencién de la dependencia
Estimacion (correlacién) entre las variables del proceso, la cual forma
Diagnosis parte de la funcién de verosimilitud. En esencia, estos
Seleccion del autores proponen utilizar valores aproximados de dicha

modelo

dependencia para retardos grandes (concretamente,
utilizan los valores asintéticos). De esta forma, construyen
una aproximacién de la funcién de verosimilitud, la cual es
maximizada para obtener las estimaciones. Este es el
método utilizado tanto por el R como por el S-PLUS.

Prediccién

Aplicacién a
datos reales

Recapitulacion
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German Al igual que en el tema anterior:

Aneiros Pérez

@ Cuando hablamos de la funcién de verosimilitud nos
referimos a la Gaussiana (como hipétesis de partida hemos

Procesos 0

FARIMA: supuesto que el proceso FARIMA(p,d,q) es Gaussiano).

Construccion
e
identificacion

Introduccién

@ La Gaussianidad garantiza la eficiencia asintética de los
estimadores, asi como la normalidad de los errores de
prediccion.

Estimacién
Diagnosis
ST @ La ausencia de Gaussianidad implica la pérdida de
eficiencia de los estimadores basados en la verosimilitud
T Gaussiana, aunque siguen siendo asintéticamente
it vl insesgados y normales. Sin embargo, invalida a los
Recapitulacidn intervalos de prediccion construidos bajo la suposicién
Gaussiana.

Prediccién
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Diagnosis

Modelos de memoria larga

Diagnosis

Una vez que un modelo FARIMA ha sido estimado, la etapa de
diagnosis o chequeo de las hipdtesis basicas realizadas sobre él
se realiza de modo analogo a lo hecho en los procesos ARIMA.

Se trata de verificar que las innovaciones son ruido blanco
(preferiblemente Gaussiano), lo cual se realiza analizando el
comportamiento de los residuos.
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German

v | os 6rdenes p y q del modelo FARIMA se seleccionan a través
de alguno de los criterios AIC, AlCc o BIC utilizados en la
e seleccién de modelos Box-Jenkins, con las pertinentes
e modificaciones provocadas por el método de estimacion
utilizado. Concretamente, debe tenerse presente que:

e
identificacion

Estimacion @ Ahora hay un pardmetro mas: d.

Introduccién

DI @ Si no se utiliza el método de maxima verosimilitud

Seleccidn del (exacta) para obtener las estimaciones, entonces en la
it expresion de las funciones AIC, AlCc y BIC la funcién de
Aplicacién a verosimilitud L debe ser sustituida por la aproximacion

datos reales

utilizada (funcién de verosimilitud truncada, aproximacién
de Whittle 6 aproximacién de Haslett y Raftery).

Recapitulacion
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Suposiciones generales: Se dispone de una serie de tiempo
e X1,...,XT generada por un proceso estocastico {X;},.

Procesos
FARIMA: .. . -
e ——— Suposiciones particulares: {X;}, tiene una estructura FARIMA

=

identificacién con parametros conocidos.
Estimacion
Diagnosis Objetivo: Predecir, a partir de la serie observada xi, ..., xT, el
Seleccién del valor futuro del proceso dentro de k periodos de tiempo; esto
modelo -

es, predecir el valor de X7 .

Prediccién

Aplicacién a

datos reales Notacion: Al igual que en el tema anterior, dicha prediccién
(SRR  (con origen en T y horizonte k) serd denotada por x7 (k).
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Las predicciones se obtienen en base a la representacion
Introduccién AR(OO) del proceso:

Procesos

FARIMA: . 0 )
Construccién Xt =M — Z,:]_ i (Xt—[ - /J) a4 dt.

e
identificacion

Asi, para predecir con origen en T y horizonte k = 1 se hace
uso de la expresion

Estimacion
Diagnosis

Seleccion del

modelo XT+1 = lu’ _ Z?il T (XT+1—I - :u’) + aT+17

Prediccién

en base a la cual obtenemos
Aplicacién a

datos reales

< T
Recapitulacion XT (1) = iu' — Zl:l 7TI (XT+1—I — Iu’) °
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W Para predecir con origen en T y horizonte k = 2 utilizamos la
prediccién a horizonte 1 que acabamos de obtener (X7 (1)) y la
expresion

Introduccién

Procesos
FARIMA:
Construccion

: Xra=p =72, i (X742 — 1) + at2.

identificacion
Estimacion Basdndonos en esta expresién y haciendo uso de X7 (1)
Diagnosis obtenemos la prediccién a horizonte kK = 2

Seleccion del
modelo ?T (2) = /«L _ 7T1 (?T (1) — 'LL) — ZIT:—;]' 7‘(’, (XT+2—I - :u’) o

Prediccién

Aplicacién a
datos reales

La aplicacién sucesiva de este procedimiento nos permite
obtener X7 (k) para cualquier horizonte k.

Recapitulacion
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German Intervalos de prediccién

Aneiros Pérez

Del mismo modo que ocurria en los procesos ARIMA, se tiene
Introduccion que, cuando "T es grande” y las innovaciones {a;}, son
S Gaussianas, el error de prediccién verifica que
Construccion -
identificacion Xtk — X7 (k) = N (07 03 (1 + 7/’% +eee ¢i_1))v

Estimacion

donde 1); son los coeficientes de la representacién MA(oo)

Diagnosis

Seleccion del

modelo Xf — /’l’ + at + /l/}].at—l + 1/}23t—2 + U

Prediccién

o Por tanto, un intervalo de prediccién (al 95%) para el valor de
Aplicacién a
datos reales XT+k sera’

Recapitulacion

()?T (k) £1.96/03 (1+92+ - +42_y)).
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Aplicacion a
datos reales

Modelos de memoria larga

Aplicacién a datos reales

Para finalizar, presentamos un ejemplo con datos reales en el
que se hace uso de gran parte de lo expuesto en este capitulo.

La serie que analizaremos es la serie de niveles minimos anuales
del rio Nilo, medidos en el indicador del Roda (cerca de El
Cairo). Esta serie, que comienza en el afio 622 y finaliza en el
1284, es una serie clasica dentro del contexto de los procesos
con memoria larga.
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Aplicacién a
datos reales

Modelos de memoria larga

1: Identificacion de la presencia de memoria larga

Nivel minimo del rio Nilo El grafico de la izquierda

Nivelminimo (anaf)

sugiere que la serie ha sido

1000 1300

00 04 08

WWWMWWWW generada por un proceso de
Lw & & & % & = | memoria larga.
1 MHHHlunmumlmu. b

German Aneiros Pérez
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Tiempo Aplicacién a datos reales
Germén 2: Identificacién (BIC) del FARIMA

Aneiros Pérez

Ity ety Se ha utilizado el criterio BIC para seleccionar los 6rdenes p y q

e del FARIMA que sugeriremos como generador de la serie.

Sonstruccion Dichos valores se han seleccionado dentro del rango {0, 1,2}.
identificacion

Estimacion El modelo con menor BIC ha resultado ser un FARIMA(0,d,0)
Diagnosis (p=9=0) que, como sabemos puede representarse a través de
Seleccién del Cualquiera de Ias 3 formas equivalentes:

modelo
Prediccién

Aplicacién a (1] (1 — B)dXt =cCc+ a;

datos reales

Recapitulacion g (1 — B)d (Xt - IJ’) = at
Q@ Xi=u+(1-B)“a
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Aplicacién a datos reales
German
Aneiros Pérez 3: Estimacién del FARIMA identificado

Introduccién

Procesos

Las estimaciones de sus parametros a través de la
I maximizacién de la aproximacién de la funcién de verosimilitud
S dada por Haslett y Raftery han resultado:

identificacion
o d =0.3938 (0.0305), /i = 1147.72 y 52 = 4906.31.

Seleccion del
modelo

Por tanto, si los residuos superan los distintos contrastes (ruido
P blanco), tenemos corroborada la presencia de memoria larga

CLLEACELS (ndtese que un intervalo de confianza al 95% para el pardmetro
B de diferenciacién fraccional d es (0.3340,0.4536)).

Prediccién
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German
Aneiros Pérez

Graficos de residuos y Q-Q Contrastes de independencia
normal

1 st o b o

B . ‘
HE
R £ -
Aplicacién a H
3 2 ! o 1 : 3
R —

datos reales
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Conclusién: Un modelo
normalidad FARIMA(0, 0.3938, 0) con
@ Hy:pua=0 innovaciones no Gaussianas
p — valor = 0.8182 resulta adecuado como
@ Hp : Normalidad generador de la serie de niveles
o Jarque-Bera: minimos anuales del rio Nilo.

p — valor = 0.0000

e e Shapiro-Wilk:
dAﬂ:acsaf:;Te: p — valor = 0.0055
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German
Aneiros Pérez

Para finalizar el estudio, el
FARIMA(0,0.3938,0) que
hemos seleccionado y estimado
fue utilizado para realizar
predicciones con origen en

T = 663 y horizontes de
predicciéon k =1, ...,50. Estas
pueden observarse en el grafico
de la derecha (naranja), junto
con el valor de la media del
FARIMA (azul).

Aplicacion a
datos reales

Predicciones, ...

German Aneiros Pérez

1250 1300

1200

Series de Tiempo




Modelos de memoria larga

Series de
Tiempo

Germén Aplicacién a datos reales

Aneiros Pérez

Con el fin de comparar el comportamiento de las predicciones
. basadas en modelos de memoria larga (FARIMA) con el de las
rocesos . . Z
FARIMA: basadas en modelos de memoria corta (ARMA), se seleccioné a

Construccion , . . .

e través del criterio BIC un modelo ARMA como posible

identificacion . . ,
generador de la serie que estamos estudiando. Sus 6rdenes p y

q se seleccionaron dentro del rango {0,1,...,8}.

Introduccién

Estimacion

Diagnosis

Seleccion del o El modelo seleccionado fue un ARMA(2,1) con constante.

modelo

@ Una vez analizados los residuos, la conclusién fue que
et dicho ARMA(2,1) con innovaciones no Gaussianas es un
datos reales modelo razonable para haber generado la serie.

Recapitulacion

Prediccién

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos de memoria larga

Series de
Tiempo

German

Aneiros Pérez F/AI'?/I\ﬂ/A(Oq 03938, 0)

Aplicacién a
datos reales

620 640 660 680 700

Tiempo

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos de memoria larga

Series de

Tiempo Aplicacién a datos reales

German

N | os 2 graficos anteriores nos muestran la tipica diferencia entre
las predicciones basadas en modelos con memoria larga y las
basadas en modelos con memoria corta:

Introduccién

Procesos
R @ Aunque en ambos casos convergen a la media, la

T velocidad de esta convergencia es muy superior en los de
Estimacion memoria corta.

Diagnosis @ Puesto que la utilizacién de la media como predictor de
Seleccién del futuros valores del proceso es equivalente a la

modelo

independencia del futuro con el pasado, se tiene que:

e o Memoria corta: el pasado ejerce muy poca influencia sobre
datos reates el futuro lejano (practicamente son independientes).
Recapitulacién o Memoria larga: la influencia del pasado sobre el futuro
persiste en el tiempo.

Prediccién

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos de memoria larga

Series de 5 -z
Tiempo Recapitulacién

German A |O |arg0 de este tema:

Aneiros Pérez

e @ Se ha construido la clase de modelos FARIMA (memoria

Procesos |a rga) :

FARIMA: ,

Construccién @ Se han propuesto algunos métodos para detectar la
e

identificacion presencia de memoria larga.

Etacicn @ Se han propuesto estimadores de sus parametros y se han
P mostrado algunas de sus propiedades asintéticas.

Seleccion del

modelo @ Se han construido predictores e intervalos de prediccién
Prediccién para sus valores futuros.

Aplicacién a

datos reales @ Se ha comparado el comportamiento de las predicciones
Recapitulacién basadas en modelos de memoria larga con las basadas en
modelos de memoria corta.

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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