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Introducción

Procesos
ARMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construcción
e
identificación

Estimación

Diagnosis

Selección del
modelo

Predicción

Aplicación a
datos reales

Recapitulación

Part III

Modelos Box-Jenkins
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Introducción

Comenzamos recordando la notación general:

x1, x2, . . . , xT : serie de tiempo.

{Xt}t : proceso generador de la serie de tiempo.

{at}t : proceso de ruido blanco (innovaciones).

Además, supondremos que:

at es independiente de Xt−1,Xt−2, . . .

Esto implica que el conocimiento de los valores de
Xt−1,Xt−2, . . . no aporta información acerca de at .
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Introducción

El primer objetivo de este tema es la construcción de un
modelo estocástico sencillo que, de forma razonable, haya
podido generar a la serie de tiempo de que disponemos.

Entonces, basándonos en dicho modelo, podremos:

Comprender la dinámica de la serie de tiempo.

Efectuar predicciones de valores futuros de la serie de
tiempo.
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Introducción

La planificación del presente tema puede resumirse en las
siguientes etapas:

1 Presentación de una clase de modelos estocásticos
paramétricos pero flexibles (han demostrado su utilidad
como posibles generadores de series de tiempo reales).

2 Exposición de técnicas que nos permitan seleccionar
alguno de dichos modelos como generador de nuestra serie
de tiempo.

3 Construcción de estimadores para los parámetros del
modelo.

4 Predicción de futuros valores de la serie en base al modelo
estimado.
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Procesos autorregresivos: AR

Imaginemos que deseamos construir un modelo para la
cantidad de agua (Xt) que hay al final del mes t en un embalse.
Puesto que dicha cantidad es aleatoria, el modelo ha de ser un
modelo estocástico. Haremos las siguientes suposiciones:

Durante el mes t llega al embalse una cantidad de agua
c + at , siendo c la cantidad media de agua que llega y at

una v.a. de media cero y varianza constante que hace que
la entrada de agua vaŕıe de un mes a otro.

Cada mes se gasta una proporción fija 1− φ1 de las
existencias iniciales.

Se tiene que el modelo buscado es:

Xt = c + φ1Xt−1 + at .
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Procesos autorregresivos: AR

Un proceso estacionario {Xt}t que admite la representación

Xt = c + φ1Xt−1 + at ,

donde c y φ1 son constantes, se conoce como un ”proceso
autorregresivo de orden 1”, y se denota por AR(1).

Se verifica que:

El proceso AR(1) explica el valor actual (Xt) como una
función lineal de 1 valor pasado (Xt−1).

El proceso AR(1) siempre es invertible.
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(1)

AR(1): φ1 > 0 AR(1): φ1 < 0
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Procesos autorregresivos: AR

Un proceso estacionario {Xt}t que admite la representación

Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + at ,

donde c, φ1 y φ2 son constantes, se conoce como un ”proceso
autorregresivo de orden 2”, y se denota por AR(2).

Se verifica que:

El proceso AR(2) explica el valor actual (Xt) como una
función lineal de 2 valores pasados (Xt−1 y Xt−2).

El proceso AR(2) siempre es invertible.

Germán Aneiros Pérez Series de Tiempo



Series de
Tiempo

Germán
Aneiros Pérez
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(2)

AR(2): φ1 > 0, φ2 > 0 AR(2): φ1 < 0, φ2 > 0
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(2)

AR(2): φ1 > 0, φ2 < 0 AR(2): φ1 < 0, φ2 < 0
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Procesos autorregresivos: AR

Un proceso estacionario {Xt}t que admite la representación

Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p + at ,

donde c, φ1, . . . , φp son constantes, se conoce como un
”proceso autorregresivo de orden p” (AR(p)).

Se verifica que:

Estacionario ⇔ 1− φ1z − φ2z2 − · · · − φpzp 6= 0

∀z con |z | = 1.

Causal ⇔ 1−φ1z −φ2z2− · · · −φpzp 6= 0 ∀z con |z | ≤ 1.

Siempre es invertible.

La fap se anula para todo retardo mayor que p.
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Procesos de medias móviles: MA

Un proceso {Xt}t que admite la representación

Xt = c + at + θ1at−1,

donde c y θ1 son constantes, se conoce como un ”proceso de
medias móviles de orden 1”, y se denota por MA(1).

Se verifica que:

El proceso MA(1) explica el valor actual (Xt) como una
función lineal de 1 valor pasado de un proceso de ruido
blanco (at−1).

El proceso MA(1) siempre es estacionario y causal.
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Introducción

Procesos
ARMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construcción
e
identificación

Estimación

Diagnosis

Selección del
modelo

Predicción

Aplicación a
datos reales

Recapitulación

Modelos Box-Jenkins

Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(1)

MA(1): θ1 > 0 MA(1): θ1 < 0
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Procesos de medias móviles: MA

Un proceso {Xt}t que admite la representación

Xt = c + at + θ1at−1 + θ2at−2,

donde c, θ1 y θ2 son constantes, se conoce como un ”proceso
de medias móviles de orden 2”, y se denota por MA(2).

Se verifica que:

El proceso MA(2) explica el valor actual (Xt) como una
función lineal de 2 valores pasados de un proceso de ruido
blanco (at−1 y at−2).

El proceso MA(2) siempre es estacionario y causal.
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Introducción

Procesos
ARMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construcción
e
identificación

Estimación

Diagnosis

Selección del
modelo

Predicción

Aplicación a
datos reales

Recapitulación

Modelos Box-Jenkins

Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(2)

MA(2): θ1 > 0, θ2 > 0 MA(2): θ1 < 0, θ2 > 0
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(2)

MA(2): θ1 > 0, θ2 < 0 MA(2): θ1 < 0, θ2 < 0
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Procesos de medias móviles: MA

Un proceso {Xt}t que admite la representación

Xt = c + at + θ1at−1 + θ2at−2 + · · ·+ θqat−q,

donde c, θ1, . . . , θq son constantes, se conoce como un
”proceso de medias móviles de orden q” (MA(q)).

Se verifica que:

Siempre es estacionario y causal.

Invertible ⇔ 1 + θ1z + θ2z2 + · · ·+ θpzq 6= 0

∀z con |z | ≤ 1.

La fas se anula para todo retardo mayor que q.
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Procesos ARMA

La introducción en un mismo proceso estacionario de
estructura autorregresiva (AR) y de medias móviles (MA) da
lugar a los procesos ARMA.

Aśı, por ejemplo, se tienen los procesos:

ARMA(1,1): Xt = c + φ1Xt−1 + at + θ1at−1.

ARMA(2,1): Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + at + θ1at−1.

ARMA(1,2): Xt = c + φ1Xt−1 + at + θ1at−1 + θ2at−2.

ARMA(2,2):

Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + at + θ1at−1 + θ2at−2.
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

ARMA(1,1): φ1 > 0, θ1 > 0 ARMA(1,1): φ1 < 0, θ1 < 0
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

ARMA(1,1): φ1 > 0, θ1 < 0 ARMA(1,1): φ1 > 0, θ1 < 0
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

ARMA(1,1): φ1 < 0, θ1 > 0 ARMA(1,1): φ1 < 0, θ1 > 0

Germán Aneiros Pérez Series de Tiempo



Series de
Tiempo

Germán
Aneiros Pérez
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Procesos ARMA

Un proceso estacionario {Xt}t que admite la representación

Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p

+at + θ1at−1 + θ2at−2 + · · ·+ θqat−q,

donde c, φ1, . . . , φp, θ1, . . . , θq son constantes, se conoce como
un proceso ARMA(p,q).

Se verifica que:

c = µ (1− φ1 − · · · − φp).

ARMA(p,0) ⇔ AR(p).

ARMA(0,q) ⇔ MA(q).
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Introducción

Procesos
ARMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construcción
e
identificación

Estimación

Diagnosis

Selección del
modelo

Predicción

Aplicación a
datos reales

Recapitulación

Modelos Box-Jenkins

Procesos ARMA

Estacionario ⇔ 1− φ1z − φ2z2 − · · · − φpzp 6= 0

∀z con |z | = 1.

Causal ⇔ 1−φ1z −φ2z2− · · · −φpzp 6= 0 ∀z con |z | ≤ 1.

Invertible ⇔ 1 + θ1z + θ2z2 + · · ·+ θpzq 6= 0

∀z con |z | ≤ 1.

La clase de procesos ARMA es muy flexible:

Si {Yt} es un proceso estacionario tal que γY ,h → 0
cuando h→∞, entonces, dado cualquier número entero
k > 0, existe un proceso ARMA {Xt} tal que γX ,h = γY ,h

∀h = 0, 1, . . . , k .
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Procesos ARMA

La ecuación que define al proceso ARMA(p,q)

Xt = c + φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + · · ·+ φpXt−p

+at + θ1at−1 + θ2at−2 + · · ·+ θqat−q,

se puede escribir en la forma compacta

φ (B) Xt = c + θ (B) at ,

donde

φ (B) =
(
1− φ1B − φ2B2 − · · · − φpBp

)
,

θ (B) =
(
1 + θ1B + θ2B2 + · · ·+ θqBq

)
y B denota al operador retardo, definido por BXt = Xt−1.
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Procesos ARMA

fas fap

AR(p)
Muchos coeficientes
no nulos∗

Se anula para todo
retardo mayor que p

MA(q)
Se anula para todo
retardo mayor que q

Muchos coeficientes
no nulos∗

ARMA(p,q)
Muchos coeficientes
no nulos∗

Muchos coeficientes
no nulos∗

∗A partir de los primeros retardos, convergen muy rápidamente
a cero, como suma de funciones exponenciales y/o sinusoidales.
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Procesos ARMA

La clase de procesos ARMA que acabamos de estudiar:

Es una familia de procesos estacionarios.

Es muy flexible: puede modelizar gran variedad de series
generadas por procesos estacionarios.

Dada una ”serie de tiempo estacionaria”, trataremos de
modelizarla a través de un proceso ARMA(p,q).

Las primeras cuestiones a resolver son:

1 ¿Cómo asesorarnos acerca de si una serie de tiempo ha
sido generada o no por un proceso estacionario (ARMA)?

2 Si efectivamente ha sido generada por un proceso ARMA,
¿cómo identificar los valores de p y q?
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La serie de tiempo. . . ,
¿ha sido generada por un proceso estacionario (ARMA)?

Serie estacionaria (ARMA)

El gráfico de la serie frente
al tiempo debe mostrar:

Nivel constante.
Variabilidad constante.

La fas muestral ρ̂k debe
converger a cero muy
rápidamente a medida que
el retardo k crece.

Nivel no constante (tendencia)
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Introducción

Procesos
ARMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA:
Construcción
e
identificación

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construcción
e
identificación

Estimación

Diagnosis

Selección del
modelo

Predicción

Aplicación a
datos reales

Recapitulación

Modelos Box-Jenkins

Varianza no constante Nivel y varianza no constantes
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Serie estacionaria Serie estacionaria
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Procesos ARMA

Dada una serie de tiempo generada por un proceso ARMA. . . ,
¿cuáles son los órdenes p y q correspondientes? (Identificación)

Para responder a esta pregunta nos basaremos, en un principio,
en la información que nos suministran la fas y la fap muestrales
(ρ̂k y α̂k , respectivamente).

Tanto ρ̂k como α̂k dependen de la serie de tiempo observada, y
sus valores cambiarán con ella (son aleatorios).

Por ello, para obtener información a partir de ρ̂k y α̂k

necesitamos conocer su distribución muestral.
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Procesos ARMA

Distribución muestral de ρ̂k y de α̂k . Inferencia
Si el tamaño de la serie (T ) es ”grande” se verifica que:

Ruido blanco i.i.d. ⇒


ρ̂k ≈ N

(
0,

1√
T

)
, ∀ k

α̂k ≈ N

(
0,

1√
T

)
, ∀ k

Conclusión: Si la serie ha sido generada por un proceso de ruido
blanco i.i.d., debeŕıa cumplirse para cada k = 1, 2, . . . (con un
nivel de significación individual aproximado del 5%) que:

ρ̂k ∈
(
−1.96√

T
,

1.96√
T

)
y α̂k ∈

(
−1.96√

T
,

1.96√
T

)
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Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso de ruido blanco.
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Procesos ARMA

Distribución muestral de α̂k . Inferencia
Bajo condiciones generales (incluyendo T ”grande”) se verifica
que:

AR(p) ⇒ α̂k ≈ N

(
0,

1√
T

)
, ∀ k > p.

Conclusión: Si la serie ha sido generada por un proceso AR(p),
debeŕıa cumplirse para cada k > p (con un nivel de
significación individual aproximado del 5%) que:

α̂k ∈
(
−1.96√

T
,

1.96√
T

)
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Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso AR(2).
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Procesos ARMA

Distribución muestral de ρ̂k . Inferencia
Bajo condiciones generales (incluyendo T ”grande”) se verifica
que:

MA(q) ⇒ ρ̂k ≈ N

0,

√
1 + 2

(
ρ2

1 + · · ·+ ρ2
q

)
√

T

, ∀ k > q.

Conclusión: Si la serie ha sido generada por un proceso MA(q),
debeŕıa cumplirse para cada k > q (con un nivel de
significación individual aproximado del 5%) que:

ρ̂k ∈

±1.96

√
1 + 2

(
ρ̂2

1 + · · ·+ ρ̂2
q

)
T
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Modelos Box-Jenkins

Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso MA(1) o por un
AR(2).
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Procesos ARMA

La identificación de los órdenes p y q de un proceso ARMA
mixto (p 6= 0 6= q) a partir del estudio de la fas (ρ̂k) y la fap
(α̂k) muestrales es una tarea muy complicada.

De momento, nos limitamos a identificar procesos AR o MA a
partir de ρ̂k y α̂k .

Más tarde, veremos un método (semi-automático) para
identificar procesos ARMA generales.
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Procesos ARMA estacionales

Los procesos ARMA generales explican el presente a través de
una función lineal de observaciones e/o innovaciones consectvs.
ocurridas en el pasado inmediato (dependencia regular).

Particularizándolos al caso en que sean nulos los coeficientes φi

y θj con sub́ındice no múltiplo de s, tendremos procesos que
explican el presente a través de una función lineal de
observaciones e/o innovaciones ocurridas en instantes pasados
múltiplos de un retardo estacional s (dependencia estacional).

Aśı, suponiendo que el proceso en cuestión es estacionario:

AR(1)12: Xt = c + Φ1Xt−12 + at .

MA(2)4: Xt = c + at + Θ1at−4 + Θ2at−8.

ARMA(1,1)12: Xt = c + Φ1Xt−12 + Θ1at−12 + at .
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Ejemplo de la fas y la fap de procesos AR(1)12 y MA(2)4

AR(1)12 MA(2)4
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Modelos Box-Jenkins

Ejemplo de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)12

ARMA(1,1)12: Φ1 > 0,Θ1 > 0 ARMA(1,1)12: Φ1 < 0,Θ1 < 0
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Procesos ARMA estacionales

Un proceso estacionario {Xt}t que admite la representación

Xt = c + Φ1Xt−s + Φ2Xt−2s + · · ·+ ΦPXt−Ps

+at + Θ1at−s + Θ2at−2s + · · ·+ ΘQat−Qs ,

donde c,Φ1, . . . ,ΦP ,Θ1, . . . ,ΘQ son constantes, se conoce
como un proceso ARMA(P,Q)s (proceso ARMA estacional).

Es un ARMA(sP,sQ) con muchos coeficientes nulos. Por
tanto, las condiciones de estacionariedad, causalidad e
invertibilidad se deducen de las de los ARMA.

ARMA(P,0)s ⇔ AR(P)s .

ARMA(0,Q)s ⇔ MA(Q)s .
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Procesos ARMA estacionales

La ecuación que define al proceso ARMA(P,Q)s

Xt = c + Φ1Xt−s + Φ2Xt−2s + · · ·+ ΦPXt−Ps

+at + Θ1at−s + Θ2at−2s + · · ·+ ΘQat−Qs ,

se puede escribir en la forma compacta

Φ (Bs) Xt = c + Θ (Bs) at ,

donde

Φ (Bs) =
(
1− Φ1Bs − Φ2B2s − · · · − ΦPBPs

)
,

Θ (Bs) =
(
1 + Θ1Bs + Θ2B2s + · · ·+ ΘQBQs

)
y Bs denota al operador retardo estacional, definido por
BsXt = Xt−s .
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Procesos ARMA estacionales

fas∗ fap∗

AR(P)s

Retardos s, 2s, . . . :
Muchos coeficientes
no nulos

Se anula para todo
retardo mayor
que Ps

MA(Q)s

Se anula para todo
retardo mayor
que Qs

Retardos s, 2s, . . . :
Muchos coeficientes
no nulos

ARMA(P,Q)s

Retardos s, 2s, . . . :
Muchos coeficientes
no nulos

Retardos s, 2s, . . . :
Muchos coeficientes
no nulos

∗Los valores en los retardos no estacionales (dististos de ks)
son nulos.
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Utilizando la información contenida en la tabla anterior, y la
distribución muestral de ρ̂k ó α̂k bajo procesos MA ó AR,
respect., identificamos algunos procesos ARMA estacionales.

Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso AR(1)3.
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Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso AR(1)12 o por un
MA(1)12.
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Procesos ARMA estacionales multiplicativos

ARMA: φ (B) Xt = c + θ (B) at . Modeliza la dependencia
regular (dependencia con observaciones e/o innovaciones
consecutivas).

ARMA estacional: Φ (Bs) Xt = c + Θ (Bs) at . Modeliza la
dependencia estacional (dependencia con observaciones
e/o innovaciones separadas s, 2s, . . . instantes de tiempo).

ARMA estacional multiplicativo: Combinando ambos
modelos, podemos modelizar conjuntamente la
dependencia regular y la estacional a través del modelo

φ (B) Φ (Bs) Xt = c + θ (B) Θ (Bs) at .

Este modelo se denota por ARMA(p,q)×(P,Q)s y es, en
particular, un ARMA(p+sP,q+sQ) con muchos
coeficientes nulos.
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Procesos ARMA estacionales multiplicativos

El proceso AR(1)× MA(1)12.
1 (1− φ1B) Xt = c +

(
1 + Θ1B12

)
at .

2 Xt = c + φ1Xt−1 + at + Θ1at−12.

El proceso MA(1)×AR(1)12.
1
(
1− Φ1B12

)
Xt = c + (1 + θ1B) at .

2 Xt = c + Φ1Xt−12 + at + θ1at−1.

El proceso AR(1)×AR(1)12.
1 (1− φ1B)

(
1− Φ1B12

)
Xt = c + at .

2 Xt = c + φ1Xt−1 + Φ1Xt−12 − φ1Φ1Xt−13 + at .

El proceso MA(1)×MA(1)12.
1 Xt = c + (1 + θ1B)

(
1 + Θ1B12

)
at .

2 Xt = c + at + θ1at−1 + Θ1at−12 + θ1Θ1at−13.
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Ejemplos de la fas y la fap de ARMAs estacionales multiplicativos

AR(1)×MA(1)12 MA(1)×AR(1)12
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Ejemplos de la fas y la fap de ARMAs estacionales multiplicativos

AR(1)×AR(1)12 MA(1)×MA(1)12
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Procesos ARMA estacionales multiplicativos

Fas de un proceso ARMA estacional multiplicativo:

En los retardos bajos (1, 2, . . . , [s/2]) se observará la fas
de la parte regular.

En los retardos estacionales (s, 2s, 3s . . .) se observará la
fas de la parte estacional.

A ambos lados de los retardos estacionales se repetirá la
fas de la parte regular (quizás invertida).
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Procesos ARMA estacionales multiplicativos

Fap de un proceso ARMA estacional multiplicativo:

En los retardos bajos (1, 2, . . . , [s/2]) se observará la fap
de la parte regular.

En los retardos estacionales (s, 2s, 3s . . .) se observará la
fap de la parte estacional.

A la derecha de cada retardo estacional aparecerá la fap
de la parte regular (quizás invertida).

A la izquierda de cada retardo estacional aparecerá la fas
de la parte regular (quizás invertida).
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Utilizando la información contenida en las 2 transparencias
anteriores, y la distribución muestral de ρ̂k ó α̂k bajo procesos
MA ó AR, respectivamente, identificamos algunos procesos
ARMA estacionales multiplicativos.

Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso AR(1)×AR(1)7.
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Serie, fas y fap Conclusión

Los gráficos de la izquierda
sugieren que la serie:

1 Es estacionaria.

2 Ha sido generada por un
proceso MA(1)×AR(1)12.
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Procesos ARMA

La clase de procesos ARMA (que incluye a los estacionales y a
los estacionales multiplicativos) que acabamos de estudiar es
una familia muy flexible de procesos estacionarios.

Sin embargo:

No abundan series reales generadas por procesos
estacionarios.

El nivel medio de las series reales suele variar con el tiempo
(existencia de tendencia y/o componente estacional).

Por tanto:

Necesitamos otra clase de procesos que incorpore estas
variaciones.

La base para construir dicha clase será la familia ARMA.
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