María Leyenda Rodríguez

EJERCICIO: Construcción de un modelo de regresión con una variable explicativa discreta y otra continua.

El módulo básico de R contiene un ejemplo, denominado CO2, relativo a la absorción de CO2 de ciertas plantas en función de la concentración de CO2 ambiental, del origen de la planta y de un factor que indica si la planta ha sido sometida a helada la noche anterior al experimento.

a) Construcción de un modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, en base a la significación de coeficientes.


En primer lugar, observamos que tenemos dos variables explicativas; una asociada a la concentración ambiental y otra asociada al origen de la planta. Por tanto, existen varios modelos posibles que se obtienen como resultado de la combinación de las variables explicativas, operaciones sobre ellas o interacciones. Luego tendremos que buscar el modelo que mejor ajuste los datos y que a la vez sea lo más sencillo posible, es decir, se trata de incorporar al modelo únicamente los elementos que estén justificados para la mejora del ajuste, la significación medida con alguna prueba o criterios similares. 


 Los métodos que nos resuelven el problema descrito anteriormente son los métodos de selección de variables. 


Lo habitual es que los métodos de selección de variables respeten la estructura jerárquica del modelo, y por tanto, sólo incorporen un elemento al modelo si el modelo ya posee todos los efectos de orden inferior.


Estos métodos suelen aplicar dos pautas:


Métodos Forward: Se parte de un modelo sencillo y se van añadiendo términos con algún criterio, hasta que se considera que no procede añadir ninguno más.


Métodos Backward: Se parte de un modelo muy complejo, que contiene todos los efectos que pueden llegar a influir en la variable respuesta, y se van eliminando términos con algún criterio, hasta llegar a la conclusión de que no procede suprimir ninguno más.


También hay métodos de selección que combinan pasos forward y pasos backward.


En este apartado, vamos a emplear el criterio basado en la significación del término para la supresión o inclusión de términos al modelo de regresión y como criterio de significación emplearemos la significación del coeficiente. 

Nosotros usaremos este criterio en un método forward, por tanto, se añadirá el coeficiente que, al añadirlo al modelo resulte más significativo hasta que todos los elementos que queden fuera del modelo sean no significativos. También podríamos haber usado un método backward, que suprimiría el término que resultase menos significativo hasta que todos los coeficientes sean significativos. Incluso podríamos haber usado una combinación de pasos forward y de pasos backward, aunque en este caso sería necesario que el nivel de significación de entrada fuese más pequeño que el de salida para que el proceso llegase a su fin.


Procedamos ahora a construir un modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, en base a la significación de coeficientes. Lo primero que observamos es que la concentración ambiental de CO2 va a ir representada mediante una variable explicativa continua y el origen de la planta mediante una variable explicativa discreta.
.



Luego, como estamos trabajando con una variable discreta y otra variable continua  estamos en un modelo de análisis de covarianza.

 Un modelo con una variable explicativa  discreta y otra continua, sin interacción,  es de la forma:


Yij = μ+αi + γzij+εij         i((1, …, I(    j((1, …, ni(   
donde μ representa la constante, αi el efecto del grupo i y γ el coeficiente de regresión de la variable z, que es la variable explicativa continua. Como es habitual, se supone que εij(N(0,σ2). Se ha adoptado la parametrización de la variable discreta mediante la media global y una desviación de cada grupo respecto de ella. Esta parametrización es más cómoda cuando reincluyen otras variables, como es este caso con la variable z, pues permite suprimir la variable discreta eliminando los  αi y manteniendo la constante μ.

Notemos que, primero comprobaremos si el modelo puede ser de esta forma y, si es así, estudiaremos si hay interacción o no. Puesto que si respetamos la estructura jerárquica del modelo, si en éste no aparecen los coeficientes principales de las dos variables explicativas, no tiene sentido estudiar la interacción.

En nuestro caso particular, como hemos dicho que usaríamos un método forward empezaremos por un modelo muy sencillo con solo una constante e iremos añadiéndole al modelo términos significativos hasta que se considere que todos los términos que queden fuera del modelo sean todos no significativos.
MODELO CON SOLO UNA CONSTANTE


Nuestro modelo con solo una constante será de la forma:

Yij = μ+εij                       i((1,2(    j((1, …, ni(  
donde μ representa la media global, μ=(1/n)ΣIi=1  ni μi ,donde las μi representan la media de cada población.

Por tanto, este sería el modelo solo con una constante


Yij = 27.21  +εij                       i((1,2(    j((1, …, ni(  
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IMPLEMENTACIÓN

data(CO2) # Carga el ejemplo de la absorción de CO2 en función de la concentración #ambiental de CO2 y el origen de la planta.

attach(CO2)  #  Permite usar las variables, sin poner delante el nombre del data.frame.
CO2
ib=(Type=="Quebec")   #  Recoge los índices de las plantas de Quebec.
ia=(Type=="Mississippi")  # Recoge los índices de las plantas que son de Missisipi.
plot(conc[ib],uptake[ib]) # Representa el diagrama de dispersión de las plantas de #Quebec
points(conc[ia],uptake[ia],pch=18)  # Sobre el mismo diagrama, y con otros #marcadores, representa las plantas de Missisipi.

mod_0=lm(uptake~1)  # Modelo que contiene la constante sin otra variable #explicativa
abline(mod_0)  # Representa el modelo
summary(mod_0)
Call:

lm(formula = uptake ~ 1)

Residuals:

    Min      1Q  Median      3Q     Max 

-19.513  -9.313   1.087   9.912  18.287 

Coefficients:

            Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)    27.21       1.18   23.06   <2e-16 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 10.81 on 83 degrees of freedom


Como el coeficiente es significativo, estudiaremos si podemos continuar añadiendo términos significativos al modelo.


Veamos ahora si los coeficientes asociados a los efectos principales son significativos, es decir, el coeficiente asociado a la variable que representa la concentración de CO2 ambiental y el coeficiente que representa el origen de la planta son significativos.

MODELO CON UNA VARIABLE EXPLICATIVA CONTÍNUA

En primer lugar, estudiemos el coeficiente relacionado con la concentración de CO2 ambiental. Por tanto, el modelo puede ser de la forma:

        Yij = μ+γ zij+εij         i((1, …, I(    j((1, …, ni(

El estimador del parámetro γ se puede obtener como la pendiente de la regresión lineal simple, donde la variable respuesta sería los residuos de la regresión de Y sobre la variable explicativa discreta, y la variable explicativa los residuos de z sobre la misma variable discreta. De esta manera resulta:
   ^                                                 (               (                                             (
   γ  = ΣIi=1  Σnij=1  ( Yij -Yi.)( zij-zi.)/( ΣIi=1  Σnij=1 ( zij-z..))
                                          ^     (     ^   ( 
de donde obtenemos que   μ= Y..-  γ  z.. 
siendo

(                                                                            (
Y..= (1/n)ΣIi=1  ni Yi                 n =ΣIi=1  ni                              Yi.= (1/ ni) Σnij=1  Yij            i((1, …, I(    
(                                                                             (
 z..= (1/n)ΣIi=1  ni zi                                                  zi. = (1/ ni) Σnij=1  zij          i((1, …, I(    
Por tanto, nuestro modelo a estudiar es:

        Yij = μ+γ zij+εij         i((1,2(    j((1, …, ni(
tras el cálculo de estimación de los coeficientes, obtenemos que
        Yij = 19.500290   + 0.017731   zij+εij         i((1,2(    j((1, …, ni(
.
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IMPLEMENTACIÓN
ib=(Type=="Quebec")   #  Recoge los índices de las plantas de Quebec

ia=(Type=="Mississippi")  # Recoge los índices de las plantas que son de #Missisipi
plot(conc[ib],uptake[ib]) # Representa el diagrama de dispersión de las plantas #de Quebec
points(conc[ia],uptake[ia],pch=18)  # sobre el mismo diagrama, y con otros #marcadores, representa las plantas de Missisipi
mod_c=lm(uptake~conc) # Representa el modelo de la absorción de CO2 frente a la concentración de CO2
abline(mod_c) # Representación gráfica del modelo
summary(mod_c) 
Call:

lm(formula = uptake ~ conc)

Residuals:

    Min      1Q  Median      3Q     Max 

-22.831  -7.729   1.483   7.748  16.394 

Coefficients:

             Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept) 19.500290   1.853080  10.523  < 2e-16 ***

conc         0.017731   0.003529   5.024 2.91e-06 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 9.514 on 82 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.2354,     Adjusted R-squared: 0.2261 

F-statistic: 25.25 on 1 and 82 DF,  p-value: 2.906e-06

Como el coeficiente añadido al modelo con una sola constante es significativo, estudiaremos si podemos seguir añadiéndole términos al modelo.
MODELO CON UNA VARIABLE EXPLICATIVA DISCRETA


A continuación, estudiaremos si el coeficiente asociado al origen de la planta es significativo. 

La variable que representa el origen de la planta es una variable discreta, a  la que reparametrizaremos de la siguiente forma:
Y1j= μ1+ ε1,j            j((1, …, ni(
Y2j= μ1+ α2 + ε2j     j((1, …, ni(

En esta parametrización hemos tomado la primera como categoría de referencia, de manera que, en lugar de la media global se considera la media del primer grupo μ1 como referencia, y se miden las desviaciones que experimentan los demás grupos respecto del grupo de referencia. Si tenemos en cuenta la parametrización:

Yij = μi+εij     i((1, …, I(    j((1, …, ni(
obtenemos que entonces   α2= μ2 – μ1.

El modelo con la variable discreta sería de la forma:

Yij = μ+αi +εij         i((1,2(    j((1, …, ni(   

tras los cálculos de la estimación de los coeficientes obtenemos que:
Y1j= 33.543 + ε1,j            j((1, …, ni(
Y2j= 33.543  -12.660  + ε2j     j((1, …, ni(
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IMPLEMENTACIÓN
ib=(Type=="Quebec")   #  Recoge los índices de las plantas de Quebec

ia=(Type=="Mississippi")  # Recoge los índices de las plantas que son de Missisipi
plot(conc[ib],uptake[ib]) # Representa el diagrama de dispersión de las plantas #de Quebec
points(conc[ia],uptake[ia],pch=18)  # sobre el mismo diagrama, y con otros #marcadores, representa las plantas de Missisipi
mod_T=lm(uptake~Type) # Modelo de  regresión de la absorción  de CO2  sobre el #origen.

summary(mod_T)
Call:
lm(formula = uptake ~ Type)

Residuals:
Min      1Q  Median      3Q     Max 

-24.243  -6.243   1.187   7.027  14.617 
Coefficients:

                Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)       33.543      1.357  24.719  < 2e-16 ***

TypeMississippi  -12.660      1.919  -6.597 3.83e-09 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 8.794 on 82 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.3467,     Adjusted R-squared: 0.3387 

F-statistic: 43.52 on 1 and 82 DF,  p-value: 3.835e-09
lines(c(0,1000),c(33.543,33.543),col="red")  # Representa el modelo de absorción  de #CO2 sobre las plantas de Québec

lines(c(0,1000),c(33.543 -12.660,33.543 -12.660),col="blue") # Representa el modelo #de absorción de CO2 sobre las plantas de Missisipi.

Como el coeficiente añadido al modelo con una sola constante es significativo, estudiaremos si podemos seguir añadiéndole términos al modelo.

MODELO CON UNA VARIABLE DISCRETA Y OTRA CONTINUA, SIN INTERACCIÓN


Como los  coeficientes de las dos variables significativas son significativos, estamos en condiciones de considerar un modelo que incluya simultáneamente los efectos del grupo de pertenencia y de la variable explicativa continua. Lo haremos de la siguiente manera:

Yij = μ+αi + γzij+εij         i((1, …, I(    j((1, …, ni(   

Este modelo es sin interacción pues se está considerando que los efectos principales de las variables explicativas, tanto de la discreta como de la continua, se suman, no se potencian el uno con el otro.


La idea geométrica que está detrás de este modelo es que, fijado el grupo, la recta de regresión de Y sobre z es una recta cuya coordenada en el origen es μ+αi, y cuya pendiente es γ. Al cambiar de grupo, la ordenada en el origen se modifica pues cambia αi, pero la pendiente sigue siendo la misma, γ. En consecuencia, las rectas de regresión de los dos grupos son paralelas. Cambiar de un grupo a otro modifica el punto de partida, creando un desplazamiento vertical hacia arriba o hacia abajo para todos los individuos, independientemente del valor de z, que por lo demás sigue aportando a la respuesta ,Y, el mismo incremento γ por unidad z, sin verse tampoco afectada por el grupo. Por todo ello, decimos que los efectos de las dos variables explicativas no interactúan, sino que simplemente se suman.

Veamos como se obtienen las estimaciones de los parámetros:

                             ^                                                  (               (                                            (
γ  = ΣIi=1  Σnij=1  ( Yij -Yi.)( zij-zi.)/( ΣIi=1  Σnij=1 ( zij-z..))

                                                               ^        (    ^     (                     ^         (        (        ^    (       (
de donde obtenemos que   μ= Y..-  γ  z..  y  que αi = Yi.- Y..  -γ (zi. -  z.. ) 

Por tanto, teniendo en cuenta este nuevo término, el modelo resultante es de la forma:
Yij = μ+αi + γzij+εij         i((1, 2(    j((1, …, ni(
y calculando las estimaciones de los parámetros nos queda de la forma:
Y1j =25.830052  + 0.017731z1j  +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j=25.830052  -12.659524  + 0.017731z2j  +ε2j             j((1, …, ni(
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IMPLEMENTACIÓN
ib=(Type=="Quebec")   #  Recoge los índices de las plantas de Quebec

ia=(Type=="Mississippi")  # Recoge los índices de las plantas que son de Missisipi
plot(conc[ib],uptake[ib]) # Representa el diagrama de dispersión de las plantas de #Quebec
points(conc[ia],uptake[ia],pch=18)  # Sobre el mismo diagrama, y con otros #marcadores, representa las plantas de Missisipi
mod_c_T=lm(uptake~Type+conc)   # Modelo de  regresión sin interacción de la absorción  de CO2  sobre el origen y la concentración de CO2.
summary(mod_c_T)
Call:

lm(formula = uptake ~ Type + conc)

Residuals:

     Min       1Q   Median       3Q      Max 

-18.2145  -4.2549   0.5479   5.3048  12.9968 

Coefficients:

                  Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)      25.830052   1.579918  16.349  < 2e-16 ***

TypeMississippi -12.659524   1.544261  -8.198 3.06e-12 ***

conc              0.017731   0.002625   6.755 2.00e-09 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 7.077 on 81 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.5821,     Adjusted R-squared: 0.5718 

F-statistic: 56.42 on 2 and 81 DF,  p-value: 4.498e-16

lines(c(0,1000),c( 25.830052,25.830052+17.731),col="orange") # Representa el #modelo sin interacción en las plantas de Québec.
lines(c(0,1000),c(25.830052-12.659524,25.830052+17.731-12.659524),col="green") #Representa el modelo sin interacción en las plantas de Missisipi.
anova(mod_c,mod_c_T)   # Contrasta el efecto de la concentración de CO2, sin #interacción
Analysis of Variance Table
Model 1: uptake ~ conc

Model 2: uptake ~ Type + conc

  Res.Df    RSS Df Sum of Sq      F    Pr(>F)    

1     82 7422.0                                  

2     81 4056.4  1    3365.5 67.204 3.061e-12 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
anova(mod_T,mod_c_T)  # Contrasta el efecto del origen de la planta, sin interacción
Analysis of Variance Table

Model 1: uptake ~ Type

Model 2: uptake ~ Type + conc

  Res.Df    RSS Df Sum of Sq      F    Pr(>F)    

1     82 6341.4                                  

2     81 4056.4  1    2285.0 45.627 1.997e-09 ***

---

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1


Los coeficientes añadidos al modelo con una sola constante son significativos, así que podemos estudiar si se trata de un modelo con interacción o no. Para ello veamos si el coeficiente asociado a la interacción es significativo. Además, notemos que el coeficiente de la variable discreta es más significativo que el de la variable continua.
MODELO CON UNA VARIABLE EXPLICATIVA DISCRETA Y OTRA CONTINUA, CON INTERACCIÓN

Añadir interacción al modelo anterior implica suponer que la recta de regresión de Y sobre z, no cambia solo en la ordenada en el origen al cambiar de grupo sino que también cambia la pendiente. Así, se puede pensar que hay I problemas de regresión lineal simple  de Y sobre z, uno para cada grupo de la variable discreta. Esto conduce a una primera parametrización :
Yij = μi + γ izij+εij         i((1, …, I(    j((1, …, ni(

Mientras que, una segunda parametrización obedece a un planteamiento de los parámetros basado en constante, más que en efectos principales o en efectos de interacción.

Yij = μ+ αi + γzij + δ izij+εij         i((1, …, I(    j((1, …, ni(

En nuestro caso particular, el modelo será de la forma:

Yij = μ+ αi + γzij + δ izij+εij         i((1,2(    j((1, …, ni(

Por tanto, si calculamos las estimaciones de los parámetros de este modelo tenemos que:
Y1j = 23.503038     + 0.023080   z1j +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j = 23.503038  -8.005495  + 0.023080   z2j  -0.010699   z2j+ε2j          j((1, …, ni(
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IMPLEMENTACIÓN

ib=(Type=="Quebec")   #  Recoge los índices de las plantas de Quebec

ia=(Type=="Mississippi")  # Recoge los índices de las plantas que son de Missisipi
plot(conc[ib],uptake[ib]) # Representa el diagrama de dispersión de las plantas de #Quebec
points(conc[ia],uptake[ia],pch=18)  # Sobre el mismo diagrama, y con otros #marcadores, representa las plantas de Missisipi
mod_c_T_i=lm(uptake~conc*Type)  # Modelo de  regresión con interacción de la absorción  de CO2  sobre el origen y la concentración de CO2.
anova(mod_c_T,mod_c_T_i)  # Contraste de la interacción
Analysis of Variance Table

Model 1: uptake ~ Type + conc

Model 2: uptake ~ conc * Type

  Res.Df    RSS Df Sum of Sq      F  Pr(>F)  

1     81 4056.4                              

2     80 3848.4  1     208.0 4.3238 0.04079 *

Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1
summary(mod_c_T_i)  
Call:

lm(formula = uptake ~ conc * Type)
Residuals:

     Min       1Q   Median       3Q      Max 

-16.3956  -5.5250  -0.1604   5.5724  12.0072 
Coefficients:

                      Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)    

(Intercept)          23.503038   1.910531  12.302  < 2e-16 ***

conc                  0.023080   0.003638   6.344 1.25e-08 ***

TypeMississippi      -8.005495   2.701899  -2.963  0.00401 ** 

conc:TypeMississippi -0.010699   0.005145  -2.079  0.04079 *  
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 

Residual standard error: 6.936 on 80 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6035,     Adjusted R-squared: 0.5887 

F-statistic: 40.59 on 3 and 80 DF,  p-value: 4.78e-16

mod_c_ia=lm(uptake[ia]~conc[ia]) # Modelo de  regresión  de la absorción  de CO2  #sobre el origen y la concentración de CO2  en las plantas de Missisipi
abline(mod_c_ia,col="brown")  #  Representa la recta de regresión del modelo #anterior
mod_c_ib=lm(uptake[ib]~conc[ib]) # Modelo de  regresión  de la absorción  de CO2  #sobre el origen y la concentración de CO2  en las plantas de Quebec
abline(mod_c_ib,col="pink")  #  Representa la recta de regresión del modelo anterior.

Por tanto, como el coeficiente de interacción es significativo, obtenemos que el  modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, en base a la significación de coeficientes viene dado por:
Y1j = 23.503038     + 0.023080   z1j +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j = 23.503038  -8.005495  + 0.023080   z2j  -0.010699   z2j+ε2j          j((1, …, ni(
b )Efectuar la construcción del modelo, esta vez mediante el criterio de información 
de Akaike.

En este apartado, en lugar de construir el método observando la significación de cada coeficiente, se construye una medida global de cada modelo, de modo que esta medida tenga en cuenta el ajuste y a la vez compense el exceso de parámetros, es decir, se construye mediante un método global.

Al efectuar la construcción del modelo mediante un criterio global, el objetivo es escoger el modelo cuya medida global sea mejor, y después el procedimiento de búsqueda puede ser forward,  backward, combinación de ellos o cualquier otro.

Nosotros utilizaremos el siguiente criterio global: Criterio de información de Akaike(AIC): AIC = -2ln(verosimilitud)+ pln(n); donde p es el numero de parámetros y 2ln(verosimilitud) =nln(RSS7n). Se trata de buscar un modelo cuyo AIC, sea pequeño.


Realizaremos la construcción del modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, en base al criterio se información de Akaike, con la función “step” de R.


La función “step” de R, aplicada al modelo lineal 

Y1j = 23.503038     + 0.023080   z1j +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j = 23.503038  -8.005495  + 0.023080   z2j  -0.010699   z2j+ε2j          j((1, …, ni(
Que es el modelo obtenido en el apartado anterior, realiza un procedimiento backward de selección de variables, suprimiendo sucesivamente y respetando el carácter jerárquico, los términos del modelo siempre que esta supresión redunde en la mayor disminución del criterio AIC.
IMPLEMENTACIÓN

step(mod_c_T_i)
Start:  AIC=329.27

uptake ~ conc * Type

            Df Sum of Sq    RSS    AIC

<none>                   3848.4  329.3

- conc:Type  1     208.0 4056.4  331.7

Call:

lm(formula = uptake ~ conc * Type)

Coefficients:

         (Intercept)                  conc       TypeMississippi      conc:TypeMississippi  

            23.50304            0.02308          -8.00550                               0.01070                                     

Así el modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, en base al criterio se información de Akaike, es de la forma:
Y1j = 23.503038     + 0.023080   z1j +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j = 23.503038  -8.005495  + 0.023080   z2j  -0.010699   z2j+ε2j          j((1, …, ni(
c) Proporcionar una interpretación de los parámetros del modelo

Para proporcionar una interpretación de los parámetros del modelo de regresión de la absorción de CO2 sobre la concentración ambiental de CO2 y el origen de la planta, que es de la forma:

Yij = μ+ αi + γzij + δ izij+εij         i((1,2(    j((1, …, ni(

Por tanto, si calculamos los coeficientes de este modelo tenemos que
Y1j = 23.503038     + 0.023080   z1j +ε1j             j((1, …, ni(
Y2j = 23.503038  -8.005495  + 0.023080   z2j  -0.010699   z2j+ε2j          j((1, …, ni(
y si tenemos en cuenta la siguiente parametrización de la variable discreta

Y1j= μ1+ ε1,j            j((1, …, ni(
Y2j= μ1+ α2 + ε2j     j((1, …, ni(
Que ha sido comentada anteriormente. Entonces, se puede ver que:
μ1( 23.503038     es la media de la absorción de CO2  de las plantas de Québec.
γ( 0.023080    incremento de concentración de CO2 por unidad de z.
α2( -8.005495  desviación que experimentan las plantas de Mississipi respecto de las plantas de Québec en la media de la absorción de CO2 , α2= μ2- μ1.
δ 2( -0.010699   desviación que experimentan las plantas de Mississipi respecto de las plantas de Québec en el incremento de concentración de CO2 por unidad de z.. Pues, 

γ2= γ+ δ 2 entonces δ 2 = γ2- γ ; como γ1= γ tenemos que δ 2 = γ2- γ1
α1= δ 1=0 puesto que se está tomando el primer grupo como referencia, es decir, hemos tomado como referencia a las plantas de Québec.
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