Ejercicio: 
▪ Programar una función en R para generar valores de las variables aleatorias   propuestas. Tendrá como entrada el número de valores a generar y los parámetros de la distribución correspondiente, y como salida el vector de los valores generados.
▪ Repetir 100 veces:

· generar una secuencia de tamaño 1000 de la distribución propuesta

· calcular el estadístico chi-cuadrado o de Kolmogoroff-Smirnoff para la secuencia generada
· resolver los contrastes con un nivel de significación del 5%.
▪ Estimar la probabilidad de que los estadísticos superen el valor crítico y el promedio de los valores de los estadísticos.

▪ Generar las variables aleatorias con las distribuciones dadas a continuación. En aquellos casos en los que sea posible, dibujar las gráficas de las funciones de densidad.

Calcular la media de las observaciones 
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 para comprobar empíricamente la ley fuerte de los grandes números (
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En los casos que sea necesario, dar valores convenientes a los parámetros de las distribuciones.
Considerar:
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Solución:
Obsérvese que la función dada es la función de densidad de la distribución Beta con parámetros 
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Usaremos el método de aceptación-rechazo y para ello utilizaremos otra distribución con función de densidad 
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Del mismo modo, sabemos que el algoritmo del método de aceptación-rechazo consiste en lo siguiente:

1.- Generar 
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2.- Generar 
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 con densidad 
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3.- Si 
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 entonces devolver 
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Como 
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. Por tanto, buscaremos la constante 
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 más pequeña posible que cumpla esta condición. Es decir, bastará considerar la constante 
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En este caso en concreto, tomaremos como distribución auxiliar la uniforme en el intervalo 
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, por lo que la función 
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 viene dada por:

[image: image25.wmf](

)

1

gx

=

 para 
[image: image26.wmf]01

x

££

.
Calculemos, antes de nada, la constante 
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 óptima; para ello tenemos que calcular el siguiente máximo:
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Pero, en este caso 
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Veamos donde alcanza el máximo la función 
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 y para ello, lo que haremos es ver para qué puntos se anula su derivada y en cuales de ellos su derivada segunda es negativa. Por lo tanto: 
▫ 
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▫ Derivando:
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▫ Igualándola a cero:
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▫ La derivada segunda es 
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Por tanto, el máximo se alcanza en 
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Luego:
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Luego, el algoritmo quedará:
1.- Generar 
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2.- Generar 
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 con densidad 
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3.- Si 
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Lo que hacemos en el programa es, en primer lugar, introducir la función de densidad y la de distribución, la cual usaremos al aplicar el test de Kolmogorff-Smirnoff.
Nótese que la función de distribución es la dada por:
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A continuación creamos una function llamada BETA en la que programaremos el método de aceptación-rechazo para el caso que estamos estudiando. Básicamente, lo que se hace es generar valores de una uniforme en 
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 es nuestra constante óptima y 1 es la densidad de la uniforme en 
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, por tanto, lo que calculamos es 
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. Después, comprobamos si ese valor es menor que 
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La salida de esta función serán los valores generados y el número de intentos realizados.

Al mismo tiempo, vamos representando los puntos que vamos generando, es decir, de los que generamos, representamos los puntos que caen por debajo de 
[image: image55.wmf](
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 (en color gris) y los que caen por debajo de 
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El código en R correspondiente a esta parte es:

#PINTAMOS LOS EJES

plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,2.5),ylab="",xlab="",col="white")

###########################################################################

#INTRODUCIMOS LA FUNCIÓN DE DENSIDAD DE LA BETA(4,3)

DENSIDAD_BETA<-function(x){


densidad<-60*x^3*(1-x)^2


return(densidad)}

#INTRODUCIMOS LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN DE LA BETA(4,3)

DISTRIBUCION_BETA<-function(x){


distribucion<-10*x^6-24*x^5+15*x^4


return(distribucion)}

#APLICAMOS EL MÉTODO DE ACEPTACIÓN-RECHAZO

BETA<-function(n){


x<-numeric(n)


intentos<-0


ngenerados<-0


while(ngenerados<n){



intentos<-intentos+1



t<-runif(1)



w<-(1296/625)*runif(1)*dunif(t)



#nótese que dunif(t) es igual a 1



points(t,w,col="gray",cex=0.2)   #pintamos los puntos que caen por debajo de c*g(x)



if(w<DENSIDAD_BETA(t)){




w->s




ngenerados<-ngenerados+1




x[ngenerados]<-t




points(t,s,col="violet",cex=0.2)}   #pintamos los puntos que caen por debajo de f(x)


}


return(list("datos"=x,"intentos"=intentos))

}

Ahora, realizamos 
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 réplicas y para ello, crearemos un bucle en el que llamaremos a esa function BETA que hicimos antes, guardando los datos obtenidos en observaciones. Luego a esas observaciones le aplicamos el test de Kolmogoroff-Smirnoff mediante el comando ks.test (y lo guardamos en KS). Esto lo que nos da es el p-valor y el estadístico de Kolmogoroff-Smirnoff en cada una de las réplicas, es decir, en KS tendremos todos los valores de los estadísticos y los p-valores.
Por tanto, para obtener el promedio de los valores de los estadísticos, lo único que tenemos que hacer es guardar en un vector (que llamamos vector) los estadísticos que vamos calculando y después, una vez hechas todas las réplicas (es decir, fuera del bucle) usar el comando summary, que entre otros datos, nos da la media. Tendremos así el promedio de los valores de los estadísticos.
También, calcularemos la probabilidad de que los estadísticos superen el valor crítico y para ello, tenemos que ver si el p-valor correspondiente es mayor que 0.05 (pues pedimos un nivel de significación del 5%).

Una vez hecho esto, pintaremos sobre la gráfica de los puntos las gráficas de las densidades de la Beta
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Nótese que tales funciones podrían haberse pintado al inicio del programa, pero lo hacemos al final porque si pintamos sobre ellas los puntos generados (y si el número de réplicas es elevado) los puntos tapan las gráficas mencionadas (pues el número de puntos generados y pintados es muy elevado).
El código en R correspondiente a esta parte es:

#REALIZAMOS AHORA N RÉPLICAS (haremos 100 réplicas)

N=100

probKS<-0  #frecuencia de contrastes Kolmogorff-Smirnoff "aceptados"

intentosN<-0  #número medio de intentos (en las N réplicas) para obtener n observaciones

vector<-numeric(N)  

for (i in 1:N){



resultados<-BETA(1000)


intentosN<-intentosN+resultados$intentos


observaciones<-resultados$datos


KS<-ks.test(observaciones,"DISTRIBUCION_BETA")


vector[i]<-KS$statistic   #vector en el que vamos guardando los valores de los estadísticos


if(KS$p.value>0.05){probKS=probKS+1}


}

intentosN<-intentosN/100

probKS<-probKS/100

cat("El número medio de intentos para obtener n observaciones es",intentosN)

cat("La frecuencia de contrastes Kolmogoroff-Smirnoff aceptados son",probKS)

#La media de 'vector' nos dará el promedio de los valores de los estadísticos

#Para ello usamos el comando 'summary'

summary(vector)

#PINTAMOS (SOBRE LA GRÁFICA DE LOS PUNTOS) LAS FUNCIONES DE DENSIDAD DE LA BETA(4,3),DE LA UNIFORME(0,1) 

#Y LA FUNCIÓN c*g(x) SIENDO c=c_óptimo Y g(x) LA DENSIDAD DE LA UNIFORME(0,1)

#Pintamos la funcion de densidad de la beta(4,3)

curve(60*x^3*(1-x)^2,axes=FALSE,add=TRUE,0,1,ylab="",xlab="",lwd=3,col="black",ylim=c(0,2.5))

#Pintamos la densidad de la uniforme en (0,1)

curve(dunif(x),0,1,add=TRUE,lwd=3,col="red")

#Pintamos la función c*g(x) con c=1296/625=2.0736

curve((1296/625)*dunif(x),0,1,add=TRUE,lwd=3,col="blue")

Finalmente, para calcular la media de las observaciones 
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 (para comprobar empíricamente la ley fuerte de los grandes números) lo que hacemos es ejecutar el programa pero para una única réplica. Es decir, lo único que hay que hacer es considerar los datos obtenidos al ejecutar la function BETA y calcular su media con la ayuda del comando de R mean.
La implementación en R es la siguiente:
#CALCULEMOS LA MEDIA DE LAS OBSERVACIONES PARA n=50,100,200,2000

n<-50

BETA(n)->resultados

resultados

observaciones<-resultados$datos

media<-mean(observaciones)

cat("La media de las observaciones para n=",n,"es",media)

Veamos, por último los resultados obtenidos al ejecutar el programa expuesto anteriormente:
● Ejecutándolo para 
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 réplicas obtenemos los siguientes resultados:
El número medio de intentos para obtener n observaciones es 2068.52
La frecuencia de contrastes Kolmogoroff-Smirnoff aceptados son 0.94
  Min.  1st Qu.  Median  Mean   3rd Qu.    Max. 

0.01544 0.02086 0.02674 0.02738 0.03257 0.04927
Por lo que, el promedio de los valores de los estadísticos es 0.02738 (es la media que se da el la lista de arriba, señalada en negrita).

También se obtiene la siguiente gráfica:
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donde en azul tenemos la gráfica de la función 
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, en rojo la función de densidad de la Uniforme
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, en negro la gráfica de nuestra función 
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 y, como ya se dijo, los puntos en gris representan los valores generados que caen por debajo de la función 
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 y los puntos en violeta, los que caen por debajo de 
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● Calculemos la media de las observaciones para 
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. Para ello, ejecutamos el programa con una sola réplica y con tamaño muestral 
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. Los resultados que obtenemos son:
- El número de intentos es 110
- La media de las observaciones para n= 50 es 0.5718359
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Comprobemos empíricamente la ley fuerte de los grandes números, que nos dice que 
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Como nuestra distribución es una Beta
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, sabemos calcular explícitamente su media de forma sencilla, pues sabemos que si 
[image: image76.wmf](

)

,

XBetaab

:

, su esperanza es la dada por 
[image: image77.wmf][

]

a

EX

ab

=

+

. Por tanto en nuestro caso, 
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Luego, para 
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, la media de nuestras observaciones converge a la media de la distribución y hemos probado empíricamente la ley fuerte de los grandes números.

● Calculemos la media de las observaciones para 
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. Para ello, ejecutamos el programa con una sola réplica y con tamaño muestral 
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. Los resultados que obtenemos son:

- El número de intentos es 227
- La media de las observaciones para n= 100 es 0.5527997
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Luego, para 
[image: image83.wmf]100
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, la media de nuestras observaciones converge a la media de la distribución (aunque la aproximación es un poco más mala) y hemos probado empíricamente la ley fuerte de los grandes números.

● Calculemos la media de las observaciones para 
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. Para ello, ejecutamos el programa con una sola réplica y con tamaño muestral 
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. Los resultados que obtenemos son:

- El número de intentos es 410
- La media de las observaciones para n= 200 es 0.5696222
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Por lo que, para 
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, la media de nuestras observaciones converge a la media de la distribución y hemos probado empíricamente la ley fuerte de los grandes números.

● Por último, calculemos la media de las observaciones para 
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. Para ello, ejecutamos el programa con una sola réplica y con tamaño muestral 
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. Los resultados que obtenemos son:

- El número de intentos es 4144
- La media de las observaciones para n= 2000 es 0.5699625
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Por tanto, para � EMBED Equation.DSMT4  ���, la media de nuestras observaciones también converge a la media de la distribución y hemos probado empíricamente la ley fuerte de los grandes números.
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