María Leyenda Rodríguez

Simulación: Ejercicio 5

Sea U una variable con distribución uniforme en el intervalo (0,1). Usar la simulación para calcular aproximadamente lo siguiente:

a) Corr (U,√1-U2)

b) Corr(U2,√1-U2).
En primer lugar, observemos como se expresa el coeficiente de correlación:

Corr(X,Y)= Cov(X,Y) /  σ(X) σ (Y)

     = Cov(X,Y) / √ Var(X) Var(Y)

    = E(XY)-E(X)E(Y)/ √ [E(X2)-E(X)2] [E(Y2)-E(Y)2]

Por tanto, para calcular el coeficiente de correlación de dos variables aleatorias tenemos que calcular:

· E(X)
· E(X2)

· E(Y)
· E(Y2)

· E(XY)

Luego para obtener la correlación de U y √1-U2 tendremos que calcular
:

· E(U)
· E(U2)

· E(√1-U2)
· E(1-U2)

· E(U *√1-U2)

Entonces,

 Corr (U,√1-U2) = E(U *√1-U2)-E(U)E(√1-U2)/ √ [E(U2)-E(U)2] [E(1-U2)-E(√1-U2)2]

Para calcular aproximadamente estas esperanzas nos basaremos en el método de Motecarlo, pues calcular una esperanza no es más que hacer una integral. Observemos gráficamente  cual es la idea de este método en cada una de las esperanzas que vamos a obtener así como la implantación de esto en R.
· Esperanza de U

La esperanza de U es 

  E(U)=⌡u du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la aplicación identidad y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(U)

n<-1000  # Tamaño de la muestra

f1<-function(x){x}

u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f1
length(which(v<=f1(u)))->c1 

p1<-c1/n
cat("la esperanza de U es:",p1)
plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f1,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f1(u))],v[which(v<=f1(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
[image: image1.emf]0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

X

Y


· Esperanza de U2
La esperanza de U2 es 

  E(U2)=⌡u2 du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la función f(x)=x2, xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(U2)

n<-1000 # Tamaño de la muestra
f2<-function(x){x^2}
u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f2
length(which(v<=f2(u)))->c2
p2<-c2/n
cat("la esperanza de U^2 es:",p2)

plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f2,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f2(u))],v[which(v<=f2(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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· Esperanza de √1-U2
La esperanza de √1-U2 es 

  E(√1-U2)=⌡ (√1-u2 ) du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la función f(x)= √1-x2, xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(√1-U2)

n<-1000 # Tamaño de la muestra

f3<-function(x){sqrt(1-x^2)}

u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f3

length(which(v<=f3(u)))->c3
p3<-c3/n
cat("la esperanza de(1-U2)^1/2 es:",p3)
plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f3,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f3(u))],v[which(v<=f3(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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· Esperanza de 1-U2
La esperanza de 1-U2 es 

  E(1-U2)=⌡ (1-u2 ) du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la la función f(x)= 1-x2, xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(1-U2)

n<-1000 # Tamaño de la muestra

f4<-function(x){1-x^2}

u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f4
length(which(v<=f4(u)))->c4
p4<-c4/n
cat("la esperanza de 1-U2 es:",p4)
plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f4,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f4(u))],v[which(v<=f4(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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· Esperanza de U√1-U2
La esperanza de U√1-U2 es 

  E(U√1-U2)=⌡u(√1-u2 ) du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la la función f(x)= x√1-x2, xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLEMENTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(U√1-U2)

n<-1000 # Tamaño de la muestra
f5<-function(x){x*sqrt(1-x^2)}
u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n
# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f5
length(which(v<=f5(u)))->c5
p5<-c5/n
cat("la esperanza de U*[(1-U2)^1/2] es:",p5)
plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f5,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f5(u))],v[which(v<=f5(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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Teniendo en cuenta los resultados obtenidos:

Si n=1000
· E(U) = p1 = 0.506
· E(U2) = p2 = 0.32
· E(√1-U2) = p3 = 0.778
· E(1-U2) = p4 = 0.666
· E(U √1-U2) = p5 = 0.329
Si n=100000
· E(U) = p1 = 0.49942
· E(U2) = p2 = 0.33413
· E(√1-U2) = p3 = 0.78343
· E(1-U2) = p4 = 0.6662
· E(U √1-U2) = p5 = 0.33361
Calculamos la correlación
Si n=1000
Corr(U, √1-U2)= E(U *√1-U2)-E(U)E(√1-U2)/ √ [E(U2)-E(U)2] [E(1-U2)-E(√1-U2)2]

                         =(p5-p1p3)/ √[p2-p1^2][p4-p3^2]

                         = -0.06300474
Si n=100000

Corr(U, √1-U2)= -0.04535844

IMPLANTACIÓN EN R: CORRELACIÓN ENTRE U Y √1-U2
desv1_2=sqrt(p2-p1^2) # desviación típica de U

desv3_4=sqrt(p4-p3^2) # desviación típica de (1-U2)^1/2

Cov_a=p5-p1*p3  # covarianza de U y (1-U2)^1/2
Corr_a=Cov_a/desv1_2*desv3_4
cat("la esperanza de U y [(1-U2)^1/2] es:",Corr_a)
Obtengamos ahora la correlación que hay entre U2 y √1-U2 
Corr(U2,√1-U2)= E(U2 *√1-U2)-E(U2)E(√1-U2)/ √ [E(U4)-E(U2)2] [E(1-U2)-E(√1-U2)2]

para ello tendremos que calcular:

· E(U2)

· E(U4)

· E(√1-U2)

· E(1-U2)

· E(U2 *√1-U2)

pero en el apartado anterior ya hemos calculado todas estas esperanzas excepto E(U4) y E(U2 *√1-U2). Por tanto, vamos a calcularlas

· Esperanza de U4
La esperanza de U4 es 

  E(U4)=⌡u4 du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la función f(x)=x4 xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(U4)

n<-1000 # Tamaño de la muestra
f6<-function(x){x^4}
u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f6
length(which(v<=f6(u)))->c6

p6<-c6/n

cat("la esperanza de U^4 es:",p6)

plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f6,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f6(u))],v[which(v<=f6(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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· Esperanza de U2√1-U2
La esperanza de U2√1-U2 es 

  E(U2√1-U2)=⌡u2(√1-u2 ) du

Para resolver esta integral por el método de Montecarlo tendríamos que generar dos uniformes (0,1) de tamaño n. A continuación, representamos gráficamente la la función f(x)= x2√1-x2, xє(0,1) y contamos los puntos que quedan debajo de la gráfica y los dividimos por el número de puntos total.

IMPLANTACIÓN EN R: CÁLCULO DE E(U√1-U2)

n<-1000 # Tamaño de la muestra
f7<-function(x){x^2*sqrt(1-x^2)}

u=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n

v=runif(n) # Generamos una uniforme (0,1) de tamaño n
# Contamos los puntos que quedan por debajo de la función f5
length(which(v<=f7(u)))->c7

p7<-c7/n
cat("la esperanza de U2*[(1-U2)^1/2] es:",p7)
plot(0,0,xlim=c(0,1),ylim=c(0,1),pch=20,col="grey",xlab="X",ylab="Y")

curve(f7,0,1,col="blue",add=TRUE,lwd=2)

points(u,v,col="red",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los "NÚMEROS ALEATORIOS" en el cuadrado

points(u[which(v<=f7(u))],v[which(v<=f7(u))],col="green",pch=20,cex=0.2)

# Dibujando los que "CAEN" debajo de la función
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Teniendo en cuenta los resultados obtenidos:

Si n=1000
· E(U2) = p2 = 0.32
· E(U4)=p6= 0.184 

· E(√1-U2) = p3 = 0.778

· E(1-U2) = p4 = 0.666
· E(U2 *√1-U2) = p7 = 0.183
Si n=100000

· E(U2) = p2 = 0.33413
· E(U4)=p6= 0.20109

· E(√1-U2) = p3 = 0.78343
· E(1-U2) = p4 = 0.6662
· E(U2 *√1-U2) = p7 = 0.19797
Calculamos la correlación
Si n=1000
Corr(U2,√1-U2)= E(U2 *√1-U2)-E(U2)E(√1-U2)/ √ [E(U4)-E(U2)2] [E(1-U2)-E(√1-U2)2]

                         =(p7-p2p3)/ √[p6-p2^2][p4-p3^2]

                         =  -0.05689671
Si n=100000

Corr(U2,√1-U2)= -0.04884734

IMPLANTACIÓN EN R: CORRELACIÓN ENTRE U2 Y √1-U2

desv3_4=sqrt(p4-p3^2) # desviación típica de (1-U2)^1/2

desv6_2=sqrt(p6-p2^2) # desviación típica de U^2

Cov_b=p7-p2*p3  # covarianza de U^2 y (1-U2)^1/2

Corr_b=Cov_b/desv6_2*desv3_4  # correlación entre U^2 y (1-U2)^1/2

cat("la esperanza de U^2 y [(1-U2)^1/2] es:", Corr_b)
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