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Redes Neuronales: Estructura General

1. La mayor parte de las redes neuronales para problemas supervisados son modelos que:

a) Implementan relaciones no lineales entre el input x = (z1,...,24)7 € X C R?y el output
y = (y1,..,ye)L €Y C R
b) Poseen tipicamente dos niveles como resultado de componer dos funciones®:

f(x) = p((x)) = (poth)(x)
Y: XCRI U CRP
p:UCRM - Y CRe

donde ¥ = (1, ..., ¢v) T Yo = (¢1,...,0.)T, X es el espacio de entrada, ) el espacio de sal-
ida y U el espacio de variables ocultas denominado frecuentemente espacio de caracteristicas
(features).

¢) En general, el modelo anterior puede graficarse utilizando una representacion conexionista
propia de las redes neuronales (Figura 1).

2. En general, la consideracion de un espacio de salida de varias dimensiones no supone pérdida de
generalidad pues, puede implementarse mediante otras tantos modelos simultaneos con ¢ = 1 (una
por cada variable de salida).

Por ello, para simplificar la exposicion, supondremos ¢ = 1 salvo que se indique lo contrario.

3. Asi pues, suponiendo una sola salida y haciendo explicitos los parametros, la expresion anterior
toma la forma (nétese que A es también un pardmetro de la arquitectura):
h
f(X) = lecjwj(x) + ¢p
j:

con: { c=(c1,..,cp)t €RP
' d}j:d}(';’Yj)a'YjeRrjaj:l:h

4. En la expresion anterior, ;(x) = 1(x;~;) se denomina funcion de transferencia y produce la
salida de cada neurona del nivel oculto (Figura 2) con v; = (wj,wjo), donde ) se denomina
funcién de activacion.

M)

Teéricamente, pueden construirse modelos con més niveles, pero no es frecuente en el caso de problemas supervisados.
Existen también modelos con un sélo nivel (p. g]. algunos modelos clasicos de la estadisica).

Para problemas pseudo-supervisados (autoasociativos) las estructuras son similares pero pueden requerir mas niveles (capas
ocultas).
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Entradas Nivel Oculto Nivel de Salida Salidas
(Inputs) (Hidden layer) (Output layer) (Outputs)

Figura 1: Estructura general de un modelo de red neuronal alimentada hacia adelante’ (feed-forward).

z//(iwixi +b) > f (X)

Funcién Salida
de Activacion (output)

Entradas Pesos
(inputs) (weights)

Figura 2: Estructura de una neurona en la que se muestran sus distintos elementos y se trata el bias o
parametro independiente como peso de una entrada constante.
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Figura 3: Arquitectura multilayer perceptron (MLP), (ecuacion 2), para regresion. Las funciones de acti-
vacion del nivel oculto suelen ser sigmoides y la del nivel de salida, lineal.

Casos Particulares
1. Redes neuronales Multilayer Perceptron (MLP):

a) 1;(x) = (wlx + wjo) conw; € R%, j = 1: h, siendo ¢ la funcién de activacion de las
unidades o neuronas (Figura 2) del nivel oculto, w; el vector de parametros de dicha unidad y
wjo € R su valor umbral. Normalmente, la funcion « es de tipo sigmoide, (logistica, tangente
hiperbdlica, etc.), pero pueden utilizarse otras que no sean polinomios.

b) ¢;(u) :w(cfu +¢jo), j = 1: ¢, donde u = 1(x) € U, ¢ es la funcion de activacion de la
unidad j-ésima del nivel de salida, c; € R", j = 1 : h el vector de pesos de dicha unidad y
cjo € R su valor umbral. La funcion ¢ depende del problema en cuestion: para problemas de
regresion suele utilizarse la funcidn identidad , y para problemas de clasificacién, la funcion
Heaviside o cualquier funcion dicotomica.

En particular, las redes MLP con una s6la salida (c = 1), responden al siguiente modelo especifico
(Figura 3):

h
F) =@ | Y eip(w]x +wjo) + co )
=

2. Redes neuronales de funciones base radial, (RBF):

a) ¥, (x) = ¢(||x — w;|| /o;) siendo ¢ la funcion de activacion de las unidades del nivel oculto,
w; el vector de pesos de dicha unidad y o; un parametro umbral que determina el rango de
influencia de la funcién de activacion, (este parametro puede generalizarse a una matriz de
covarianza reflejando diferentes rangos de influencia en las distintas direcciones del espacio).

b) ¢;(u) = go(c;fpu + ¢jo) con los mismos comentarios que para la red MLP, salvo que, normal-
mente, las redes RBF se utilizan para el problema de regresion por lo que la funcion ¢ suele
ser siempre la funcidn identidad.

Esto no impide utilizar las redes RBF para clasificacion estimando con ellas las probabilidades
a posteriori de las clases y utilizando el clasificador plug-in.

Con ello, la red neuronal RBF con una séla salida (c = 1) responde al siguiente modelo (Figura 4):

f(x) = Xh:CﬂZJ (HX;—W]H> +co

j=1 J
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Figura 4: Arquitectura de funcion de base radial (RBF) (ecuacion (4)) o de una support vector machine
(SVM) para regresion. Las funciones de activacion del nivel oculto son funciones radiales y la del nivel de
salida, lineal.

Vision Conexionista de otras Técnicas Estadisticas y de Machine Learning
(Problemas Supervisados)

1. Méquinas de Vectores Soporte (Support vector machines —SVM): poseen la misma estructura
general que las redes neuronales, pudiendo ser de los dos tipos anteriores (de proyeccion como las
MLP o radial como las RBF) segun la funcion de transferencia 1/;(x) que utilicen en sus unidades
ocultas. La funcién de activacion v es el nucleo k.

2. Arboles de Clasificacion y Regresion (Classification and Regression Trees -CART):

a) ¥;(x) = lixep,) siendo D; = [T¢_, Ix hiper-rectangulo en R? con I;; = [a;x, bj ) inter-
valos definidos en la dimension de la variable ;, donde a; ., bjx € R U {—00, 00}.

b) ¢;(u) = ¢(c]u) con ¢ la identidad.

Con ello, los arboles de clasificacion y regresion poseen como forma general:

h d
f(X) = chl{XGDj} con Dj = H I
j=1 k=1

con lo que su estructura es similar a la de las redes RBF pero utilizando una funcién impulso d-
dimensional en lugar de una funcioén radial.

3. Ademas de los modelos paramétricos de regresion (lineal, polindmica, etc., p. ej. [Seber 1977],
[Seber y Wild 1989]), muchos modelos de regresion y clasificacion son también casos particulares
del modelo general anterior. Por ejemplo:

a) Los modelos multivariantes de regresién lineal generalizada (con transformacion previa de
variables), y los modelos aditivos (p. ej. [Hastie y Tibshirani 1990]), con ¢(u) = u, que
pueden verse como modelos de regresion lineal sobre un espacio de caracteristicas (features)
definidas por funciones de las variables de entrada.

b) Los modelos lineales generalizados y aditivos generalizados (p. ej. [McCullagh y Nelder 1983],
[Hastie y Tibshirani 1990]), para los que la funcion link se corresponderia con la funcién in-
versa de .
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c) La regresion tipo ndcleo (regresion polindmico local mediante constantes), (p. ej. [Hardle
1990], [Wand y Jones 1995]), en la que wﬂlj es el nicleo, v; = (xj,05) Ycj =y, j =1:n.

d) La regresion polindmico local, (p. ej. [Loader 1999], [Fan y Gijbels 1996]). Por ejemplo, si
d = 1 para polinomios lineales se tiene ¢; = y; y (2 (z) = wj(z)/ 371 wi(z) con:

wj(z) = Ko, (Tj—2)[sn2— (v —T)sp1], j=1:n

n

donde r,;(-) = k(-/0;)/o; siendo « alguna funcion de densidad y v; = (zj,05), j =1 : n.

e) Los splines, (p. ej. [Green y Silverman 1994], [Wahba 1990], [Eubank 1988]), en los que por
ejemplo, para d = 1: ¢;(u) = u Yy las funciones 1[1,” son, o0 bien monomios ", r = 0, ..., p,
y (x — ;)% con t; los nudos (knots), o bien las funciones basicas B-splines. Igualmente, los
smoothing splines donde las funciones v, - son expresiones en funcion del ntcleo reproductor
« de un espacio de Hilbert con Nucleo Reproductor (RKHS), y términos polinémicos.

f) El modelo de regresidn projection pursuit, ([Friedman 1987], [Friedman y Stuetzle 1981]), en
el que o(u) = w y las funciones wﬂlj son suavizadores en cada proyeccion del espacio de
entrada, donde v; = (w;, a;), con w; vector de proyeccion y «; vector de parametros del
suavizador correspondiente.

g) Expansiones en serie, (p. ej. [Efromovich 1999]), en las que ¢(u) = w, las funciones 1., - son
elementos de una base del espacio de funciones considerado y c; son los coeficientes estlmados
de la expansién en términos de dicha base.

h) Caso particular de lo anterior, son las wavelets (p. e]. [Vidakovic 1999], [Mallat 1989], [Daubechies
1992]), (asi como sus generalizaciones [Candes 1998]), donde ¢(u) = w y las funciones 7%]-
son los elementos de la base ortonormal de Lo (IR) constituida por las traslaciones de la funcion
de escala (father wavelet), y escalamientos y traslaciones de la funcion mother wavelet, y c;
son los coeficientes estimados de la expansion.

i) Modelos basados en diccionarios constituidos por bases o estructuras (frames) redundantes en
algun espacio de funciones, (Matching Pursuit [Mallat y Zhang 1992] y Basis Pursuit [Chen
et al. 1999], en el que las funciones @Z).Yj son funciones del diccionario.

j) Combinaciones de los modelos anteriores: bagging, (p. €j. [Breiman 1996]), boosting, (p. €j.
[Freund y Schapire 1997]) y, en general, stacking ([Wolpert 1992], [Breiman 1993]).

4, Por tanto:

a) Todas estas técnicas admiten una representacion conexionista como la mostrada en la Figura
1, lo que permite analizarlas desde una nueva perspectiva.

b) La consideracion o no de dichas técnicas como técnicas de machine learning (redes neuronales,
etc.) depende de la convencion terminoldgica que mas se adapte a nuestra finalidad.

¢) Elamplio abanico de modelos que pueden encuadrarse en la familia (1) sugiere que, al margen
de las formas funcionales especificas de cada uno, la diferencia més profunda entre unas técni-
cas y otras, son los algoritmos empleados para la estimacion o aprendizaje de sus parametros.


Teresa
Resaltado
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Elementos y Tipologia de las Redes Neuronales

Elementos de una Red Neuronal

1. Una red neuronal esta compuesta por:

a) Una arquitectura de unidades de proceso 0 neuronas.

b) Un algoritmo de entrenamiento.

Tipologia de las Redes Neuronales

1. Segun su aplicacion:

a) Clasificacion (implementando directamente la regla de clasificacion).
b) Regresion:
1) Regresion.

2) Regresion para clasificacion (estimando las probabilidades a posteriori de las clases —

para aplicar la regla plug-in posteriormente, u otra funcion discriminante sobre la que se
construye la regla de clasificacion).

¢) Reduccién de dimensionalidad.

d) Clustering y reduccion de datos.
2. Segun su arquitectura:

a) De una o varias salidas (multi-output).
b) De una o varias capas ocultas (multi-layer).
c) Con alimentacion hacia adelante (feed-forward) o retro-alimentada.

d) De proyeccidn o radial, segun el método de similitud o disimilitud implementado.

3. Segun su algoritmo de entrenamiento (condicionado por su arquitectura): interactivo (on-line) o por
lotes (batch):

a) Resolucion de un problema de minimos cuadrados (al modo de la regresion lineal). (RBF).

b) Optimizacién no lineal de caracter local (gradiente, gradiente conjugado, hessiano): varias
soluciones locales. (MLP y RBF).

¢) Algoritmos greedy. (RBF y MLP).
d) Optimizacion global (algoritmos genéticos, optimizacion estocéstica, etc.). (MLP y RBF).

e) Programacion cuadrética: solucion Unica. (SVM).
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Redes Neuronales de una Séla Capa. Clasificacion

El Perceptron
1. Modelo: es una s6la neurona (Figura 2), [Rosemblatt 1958]:

gw(x) = v(wlx 4+ w) = Y(WT'x)
w = (wo,w!)T; x = (1,x1)T

®
() = signo(r) — { bor20

con:
-1 r<O0

a) De esta forma, para Y = {—1, 1}, el perceptron implementa una regla de clasificacion basada
en una funcion discriminante lineal: f(x) = W% = w’x + wy.

b) Al conjunto {w”x + wy = 0} se le denomina hiperplano separador.
2. Algoritmo de Entrenamiento:

a) Dada una muestra aleatoria z" = (zy, ..., z,), CON z; = (x;,¥;), @ = 1 : n, el aprendizaje del
perceptrén utiliza como principio inductivo, la minimizacion de la siguiente funcion de error:

Ro(W)=— > wifalx)=— > wyi(w'xi+uw)

yi fw (%) <0 i faw (%:)<0

b) El algoritmo de aprendizaje del pgrceptrén resulta de la aplicacion del algoritmo del gradiente
al problema de minimizacion de R,,(w).

1) Encadaiteracion (s+1)-ésima, s6lo los ejemplos mal clasificados modifican el hiperplano
actual, mediante:
W(s+1) = W(s) + pyiX; 4)
donde p > 0 es un parametro que controla la velocidad de convergencia.
2) Ello provoca que, en cada iteracion, se reduzca el error de los ejemplos mal clasificados:

—yiW(s + )% = —[yiw(s) % + pyi R %] < —yiw(s)" %
¢) Si la muestra es linealmente separable, el algoritmo converge (th. Novikoff [Vapnik 1998]) a

una solucion en un numero finito de iteraciones que depende del margen conseguido.

d) Si la muestra no es linealmente separable (no puede separarse perfectamente mediante un
hiperplano), el algoritmo no finalizaria pues, la posible clasificacion correcta de alguin punto
mal clasificado, provocaria la mala clasificacion de alguno de los puntos correctos, provocando
un comportamiento oscilatorio.

3. La version interactiva (on-line) del aprendizaje es exactamente analoga debido a la aditividad del
error.
Adaline

1. Modelo. Con la misma codificacién )V = {—1, 1} anterior, la arquitectura original de adaline es la
misma que la del perceptron (3) (Figura 2)


Teresa
Resaltado
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Resaltado
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2. Algoritmo de Entrenamiento. Adaline se diferencia del Perceptron en que la pérdida es ahora la
de minimos cuadrados sobre el argumento fx(x) = w’x + wq de la funcién de activacion :

Fo() = 3 3ot Fulo)” = 3 Sl 50" = 5 X

donde X es la matriz que tiene por filas los vectores X, i = 1:n,ey = (y1,..., yn)’ .
El algoritmo puede ser de tipo on-line o batch:

a) Batch. En este Gltimo caso, se obtiene analiticamente la solucién de minimos cuadrados:
W= (XTX)"' Xy = fa(x) =x"(XTX)"'X"y

donde se supone que X”'X es de rango maximo. La matriz Pg = X (X?X)~ X (simétrica e
idempotente) proyecta y sobre ({xi, ..., x,}) , el espacio lineal generado por {x;}}" ;.

b) On line. En el caso interactivo, se utiliza el algoritmo del gradiente, que da lugar a la denomi-
nada regla delta o de Widrow-Hoff, [Widrow y Hoff 1988].

1) Sidenotamos 4;(W) = ((y;, fw(x:)) = (y; — X1 W)?, entonces, para cada nuevo ejemplo
(xi,y:) Se tiene:

w(s+1) = w(s)— p(s)Vali(Ww(s)) (5)
= W(s) = p(s)(yi — X

2) Lacantidad §; = (y; — X! W) da nombre al algoritmo.

3. Relacion con el Discriminante Lineal de Fisher. Si la codificacion de las claseses Y = {n/ni, —n/na2}
en lugar de {—1, 1}, Adaline produce la misma regla de clasificacion que el Discriminante lineal de
Fisher (p. ej. [Duda et al. 2001, p. 242], [Bishop 1995, p. 109]).

Redes Neuronales de una Capa para la Estimacion de las Probabilidades a Posteriori

1. En hipdtesis de normalidad e igualdad de covarianzas para las distribuciones de las clases py|c;
j = 1,2, y suponiendo desconocimiento a priori sobre la probabilidad de cada clase, la regla dis-
criminante correspondiente al discriminante lineal de Fisher minimiza la probabilidad de error de
clasificacion Pz{Y # g(X)} (p. ej. [Johnson y Wichern 1992]). Sin embargo, cuando estas hipotesis
no se verifican, son recomendables otros métodos, (un analisis detallado de robustez puede verse p.
ej. en [Seber 1984, p. 297 y 317]).

a) Una alternativa, consiste en transformar las variables de entrada para que se cumplan las
hipétesis anteriores y se mejore la discriminacion. Es lo que se conoce en la literatura co-
mo discriminante lineal generalizado, (p. ej. [Duda et al. 2001, p. 219], [Ripley 1996, p. 121])
y, como se vera mas adelante, se consigue con la inclusion de una capa adicional de neuronas:
el nivel oculto.

b) Otro camino, consiste en la utilizacion de la arquitectura adaline con una funcion de activacién
1» no lineal. Pudiera parecer, que el objetivo de esta modificacion, fuese la obtencion de una
frontera discriminante no lineal con mayor potencial para separar datos no linealmente separa-
bles. Sin embargo, las funciones de activacién utilizadas suelen ser monétonas, con lo que la
frontera resultante sigue siendo lineal.



Master de Técnicas Estadisticas. Mineria de Datos. 9

En realidad, la mejora que se persigue es otra: la estimacion de las probabilidades a posteriori
P(Y = y|x) para aproximar, mediante el método plug-in, la regla de Bayes, en contextos mas
generales que la normalidad y la igualdad de varianzas. Ademas, este enfoque, aporta una
medida de la seguridad con la que se clasifica un nuevo ejemplo.

2. Estimacion de probabilidades a posteriori mediante regresion por minimos cuadrados. La es-
timacion de las probabilidades a posteriori puede realizarse mediante regresién por minimos cuadra-
dos con codificacion ) = {0, 1} pues, en ese caso:

By (Y) = 1-P(Y = 1jx) +0- P(Y = 0[x) = P(Y = 1]x)

a) Asi, mediante una estructura tipo adaline con activacion Heaviside ¥(r) = 1sir > 0y
¥(r) = 0sir <0, podria implementarse la denominada regla plug-in:

[0 sifulx) <
>

95,() { 1 si fu(x)

donde f,(x) = P(Y = 1|x) es la estimacion de las probabilidades a posteriori mediante
regresién por minimos cuadrados.

D=

b) Este enfoque esté justificado por el siguiente teorema:

Teorema 1 (p.ej. [Devroye et al. 1996, th. 2.2]) Sea f(x) = P(Y = 1|x)y gr la regla de Bayes
que satisface R(gf) = inf, R(g) con R(g) = Pz[g(X) # Y]. La regla plug-in g; construida
con f, verifica:

9\ 1/2
Rigs) — Rlge) < 2Bx [|£(x) — F(x)]) < 2 (Bx [Gx0) — £Go))?)

Es decir, si fn es buen estimador de las verdaderas probabilidades a posteriori en el sentido
L1(Px), (y, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, en el sentido L2 (Px)), entonces la regla
plug-in gj, esun buen estimador de la regla de Bayes.

3. Sin embargo, el enfogque de minimos cuadrados presenta otros problemas bien conocidos:

a) La distribucién de Y|x es de Bernouilli, con lo que el criterio de minimos cuadrados no es
equivalente a la méaxima verosimilitud, lo que no garantiza la eficiencia de los estimadores ni
que fn(x) =P(Y =1|x) € [0,1].

b) Las perturbaciones son heterocedasticas, lo que exigiria minimos cuadrados ponderados.

Sé6lamente, en el caso de observaciones repetidas {(¢;;,%;), j = 1,..n;,s = 1 : n} cont;; €
{0, 1}, si n; es suficientemente grande, se toma como codificacion y; = ni 2?21 ti; ¥ las clases
son igualmente probables, podria utilizarse Adaline de forma aproximada ya que, entonces, Y|x es
asintoticamente normal.

Adaline con Activacion Sigmoide. Regresion Logistica

1. Modelo.
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Figura 5: Funcion Logistica: 1 (r) = (1 4 exp(—r))~!

Con el fin de construir funciones discriminantes que representasen probabilidades a posteriori
y, al mismo tiempo, dotar de mejores propiedades analiticas al modelo perceptron-adaline, se
sustituy6 su funcién de activacion discreta por una funcién de activacion de tipo sigmoide, es
decir, mondtona con derivada continua y con:

—oo<a= lim ¢(r) < lm P(r) =d < o

a—0o0
entre las que, la més frecuentemente utilizada es la funcion logistica?:

1 e’

T 1der 146

W(r)

Ahora, la neurona no representa ya una regla de decision sino un modelo discriminante que,
una vez entrenado contra una codificacion ) = {0, 1}, implementa una regresion logistica (p.
ej. [McCullagh y Nelder 1983], [Seber 1984, p. 308]). Ello es debido a que:

L PCx)
1 —p(Ci]x)

1

! 14 e ™'

=wlg=pClx) =
donde p(C1[x) = pe,|x(x) s la probabilidad a posteriori de la clase C; y In 12 es la funcion
link.

La metodologia anterior puede generalizarse a otros modelos lineales generalizados, utilizan-
do como funcidn de activacion la inversa de la funcion link.

Por ejemplo, si ¥(r) = ®(r) = % I e~t*dt, funcion de distribucion gausiana, (error func-
tion) se tiene el modelo probit:

fa(x) = ®(W'x)

orientado a la estimacion de frecuencias binomiales que dependen del nivel x de un conjunto
de factores, (p. ej. [McCullagh y Nelder 1983]).

2. Algoritmo de Entrenamiento.

a)

En principio, con el apoyo del teorema 1, puede utilizarse la pérdida cuadratica:

2Notese que la consideracion posterior de una activacion tipo Heaviside produce realmente una red neuronal con dos neu-
ronas superpuestas (dos capas): una Adaline con activacion logistica para estimar las probabilidades a posteriori y una lineal
con activacion Heaviside para implementar la regla de clasificacién. Sin embargo, esta Gltima neurona no suele incluirse en la

estructura.



Master de Técnicas Estadisticas. Mineria de Datos. 11

1) Ahora, la funcién de activacién logistica garantiza que f,,(x) € [0, 1], aunque se pierde la
ventaja de un problema de optimizacion cuadratico.

2) Por otra parte, la pérdida cuadrética se elige al margen de la distribucion de los datos, con
lo que queda en cuestidn la eficiencia de los estimadores.

b) Una alternativa mas fundamentada consiste en utilizar la funcién de verosimilitud basada en la
distribucion condicionada:

Py (¥ ") = TT Fxi) " [1 - f(xi)]' Y
que da lugar a la funcion de pérdida de entropia cruzada:

yi, f(x4)) = =y In fa(xi) + (1 —y) In(1 — f(x4))]

y al riesgo empirico a minimizar, (corregido para que su minimo sea cero):

n

Ru() = 23t (1) ln =] ©)
i=1 WA

que es la versién empirica de la distancia de Kullback-Leibler ya vista con anterioridad.

c) El algoritmo de optimizacion més utilizado es la regla delta obtenida de la aplicacion del
algoritmo del gradiente, como en el caso de Adaline con activacién dicotomica.

Redes Neuronales de Una Capa para el Problema de Regresion

1. La estimacion de las probabilidades a posteriori es un enfoque al problema de clasificacion basado
en el método de regresion.

2. Salvo la red adaline con activacion sigmoide, histéricamente no se han desarrollado redes de una
sola capa para regresion con otras activaciones no lineales, probablemente, porque las redes que
podian resultar de interés producian modelos paramétricos de sobra conocidos en estadistica.

3. Por ejemplo, una neurona adaline con una funcién de activacion identidad «» produce el modelo
lineal de regresion:

Fx) = w(w's) = W'

f(x) = p(®TR) = (WIR)? = wi + 2wow 1 + 2wowams + 2wiwox T + WixT + wix3

4. Una mayor flexibilidad se obtiene con una transformacion no lineal previa de las variables de
entrada, lo que requiere un nivel oculto adicional.

Esta técnica era también conocida de la estadistica, pero se utilizaba mas bien para el pre-proceso
de datos con objetivos muy especificos, (normalidad, homocedasticidad, incorrelacion, etc.), pero
no como una técnica para resolver problemas generales.


Teresa
Resaltado
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Entradas Nivel Oculto Nivel de Salida Salidas
(Inputs) (Hidden layer) (Output layer) (Outputs)

Figura 6: Estructura general de un modelo de red neuronal ’alimentada hacia adelante’ (feed-forward).

Redes Neuronales Multi-layer Feed-forward (MLF)

1. Los modelos supervisados mas utilizados son las redes multilayer feed-forward (MLF) de una
sola capa oculta, descritos al principio, que responden a la forma general:

1(x;0,) P(1 e1,jtw, (%) + e1,0)
f(x;0) = | : =1
1(x; 0c) P Ce i, (%) + o)
donde:
a) 0 ={64,...,0.},con 0, = {W,ci}, donde: W = (wrq, ..., wy) es el conjunto de pesos del

nivel ocultoy c;, = (cx1, .- ckﬁ)T es el vector de pesos de la salida k-ésima.

b) {tw,;(-) = ¥(;;w;)} es un conjunto de funciones de una familia 7, = {1, : w € R"}
parametrizada mediante el vector de parametros w € R".

)  es una funcion que es la misma en todas las componentes de f(x; ).
2. Como caso particular, una red MLF con una s6la salida (o cada componente de una red de varias
salidas) puede escribirse como:

h

F(x:0) = o> cjtr;(xswj) + co) = plc" ¢ + co) = p(€" )

j=1

donde & = {W,e} con W = (wy,...,wp} y € = (co,c1,...,cn) 7.

Funcionamiento de las Redes MLF
1. Por tanto, las redes MLF:

a) Realizan en primer lugar, una transformacion de las variables de entrada produciendo el
nuevo vector de variables 1):

x=(Lx)" —¢=(19)"


Teresa
Resaltado
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b) Ensegundo lugar, aplican a dichas variables transformadas la funcion y = ¢ (¢”'4) (suponemos
una s6la salida).

2. De esta forma, a dos puntos "similares"segun las variables transformadas u ocultas, la red neuronal
les asignard valores similares. Por tanto:

a) La capa oculta tiene por objeto crear un espacio intermedio con un nuevo sistema de distancias
entre puntos diferente a la del espacio de entrada, y lo méas adecuado posible para permitir que

b) La capa de salida consiga reproducir comodamente (a veces con simples funciones lineales) la
salida deseada.

Capa Oculta

1. Existen dos grandes familias de modelos segun el tipo de transformacion de la capa oculta, o lo
que es lo mismo segun la medida de similitud o diferencia, utilizada:

a) Modelos de Proyeccion: proyectan los puntos sobre el hiperplano ijx + wy definido por
cada vector de pesos w; antes de aplicar la funcion de activacion, produciendo:

Ve, (%) = (W] x + wp)

1) Lavariable ¢ (x) producira valores iguales sobre puntos ubicados en esa direccion.

2) Las funciones de transferencia resultantes Va, (x) se denominan funciones ridge (protu-
berancia).

3) Ejemplos: redes neuronales multilayer perceptron (MLP), modelos projection pursuit
(PP) y redes support vector machines (SVM) con nucleo basado en proyecciones.

b) Modelos Radiales: determinan las diferencias x — w; y, muy frecuentemente, las distancias
|x — w || con respecto a cada vector referencia w;, antes de aplicar la funcion de activacion,
produciendo:

1) Lavariable wv—vj (x) producira valores similares sobre puntos ubicados de manera similar
con respecto a la referencia w; (que actia a modo de patron o modelo).

2) Las funciones de transferencia resultantes 1 _(x) se denominan radiales (en el segundo
caso).

3) Ejemplos: redes neuronales de base radial (RBF) y support vector machines (SVM)
con ndcleo radial.

X—Wj X—Wj

b, (%) = ¥ ( ) 6 bien v, (x) = ¥, <

wWo

2. Notese que:
2
HX - WH = <(X - W), (X - W)> = <X7 X> + <W7W> -2 <X7W>
a) Con lo que, si los vectores estan normalizados, se obtiene: ||x — w||* =2 — 2 (x, w).

b) De esta forma, a mayor distancia, menor producto interno, y, asi, puede pensarse en (-, -) como
una medida de similitud y en ||- — -||* como una medida de disimilitud.

3. Realmente, puede decirse que la diferencia mas importante entre los diferentes tipos de funciones de
transferencia es el caracter global de las de tipo proyeccion, y el caracter local de las de tipo radial.
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Figura 7: Izquierda: activacion gausiana con proyeccion: f(x) = exp(—0,1(2x; + 3x2)?). Derecha: acti-
vacion logistica aplicada a una transformacion distancia: f(x) = —(1 4 e~ (#1+2))~

o

”O ’Q ‘00«
"‘:‘¢ »‘¢ "‘
SIS " 3 0&0 o
< (SRS ,.‘,‘ o:'..
S5, 0‘ 0
“":':$ Q 0‘
WU ’o

‘ '\ o o‘

Figura 8: lzquierda: dos neuronas con activacion logistica con transformacion proyeccion: f(x) = (1 +
~(Re3z2)y=1 1 (1 4 ¢~ (®1=222))~1 Derecha: dos neuronas con activacion gausiana y transformacion
. - 2 2

distancia: f(x) = e % +e 2.



a)

b)
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En este sentido, la transformacion de proyeccidn provoca que puntos muy alejados (globalidad)
pero situados en un mismo hiperplano {w’x = b} posean respuestas muy similares (figura 7,
izquierda).

Sin embargo, la suma de dos funciones de transferencia puede adquirir ya caracter global,
como era de esperar, para poder aproximar cualquier funcion regular (figura 8).

4. Un criterio general perseguido para la eleccion de la funcién de transferencia es que aporte la sufi-
ciente complejidad a la red neuronal, para poder aproximar cualquier funcién del espacio de interés
y asi poder reducir a cero el error de aproximacion tratado en el capitulo anterior.

5. Con respecto al primer grupo de arquitecturas, un requisito adicional es una regularidad suficiente
para permitir la utilizacion de algoritmos de optimizacion no lineal en caso necesario (normalmente,
gue posean segunda derivada continua).

Nivel de Salida

1. El nivel de salida constituye realmente una red neuronal de una sola capa (0 una neurona si se trata
de una s6la salida) cuya entrada es ahora la salida del nivel oculto.

2. Las funciones de activacion de este nivel estan determinadas fundamentalmente por el problema de
aplicacion:

a)

b)

Clasificacion. Si se trata de un problema de clasificacion en el que se pretende un estimador
plug-in de la regla de Bayes, del anélisis de la seccion anterior se deduce que para estimar las
probabilidades a posteriori pueden utilizarse funciones de activacion sigmoides o lineales, o
softmax para el caso de varias clases, con funcién de pérdida cuadratica o de entropia cruzada.
La segunda es la méas natural pero la primera produce buenos resultados y es muy utilizada.

Regresién. Si se trata de un problema de regresidn, es necesario utilizar funciones de acti-
vacion compatibles con el rango de los datos. En este sentido, las funciones sigmoides re-
stringen la salida al intervalo [0, 1] y, a pesar de que los datos podrian ser transformados pre-
viamente para ser compatibles con ello, suelen utilizarse activaciones lineales (la identidad),
debido a su mayor facilidad de entrenamiento con pérdida cuadréatica. Ello, como veremos, no
penaliza la capacidad de la red pues su naturaleza no lineal se realiza previamente en el nivel
oculto.

3. Por tanto, dado que el método plug-in en el problema de clasificacion utiliza un enfoque de regresion,
en lo que sigue, salvo que se especifique lo contrario, trataremos el problema de regresién como
problema marco. Unicamente, haremos referencia explicita al problema de clasificacion cuando una
técnica especifica lo requiera.

Red Neuronal Multi-layer Perceptron (MLP)

1. La red neuronal perceptron multicapa (MLP), se caracteriza por utilizar la misma funcién de acti-
vacion para todas las neuronas del nivel oculto.

2. Para el problema de regresion, la red MLP posee como forma general:

h

F(x:0) = cjih(w] x+wjo) + co (7)

=1
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Una neurona logistica MLP con dos neuronas
0.5
0.8 0.4
0.6 0.3
0.4 0.2
0.2 0.1
0 0
-5 0 5 -5 0 5
MLP con tres neuronas MLP con cuatro neuronas
1
4
0.8
0.6 2
0.4 0
0.2
-2
0
5 0 5 -10 0 10

Figura 9: Redes MLP con diferente complejidad. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: una neurona
logistica (1 + e~*)~!, y MLP con dos, tres y cuatro neuronas, respectivamente.

3. En el problema de clasificacién, como ya se ha mencionado, si se desea que la red estime las prob-
abilidades a posteriori para utilizar después la regla plug-in, las activaciones de salida pueden ser
igualmente lineales o también sigmoides, en ambos casos bajo pérdida cuadratica o de entropia
cruzada.

4. En el nivel oculto, suelen utilizarse funciones sigmoides, usualmente la logistica, pero también
transformaciones de ella como, por ejemplo, la funcion tangente hiperbdlica 1! (r) = tanh(r) €
[—1, 1], cuya relacion con la logistica 1° () es:

e —e " 1—e 2 1
— -9 —1=24%2r) — 1
e l4e 1+e2r v

YH(r) =

5. Consistencia. En general, un red MLP con suficientes neuronas en el nivel oculto posee la propiedad
de aproximacion universal, que le permite aproximar cualquier funcién continua, siempre que las
funciones de activacion del nivel oculto no sean polinomios [Leshno et al. 1993] (Figura 9).

De esta forma, el error de aproximacion puede hacerse tan pequefio como se quiera, con lo que sélo
gueda hacer tender a cero el error de estimacion mediante una adecuada seleccion del modelo.

Algoritmos de Entrenamiento para la Red MLP
1. Los més utilizados son de dos tipos:

a) Sin regularizacion (p. ej. [Bishop 1995], [Haykin 1999]):
1) Minimizan el riesgo empirico:

n

Rn(0) = = > Ulyis f(xi50))

i=1
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utilizando algoritmos de optimizacion no lineal (algoritmos basados en el gradiente o
el Hessiano) adaptados (Back-propagation) para aprovechar la estructura de red feed-
forward del modelo.

2) Posteriormente, es necesario realizar el control de la complejidad y la seleccién del mod-
elo (por ejemplo, mediante validacion cruzada).

b) Con regularizacion (Métodos Bayesianos), [Foresee y Hagan 1997], [Bishop 1995].

1) Minimizan el riesgo empirico regularizado (p. ej. con pérdida cuadrética):

~

Rn(8) = BR,(y"(0) + AE(O) = B

-

(i — F(x::0))> + A ; 02

=1 7

obteniéndose los 6ptimos para 8, 5y A.

2) De esta forma, realizan al mismo tiempo el control de la complejidad y la seleccion del
modelo.

2. Los algoritmos de optimizacion basados en el gradiente o hessiano usualmente utilizados con las
redes MLP poseen los siguientes inconvenientes:

a) Los problemas de optimizacion poseen multiples dptimos locales en los que puede quedar
atrapado el algoritmo de entrenamiento.

b) Si se repite el aprendizaje con los mismos datos, no tiene por qué obtenerse la misma red
neuronal pues los algoritmos comienzan con valores iniciales aleatorios para el parametro 6.

La solucion reside en utilizar algoritmos que busquen dptimos globales (p. ej. algoritmos genéticos)
pero suponen una mayor carga computacional.

Red Neuronal de Base Radial (RBF)

1. La red neuronal de base radial (RBF) se caracteriza, al igual que la MLP, por utilizar la misma
funcién de activacion para todas las neuronas del nivel oculto.

2. Para el problema de regresion, la red RBF més utilizada posee como forma general:
h
Fx:0) = 3 et (Ix = willg, ) + o ®)
j=1
donde [|x — vvj||2j =(x— wj)TZj_l(x — w;) para alguna matriz 3;.

3. Sin embargo, ese modelo posee muchos parametros en las matrices X; y es muy dificil de entrenar.
Por ello, es frecuente utilizar como alternativas:

a) X; = a?Id, j € {1 : h}, lo que significa que la funcion de transferencia es esférica con
amplitud determinada por a?-.

b) X; = ¥ = 021, es decir todos los pardmetros o ; son el mismo con valor o.
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Una neurona RBF gausiana Red RBF con dos neuronas ocultas
1
0.8
06 0.5
0.4
0
0.2
0 ' -05 :
-5 0 5 -5 0 5

Red RBF con cuatro neuronas ocultas Red RBF con cuatro neuronas ocultas (d=2)
1

0.5

-0.5

Figura 10: Redes RBF con diferente complejidad. De izquierda a derecha y de arriba a abajo: una neu-
rona gausiana exp(—x2), redes RBF con dos y cuatro neuronas, respectivamente, y red RBF con cuatro
neuronas en R2.

4. Es frecuente utilizar como funcion de activacion la gausiana:

1 1
) <||x - ijE]) x exp {—5 |x — ij%j} = exp {_E(X — wj)TEj_l(X — Wj)}

)

5. Los parametros o (0 o si son todos iguales) se denominan parametros amplitud, ventana o radio
de cada funcion de transferencia.

que, en el Gltimo caso anterior, resulta:

1

¥ (IIx = wllg, ) ocexp{ —3

2
X—Wj X—Wj

(o2 g

Los parametros w; suelen denominarse centros de la red RBF y actGian a modo de modelos o puntos
de referencia de los datos, en relacién con el problema de que se trate (clasificacion o regresion).

6. Consistencia. En general, un red RBF con suficientes neuronas en el nivel oculto posee la propiedad
de aproximacioén universal, que le permite aproximar cualquier funcién continua, siempre que las
funciones de transferencia del nivel oculto sean de la forma ¢)(x — w;) y v sea integrable, acotada
y continua (p. ej. [Park y Sandberg 1991]) (Figura 10).

De esta forma, el error de aproximacion puede hacerse tan pequefio como se quiera, con lo que sélo
gueda hacer tender a cero el error de estimacion mediante una adecuada seleccion del modelo.

Algoritmos de Entrenamiento para la Red RBF

1. Los algoritmos de entrenamiento que pueden utilizarse con las redes RBF son:
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Figura 11: Izquierda: influencia de o en el nimero de autovalores significativos de la matriz ¥, indicando
el grado de redundancia de las variables ocultas, en cada caso. Derecha: nimero de funciones bésicas no
redundantes determinado por el valor de o. Para un o dado, la adicion de nuevas variables a partir de un
namero h no aporta capacidad de representacion (p. ej. si ¢ = 5, la utilizacion de mas de 4 neuronas no
aporta beneficios y produce un mal condicionamiento de la matriz ¥.

a) Los mismos algoritmos mencionados para las redes MLP, con los mismos inconvenientes.

b) Algoritmos lineales que, aunque resultan suboptimos, poseen mucha menor carga computa-
cional.

2. Algoritmo Lineal. Suponemos un mismo parametro ventana o:

a) Se elige un conjunto A de posibles valores para o.
b) Para cada valor o € A:
1) Realizar la siguiente transformacion (capa oculta) de los datos {x;, ..., x, }:

W, = (W(x0), e Yp(xi ) i=1:1n
con zpj(xi)—qp( X% >

(Notese que todos los datos se utilizan inicialmente como centros).

2) Determinar el numero de unidades ocultas necesarias con el radio o, realizando un analisis
espectral de la matriz W tal que ¥;; = 1;(x;): se calculan los autovalores de la matriz y
se determina el numero h,, de autovalores mayores que un umbral.

Ese nimero h,, indica el numero de variables +; no redundantes (Figura 11).

3) Resolver el siguiente problema de regresion lineal (pérdida cuadrética):

min} (y: — 7))’
=1

g

mediante un algoritmo de minimos cuadrados con seleccion de variables [Chen et al.
1991] que eligira las h, variables ocultas mas importantes para el problema. La solucion
es de la forma:

~

¢, = (vTw)ylely
= fox) = p(x)"C, = px)"(¥Tw) ey



20 J. M. Matias. Dpto. Estadistica. Univ. de Vigo.

donde ¥ es la matriz cuyas columnas son las variables i, = 1, ¢, ..., 1, valoradas en
losn puntos x;,i =1 : n.
¢) Como resultado, se obtienen tantas redes RBF fg entrenadas, como valores de o hay en A.

Ahora, basta realizar la seleccion del modelo mediante algin método de seleccion valido para
modelos lineales (capitulo anterior) determinando la mejor red:

h .
fo*(x)zzc‘jw <X;Wj>
=1 :
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