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Desarrollo Histérico

1. El origen de las support vector machines (SVM), es una generalizacion del hiperplano sepa-
rador de maximo margen (definicion 1, pag. 2) para una muestra de datos en un problema de
clasificacién, [Vapnik 1982], [Vapnik 1998], [Schélkopff y Smola 2002], [Cristianini y Shawe-
Taylor 2000], [Cristianini y Shawe-Taylor 2004], [Vert et al. 2004].

2. Los hiperplanos separadores sufren de dos debilidades en muchos problemas de aplicacién: por una
parte, exigen la separabilidad perfecta de la muestra y, por otra, poseen caracter lineal.

3. Las redes support vector machines se desarrollan para evitar estas limitaciones, siendo sus hitos
histéricos fundamentales, los siguientes:

a) La creacion del algoritmo Soft-Margin [Cortes y Vapnik 1995], para enfrentarse a muestras
no separables o a problemas donde no interesa la separabilidad perfecta (p. ej. ruido en las
observaciones).

b) La transformacion previa del espacio de entrada X C R? en un nuevo espacio (feature espace)
de mayor dimension, U = ¢(X) C R®, en el que las fronteras lineales de los hiperplanos
separadores dan lugar, mediante la transformacion inversa, a fronteras no lineales en el espacio
de entrada, (Kernel Trick [Boser et al. 1992]).

¢) La generalizacién de las SVM a problemas de regresién mediante la utilizacién de la pérdida
e-insensible de Vapnik, [Drucker et al. 1997].

Hiperplano Separador de Maximo Margen

1. Nos centramos en el problema de clasificacion con dos clases con codificacion ) = {—1, 1} que se
pretende resolver mediante:

a) Una funcion discriminante lineal f(x) = w’x + b = W’ % que define un hiperplano sepa-
rador! 7y, = {x € X : (w,x) +b =0}

b) Una regla de clasificacion gy, (x) = signo( fw(x)) € {—1,1}.

1Si w,x € R< el producto interno entre w y x se denota indistintamente por w” x o por (w,x). Al tratar los hiperplanos de
méximo margen (y mas adelante las SVM) es comun utilizar la notacion (w, x) con objeto de manejar mejor sus propiedades de
operador lineal: (377, cixi, x) = D1, v (i, X) .
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Figura 1: Muestra separable, hiperplano separador y margen geométrico -, de una observacion (x;, y;)
Margen

1. Distancia de un punto a un hiperplano.

a) Siwlx; + b= 0, entonces el hiperplano 7y, = {x € X : (w,x) + b = 0} pasa por x;.

b) La distancia desde x; al hiperplano {w”x + b = 0} sera la distancia entre x; y el punto
x = x; + Aw del hiperplano que, por tanto, verifica:

0 = wix+b=wl(x;+Iw)+b=wix;+Iwlw+b
— = —(wlx; +b)  —(wlx;+b)
wiw lw|?

Sustituyendo ese valor de A, dicha distancia sera:

1
d0xi,x) = o = xill = [dwll = ]AlIwll = = |wl'x; + 0]

Definicion 1 Una muestra z" se dice linealmente separable si verifica: y; fa (x;) > 0,Vi € {1 : n}
siendo fw(x) = wlx -+ b, en cuyo caso, el hiperplano {w’x + b = 0} se denomina hiperplano
separador. En este marco, se denomina:

a) Margen funcional de la observacion (x;,y;) con respecto al hiperplano {w’x; + b = 0}, a
la cantidad:

X; = ‘waz- + b‘ = yi(WTXz' +b) = yi fa(xi)

b) Margen geométrico de la observacion (x;,y;) con respecto al hiperplano {w’x; + b = 0}, a
la distancia euclidea entre x; y el hiperplano, es decir:

1 | 7 1 T 1 1
vi =t Wi+ b = (W 4 0) = i fa () = o
t vl w0 lwr] 75 I
2. Asi, si el vector w esta normalizado (||w| = 1), el margen funcional coincide con el margen

geomeétrico.
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Definicion 2 El margen (o margen geométrico) del hiperplano 7, ; con respecto a la muestra z”,
se define como:

1 ) 1
NTwp) = (W, x;) +b| = 7— min [{w,x;) +b| = mX(Tw,b) €y

min ——
S T Tl iin,

donde x(7w,5) se denomina margen funcional, que depende del tamafio de w.

Algoritmo de Entrenamiento del Hiperplano Separador de Maximo Margen

1. El hiperplano separador de maximo margen se obtiene como solucién del siguiente programa de
optimizacion:

min |(w,x;) + b|

1e{lin}
sujeto a: ||w| =1

max T
weRd peR {7( wh)

2. Alternativamente, en lugar de normalizar el vector w en la expresion (1), puede normalizarse el
margen funcional, x(7w,,) = 1 (en cuyo caso se dice que el hiperplano esta en forma candnica),
con lo que el problema de optimizacion persigue maximizar 1/ ||wf|| con la restriccion x(7w) = 1,
es decir:

1
min = [|w]? (2
weRd beR 2
sujeto a: y;((w,x;) +b) > 1,i=1,...,n

3. Ahora el margen en la muestra es:

donde x;~ son los puntos de la clase +1 y x; los de la clase —1 que saturan la restriccion del
problema anterior: y;((w,x;) +b) = 1

4. El problema anterior es cuadratico con restricciones lineales (convexo) con lo que existe solucion
Unica y las condiciones de 6ptimo de (Kuhn-Tucker) son necesarias y suficientes.

5. La solucion puede obtenerse a través del problema dual, y resulta combinacién lineal de un sub-
conjunto SV de puntos de la muestra, denominados vectores soporte (support vectors) pues la solu-
cioén se expresa en términos de dichos puntos, ([Scholkopff y Smola 2002], [Cristianini y Shawe-
Taylor 2000], [Vapnik 1998]):

W= Z Bixi
x;ESV
= fws(X) = D Bi(xix)+b ?3)

x;ESV

6. Con ello, dado un nuevo punto x a clasificar, la solucion se obtiene calculando el producto interno
con los puntos de la muestra.
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Figura 2: El hiperplano en linea continua produce un mayor margen ~; en la muestra que el representado
con linea discontinua con margen ~,.

Hiperplano Separador Soft-Margin

1. Cuando la muestra no es linealmente separable, 0 no interesa su separacion perfecta, (lo que es
frecuente en la practica, p. ej. debido a que la poblacidn no lo sea —solapamiento de las clases— o
si los datos estan sujetos a ruido), es preciso admitir un conjunto de observaciones mal clasificadas,
(enfoque soft margin en contraposicion del anterior, denominado hard margin).

2. Esto se logra formulando variables slack, £, > 0, ¢ = 1 : n, que permiten la violacién de las
restricciones:
yi((w,x;) +0)+&>1,i=1:n

3. En este punto, aparece un conflicto de intereses entre un nimero minimo de observaciones mal
clasificadas y una clasificacion lo mas robusta posible. Este conflicto puede formularse como [Cortes
y Vapnik 1995] (compérese con el problema (2)):

mln{z lwl|*+C Z &it

{?(S‘BXHZ))N_Q i=1,...n (4)

donde el parametro C expresa la importancia asignada a los casos mal clasificados.
4. Notese que el problema (4) no es una formulacion extrafia pues equivale al problema:

\fvnll)ré {— HWH +CZ€ yza.fw b(X’L } = mlré {Zé ylvfwb X’L HW” }

i=1
gue equivale a un principio inductivo basado en el riesgo empirico regularizado, utilizando como
pérdida:

€n caso contrario

Uy, F(x)) = [1 — yf(x)]4 = { (1)— yf(x) sil—yf(x) =0 -
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5. De nuevo, el programa (4) es un programa cuadratico con restricciones lineales, cuya solucién puede
obtenerse mediante el programa dual, y es de forma analoga a (3).

6. Laseleccion de C' es un problema de seleccion del modelo, y se puede realizar por ejemplo mediante
validacion cruzada.

Support Vector Machines

El Método del Nucleo (The Kernel Trick)

1. El problema del hiperplano separador de méximo margen es que posee caracter lineal cuando, en la
practica, este tipo de modelo puede no ser suficiente.

Una tactica para conseguir fronteras no lineales utilizando técnicas lineales es utilizar una trans-
formacién no lineal del espacio de entrada (al modo de la regresion polinémica o de las redes
neuronales con capa oculta), para aplicar métodos lineales en el espacio transformado (espacio de
caracteristicas o features) de tal forma que, sus soluciones en dicho espacio den lugar, mediante la
transformacion inversa, a soluciones no lineales en el espacio original.

2. Las redes neuronales basan su potencial en la misma tactica. En dichas redes, es usual que h < d
(el nimero de nuevas variables suele ser menor que el nimero de variables originales), sin embargo,
en el caso de las SVM es normal lo contrario pudiendo alcanzar el espacio de features dimension
incluso infinita.

3. Teniendo en cuenta que la solucion de los hiperplanos separadores es de la forma (3):

Fap(®) = D Bi{xisx) +b

x;ESV

(que requiere calcular el producto interno con los puntos de la muestra), y que el producto interno es
(x;,%x) = Z?Zl(xi)j(x)j podria pensarse que la utilizacion de espacios intermedios de dimension
infinita impedira la utilizacion de este tipo de técnicas.

4. Lasolucion a este problema [Boser et al. 1992] reside en elegir una transformacion:
$p: XCRI U

con ¢ = ¢(x) € U posiblemente de dimension infinita, de tal manera que su producto interno esté
definido mediante una funcién « definida positiva:

(d(x), p(x)) = ¢;(x);(x) = k(x,%) (6)
=1

de tal forma que dicho producto interno esté bien definido, donde ¢,;(x) son las componentes de
D(x).
Support Vector Machines para Clasificacion

1. Utilizando el método anterior, planteamos el problema de clasificacion en el nuevo espacio de mayor
dimension, donde ahora la muestra es {(y;, ¢;)}I"; con ¢; = ¢(x;), i =1:n.
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k(x,x") Observaciones
(x,x') ¢(x) = x. Modelo lineal
cos(x — ')
exp(—(z+2")P),0<p<1
exp(—||x — x||?), 0 < p < 2 | Gausiana, Laplaciana,...

A+ |x=x|*)P,p>0 Multicuédrica inversa
(x,x)? peN Polinémico homogéneo
((x,xy+c)P,peN Polinémico no homogéneo
cos((x,x')) Coseno con producto interno

Cuadro 1: Diversas funciones definidas positivas que pueden utilizarse como nucleos en las SVM.

2. La obtencion del hiperplano soft-margin (o el hiperplano de maximo margen, si se pretende una
separacion perfecta) en el nuevo espacio con la nueva muestra, la solucion resulta:

W= Z Bid(xi)
x;ESV
= fwp(@(x) = D Bil (X)) +b= > Bir(xix)+b (7)
x;ESV x;ESV

que es la expresion general de las support vector machines para clasificacién tanto en el caso
hard margin, como en el caso soft margin, que proviene de la resolucion de los problemas (2) o (4)
respectivamente, en el espacio de caracteristicas.

3. Por ejemplo, el programa del caso soft margin posee ahora la forma:

mm{zHWH +CZ€Z}
{y¢(< »¢( ))+b)>1—5Z - (8)

,n

£ =0 ’

4, Con el método del nucleo, se resuelve el problema de la dimensionalidad del nuevo espacio sin
necesidad de conocer especificamente dicho espacio o la transformacion ¢ : X ¢ R? — U, pues
basta el conocimiento de « para construir la solucion.

5. La tarea de modelizacién puede realizarse seleccionando directamente « o0 bien la transformacién
¢, aunqgue lo primero es lo mas usual pues un mismo nucleo « puede resultar de diferentes transfor-
maciones verificando la condicion (6).

6. La tabla 1 muestra ndcleos utilizados frecuentemente en las support vector machines pero es valida
cualquier funcion definida positiva?.
Support Vector Machines para Regresion

1. Utilizando el método del nicleo expuesto en el apartado anterior, planteamos ya el problema de
regresion en el espacio de caracteristicas.

2Si y solo si la matriz K es semidefinida positiva con (K):; = x(x:,x;) para cualquier conjunto {x;,...x,,}. (Nota: una
funcion de covarianza o covariograma x(x;, x;) = Cov(Y(x;), Y(x;)) satisface la misma condicion).
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2. En dicho espacio, la extension al problema de regresion de la idea de soft margin equivale a per-
mitir soluciones que no se ajusten exactamente a todos los puntos {(¢(x;),v;)}i—, de la muestra
transformada.

3. Esto puede formularse generalizando el problema (8) de la siguiente forma [Drucker et al. 1997]:

min_ {3 [\l +C i, (& + €0}

w,b.&,
(W, d(xi))y +b—yi <e+§; )

§i:6 >0

donde w € U,y &;,£; € R son variables slack que evitan que la solucién tenga que contener en
la banda de radio e todos los puntos (x;, y;) de la muestra, como medio de defenderse de posibles
outliers y evitar el sobreajuste.

4. Esta formulacion equivale a la utilizacion de la funcion de pérdida e-insensible ([Vapnik 1995],
[Vapnik 1998]) conp = 1, 2:

Uy, f(x)) = ly = F(X)[Z = max{0, (ly — f(x)[ — )"} (10)

gue permite ver mejor el principio inductivo utilizado, basado en el riesgo empirico regularizado.
Parap = 1:

1 -
%{?{5 lw| +C Z lyi — fwp(xi)|.} (11)

=1

donde fw 4(x) = (W, ¢(x;)),, + b. (Pero este problema es mas dificil de resolver que (9), debido a
la funcion |-|,).

5. La solucion al problema (9) se obtiene formulando el Lagrangiano con respecto a las variables
primales w, b, €, &' y duales o, &, p, p':

L(W7 b7 Ea 5,7 «, a/> P, p,) = % HVVH2 + C Z(gz + g;) + ZaiKWa ¢(Xl)> + b— Yi —€— gz]
=1 =1

+allyi = (W, (x)) +b) = = &1 =Y pi& = > pié]
i=1 i=1

=1

6. Las condiciones de 6ptimo para las variables primales son:

oL g
w — WV > () — ai)p(x;) =0
i=1
oL :
b = - E(a; —a;) =0
i=1
g_gL = C—-a;j—p;=0,1=1:n
oL

— = C—-a,—pi=0,i=1:n
o, el
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que, sustituyéndolas en el Lagrangiano, producen el siguiente problema dual:

n n
max {5 Y (o) — a;)(f — aj)r(xi, ;) — & 3 (o + i) + Y0 (o — i)y
a,a’ eR™ i=1 i=1
n
S —a;) = 0 (12)
=1

0<a;,d,<C,i=1:n
con las siguientes condiciones adicionales de complementariedad de Kuhn-Tucker:

ail(w,p(x;)) +b—yi—e—§] =0
ailyi — (W, p(x:)) +b) —e =&} =
5@52 =0, aia; =0

(C— )& =0, (C—aj)& =0

Ol iz1in (13)

pues 0 = &;p; = &;(C — ;) y 0 = Eipl = E(C — o).

7. Observaciones. Sobre la solucion del programa (12)-(13), destacamos lo siguiente haciendo 3, =
o} — a;, (el problema de clasificacion en sus versiones hard y soft margin admite observaciones
similares):

a) El optimo w posee la forma: w = Y | 5,¢; con ¢, = ¢(x;), 7 = 1 : nal igual que en el
problema de clasificacion (ahora en el espacio de caracteristicas).

b) Los vectores que satisfacen 3; = o/ — a; # 0, (a; > 06 o, > 0), es decir, los que saturan las
dos primeras restricciones en (13), son los Gnicos que participan en la expresion de la solucion.

1) Por ello, se denominan vectores soporte (support vectors) y son los vectores realmente
relevantes o dificiles para el problema).

2) De ellos, los que verifican 0 < o; < C 00 < o < C estan ubicados justo en la
frontera de la banda de radio e, y el resto, a; = C' 0 o) = C, quedan fuera de esa banda
contabilizados como errores por la funcién de pérdida.

c) Conello, el optimo es combinacion lineal de los vectores soporte w = >, 5,¢; Y lasolucion
al problema (12) viene dada por:

Farp(¥) = (W, d(x)) +b=> B (d(x:), p(x))y +b =D Bir(xi,x) +b  (14)

que es la forma general de las SVM para regresion.

d) La solucién obtenida se expresa Unicamente en términos de los vectores realmente relevantes
o dificiles para el problema (los vectores soporte): depende de la dificultad intrinseca del pro-
blema a resolver y no, por ejemplo, del tamafio de la muestra o de la dimensidon del espacio de
entrada.

e) Una ventaja de lo anterior, es que la solucion seria la misma si se eliminan de la muestra
todos los puntos que no resultan relevantes, lo que permite adoptar tacticas de entrenamiento
progresivo afiadiendo datos sucesivamente y conservando Unicamente los vectores soporte de
las etapas anteriores.

8. La figura 3 muestra el ajuste de cuatro redes SVM gausianas en un problema de regresion. En cada
subfigura puede observarse la banda +< centrada en la estimacion proporcionada por cada red, asi
como los vectores soporte de la misma, identificados con estrellas.
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loss= lineal; nsv= 3, epsilon= 0.5, radio= 0.2, C= 100

-

loss= lineal; nsv= 3, epsilon= 0.3, radio= 0.2, C= 100
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Figura 3: De izquierda a derecha y de arriba a abajo: redes SVM entrenadas con pérdida e-insensible lineal
para e = 0,5, 0,3 y 0,08, respectivamente, y red SVM entrenada con pérdida c-insensible cuadratica con
e = 0,08 y demés pardmetros iguales a la tercera de las anteriores.

a) Puede observarse la influencia del parametro ¢ en la complejidad del estimador final: las tres
primeras redes se entrenaron utilizando la pérdida e-insensible lineal con ¢ = 0,5, 0,3y 0,08
(este ultimo fué el valor optimo sobre una muestra de validacion), obteniéndose respectiva-
mente 3, 3 'y 9 vectores soporte, lo que muestra la influencia inversa de e sobre dicho nimero.

b) La ultima red se entrend con pérdida e-insensible cuadratica y los demas pardmetros iguales
a la ultima de las anteriores (¢ = 0,08), obteniéndose 12 vectores soporte. Por tanto, esta red
resulté menos parsimoniosa que la correspondiente obtenida con pérdida e-insensible lineal,
lo que suele ser el caso en general.

9. Finalmente, la figura 4 muestra la influencia de los hiperpardmetros ¢ y o (escala del ndcleo), sobre
el error en una muestra de validacion (gréafico de la izquierda) y el nimero de vectores soporte de la
solucién (grafico de la derecha).

a) Al respecto del grafico de la izquierda:

1) La zona de mayores errores es la zona de infraajuste de la red que se corresponde con
valores grandes de e. La zona de sobreajuste no se muestra debido a su rapido crecimiento
y se obtiene para valores muy pequefios de ambos pardmetros, sobre todo de . En un
rango de valores moderados de ambos parametros, el parametro £ posee mucha mayor
influencia en el grado de complejidad de la red.

2) A medida que ¢ es mayor, el valor 6ptimo del parametro de escala del nicleo también se
va haciendo mayor pues no es necesaria tanta complejidad en el modelo.

b) El gréfico de la derecha de la figura 4 (ndtese que la escala de los ejes del plano horizontal esta
invertida con respecto al gréfico de la derecha), muestra que:

1) Los valores pequefios de € producen un gran incremento en el numero de vectores soporte
debido al estrechamiento de la banda +¢. Si este parametro es suficientemente grande, no
habria vectores soporte.
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Figura 4: 1zquierda: error en una muestra de validacion en funcion del pardametro  (izqda.) y del pardmetro
de escala del nucleo (dcha.). Los valores extremos, especialmente de ¢, empeoran la capacidad de gener-
alizacion. Derecha: nimero de vectores soporte de la solucion en funcién de dichos parametros. Ahora,
es sobre todo el incremento de ¢ el que provoca el incremento de dicho valor. (NGtese que la escala de
los ejes del plano horizontal de la segunda figura, esta invertida con respecto a la primera (para mejor
visualizacion)).

2) Para cada valor fijo de ¢, se obtiene un mayor nimero de vectores soporte cuanto menor
es el parametro de escala del nucleo pues esto implica mayor complejidad en el modelo y
con ello méas violaciones de la banda +-«.

Casos Particulares

1. Splines (Redes RBF de regularizacion): sip = 2y ¢ = 0 se tiene el problema:

min lw2+0n£§} , - 1
mip {10 3 = min 37 (31— ((w, (x0)) + ) + 55 [P
yi — (W, 0(x3)) +0) =¢;,i=1:n ’ i=1
cuya solucion es:
w o= (#7®+- L1 71<I>Ty<:><I>Ty: T+ 1, | W= BTBW + ——w
20" 20" 2C

2
|

2C-®"(y - ®W) =3 8= B,p(x;)conB=2C-(y — PW)
i=1

= F0) = (W) + b= Birlx, xi) + b

1=1

donde todos los vectores son vectores soporte (debido a que ¢ = 0).
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2. Kriging y Procesos Gausianos. De lo anterior se deduce:

Lo
0P = (y—®W)=(y-2®'8)=y—-Kp

1 _ _ L 1
donde &7 = K es la matriz Gram. Asi, sib =0 :
§(x) = f(x) = }jﬂ (%) = KL = LK+ 52T) y

gue coincide con la prediccion del kriging simple cuando el nicleo & coincide con el covariograma
de la funcion aleatoria.

a) Con b # 0, se tiene la expresion del kriging ordinario.

b) Si en lugar de un término b, se incluye un término polinémico en el modelo (SVM semi-
paramétricas de [Smola et al. 1999]) se obtiene el kriging universal.

3. Regresion lineal por minimos cuadrados regularizados (ridge regression): Si x(x, x;) = (X, X;),
es decir la transformacion es la identidad ¢(x) = x, y ademas p = 2y ¢ = 0, el problema (9)
resulta:

[Ag)

min {§ |[w|* +C X7 ﬁ% }
yi — ((w,x;) +0) =&, i=1:n

’ - 1
= min {Z (yi — ((w,x;) + b))2 BYel [[wl }

w,b -
=1

4. Regresion lineal por minimos cuadrados. Si C' = oo se tiene la regresion usual por minimos
cuadrados, que también admite una expresion en términos del producto interno con los puntos de la
muestra y donde todos los vectores son vectores soporte (debido a que ¢ = 0):

n
W= X'X)TIXTy =XTX(X'X) Xy =X"8 =) Bix
=1

= f(x) = (W, () +b= Zﬁi (x,xi) +b
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