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Optimizacion con restricciones

Problema de Optimizacion con Restricciones
Lo que sigue puede verse de forma detallada, p. ej. en (Chong y Zak 2001) y (Luenberger 1984).

Definicién 1 Un problema (Primal) de optimizacion con restricciones se formula de la siguiente forma:
dadas funciones f,g = (g1, ..., 9r),h = (h1, ..., hn)T, cON f,gi, hj, i = 1,...,7r, j = 1,...,m, definidas
en Q C RP, determinar:
min f(w) sujeto a:
g(w) <0 (1)
h(w)=0

Definicion 2 La funcion f(w) se denomina funcion objetivo o de coste. Se denomina region factible la
region en la que el problema esta definido: R = {w € Q : g(w) < 0,h(w) = 0}. Una restriccion de
desigualdad ¢;(w) < 0 se dice activa si, en el 6ptimo w*, supuesto existente, verifica: g;(w*) = 0. Se
denomina slack, a una variable ¢, > 0 asociada a la restriccion g;(w) < 0 que la convierte en activa:
gi(w) +&; = 0. Si la restriccion es activa, £, = 0.

Definicion 3 Una funcion f : R? — R se dice convexa si Yu,w € RPy VYA € (0,1) :
fOuA+ (1= X)w) < Af(a) + (1 —A) f(w)

y estrictamente convexa si la desigualdad es estricta. Un conjunto 2 C R? se dice convexo si Vu, w € §)
yva e (0,1) : du+ (1 = X)w € Q.

Lema 4 Siunafuncidn f esconvexa, cualquier minimo local w* del problema sin restricciones, minycq f(w),
es también minimo global.

Demostracion. Vu # w*, 3\ € (0, 1), tal que:

Jw?) < FOW" 4+ (1= Xu) < Af (W) + (1= A)f(u) = f(w") < f(u)

Definicién 5 Un problema de optimizacién con restricciones se dice convexo si €2, la funcion objetivo y
todas las restricciones son convexas.

Teorema 6 Fermat. Una condicion necesaria para que w* sea minimo de f(w) (sin restricciones), con
f funcion diferenciable en w*, es que Vy f(w*) = 0. Si, ademas, f es convexa, dicha condicion es
suficiente.
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Definicion 7 Dado un problema de optimizacion con funcion objetivo f(w) y restricciones de igualdad
h(w) = 0, se define la Funcién de Lagrange (Lagrangiano) como la funcion:
L(w,\) = f(w)+ > Aihi(w)
i=1

donde los \; se denominan coeficientes de Lagrange.

Teorema 8 Lagrange. Una condicidn necesaria para que w* sea solucion de minycq f(w) sujeto a
h(w) = 0, con f, h diferenciables en un entorno de w* es que, exista A* = (A], ..., Ay,,) tal que:

{ Vw f(w*, A%)
v)\f(W*v )‘*)

0
0

Si, ademas, L(w, X*) es convexa como funcion de w, entonces dichas condiciones son suficientes.

Los coeficientes de Lagrange expresan la tasa de variacion del valor éptimo f(w™) ante cambios en el
valor de las restricciones, pues:
OL(wW*, A\¥)

an, =A,i=1:m

Definicién 9 Dado un problema de optimizacion con restricciones de igualdad y desigualdad, (1), se
define la funcion de Lagrange (Lagrangiano) generalizada como la funcion, con a = (v, ..., ay),

/8 = (517 76m)

T

L(w,a, B) = f(w) + 3 asgs(w) + i_?l Bii(w)

i=1

Definicion 10 Se define el problema de optimizacion Dual, asociado al problema (Primal) (1), como el
problema:

méx p(a, 3) = max {vgré%L(W,aaﬂ)}

a’B a’ﬂ

sujetoa: a > 0

donde p(a, B) = infweq L(w, o, B). Si (a*, B%) es la solucion 6ptima, se denomina valor del problema
a: p(a*, B%).

Teorema 11 Sea w € 2 una solucion factible del problema primal y («, 3) solucion factible del proble-
ma dual. Entonces: f(w) > p(a, 3).

Demostracion. Se verifica que:
ple.B) < inf L(w,a,B) < L(w, @, B) = f(w) + a”g(w) + B h(w) < f(w)
pues, al ser w factible, g(w) < 0, h(w) = 0y al ser (o, 3) factible se tienex > 0. m

De esta forma, el valor del problema dual es siempre menor o igual que el valor del problema primal.
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Corolario 12 Si se verifica que f(w*) = p(a*, 8%), siendo w* y (a*, 3") soluciones factibles para los
problemas primal y dual respectivamente, entonces w* y (a*, 3*) son soluciones del problema primal y
dual, respectivamente, en cuyo caso: o g;(w*) =0, =1:r.

Demostracion. La condicion de 6ptimos para los respectivos problemas esta clara pues alcanzan sus cotas inferior
y superior. Ademas, como en la demostracion del teorema anterior, por hipétesis, las desigualdades son igualdades,
ha de ser a*Tg(w*) = 0. m

Los problemas primal y dual pueden poseer soluciones dptimas sin que se alcance la igualdad anterior, en
cuyo caso, se denomina gap de dualidad a la diferencia f(w*) — p(a*, 8%).

Definicion 13 Un punto (w*, a*, 3*) se dice Punto de Silla para el Lagrangiano generalizado si w* €
Qa*>0y:
L<W*7 a: 6) S L(W*a a*vﬂ*) S L(W7 a*7 /6*)

Teorema 14 (w*, o, 3") es punto de silla del Lagrangiano generalizado si y s6lo si w* y (a*, 3%) son
soluciones del problema primal y dual, respectivamente y no existe gap de dualidad.

Teorema 15 Teorema de Dualidad Fuerte. Si el problema primal (1), verifica que €2 es convexo y las
funciones g, h son funciones lineales, (g(w) = Aw — b, h(w) = Bw — ¢), entonces, el gap de dualidad
es cero.

Teorema 16 Condiciones de optimo de Kuhn-Tucker. Dado un problema primal (1) con dominio €2 con-
vexo, f diferenciabley g, h lineales como en el teorema anterior, entonces, w* es 6ptimo para el problema
si 'y solo si existen a*, 3*, tales que:

) = 0

) = 0
ajgi(w*) = 0,i=1:r

) < 0,i=1:r

;> 0,i=1:r

Las relaciones o g;(w*) = 0,i = 1 : r se denominan relaciones de complementariedad de Kuhn-
Tucker, e implican que, para restricciones activas (saturadas), se verifica o; > 0, mientras que, para
restricciones inactivas (no saturadas), o;; = 0. Asimismo, al igual que con los multiplicadores de Lagrange,
a; refleja la tasa de cambio en la funcion objetivo al variar el término independiente de la restriccion

gi(w™).

Aplicacion a un Programa Cuadratico

Sea el problema (primal):

w2

min iw’Aw — blTw
sujetoa: Cw <d



4 J. M. Matias. Dpto. Estadistica. Univ. de Vigo.

con Ay p, bpxi; Crxp, dmx1. Suponiendo que la region factible no es vacia, planteamos el problema
dual:

méx{ml'n{%wTAW —blw +al(Cw —d)}}

a>0 " w

donde v € R™y o > 0 significa ; > 0Vi € {1: m}.

El minimo se obtiene paraw = A~!(b — CT ) y sustituyendo esta expresion en el primal, se tiene el
dual:

(a4

max —%aTPa —a’u— %bTQb
sujetoa: a > 0

donde P = CA~!CT, u = d — CA~'b. De esta forma, el dual de un programa cuadratico es otro
programa cuadratico pero con restricciones mas sencillas.
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