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Comenzamos recordando la notacién general:
Introduccién

P @ X1,X2,...,XT: serie de tiempo.

ARMA: . X
Construccién @ {X:},: proceso generador de la serie de tiempo.

=

et o {a:},: proceso de ruido blanco (innovaciones).

Procesos
ARIMA:
Construccid 7
Ml Ademds, supondremos que:

identificacion ) )

. @ a; es independiente de X;_1, X;_o,...
rocesos

S Esto implica que el conocimiento de los valores de

Construceian Xt—1,Xt_2,... no aporta informacién acerca de a;.

e
identificacién

Estimacion

Diagnosis
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Introduccién

Introduccion El primer objetivo de este tema es la construccién de un
Procesos Ve . a
ARMA: modelo estocastico sencillo que, de forma razonable, haya

Construccién

. podido generar a la serie de tiempo de que disponemos.

identificacion

S Entonces, basdndonos en dicho modelo, podremos:

Construccion o 7 «o - .
s @ Comprender la dinamica de la serie de tiempo.
identificacion

e @ Efectuar predicciones de valores futuros de la serie de
ARIMA tiempo.

estacionales:
Construccién
e
identificacién

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos Box-Jenkins

Series de

VIETRE Introduccion

German

Rt B La planificacién del presente tema puede resumirse en las
siguientes etapas:

Introduccion

P © Presentacion de una clase de modelos estocasticos
S paramétricos pero flexibles (han demostrado su utilidad
como posibles generadores de series de tiempo reales).

e
identificacion

i @ Exposicién de técnicas que nos permitan seleccionar

Construccién alguno de dichos modelos como generador de nuestra serie

e

et de tiem po.

Procesos

A © Construccién de estimadores para los pardmetros del
estacionales: modelo

Construccién
e

identificacién @ Prediccién de futuros valores de la serie en base al modelo
Estimacion eStimadO

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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e Imaginemos que deseamos construir un modelo para la
cantidad de agua (X:) que hay al final del mes t en un embalse.
Puesto que dicha cantidad es aleatoria, el modelo ha de ser un

Procesos o . . o o

ARMA: modelo estocdstico. Haremos las siguientes suposiciones:

Construccion

e @ Durante el mes t llega al embalse una cantidad de agua

identificacién

Introduccién

. ¢ + at, siendo c la cantidad media de agua que llega y a;
rocesos

ArA una v.a. de media cero y varianza constante que hace que
onstruccion

S la entrada de agua varie de un mes a otro.

identificacion

. @ Cada mes se gasta una proporcién fija 1 — ¢; de las

ARIMA
estacionales:
Construccién

e Se tiene que el modelo buscado es:

identificacién

Estimacion Xt =Cc+ lethl -+ at.

Diagnosis

existencias iniciales.
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Un proceso estacionario {X;}, que admite la representacién

Introduccién

Procesos Xt — (@ (,let—l + at,

ARMA:
Construccion
e

S donde c y ¢ son constantes, se conoce como un " proceso
P autorregresivo de orden 1", y se denota por AR(1).

ARIMA:

Construccién .

o Se verifica que:

identificacion

Procesos @ El proceso AR(1) explica el valor actual (X;) como una

ARIMA .y .
S funcién lineal de 1 valor pasado (X;—1).

Construccién

e o El proceso AR(1) siempre es invertible.

identificacién

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Series de

Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(1)

AR(1): ¢1 > 0 AR(1): ¢1 < 0

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

L

fas

!

40 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10
!

T T T T v T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20

Retardo Retardo

10 05 00 05 10
40 05 00 05 10

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos Box-Jenkins

Series de
Tiempo

German Procesos autorregresivos: AR
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Un proceso estacionario {X;}, que admite la representacién

Introduccién

Procesos Xt = € = d)].Xt—l aF ¢2Xt—2 + dt,

ARMA:
Construccion
e

S donde ¢, @1 y ¢ son constantes, se conoce como un " proceso
P autorregresivo de orden 2", y se denota por AR(2).

ARIMA:

Construccién .

o Se verifica que:

identificacion

Procesos @ El proceso AR(2) explica el valor actual (X;) como una

ARIMA s o
pser funcién lineal de 2 valores pasados (X:—1 y X:—2).

Construccién

e o El proceso AR(2) siempre es invertible.

identificacién

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(2)

AR(2): ¢1> 0,00 >0 AR(2): ¢1 <0, >0

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

L

fas

!
!

40 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10

T T T T v T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20

Retardo Retardo

10 05 00 05 10
40 05 00 05 10
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Series de

Ejemplos de la fas y la fap de procesos AR(2)

AR(2): ¢1> 0,00 <0 AR(2): ¢1 <0,00 <0

Procesos
ARMA: .. ..
Construccion R N
e oL bl I I
a o aa 2 o L L1 2 o |
identificacién & s T ‘ [T e s ‘ T | T T T
o | 2
w T T T T w T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20
Retardo Retardo
a | ’ a |
P P
& 3 & 8
i T
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Germén Un proceso estacionario {X;}, que admite la representacion

Aneiros Pérez

Introduccién Xt =C + ¢1Xf71 + ¢2Xt72 + e + ¢pXt7p + at—,
Procesos

ARMA: donde ¢, ¢1, ..., ¢p son constantes, se conoce como un

Construccion

® entificacion proceso autorregresivo de orden p” (AR(p)).
Procesos .
ARIMA: Se verifica que:

Construccion

. o Estacionario & 1 — ¢1z — ¢pz> — -+ — ppzP #0

identificacion

Procesos VZ con |Z| = 1
ARIMA

ctacionales o Causal & 1 — 1z — ¢pz? — -+ — ppzP # 0 Vz con |z| < 1.

Construccién
e

identificacién o Slempl’e es Invel’tlb|e

Estimacion o La fap se anula para todo retardo mayor que p.

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Un proceso {X;}, que admite la representacién

Introduccién
Procesos Xt =c + dt + 91 dt—1,
ARMA:

Construccion

o donde c y 07 son constantes, se conoce como un " proceso de
il medias mdviles de orden 1", y se denota por MA(1).

Procesos
ARIMA:
Construccion T .
. Se verifica que:
identificacion

@ El proceso MA(1) explica el valor actual (X;) como una
Procesos oz . d
ARIMA funcién lineal de 1 valor pasado de un proceso de ruido

estacionales:
Construccién b|anCO (at_]_).

e
identificacion o El proceso MA(1) siempre es estacionario y causal.

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(1)

MA(1): 61 > 0 MA(1): 61 < 0

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

L

fas

!
!

40 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10

T T T T v T T T T
5 10 15 20 5 10 15 20

Retardo Retardo

10 05 00 05 10
40 05 00 05 10
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Un proceso {X;}, que admite la representacién

Introduccién
Procesos Xt =C+at+ elat—l + 0231-_2,
ARMA:

Construccion

o donde ¢, 6; y 6> son constantes, se conoce como un " proceso
Bl de medias méviles de orden 2", y se denota por MA(2).

Procesos
ARIMA:
Construccion T .
. Se verifica que:
identificacion

@ El proceso MA(2) explica el valor actual (X;) como una
Procesos oz . H
ARIMA funcién lineal de 2 valores pasados de un proceso de ruido

estacionales:
Construccién b|anCO (at_]_ y at_2).

e
identificacion o El proceso MA(2) siempre es estacionario y causal.

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Series de

Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(2)

MA(Q): 01 >0,6,>0 MA(Q): 01 <0,60>0

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

L

fas

!
!

40 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10

Retardo Retardo

10 05 00 05 10
40 05 00 05 10
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ARMA:
Construccion
e
identificacién

Modelos Box-Jenkins

Ejemplos de la fas y la fap de procesos MA(2)

MA(Q): 01 >0,0,<0 MA(Z): 01 <0,60<0

f

fas

10 05 00 05 10
fas

10 05 00 05 10

Retardo Retardo

fap

fap

10 05 00 05 10
10 05 00 05 10
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LEEEER  Un proceso {X;}, que admite la representacion

Introduccién

Xe=c+ar+br1at—1 +bharo+ - +0gat—q,
Procesos

ARMA:

Consticeion donde c,01,...,04 son constantes, se conoce como un

e
identificacion " proceso de medias méviles de orden q" (MA(q)).
Procesos

ARIMA: e

Construccién Se Verlflca que:

e

identificacion @ Siempre es estacionario y causal.

Procesos

ARIMA o Invertible & 1+ 01z + 02% + -+ + 0,29 # 0
estacionales:

Construccién

< Vz con |z| < 1.
identificacién

o La fas se anula para todo retardo mayor que q.

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Modelos Box-Jenkins

Series de
Tiempo

ST Procesos ARMA

Aneiros Pérez

La introducciéon en un mismo proceso estacionario de
itreduccion estructura autorregresiva (AR) y de medias mdviles (MA) da

Procesos

A lugar a los procesos ARMA.
Construccién
e

identificacion Asi, por ejemplo, se tienen los procesos:
i @ ARMA(1,1): X; = c+ ¢1Xe—1 + ar + B1ar_1.

Construccion

identificacion ° ARMA(Q’l): Xt =c+ @1 Xe—1+ P2 Xe2 + ar + fr1ar—1.
Procesos o ARMA(1,2) Xt = C —|— ¢1Xt—1 —|— at + elat—l + 9231__2.
ARIMA

estacionales: o ARMA(2,2)

Construccién

> Xe =+ ¢1Xe—1 + ¢ Xe—2 + ar + O1at—1 + Ora;—».

identificacién

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Tiempo Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

Germa
Aneiros

Procesos
ARMA:

ARMA(1,1): ¢ > 0,6; > 0

ARMA(1,1): ¢ < 0,6; <0

fas
10 05 00 05 10
!

T T

Retardo

Retardo

e
Construccion N
¢ qiiN
q Y g S [
identificacién 48
°
W T
5
3_
&3 L
o] I

fap

40 05 00 05 10

German Aneiros Pérez
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Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

Modelos Box-Jenkins

Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

ARMA(1,1): ¢ > 0,6, <0

ARMA(L,1): ¢1 > 0,6; <0

fas
10 05 00 05 10

Retardo

fap
10 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10

T T T T
5 10 15 20

Retardo

L

L

fap

!

10 05 00 05 10

L
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Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

Modelos Box-Jenkins

Ejemplos de la fas y la fap de procesos ARMA(1,1)

ARMA(1,1): ¢ <0,6; >0

ARMA(1,1): ¢1 < 0,61 > 0

fas
10 05 00 05 10

Retardo

fap
10 05 00 05 10

L

fas
10 05 00 05 10

T T T T
5 10 15 20

Retardo

L

L

fap

!

10 05 00 05 10

L

German Aneiros Pérez
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. Procesos ARMA

BBl Un proceso estacionario {X;}, que admite la representacién

Introduccién

Procesos Xt = c+ ¢1Xt—1 + ¢2Xt—2 + .- 4 ¢PXt—p
Comtm +ar +01ar-1 + b8t 2 + - + 0gar—q,

Construccion
e

Certneetor donde ¢, ¢1,...,¢p,01,...,04 son constantes, se conoce como
L ocesos un proceso ARMA(p,q).

ARIMA:
Construccion

Se verifica que:
ARIMA oc=p(l—¢1——¢p).

estacionales:

Construccién o ARMA(p,O) == AR(p)

=

identificacion o ARMA(O,q) & MA(q)

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Procesos ARMA

el (P o Estacionario < 1 — ¢1z — ¢pz2 — - — $pzP # 0
Introduccién VZ con |Z’ - 1
ARMA o Causal & 1 — 1z — ¢pz? — - — ppzP # 0 Vz con |z| < 1.

Construccion

e o Invertible < 1+ 601z + 0,22 + -+ - + 0pz9 #0

identificacién

German

Procesos VZ con |Z| S 1
ARIMA: .
Construccién @ La clase de procesos ARMA es muy flexible:

e
identificacion

sz Si {Y:} es un proceso estacionario tal que yy 5 — 0
ARIMA a -
el cuando h — oo, entonces, dado cualquier niimero entero

Construccién

e k > 0, existe un proceso ARMA {X;} tal que vx n = vy h
identificacion Vh — 07 17 e k

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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La ecuacién que define al proceso ARMA(p,q)

Introduccién Xt — C + ¢1Xt—1 _|_ ¢2Xt—2 + e + (Z)PXt—p
T +ar + 01at—1 + Orat—2 + -+ - + Ogat—q,
Construccion

e se puede escribir en la forma compacta

identificacién

Procesos

ARIMA: ¢(B)Xt: C+9(B) at,
Construccion

e

identificacién donde

Procesos

?s?!l’(\:/iloAnalcs: ¢(B) = (1 - ¢1B - ¢ZB2 - ¢PBP) )
gonstruccion 9 (B) = (1 _I_ 018 + 0282 _I_ 00 o0 + quq)
identificacién

Estimacion y B denota al operador retardo, definido por BX; = X;_1.

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



Series de
Tiempo

German
Aneiros Pérez

Introduccién

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

Procesos
ARIMA:
Construccion
e
identificacion

Procesos
ARIMA
estacionales:
Construccién
e
identificacién

Estimacion

Diagnosis

Modelos Box-Jenkins

Procesos ARMA

fas fap
AR(p) Muchos coeficientes Se anula para todo
P no nulos® retardo mayor que p
MA(q) Se anula para todo Muchos coeficientes
g retardo mayor que q no nulos®
ARMA(p,q) Muchos coeficientes Muchos coeficientes

no nulos™

no nulos™

“A partir de los primeros retardos, convergen muy rapidamente

a cero, como suma de funciones exponenciales y/o sinusoidales.
v

German Aneiros Pérez
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Germén La clase de procesos ARMA que acabamos de estudiar:
Aneiros Pérez
@ Es una familia de procesos estacionarios.
Introduccién

@ Es muy flexible: puede modelizar gran variedad de series
Procesos . ;
LLIUL generadas por procesos estacionarios.

Construccion
e
identificacién

Dada una "serie de tiempo estacionaria”, trataremos de
modelizarla a través de un proceso ARMA(p,q).

Procesos

ARIMA:

Construccion

e

identificacion . .
Las primeras cuestiones a resolver son:

Procesos

ARIMA 7 . . 0

estacionales: @ ;Coémo asesorarnos acerca de si una serie de tiempo ha

i —— . . .

Qe sido generada o no por un proceso estacionario (ARMA)?

identificacion

@ Si efectivamente ha sido generada por un proceso ARMA,
icoémo identificar los valores de p y g7

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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e e La serie de tiempo. . .,
iha sido generada por un proceso estacionario (ARMA)?

Serie estacionaria (ARMA) Nivel no constante (tendencia)
Procesos

ARMA: @ El grafico de la serie frente

Construccién a
e al tiempo debe mostrar: °

identificacién

German
Aneiros Pérez

o Nivel constante. 2]
o Variabilidad constante. o]

o La fas muestral py debe
converger a cero muy
rapidamente a medida que
el retardo k crece.

L

!

ACF
40 05 00 05 10

!

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



=
[ e—— S|

Series de
Tiempo

G an
Aneiros Pérez

Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

Modelos Box-Jenkins

Varianza no constante Nivel y varianza no ¢ a

Tiempo

100

Retardo

ACF

500

300

Lo

0 100

100

L

10 05 00 05 10
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Procesos
ARMA:
Construccion
e
identificacién

Tiempo

L

L

ACF
410 05 00 05 10

Retardo

Tiempo

N

!

ACF
10 05 00 05 10

10

Retardo

German Aneiros Pérez
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Procesos ARMA

Dada una serie de tiempo generada por un proceso ARMA. . .,
Introduccion icudles son los érdenes p y q correspondientes? (ldentificacion)

Procesos

ARMA: - .
Construccién Para responder a esta pregunta nos basaremos, en un principio,
e

identificacion en la informacién que nos suministran la fas y la fap muestrales

Procesos (ﬁk y ak, reSpeCtivamente).
ARIMA:

Construccion

SN Tanto p, como o dependen de la serie de tiempo observada, y
Procesos sus valores cambiaran con ella (son aleatorios).

ARIMA

estacionales:

opspLeion Por ello, para obtener informacién a partir de px y ax

e
[CenlicaEion necesitamos conocer su distribucion muestral.

Estimacion

German
Aneiros Pérez

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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A Distribuciéon muestral de pj y de a. Inferencia
Si el tamafio de la serie (T) es "grande” se verifica que:

Introduccién

Procesos 1

ARMA: T~ _

Construccién . . Pk =~ N 0’ /T ’ v k

e Ruido blanco i.i.d. =

identificacién -~ N 0 1 \v/ k
Procesos Oék ~ ) /T )

ARIMA:

Construccién . . . i .
e Conclusién: Si la serie ha sido generada por un proceso de ruido
o blanco i.i.d., deberia cumplirse para cada k =1,2,... (con un
rocesos ) ., ) ) B )

ARIVA nivel de significacién individual aproximado del 5%) que:
estacionales:

Construccién

iilentiiicacién -~ 6 <196 196> y a G <196 ].96>
Estimacion pk ﬁ ' ﬁ k ﬁ ' ﬁ

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Germa - 5 Z
Anciroe peres | Serie, fas 'y fap Conclusié
Los graficos de la izquierda
Procesos
ARMA:

WWWWWWWW sugieren que la serie:
Construccién o ES estacionaria.

e 0 50 100 150 20

identificacién

2401 2

@ Ha sido generada por un
proceso de ruido blanco.

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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. Procesos ARMA

SEEEE  Distribucion muestral de a. Inferencia
T Bajo condiciones generales (incluyendo T "grande”) se verifica

Procesos que:
ARMA:

Construccion 1
e ~
identificacién AR(p) = ) =~ N (0, _,_>, vV k > pP-
Procesos T

ARIMA:

Construccién Conclusién: Si la serie ha sido generada por un proceso AR(p),

e

identificacién deberia cumplirse para cada k > p (con un nivel de

i significacién individual aproximado del 5%) que:

estacionales:

Construccién " c ( 196 196>
e 5 D
identificacién k ﬁ ﬁ

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo
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Anciroe peres | Serie, fas 'y fap Conclusié

Los graficos de la izquierda
ARMA:

NWMWWWWWNW\WMM sugieren que la serie:
Construccién o ES estacionaria.

e o S “ 0 a0 100

Procesos

5 40123

identificacién

@ Ha sido generada por un
proceso AR(2).

ACF
10 -05 00 05 10
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Tiempo Procesos ARMA

Germén Distribuciéon muestral de py. Inferencia

Aneiros Pérez

Bajo condiciones generales (incluyendo T "grande”) se verifica
Introduccién que:
Procesos
ARMA:
Eunstruccién N \/1 + 2 (p% + cee 4 pg)
identificacién MA(q) = Pk ~ N 0, . vV k > q.

VT

Procesos
ARIMA:
Construccion oz . E -
e Conclusion: Si la serie ha sido generada por un proceso MA(q),

identificacion

N deberia cumplirse para cada k > g (con un nivel de
ARIMXI significacién individual aproximado del 5%) que:
estacionales:
Construccion
iilentiiicacién e 1 + 2 ﬁz + to + 52

ok € | £1.96 (7 - )

Diagnosis
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German

Aneiros Pérez Serie, fas y fap COhClUS

Los graficos de la izquierda

Procesos . H . .
A : sugieren que la serie:
Construccién N

@ Es estacionaria.

e o 20 “0 60 80 100
identificacién Terpo i
@ Ha sido generada por un

proceso MA(1) o por un

AR(2).

10 05 00 05 10

10 05 00 05 10
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German

Aneiros Pérez Procesos ARMA

Introduccion La identificacion de los érdenes p y q de un proceso ARMA
T mixto (p # 0 # q) a partir del estudio de la fas (px) y la fap

ARMA:
e el (Qk) muestrales es una tarea muy complicada.
identificacién

Procesos De momento, nos limitamos a identificar procesos AR o MA a
¢0||5t|‘||c(i6|| partir de b\k y ak
identificacion

Procesos Mads tarde, veremos un método (semi-automatico) para
ARIMA o ot

estacionales: identificar procesos ARMA generales.
Construccion
i’(lentilicacion

Estimacion

Diagnosis

German Aneiros Pérez Series de Tiempo



