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Resumen

En diversos campos surgen problemas estadisticos donde los datos son dados me-
diante medidas angulares dando la orientacién o angulos en el plano (datos circu-
lares) o en el espacio (datos esféricos). Datos circulares es el caso mas simple de
esta categoria de datos llamada datos direccionales, dénde la tnica respuesta no
es escalar, pero es angular o direccional. La suposicién estadistica bésica es que
los datos son una muestra aleatoria de una poblacién de diecciones. Para trabajar
con datos de esta naturaleza es necesario construir nuevos estadisticos pues los
estadisticos usuales empleados para datos lineales son inapropiados en los datos
direccionales, pues no tienen en cuenta la naturaleza circular de los datos direc-
cionales.

En este trabajo vamos a analizar la direccion de viento recogida por la estacion
meteorolégica A Mourela que pertenece a un Sistema de Control Suplementario
de la Contaminacién Atmosférica de la U.P.T. de As Pontes propiedad de Endesa
Generacion S.A. Debido a la naturaleza circular de esta variable comenzaremos
describiendo los datos circulares segtin ([9]). Comenzaremos con la estimacién no
paramétrica tipo nicleo de la densidad circular haciendo un especial hincapié en
la seleccion del parametro de suavizado. Notemos que estos datos de direccién de
viento son minutales y recogidos a lo largo del anio 2010 lo que nos llevé a estudiar
el modelo de Moebius de series de tiempo.

Debido al interés por estudiar la relacién entre las concentraciones de SO, y la
direccion de viento realizaremos la estimacién no paramétrica tipo nicleo de la
funcién de regresiéon dénde la seleccion del parametro de suavizado también es
de vital importancia. Notemos que para este apartado se va a trabajar con la
direccién de viento recogida en las estaciones de medida automaticas B1, B2, C9,
F2'Y G2 que también forman parte del Sistema de Control Suplementario de la
Contaminacién Atmosférica U.P. T de As Pontes; pues para realizar la estimacion
de la funcién de regresién necesitamos que tanto los datos de SO, y direccién de
viento estén recogidos por la misma estacion.
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Capitulo 1

Introduccion

Los datos circulares surgen de varias formas. Las dos principales ccorresponden a
los principales instrumentos de medicion circular, la brijula y el reloj. Entre las
tipicas observaciones medidas por la brijula estan las direcciones de viento y las
direcciones migratorias de los pajaros. Entre las tipicas mediadas por el reloj estan
los tiempos de llegada (en un reloj de 24 horas) de los pacientes a una unidad de
urgencias de un hospital. Conjuntos de datos similares surgen al considerar veces
en una ano (o veces en un mes) de los eventos correspondientes.

Las direcciones en el plano se pueden observar como vectores unitarios en el plano
como puntos en el circulo unidad. Aunque hay otras dos formas muy ttiles de
observar las direcciones- como éngulos y como ntimeros complejos; escogiendo
una direcccién y orientacién inicial (Esto es equivalente a escoger un sistema de
cooredenadas ortogonal en el plano). Luego cada punto x en el circulo unidad
puede ser representado por un angulo # o por un nimero complejo unitario z.

x = (cos B, send)

0

z=¢e" = cosf + isenb

En este capitulo, presentaremos la descriptiva de los datos circulares siguiendo
([9]). Comenzaremos por estudiar las medidas de localizacién, concentracién y
dispersién, secciones 1.1, 1.2., y finalmente nos centraremos en las principales
distribuciones circulares, seccién 1.3.

1.1 Medidas de localizacion

Sean xy,...,x, cuyos angulos correspondientes son #;, © = 1,...,n. La direccién
media 0 de 64, ...,0, es la direccién de x1 + ...+ x,, que es el centro de masa = de
T1yeeoy Ty
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Por tanto si las coordenadas cartesianas de z; son (cosd;, send;), entonces (C, S)
son las coordenadas cartesianas del centro de masas.

~ 1 n B 1 n
C=- 0, S =— 0,
n;COS j n;senj

Ademas 0 es la solucién de las ecuaciones (LIL2) y es la direccién de z1+. . .+,
denominada, direccion media

C' = Rcosf
S = Rsenf (1.2)
(supuesto R > 0), dénde la longitud media resultante R es dada por
R=\C?+5 (1.3)
Notemos que # no esté definida cuando R = 0 y cuando R > 0, 8 es dada por
tan~1(S/C) sio C>0
tan 1(S/C)+7 si C <0

En el contexto de estadfstica circular 6 no es la media (6; + ... + 6,)/n. Sin
embargo, la denominamos media muestral de la direccién y cumple las siguientes
propiedades

e cs equivariante bajo rotacion.

e Diferentes estadisticos utilizando diferentes sistemas de coordenadas estaran
de acuerdo en dénde esta la media la muestral, a pesar de que puede usar
niumeros diferentes para describir su posicion

Por otra, la mediana muestral de la direccién 6 de los angulos (61, ... ,6,) es algin
angulo ¢ tal que la mitad de los puntos se encuentran en el arco [¢, ¢ + 7) y la
mayoria de los puntos estan mas cerca de ¢ que de ¢ + 7.

e Cuando n es par, la mediana coincide con uno de ellos.

e Cuando n es impar, es conveniente tomar la mediana como el punto medio
de dos puntos adyacentes adecuados.
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1.2 Medidas de concentracion y dispersion

La media de longitud resultante R introducida en (I3]) como longitud del centro
de masas del vector Z es dada porR = vVC? + S2. Es la medida de dispersién més
importante en datos direccionales.

Luego, si x4, ..., x, son vectores unitarios, entonces 0 < R < 1.

Por tanto, podemos concluir que

e Si las direcciones 61, ..., 0, estan estrechamente agrupadas luego R = 1.
e Sif,..., 0, estan muy dispersas luego R serd practicamente 0.
Ademas esta medida de concentracion tiene las siguientes propiedades
e R es invariante bajo rotaciones.
e La longitud resultante R es la longitud del vector resultante z; + ...+ x,,.
e R=nR

A veces emplearemos otras medidas de dispersion de datos circulares, para com-
parar con datos en linea: la medida mas simple es la varianza circular muestral,

V=1-R
o la desviacién circular estandard,

v=+/—2logR (1.4)

También podemos considerar como medida de dispersiéon la distancia entre dos
angulos 0 y &

min(@ —&2r — (0 —&)) =7 — |7 — |0 — ¢

o definir la medida de dispersion de los angulos 64, ..., 60, sobre un angulo dado «

es
n

dof) = = " = | — |6 — all

la funcién dgy toma el minimo en la mediana muestral 8. La desviacién circular

media es dy(6)
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1.3 Distribuciones notables

Una forma de especificar una distribucion en el circulo unidad es por medio de
su funcién de distribucién. Suponemos que ha sido escogida una direccién y ori-
entacién inicial en el circulo unidad. Luego la distribucién puede ser considerada
como que los dangulos aleatorios €, y su funcion de distribucion F es definida como
la funcién en la recta real dada por

Flz)=Pr(0<f0<z), 0<z<2x7

F(r+2m)— F(x) =1, —o0o <z < 00 (1.5)
La ecuacién (3] solo afirma que todo arco en el circulo unidad de longitud 27

tiene probabilidad uno (este arco es la totalidad de la circumferencia en el circulo).
Para a < < a+ 2,

B
Pr(a <0< pB)=F()— Fla) = / dF(z) (1.6)

dénde la integral es una integral de Lebesgue-Stieltjes. La funcion de distribucion
F es continua por la derecha. En contraste con las distribuciones en la recta real,

limy oo F(x) = 00 limy—,_ o F(x) = —00
Por definicién

F(0)=0 F(2r) =1

Notemos que aunque la funcién F dependa de la eleccion de la eleccion inicial, ([L.6])
muestra que F'(8) — F'(a) es independiente de esta eleccién. por tanto cambiar la
direccion inicial es simplemente anadir una constante a F.

Si la funcién de distribucién F es absolutamente continua tiene como funcién de
densidad a f tal que

B
/ flz)dz = F(B) — Fla), —c0o < a < <0
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Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad la cual esta concen-
trada en la circunferencia de circulo unidad. Las distribuciones circulares son de
dos tipos:

1. Discretas- asignan masas de probabilidad solo a un nimero de direcciones
2. Absolutamente continuas

Una funcion f es la funcién de densidad de una distribucién absolutamente continua
si y solo si

1. f(#) > 0 en casi todo (—o0,0)
2. [Z7 f(0)do =1
3. f(0) = f(0+ 2m) en casi todo (—o0, 0)

1.3.1 Distribucion lattice

La distribucién lattice (7)) es una distribucién discreta que toma valores en los
vértices de un poligono de m lados inscrito en el circulo unidad,%. Si los pesos
(CR) son p, = %, entonces se le denomina distribucién uniforme discretizada en
m puntos.

Pr@=v+—7—)=p,r=0,1,--- , m—1 (1.7)
m—1

pr>0, ) pr=1 (1.8)
r=0

1.3.2 Distribucion uniforme

Es la distribucién mas basica en el circulo y a menudo es usada como modelo nulo.
Esta es la unica distribucién en el circulo la cual es invariante bajo rotacién y
reflexién. Su funcién de densidad es

Por tanto, para o < < a + 2,

Pra<6<p) =

es decir, es proporcional a la longitud del arco.



6 CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.3.3 Distribucién von Mises

Desde el punto de la inferencia estadistica, la distribucién von Mises (9] es la
mas mejor distribucion en el circulo. Pues esta es unimodal y es simétrica sobre
0 = p (Figura [L1)). Ademads la moda se encuentra en § = p y la antimoda en
0 = u+ m. La relaciéon de la moda de la densidad y la antimoda viene dada por
e?*, asi que cuanto mayor sea el valor de x, mayor es el agrupamiento acerca de la
moda.

1
f: - - keos(0—p) 1.9
9(0; p, k) ol (1.9)

1 0
F(@, 0, /i) = m/o et dy

e [ denota la funciéon de Bessel modificada de primer tipo y orden 0,

1 o Kkcost - 1 K\ 2"
Ih(k) = %/0 e™dl, Iy(k) = Z L (§>

r=0

e El pardmetro p es la media de las direcciones

e k es el pardmetro de concentracién. En (Figura [[L1]) se observa que cuanto
mas grande sea el parametro de concentracién su funciéon de densidad von
Mises estarda mas concentrada en su media circular.

Densidad Von Mises

Figura 1.1: Representacion de la funcién de densidad de Distribucién von Mises
vM(0,k), k=0.5,1,2,3,4.

Como el pardmetro x es una medida de concentraciéon en el caso de que nuestra
muestra siga una von Mises; nos hemos planteado explicar explicar la relacién
entre diferentes medidas de dispersion como son la media de longitud resultante
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(L3), la desviacién circular estdandard (I4), la varianza definida de forma analoga
que en el caso lineal (II0)) y el parametro de concentracién de la distribucién von
Mises x ante una muestra que siga una distribucién von Mises.

Para ello,

1. Generamos una muestra vMm, k) de tamano 3000 para distintos valores del
parametro k (75 valores).

2. Para cada una de las muestras calculamos

e La varianza (LI0) con respecto a la distancia euclidea (I.I1) y a la
distancia definida por la longitud de arco(L12),

S2(6) = %iaﬂ(ei,e) (1.10)

0 = min, S2(y)
d*(0;,07) = 2(1 — (cos(6; — 6;))) (1.11)
d*(0;,05) = m — |7 — |0; — 6;]| (1.12)

e cl pardmetro de concentracién R = vC?2 + S? y
e la desviacién circular estdndard /—2log(R).

3. Representamos el estimador local-lineal para estudiar las relaciones de estas
medidas de concentracién y dispersion, frente a diferentes valores de k.

Figura 1.2: Relacién entreR,v,S? y &
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Mediante este estudio (Figura [[.2) se puede observar que v, S? (obtenida medi-
ante cualquiera de las distancias) se comportan de forma similar. De modo que
disminuye casi de modo exponencial a medida que x aumenta. Mientras que R se
comporta de modo diferente; aumenta a medida que x aumenta pero se presenta
una asintota en 1.

La distribucién von Mises juega un papel cruciial en el campo de los datos direc-
cionales de hecho, juega el mismo papel que la distribucién gausiana en los datos
lineales. Debido a esto nos va a interesar aproximar, relacionar la distribucién von
Mises con otras distribuciones. Asi pues,

e Si k = 0, entonces vMpu, k) es la distribucién uniforme. La aproximacién
exp(x) = 1+ x, muestra que para k pequenos vMpu, k) = C(u, k/2), dénde
C(u, k/2) denota una distribucién Cardioide. Por tanto, una distribucién
von Mises con parametro de concentracion pequeno puede ser aproximado
por una distribucién Cardioide con la misma direccién media y media de

longitud resultante.

e Cuando k — oo la distribucién vMyu,x) estd concentrada en el punto 6 = p.
Si k es grande, ¢ = xk2(6 — p1). Luego, la funcién de densidad(T9) de ¢ es
proporcional a

exp—k[l — cos(k™%€)] (1.13)

Para x grande,
1
1—cos(k /% x¢€) = 55152 +O(k7?)

asi pues, de (LI3)), £ ~ N(0,1). Luego para grades valores de k&,

0 ~vMpu, k) = k20 — p) ~ N(0,1), k= 0o (1.14)

e De foma méds general, cualquier von Mises puede ser aproximada por una
distribucién normal wrapped.

vMp, k) = WN(p, A(K)), Kk — 00
Ay = L(k)/Io(k)
Respecto a la convolucion, notemos que la convolucién de dos von Mises no es

una distribucion von Mises. En cambio, la convolucion de dos distribuciones
normal wrapped, W N (ui, A(k1)) v WN(uz2, A(kz2)) es la distribucién wrapped
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normal WN(puy + pe, A(k1)A(k2)). La cual puede ser aproximada porvMpu, +
pa, AT (A(r1) A(k2)))

01 + 02 ~ oMy + pig, AT (A(R1) A(r2)))

1.3.4 Distribucion Cardioide

La perturbacién de la densidad uniforme por la funcién coseno da lugar a una
distribucién Cardioide C'(pu, p), cuya funcién de densidad es,

1

£(60) = 5-(1+ 2pc05(0 — ) ol <

La media de longitud resultante es p

e La media de la direccion es p

La distribucién es simétrica y unimodal en p (si p > 0) (Figura [[3)).

Si p = 0 la distribucién se reduce a la distribucién uniforme (Figura [L3).

El principal uso de estas distribuciones es como aproximaciones de poca
concentracion a las distribuciones von Mises

0 ~ C(pi pi) (i = 1,2) = 61 + 0 ~ Cp + pia, pap2)

Notemos que el conjunto de distribuciones Cardioides es cerrado bajo convolucion.

1.3.5 Distribucion Normal proyectada

Las distribuciones en el circulo pueden ser obtenidas mediante proyecciéon radial de
la distribucién en el plano. Sea x un vector aleatorio bidimensional, Pr(x=0)=0.
Luego ||z||~'z es un punto aleatorio sobre el circulo unidad.

p(O; 1,y ) =
9(6:0,30) + 17 *D(O)s(D()o(| 3 |7/ (@" 32 2) " P u nw)
TSy
®(+;0,>) denota la funcién de densidad de N»(0,>7), ¢ y @ denotan la funcién
densidad y la funcién de densidad acumulada de N(0,1), z = (cosf, senf)”

Do) - =T
@S T

pA = pysend — pacost p = (p, pa)"
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Figura 1.3: Representaciéon  de  distribuciones  cardiodes  C(0,p),
p=(0.1,0.2,0.3,0.4,0.5)

1.3.6 Distribucién Wrapped

Dada una distribucion en la linea, se puede envolver alrededor de la circunferencia
del circulo de radio uno. Si x es una variable aleatoria en la linea, la variable
aleatoria correspondiente z,, de la distribucion wrapped viene dada por

T = z(mod2)

Si el circulo es identificado con el conjunto de nimeros complejos de médulo la
unidad luego el mapa wraping x — x,, pueden ser escrito como

2mix

r — e

Si x tiene como funcién de distribucién F = la funcién de distribucién F,, de z,,
viene dada por

Fu(0) = > {F(0+27k) — F(2mk)}

Si x tiene como funcién de masa de probilidad f = la funcién de densidad f,, de
Ty €S

fu(0) = D (0 + 27k)

K=—00

Las distribuciones Wrapped tienen las siguientes propiedades:

L (2 4+ Y)w = Tw + Yu
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2. Sila funcién caracteristica de x es ¢ entonces la funcion caracteristica {¢, : p = 0, £1,...}
de z,, es dada por ¢, = ¢(p)

3. Si ¢ es integrable entonces x tiene funciéon una densidad y

o0 1 o0
fuw(0) = Z f(O+27mk) = Py 1+2 Z(apcospﬁ + B,senpb)
KR=—00 p:1

D(p) = oy, + 15,

4. Si x es infinitamente divisible luego z,, es infinitamente divisible.

Hay muchas distribuciones lineales las cuales pueden ser envueltas en cualquier
distribucién dada en el circulo. Sea g la funcién de densidad de una distribucion
en el circulo y define una funcién de densidad en la linea por

f(x) =prg(z)
2nmr <x <2mn(r+1)r=0,£1,42,...,

pr son numeros no negativos tales que, Y - p, = 1. Luego, f, = ¢






Capitulo 2

Funcion de densidad circular

En este capitulo, descibiremos una estimaciéon no paramétrica tipo nicleo de la
densidad circular, seccién 2.1. Al igual que en el caso lineal, la seleccién del
parametro de suavizado sera crucial. Se estudiaran tres métodos de seleccién uno
usando técnica plug-in y dos mediante validacién cruzada que surgen de minimizar
la funcién de pérdidida dada por minimizar el error cuadrartico medio (L2) o min-
imizar la funciéon de pérdida dada por Kullback-Leibler.

2.1 Estimacion no paramétrica tipo nucleo de la
densidad circular
En el caso elemental de la estimacion no paramétrica tipo nicleo de la densidad

univariante f(x) usuando observaciones con valores reales x1, ..., z,, con nicleo K
viene dada por el estimador de Parzen-Rosemblat

o) = oK (S5

dénde
e h es el parametro de suavizado o ventana.

e Usualmente se supone que la funcién nticleo es una funcién de masa de
probabilidad simétrica, por ejemplo, la densidad Gausiana.

e La etimacién de la densidad tipo ntcleo se extiende facilmente a datos cir-
culares, aunque se debe tener cuidado en la seleccién de la funcién nicleo.

13
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Sin embargo, cuando usamos datos en el circulo, no podemos emplear la distancia
en el espacio Euclideo, asi que las diferencias # —6; seran remplazadas por el angulo
dado por la diferencia entre dos vectores,

Esto también puede escribirse como d; = cos (2T x;), dénde 2T = (cos, send) es
un vector unitario. Una eleccién natural de la funcién nicleo es usar una funcién
de densidad circular como la dada por la distribucion de von Mises. Esto permite
una representacion alternativa de la estimacion no paramétrica tipo ntcleo de la

densidad,

A 1 1 — 2T,
= — K(———
fla) = =S K
Dada una muestra aleatoria de dngulos 0y, ...,0, € [0,27]. Si consideraremos que

el estimador no parametrico de la densidad con funcion nticleo la distribucién von
Mises (2.1]), viene dado por

f(O,v) = # Z L(vcos( — 6,)) (2.1)
co(v) = 27T+0(V) L(z)=¢€"
(2.2)

e Dénde I,(v) es la funcién de Bessel modificada de orden .

e El parametro de concentracion v ahora ha asumido el papel de la inversa del
parametro de suavizado.

Para cualquier 6 y entero j, los angulos 6 y 6 4+ 275 son idénticos una funcion de
masa de probabilidad puede ser necesaria para el nicleo K. Una posible opcién
planteada por [9] es la distribucién von Mises (IL9). El pardmetro de concentracién
controla el grado de suavidad en estimacién no paramétrica tipo nicleo de la densi-
dad circular y es analogo al parametro de suavizado excepto que valores altos de v
proporcionan menos suavidad y pequenos valores de v conducen a mayor suavidad.

2.2 Seleccién del parametro de suavizado.

A continuacién, nos centramos en la eleccién del parametro de suavizado. Existen
varios métodos para seleccionar el parametro de suavizaso subjetivamente, regla
plug-in escala von Mises, o automaticamente, validacion cruzada.
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2.2.1 Regla plug-in escala von Mises

Si suponemos que f(-) es von Mises con concentracion x y (sin pérdida de gen-
eralidad) media circular p = 0. El error asintético cuadratico medio integrado
es

AMISE(v) = 3k*1,(2k)/ {32m*1y(k)* }

El error asintético cuadréatico medio integrado es de la forma av—2 + bv'/? la cual
puede ser minimizada diferenciando respecto de v e igualando a cero. Esto permite
una ”"Regla plug-in escala von Mises” para el parametro de suavizado v basado en
la estimacién de ~ ([10].

v = [Bni2Ly(2k) {4721y (k)*} 125 (2.3)
Por tanto el parametro de suavizado, asi estimado, tiene una expresién de la forma
v = Cn?® dénde B

C = [BR21,(2&) {4n' 1o (R)*} ]*/°

2.2.2 Validaciéon cruzada

Introducimos la validacion cruzada para minimizar la funcién pérdida dada por
error cuadratico medio y la funciéon de pérdida dada por Kullback-Leibler. Consid-
eremos la estimacién no paramétrica tipo ntucleo de la densidad construida dejando
fuera el valor 0; de la muestra.

£i(0.v) = Cofl”) N L(veos(6 — 6,)
i#]
co(v) = 277]%3(1/) L(z) =€"

Sea

cvy(v) = 2n~ ! iﬁ-(@i,y) - /f2(9, v)do
i=1

cvgr =n"t Z ﬁ»(@i, v)

i=1
Luego —cva(v) + [ f? vy —cvkr(v) + [ flog(f) son estimaciones insesgadas de la
perdida del error cuadrético Lo(v) y la pérdida dada por Kullback-Leibler ([6]),
respectivamente.

Vg = argmin,so — cvz(v)

VKL = argmin,sg — cvgr(v) 2.5
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De estas dos expresiones obtenemos dos posibles valores para el parametro de
suavizado.

2.2.3 Ilustracion

Con el fin de estudiar como se comportan los tres pardmetros de suavizado,
obtenidos en este capitulo, para la estimaciéon no paramétrica tipo nicleo de la
densidad (21). Hemos simulado una muestra de tamano 100 que sigue una mix-
tura de von Mises y se ha representado su distribucion tedrica junto a las tres
estimaciones de la densidad obtenidas tras seleccionar diferentes parametros de

suavizado (2.3] 2.4] 2.5]).

En (Figura R1]) se observa como las estimaciones no parametricas tipo nicleo de
la densidad (2.]]) obtenidas tras estimar el pardmetro de validacién cruzada (2.4]
2.5) son mejores que la dada por el pardmetro de suavizado obtenido mediante
plug-in (23]). Pues ambas estimaciones se parecen notablemente a la tedrica.

Densidad
03
|
e

4 ) — -

T T T T T
o 1 2 3 4 5 6

Figura 2.1: Repesentacién de la densidad teorica de una mixtura de von Mises
vM(7/2,15),vM(37/2,15) y la estimacién no paramétrica de la densidad se-
lecconando el parametro de suavizado mediante las técnicas estuadiadas. L2
(verde), KL (violeta), plug-in (marrén)



Capitulo 3

Funcion de regresion
circular-lineal

En este capitulo descibiremos una estimacién no paramétrica tipo nicleo de la re-
gresion circular-lineal, seccién 3.1, que se puede utilizar para investigar la relacion
entre una variable explicativa direccional y una variable respuesta lineal. Mediante
validacién cruzada obtendremos razonables parametros de suavizado, seccién 3.2.

La estimacion no paramétrica tipo nicleo de la funcién de regresion es comunmente
usada como una forma de resumir la relacion entre dos variables sin requerir el
supuesto de una forma paramétrica para describir esta relacion.

3.1 Estimacion no paramétrica tipo ntcleo de la
regresion circular-lineal

Dadas n observaciones de una variable direccional explicativa 6q,...,6, y una
variable respuesta lineal yy, . .., y,, suponemos que y; = m(6;) + €i, dénde epsiloni
son variables con media cero, independientes e identicamente distribuidos. Luego,
la estimacién no paramétrica tipo ntcleo de la regresién circular-lineal, m(6), viene

dada por ([5])

M0 R) = S 6,0 5)

La cual es una estimacién (B.]) andloga al estimador de Nadaraya-Watson para
caso lineal.

17
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3.2 Seleccion del parametro de suavizado

La eleccién del grado de suavizado es crucial para la estimacion no paramétrica tipo
nicleo de la regresion, asi como para la estimacion no paramétrica tipo ntcleo de la
densidad. Existen varios métodos para seleccionar el parametro de suavizado sub-
jetivamente o automaticamente y pueden ser extendidos al caso de la estimacién
no paramétrica tipo nicleo de la regresion.

Por ejemplo, cuando el nicleo de suavizado evaluado sobre datos lineales es un
nicleo Gausiano, Silverman recomienda un pardmetro de suavizado de 0.96n~'/5
y el valor hy, = 1.066n~/% es sugerido por Scott. (En ambos casos ¢ es tipicamente
dado por el minimo de la desviacion tipica muestral y el rango intercuartilico
dividido por 1.34). Ambas pueden estar conectadas con el pardmetro s en la
distribucién de von Mises usando el siguiente enlace conocido entre la distribucién
de von Mises y la distribucion Gausiana propiedad de la distribucién von Mises
[9].

Si 6 es distribuida de acuerdo con la distribuciéon von Mises centrada en p y con
parametro s, luego

kY20 — 1) —p N(0,1) K — 00

Esto sugiere la eleccion del parametro de concentracion x mediante
1

hs
Otra opcién es seleccionar  por validacién cruzada de minimos cuadréticos (LCV).

Como en el caso lineal, escogemos x de modo que minimize a la funciéon dénde son
las estimaciones sin el dato j-ésimo.

K

(3.2)

n
CV(k)=n""Y [y, —m (05 5))° (3.3)
j=1
donde
> iz Yig(0y — 03,0, )
Z?;éj g(e - 61'7 07 ﬁ)

La estimacién no paramétrica tipo ntcleo seleccionando el parametro de suavizado
mediante LCV puede ser inconsistente bajo una variedad de circunstancias. En
particiular, para datos discretos con miiltiples valores repetidos, validacién cruzada
tiende a sugerir pardmetros de suavizado que suavizan muy poco, es decir, x tiende
a ser muy grande. Por tanto valores de k escogidos de acuerdo (B:2)) serén preferi-
dos en este caso.

(055 1) =



Capitulo 4

El modelo de Mobius de series de
tiempo

En este capitulo un modelo de regresién circular propuesto en [3] es adaptado al
contexto de series de tiempo siguiendo la metodologia propuesta en ([7]), seccién
4.1. La distribucién de 0; dado #;_; es modelada usando una distribuciéon von
Mises particular. En la seccién 4.1 comentaremos el modelo de regresion estu-
diado por [3] y lo adaptaremos a una serie de tiempo. La funcién de méxima
verosimilitud (condicionada a la primera observacién) es obtenida en la seccién
4.2 y la estimacion de los parametros.

4.1 El modelo Mobius de series de tiempo

La componente deterministica del modelo de regresién estudiado por [3] une a la
variable angular dependiente v con la variable angular independiente u mediante

tan%(v — ) = wtan %(u —a) (4.1)

dénde w € [—1, 1] es el pardmetro que determina la pendiente y —7 < o, f < 7 son
pardametros que determinan la localizacién angular. La ecuacién (d.J]) nos conduce
a

1
v=p+2tan"" {wtané(u—a)} (4.2)
Luego, aplicaremos la ecuacién (£.2)) a las series de datos temporales, reemplazando

el angulo v por 6, y el angulo u por 6, 1, t = 2, ..., n. Esta sustitucién nos sugiere
la existencia de un unico parametro de localizacion, a = (3, obteniendo asi

1 1
tan g(et —a) =wtan E(et_l —a) (4.3)

19
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1
0y = o+ 2tan”! {w tan 5(075_1 — a)} (4.4)

ecuaciones analogas a (A1) y ([£2)).

Para el modelo de serie de tiempo dado en (44]) se asume que 6;|0;_; sigue una
distribucién von Mises

1
0,0;-1 ~ M(a+ 2tan™* {w tan 5(9t_1 — a)} k) (4.5)
Por tanto el modelo de serie de tiempo se convierte en

1
0, = o+ 2tan* {w tan 5(@_1 — a)} + & (4.6)

dénde €, ~ M(0, k). Nos referiremos a la distribucién condicionada de la media
direccional de 6, dado 6;_1 como ;. Esto es

1
fy =+ 2tan”" {w tan E(Qt,l — a)} (4.7)

El valor de w se restringe al intervalo [-1,1] asi que « es tinico de identificacién.
Esto es, restamos 7 al valor de a en la ecuacién (3). Luego

1 1
tan é(et — o+ pi) = wtan 5(0,5_1 — o+ pi) (4.8)
Ahora tengamos en cuenta que %((b +7) = —cot%gb, (#8) es equivalente a

—coté(ﬁt —a) = —wcot§(0t_1 — )

de lo que se obtiene

1 1 1
tan —(0; —a) = —tan —(0;-1 — 4.9
SO0 = Ltan S (01— ) (49)
La equivalencia de (L8) y (49) muestra que, si w no estuviese restringido al in-
tervalo [-1,1], y si (&, @) es una solucién de (refmodel3), luego (& — , 1) serfa una
solucién equivalente.
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4.2 Funcion de maxima verosimilitud

Como

0:0; 1 ~ M(a+ 2tan™! {w tan %(Htl — a)} k)

se obtiene que
F(0410,—1) = 2mIo(r) " expr cos(0y — )

dénde p; es dada por (7))
Luego la funciéon de masa de probabilidad de 6s, ..., 0, dado 0, es

f(eg, N ,9,1]91) — f(9261>f<03, e 79n|017 02)
= f(02]61)f(05]61,02) f(O4,...,0,|01,02,05)
= ... = [(02101) f(03]01,00) f(0s]01,02,05) - - f(0nl0r,. ... 0n1)

Pero en ecuacién (4.0) el valor de 6; depende solo del valor #;_;. Ademas,

f(et‘ely cee 70t71) = f(HtWH,

Vt =2,...,n. La funcién de méaxima verosimilitud condicionada es

Le(ayw, m) = {2mlo(s)} " eap {HZ cos - 21 {wtan 02 - o) }

t=2

dando la verosimilitud

- 1
lo(a,w, k) = const.—(n—1)loglyk+kK Z cos {Gt —a—2tan? {w tan 5(@,1 - Oz)H :
t=2
Esto se maximiza respecto los parametros a y w desconocidos

n

lo(o,w) =) cos {et —a—2tan”! {wtan %(et_l - a)H : (4.10)

t=2

La maximizacién de ([4I0) la haremos usando la funcién nim de R pero mini-
mizando la funcién —l¢(a,w) usando un algoritmo tipo Newton. Una vez que
[(ar,w) ha sido méximizada con respecto a o y w, una aproximacién mediante
verosimilitud puede ser usada para obtener una estimacion de maxima verosimili-
tud de k, maximizando

lo(&,w, k) = const. — (n — 1)loglok + Kl g (4.11)
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respecto de k. Diferenciando (@IT]) respecto de k y teniendo en cuenta que
d(Ip(k))/dk = I,(k), la funcién de Bessel de primer tipo y de orden uno, obtenemos

0 Li(k)

%[Zc(d,c&, k) =—(n-— 1)10(@

+ ld,d}v

asi que k es la solucion de






