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» En diversos campos surgen problemas estadisticos dénde los
datos son dados mediante medidas angulares dando la
orientacién o angulos en el plano (datos circulares) o en el
espacio (datos esféricos).

» Datos circulares es el caso mds simple de esta categoria de

datos llamada datos direccionales, dénde la (nica respuesta
es no escalar, pero es angular o direccional.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Notacidn

» Las direcciones en el plano pueden ser observadas como
vectores en el plano o como puntos en el circulo unidad.
También se pueden observar, como dangulos o como nliimeros
complejos.

» Escogemos direcccidn y orientacién inicial.

Luego cada punto x en el circulo unidad puede ser representado
por un angulo 6 o por un ndmero complejo unitario z.

x = (cos#, senf)

0

z = €'’ = cosf + isenf

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de localizacién

» Sean xi,...,x, cuyos angulos correspondientes 6;,
i=1,...,n.
» La direccién media 0 de #4,...,0, es la direccién de

X1 + ...+ x,. Es también el centro de masa x de xg,...

S

» Las coordenadas cartesianas de x; son (cosb;, senf;)

» Las coordenadas cartesianas del centro de masa son (C, S).
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Medidas de localizacién

» Dénde 0 es la solucion de las ecuaciones

C = Rcosf)
S = Rsenf

» La media de la longitud resultante R es dada por

R=+VvC(C2+352

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de localizacién
» Notemos que @ no estd definida cuando R =0
» Cuando R > 0, 6 es dada por

tan™1(S/C) si. C>0

S]]
Il

tan }(5/C)+7 si C<0O

Notemos que en el contexto de estadistica circular 8 no es la media
(014 ...4+6,)/n

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de localizacién

» Notemos que la media muestral de la direccién es equivariante
bajo rotacién.

» Diferentes estadisticos utilizando diferentes sistemas de
coordenadas estaran de acuerdo en dénde estd la media la
muestral, a pesar de que puede usar niimeros diferentes para
describir su posicién

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de localizacién
» La mediana muestral de la direccién 6 de los dngulos
(01,...,05) es algin dngulo ¢ tal que
1. La mitad de los puntos se encuentran en el arco [¢, ¢ + 7)
2. la mayoria de los puntos estan mds cerca de ¢ que de ¢ + 7

» Cuando n es par, la mediana coincide con uno de ellos.

» Cuando n es impar, es conveniente tomar la mediana como el
punto medio de dos puntos adyacentes adecuados.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de concentracidon y dispersion

» R= R C2 + 52, entonces si x1, . .., Xp SON vectores unitarios,
0<R<I1

> Si las direcciones 01,...,0, estan estrechamente agrupadas
luego R = 1.

» Sif1,...,0, estin muy dispersas luego R sera practicamente
0.

Por tanto, R es una medida de concentracién del conjunto de
datos.
» R es invariante bajo rotaciones.
» La longitud resultante R es la longitud del vector resultante
X1+ ...+ Xp-
» R=nR

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de concentracién y dispersién

» La media de longitud resultante R es la medida de dispersién
mds importante.

> A veces emplearemos otras medidas de dispersién de datos
circulares, para comparar con datos en linea: la medida mas
simple es la varianza circular muestral

V=1-R

» Desviacion circular estandard

v =1/—2logR

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Medidas de concentracién y dispersién
Otras medidas de dispersién

» Distancia entre dos angulos 6 y &
min(0 — &, 2m — (0 — &) =7 — |7 — [0 = ]|

» Medida de dispersién de los dngulos 61, ..., 6, sobre un
angulo dado « es
1 n
do(a) = > (w =m0 —al))

i=1

» la funcidn dp toma el minimo en la mediana muestral 6. La
desviacién circular media es do(0)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion circular

» Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad la
cual estd concentrada en la circunferencia de circulo unidad.

» Las distribuciones circulares son de dos tipos:

1. Discretas- asignan masas de probabilidad solo a un nimero de

direcciones

2. Absolutamente continuas
» Existe la funcién de densidad 7(6)

1. £(6) >0

2. [ZTF(0)do =1

3. f(0) =f(0+ 2m)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion lattice

2
Pri0=v+"Y=p, r=01,-,m—1
m
m—1
pr > 0, Zpr:
r=0

» Los puntos 2—;7 son los vértices de un poligono de m lados

inscrito en el circulo unidad.

» Si los pesos son p, = % entonces se le denomina distribucidn

uniforme discretizada en m puntos.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion uniforme

> A menudo usada como modelo nulo.
» Es la unica distribucién en el circulo la cual es invariante bajo

rotacién y reflexion.

» Su funcién de masa de probabilidad

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises

Definicidon

>

>

. — kcos(6—p)
g0 k) = 5 e

lo denota la funcién de Bessel modificada de primer tipo y
orden 0,

1 o kcos = 1 k 2r
lo(k) = 5 ekotdg, fo(k) => (5)
0

27 — (r")?

El pardametro i es la media de las direcciones

r

k es el parametro de concentracion.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises

Relacién v,R,S,% y pardmetro de concentracién

1.

Generamos una muestra M(m, k) de tamafio 3000 para
distintos valores del parametro k (75 valores).
Para cada una de las muestras calculamos

» La varianza definida de forma andloga que en el caso lineal con
respecto a la distancia euclidea y a la distancia definida por la
longitud de arco,

> el pardmetro de concentracién R =+1/C2+ 52y

» la desviacidn circular estdndard /—2log(R).
Representamos la estimador local-lineal de cada una de las
estimaciones anteriores frente al pardmetro de von-Mises.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises

Relacién v,R,S,% y parametro de concentracién

1 n
52 = - > d?(0;,0)
i=1

R R
0= miny — z; d=(6i,y)
d*(0:,0j) = m — |m — 10; — 6]
d(0:,0j) = 2(1 — (cos(0; - 6;)))

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises

Varianza (distancia arco)
Varianza (distancia eucidea)
1k (k concentracion von Misses)
R

Desviacion tipica cicular




Distribucion von Mises
Forma

> La distribucién es unimodal y es simétrica sobre § =
» La moda se encuentra en § = p y la antimodaen 8 =+

> |a relacién de la moda de la densidad y la antimoda viene
dada por e?¥, asi que cuanto mayor sea el valor de k, mayor es
el agrupamiento acerca de la moda.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises
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Distribucion von Mises
Relacion con otras distribuciones

» Si k=0, entonces M(y, k) es la distribucién uniforme.

» La aproximacién exp(x) = 1 4 x, muestra que para k
pequefios M(pu, k) = C(u, k/2), dénde C(u, k/2) denota una
distribucién Cardioide.

» Cualquier von Mises puede ser aproximada por una
distribucién normal wrapped.

M(p, k) = WN(u, A(k)), k — oo
Ak = h(k)/lo(k)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises

Funcion de distribucion

1 0
F(6;0, k):/o(k)/o ek du

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion von Mises
Convolucidn

> La convolucién de dos von Mises no es una distribucién von
Mises.

» La convolucién de dos distribuciones normal wrapped,
WN(pi1, A(k1)) y WN(u2, A(kz)) es la distribucién wrapped
normal WN(u1 + p2, A(k1)A(k2)). La cual puede ser
aproximada porM(p1 + po, A7 (A(k1)A(k2)))

01 + 02 ~ M1 + p2, A" (A(k)A(k2)))

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion Cardioide

>

Perturbacién de la densidad uniforme por la funcién coseno da
lugar a una distribucién Cardioide C(pu, p)

Funcién de masa de probabilidad

1 1
F(6) = 5-(1+ 2pcos(8 — ) Il <

La media de longitud resultante es p

La media de la direccién es p

La distribucién es simétrica y unimodal en p (si p > 0).

Si p = 0 la distribucién se reduce a la distribucién uniforme.

El principal uso de estas distribuciones es como
aproximaciones de poca concentracién a las distribuciones von
Mises

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion Cardioide

i ~ Clui,pi)(i =1,2) = 01+ 6> ~ C(u1 + p2, p2p2)

El conjunto de distribuciones Cardioides es cerrado bajo
convolucién

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion Cardioide

1.0

Densidad Cardioide

0.2
|

0.0
L




Distribucion Normal proyectada

» Las distribuciones en el circulo pueden ser obtenidas mediante
proyeccidn radial de la distribucién en el plano.

» Sea x un vector aleatorio bidimensional, Pr(x=0)=0. Luego
|[x||~1x es un punto aleatorio sobre el circulo unidad.

» Un ejemplo importante es aquel en el que x tiene una
distribucién normal bivariante Ny(u, > ), en cuyo caso
||x||~1x se dice que sigue una distribucién normal proyectada

PN2(:ua Z)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion Normal proyectada

Aplicacion

Meteorologia: Cuando la velocidad del viento es modelada
mediante una distribucién normal bivariante, la resultante
distribucién marginal para la direccién del viento es una
distribucién normal proyectada.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciéon Normal proyectada

p(0i Y ) =

$(6:0,30) + |32 [2D(0)d(D(0) (| 3o |72 (xT St x) M2 A x)

xT S 71 x

» #(+;0,%") denota la funcién de masa de probabilidad, ¢ y ®
denotan la funcién de masa de probabilidad y la funcién de
densidad acumulada de N(0,1), x = (cosf, senf) "

T Z_l X
PO G T

[t A x = pysend — ppcost p = (p1, p2) "

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciéon Wrapped
Definicién
» Dada una distribucién en la linea, se puede envolver alrededor

de la circunferencia del circulo de radio uno.

» Si x es una variable aleatoria en la linea, la variable aleatoria
correspondiente x,, de la distribucién wrapped viene dada por

xw = x(mod2r)

» Si el circulo es identificado con el conjunto de nimeros
complejos de médulo la unidad luego el mapa wraping
X — x,, pueden ser escrito como

2mix

X — €

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciéon Wrapped
Definicién
» Si x tiene como funcién de distribuciéon F = la funcién de
distribucién F,, de x,, viene dada por

Fo(0) = Z {F(6 4 27k) — F(2mk)}

k=—o0

» Si x tiene como funcién de masa de probilidad f = la funcién
de masa de probabilidad f,, de x,, es

£ (0) = i £(6 + 27k)

k=—00

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciéon Wrapped
Propiedades

L (X+Y)w=Xw+yw

2. Si la funcién caracteristica de x es ¢ entonces la funcién
caracteristica {¢p : p=0,=£1,...} de x,, es dada por
op = ¢(p)

3. Si ¢ es integrable entonces x tiene funcién una densidad y

oo 1 o0

fw(0) = Z f(0+2mk) = %[1 +2 Z(apcospQ + Bpsenpb)]
k=—o00 p=1

O(p) = ap + 6,

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribucion Wrapped
Propiedades

» Hay muchas distribuciones en las lineas las cuales pueden ser
envueltas en cualquier distribucién dada en el circulo.

» Sea g la funcién de masa de probabilidad de una distribucién
en el circulo y define una funcién de masa de probabilidad en
la linea por

f(x) = prg(x)
2nr < x <2m(r+1) r=0,£1,42,...,

> pr son nlimeros no negativos tales que, Y > p, = 1.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Dada una muestra aleatoria de dngulos 64,...,6, € [0,27].

» Consideraremos que el estimador no parametrico de la
densidad con funcién nicleo la distribucién von Mises, viene
dado por

F0,v) = Cog”) Z L(vcos(0 — 6;))
i=1
olv) = Mi(y) L(x) = e

X

» Dénde /,(v) es la funcién de Bessel modificada de orden r.

» El pardmetro de concentracién v ahora ha asumido el papel
de (la inversa del) pardmetro de suavizado.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» El error asintético cuadrdtico medio integrado es
AMISE(v) = 3k%h(2r)/ {32712 Io(k)?}

» El error asintético cuadratico medio integrado es de la forma
av—2 + bv'/? la cual puede ser minimizada diferenciando
respecto de v e igualando a cero.

» Esto permite una Regla plug-in von Mises-escala” para el
parametro de suavizado v basado en la estimacién de k.

Regla plug-in von Mises-escala

1
v = [3n22h(27) {47r1/2lo(ham)2} 12/
v = Cn?/®

-1
C = 32k (2R) {47#/2/0(%)2} 12/5

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Introducimos la validacién cruzada para minimizar la funcién
pérdida dada por error cuadratico medio y la funcién de
pérdida dada por Kullback-Leiber.

» Consideremos la estimacidn de la densidad construida dejando
fuera el valor 0; de la muestra.

fi(6,v) = C",(f) 3 L(veos(d - 67))
i#j
(V) = 5- Ii(u) L(x) = &

» Sea

cvo(v) =2n7t Z f:(0;,v) — / 2(0,v)do
i=1

CvkL = n_l Z ?;(0,', 1/)

i=1

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



> Luego —cva(v) + [ 2y —cvki(v) + [ flog(f) son
estimaciones insesgadas de la perdida del error cuadratico
Ly(v) y la pérdida dada por Kullback-Leiber, respectivamente.

vo = argmin,>q — cva(v)

VKL = argminl,zg — CVKL(V)

» De estas dos expresiones obtenemos dos posibles valores para
el parametro de suavizado.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Dadas n observaciones de una variable direccional explicativa
01,...,0, y una variable respuesta lineal y1, ..., y,

Suponemos que y; = m(6;) + ei, dénde epsiloni son variables
con media cero, independientes e identicamente distribuidos.

la estimacién de la regresidn tipo nicleo de m(6) viene dada

por
7 Zr‘Ll ylg(e - 0/’7 07 "{)
m)(0; k) = =5
(m0m) = o (6= 01,0,)

Andloga al estimador de Nadaraya-Watson.

(1)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



La eleccién del grado de suavizado es crucial para la
estimacidn tipo ndcleo de la regresion.

Existen varios métodos para seleccionar el parametro de
suavizaso subjetivamente o automdaticamente.

Por ejemplo, cuando el nticleo de suavizado evaluado sobre
datos lineales es un nucleo Gausiano, Silverman recomienda
un parametro de suavizado de 0.95n'/° y el valor

hs = 1.066n'/° es sugerido por Scott.

Ambas pueden estar conectadas con el parametro x en la
distribucién de von Mises usando el siguiente enlace conocido
entre la distribucién de von Mises y la distribucién Gausiana
propiedad de la distribucién von Mises (ver Mardia y Jupp).

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Si 0 es distribuida de acuerdo con la distribucién von Mises
centrada en p y con parametro x, luego

kY20 — 1) —p N(0,1) k — 0

» Esto sugiere la eleccién del pardmetro de concentracién
mediante

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Otra opcidn es seleccionar x por validacién cruzada de
minimos cuadraticos (LCV).

» Como en el caso lineal, escogemos x de modo que minimize a
la funcién dénde son las estimaciones sn el dato j-ésimo.

CV(k)=n"1 Z[yj 1 (0;; k)]

Z,-# vig(0; — 0,0, k)
Z:;éjg(e - 9/707’%)

M0 k) =

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» La estimacidn tipo nicleo seleccionando el parametro de
suavizado mediante LCV puede ser inconsistente bajo una
variedad de circunstancias.

» para datos discretos con miultiples valores repetidos
» validacién cruzada tiende a sugerir pardmetros de suavizado
que suavizan muy poco, es decir, k tiende a ser muy grande.

1

» Por tanto valores de x escogidos de acuerdo xk = 5 serdn
S

preferidos en este caso.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Autocorrelacién k-lag circular

i =0k, i=1,....,.n—k
(¢1,61), (¢2,92) s (Dn—ksOn—k)

By = Zl<l<_]<n x sen(0; )59”(¢: bj)
Zl§i<j§nfk sen?(0); 9J)Zl§i<j§nfk sen?(¢; — ¢;)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



> La componente deterministica del modelo de regresién
estudiado por Downs y Mardia(2002) une a la variable angular
dependiente v con la variable angular independiente u
mediante

tan%(v - p) = wtan%(u —a)

1
v=0+2tan"* {wtanz(u — a)}

» w € [—1,1] es el pardmetro pendiente.

» —1 <, < 7 son los pardmetros angulares de localizacién.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Reemplazamos el dngulo v por 6; y el angulo u por 6;_1,
t=2,....n.a=p

1 1
tan—(0; — o) = wtan=(0r—1 — )
2 2
1
0; = o+ 2tan! {wtan2(9t_1 — oz)}

0:)0:_1 ~ M(a + 2tan™! {wtani(@t_l — a)} , k)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Por tanto el modelo de serie de tiempo se convierte en
1 1
0; = a + 2tan wtang(ﬁt_l —a)p+e
€t M(O, k)

1
pe = o+ 2tan~! {wtan2(9t1 — a)}

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Estimamos los pardmetros a y w mediante maxima
verosimiltud; es decir, maximizando la funcién

(e, B) = Iz; cos [Gt —a —2tan ! {wtan;(etl — Q)H

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» La maximizacién la haremos usando la funcién nlm de R pero
minimizando la funcién —/c(o,w) para numerosos conjuntos
de datos.

» Una vez que /(a,w) ha sido maximizada con respecto a a y
w, una aproximacién mediante verosimilitud puede ser usada
para obtener una estimacién mediante maxima verosimilitud
de k, maximizando

lc(&, @, k) = const. — (n — 1)loghk + Kls o

respecto de k.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



» Diferenciando respecto de k y teniendo en cuenta que
d(lo(k))/dr = h(k), la funcién de Bessel de primer tipo y de
orden uno, obtenemos

0 /1(/1)

%[IC(&W:)?’{)] = _(n - 1)

asi que  es la solucién de

h(k)  law
(k)  n—1

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Density

Figura:

6n no paramétrica de la D i Plug-in
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Estimacién plug-in de la densidad del primer periodo de 2010
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6n no paramétrica de la D i Plug-in
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Figura: Estimacién plug-in de la densidad del segundo periodo de 2010
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Density

Figura:

6n no paramétrica de la D i Plug-in
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Estimacién plug-in de la densidad del tercer periodo de 2010
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Density

Figura:

6n no paramétrica de la D i Plug-in
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Estimacién plug-in de la densidad del cuarto periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Cross validation. Squared-error loss
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6n no étrica de la Densi L2
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del primer periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



6n no p étrica de la D i Kullback-Leiber
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Figura: Estimacién KL de la densidad del primer periodo de 2010
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad KL del primer periodo
de 2010. v=50 (azul), v=100 (verde), v=150 (violeta)
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Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
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Cross validation. Squared-error loss Cross validation. Kullback-Leibler
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Figura:
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Estimacién L2 de la densidad del segundo periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad KL del segundo
periodo de 2010. v=>50 (azul), v=100 (verde), v=150 (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del tercer periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién KL de la densidad del tercer periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad KL del tercer periodo
de 2010. v=50 (azul), v=100 (verde), v=150 (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del cuarto periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién KL de la densidad del cuarto periodo de 2010

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad KL del cuarto periodo
de 2010. v=50 (azul), v=100 (verde), v=150 (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Validacién cruzada en la estacién Bl
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Figura: Estimaciéon de la funcién de regresién circular lineal en B1.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacion de la funcién de regresién circular lineal en B1.
Estimacién del parametro de suavizado mediante 1/h2.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresién circular lineal en B2.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



10 15 20 25 30 35 40
o
o
%0

10 15 20 25 3.0 35

10 15 20 25 30 35

Figura: Estimacion de la funcién de regresién circular lineal en B2.
Estimacién del parametro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular lineal en C9.
Estimacién del parametro de suavizado mediante 1/h2.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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Figura: Estimacion de la funcién de regresion circular lineal en F2.
Estimacién del parametro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Estimaciéon de la funcién de regresién circular lineal en G2.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Figura: Estimacion de la funcién de regresién circular lineal en G2.
Estimacién del parametro de suavizado mediante 1/h2.

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.
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