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LIntroduccio’n

m En diversos campos surgen problemas estadisticos dénde los
datos son dados mediante medidas angulares dando la
orientacién o angulos en el plano (datos circulares) o en el
espacio (datos esféricos).

m Datos circulares es el caso mds simple de esta categoria de

datos llamada datos direccionales, dénde la (nica respuesta
no es escalar, sino que, es angular o direccional.
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Notacion

m Las direcciones en el plano pueden ser observadas como
vectores en el plano o como puntos en el circulo unidad.

m También se pueden observar, como dngulos o como niimeros
complejos.

Luego cada punto x en el circulo unidad puede ser representado
por un angulo 6 o por un ndmero complejo unitario z.

x = (cosb, senf)

0

z = e'"’ = cosf + isenf
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Medidas de localizacién

m 0 es la direcciéon media de 61,...,0,. Viene dada por la
solucién de las ecuaciones

C = Rcosf)
3 = I_?sené

m dénde (C, S) son las coordenadas cartesianas del centro de

masa

m La media de la longitud resultante R es dada por

R=+VvC2+52
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Medidas de localizacién

m Notemos que 6 no ests definida cuando R =0
m Cuando R > 0, 6 es dada por

tan=1(5/C) si. C>0

S]]
Il

tan 1(S/C)+7 si C<O

Notemos que en el contexto de estadistica circular 8 no es la media
(01+...+06,)/n
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Medidas de concentracién y dispersion

s R= A\ C2 + 52, entonces si X1, -..,Xp SON vectores unitarios,
0<R<LI1.

m Si las direcciones 01, ..., 0, estan estrechamente agrupadas
luego R = 1.

m Si61,...,0, estin muy dispersas luego R serd practicamente
0.

Por tanto, R es una medida de concentracién del conjunto de
datos.
m R es invariante bajo rotaciones.

m La longitud resultante R es la longitud del vector resultante
X1+ ...+ Xp.
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Medidas de concentracién y dispersién

m La media de longitud resultante R es la medida de dispersién
mas importante.

m A veces emplearemos otras medidas de dispersién de datos
circulares, para comparar con datos en linea: la medida mas
simple es la varianza circular muestral

V=1-R

m Desviacion circular estandard

v =1/—2logR
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Distribucién circular

m Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad la
cual esta concentrada en la circunferencia de circulo unidad.

m Las distribuciones circulares son de dos tipos:

Discretas- asignan masas de probabilidad solo a un niimero de

direcciones

Absolutamente continuas
m Existe la funcién de densidad 7(9)

f(6)>0

ST F(0)do =1

£(6) = £(6 + 27)
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Distribucién von Mises

Definicidon

1

ekcos(e—u)
27lo(k)

g(0; p, k) =

m /p denota la funcién de Bessel modificada de primer tipo y
orden 0,

B(k) = 1 (30

— (r1)?

m El pardmetro p es la media de las direcciones

m k es el pardmetro de concentracidn.
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Distribucion von Mise
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Distribucion von Mises

Relacién v,R,S2 y pardmetro de concentracién

Generamos una muestra M(m, k) de tamafio 3000 para
distintos valores del parametro k (75 valores).
Para cada una de las muestras calculamos

m La varianza (1) con respecto a la distancia euclidea (2) y a la
distancia definida por la longitud de arco(3),

0= 3 00) (1

0 = min,S2(y)
(03,05) = 2(1. (cos(; — 0))) @
R (03,0)) = 7~ 16 = 6 G

m R=VC2+S2yv=+/-2log(R).
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Distribucion von Mise
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LFuncic’)n de densidad circular

LEstimacic’:n no paramétrica tipo nicleo de la densidad circular

m Dada una muestra aleatoria de angulos 61, ...,60, € [0, 27].

m Consideraremos el estimador no parametrico tipo nicleo de la
densidad con niicleo la distribucién von Mises

m Dénde /,(v) es la funcién de Bessel modificada de orden r.

m El pardmetro de concentracién v asume el papel del
pardmetro de suavizado.
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LSeleccién del pardmetro de suavizado. Plug-in

m El error asintético cuadrdtico medio integrado es
AMISE(v) = 3k%h(2r)/ {3272 Ip(k)?}

m Minimizando el error AMISE, obtenemos una " Regla plug-in
escala von Mises" para el pardmetro de suavizado v basado en
la estimacién de k.

Regla plug-in escala von Mises

-1
v = [3nR2h(2R) {47r1/ 2/0(;%)2} 2/5
v = Cn?/®

-1
C = [3R2h(2R) {47T1/2/0(ﬁ;)2} 2/5
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LFuncidn de densidad circular

LSeleccién del pardmetro de suavizado.Validacién cruzada

m Introducimos la validacién cruzada para minimizar la funcién
pérdida dada por error cuadratico medio y la funcién de
pérdida dada por Kullback-Leiber.

m Consideremos la estimacién de la densidad construida dejando
fuera el valor 0; de la muestra.
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LSeleccién del pardmetro de suavizado.Validacién cruzada

Funciones de validacién cruzada

cw(v) = 1Zf 0, v) — /?2(9,u)d9

n
cve = nt Z f(6i,v)
=l
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LFuncic’)n de densidad circular

LSeleccién del pardmetro de suavizado.Validacién cruzada

m Luego —cvo(v) + [ 2y —cvki(v) + [ flog(f) son
estimaciones insesgadas de la perdida del error cuadratico
Ly(v) y la pérdida dada por Kullback-Leiber, respectivamente.

vo = argmin,>o — cva(v)

VKL = argmin,>o — cvii (V)

m De estas dos expresiones obtenemos dos posibles valores para
el pardmetro de suavizado.
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Funcién de regresion circular-lineal.
m Seleccién del pardmetro de suavizado
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LFuncic’m de regresion circular-lineal.

m Dadas n observaciones de una variable direccional explicativa
01,...,0n y una variable respuesta lineal yy, ..., y,

m Suponemos que y; = m(6;) + €i, dénde ¢; son variables con
media cero, independientes e identicamente distribuidos.

Estimacion no paramétrica tipo nicleo de la regresion

circular-lineal, m(6)

_ E,n:lylg(e - aivoa"/‘:)
Z:":l g(a — 9/707"{’)
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LSeleccién del pardmetro de suavizado

m La eleccidén del grado de suavizado es crucial para la
estimacién tipo nicleo de la regresién.

m Existen varios métodos para seleccionar el parametro de
suavizaso subjetivamente o automdaticamente.

m Por ejemplo, cuando el nicleo de suavizado evaluado sobre
datos lineales es un nicleo Gausiano, Silverman recomienda
un pardmetro de suavizado de 0.95n/% y el valor
hs = 1.066n'/5 es sugerido por Scott.
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LSeleccién del pardmetro de suavizado

m Si 0 es distribuida de acuerdo con la distribucién von Mises
centrada en p y con parametro k, luego

k7Y2(0 — ) —p N(0,1) kK — 0

m Esto sugiere la eleccién del pardmetro de concentracién «
mediante
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LSeleccién del pardmetro de suavizado

m Otra opcidn es seleccionar  por validacién cruzada de
minimos cuadraticos (LCV).

m Como en el caso lineal, escogemos x de modo que minimize a
la funcién dénde son las estimaciones sin el dato j-ésimo.

CV(k) =n"t Z[yj 10 1))

Zi;ﬁj vig(0; — 0;,0, k)

M0 k) = Z,;ﬁj 2(0—0,,0.7)
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LFuncic’m de regresion circular-lineal.

LSeleccién del pardmetro de suavizado

m La estimacidn tipo niicleo seleccionando el parametro de
suavizado mediante LCV puede ser inconsistente bajo una
variedad de circunstancias.

m para datos discretos con multiples valores repetidos
m validacién cruzada tiende a sugerir pardmetros de suavizado
que suavizan muy poco, es decir, x tiende a ser muy grande.

m Por tanto valores de k escogidos de acuerdo k = # serdn
s

preferidos en este caso.
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LEI modelo de M&bius de series de tiempo

m La componente deterministica del modelo de regresién
estudiado por Downs y Mardia(2002) une a la variable angular
dependiente v con la variable angular independiente u
mediante

tan%(v - B) = wtan%(u —a)
v=L+2tan"! {wtan;(u — a)}

m w € [—1,1] es el pardmetro pendiente.
m —7 < q,08 < 7son los parametros angulares de localizacién.
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m Reemplazamos el angulo v por 6; y el dangulo u por 6;_1,
t = 2,...,n. Esta sustitucidn sugiere un tnico pardmetro de
localizacién, a = 3

1 1
tan§(¢9t — Oé) = wtani(ﬁt,1 — OZ)

1
0; = o+ 2tan~* {wtan2(9t_1 - a)}

m Para este modelo de series de tiempo se asume que:

0¢)0;—1 ~ M(a + 2tan™? {wtani(@t_l - a)} ,K)
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Modelo de Mobius de series de tiempo

1
0, = o+ 2tan! {wtanz(et_l = a)} + €t

m Dénde e ~ M(0, k)
m y la media direccional condicionada, u;, de 6; dado 6;_1 viene
dada por

1
pe = o+ 2tan~! {wtan2(9t_1 — a)}
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LEI modelo de M&bius de series de tiempo

LEstimacic’:n de los parametros. Maxima verosimilitud

m Estimamos los pardmetros @ y w mediante maxima
verosimiltud; es decir, maximizando la funcidn

o, w) = zn: cos {et —a —2tan 1 {wtan;wt_l - a)}]

i=2

m La maximizacién la haremos usando la funcién nlm de R pero
minimizando la funcién —/c(«,w) para numerosos conjuntos
de datos.
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LEI modelo de M&bius de series de tiempo

LEstimacic’:n de los parametros. Maxima verosimilitud

m Una vez que /(o,w) ha sido méximizada con respecto a o y
w, una aproximacion mediante verosimilitud puede ser usada
para obtener una estimacién mediante maxima verosimilitud
de k, maximizando

lc(&, @, k) = const. — (n— 1)loglyk + Kls &

respecto de k.
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Aplicacién
m Datos perturbados
m Analisis de los datos de direccién de viento en A Mourela
m Estimacidn tipo niicleo de la funcién de densidad circular
m Estimacién tipo niicleo de la funcién de regresién circular-lineal
m Estimacion del modelo de Mobius de series de tiempo
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L Aplicacién

m Notemos que vamos a utilizar los datos de direccién de viento
de la estacién meteorologica A Mourela para llevar a cabo

andlisis descriptivo circular
estimacién no paramétrica tipo ntcleo de la densidad
estimacién del modelo de Mobius de series de tiempo
m Utilizaremos la direccién de viento y las concentraciones de
50,; ambas medidas tomadas en cada una de las estaciones
de inmisién B1, B2, C9, F2, G2 para realizar la estimacién no
paramértica tipo ntcleo de la regresion circular-lineal.
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m Notemos que tanto la estacidon metereoldgica a Mourela como
las estaciones de inmisién pertenecen a la Red de Vigilancia
de la U.P.T. de As Pontes (Endesa S.A.)

m Todas las estaciones recogen datos minutales pero
trabajaremos con las medias horarias con el objetivo de
reducir la cantidad de datos.

m Aunque a la hora de presentar los resultados de los datos
horarios de viento nos seguimos encontrando con una gran
cantidad de datos, 8360.

m Luego, para que los graficos sean mds faciles de visualizar
hemos dividido el afno 2010 en cuatro periodos de 2090 datos
cada uno.
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L Datos perturbados

m Al analizar los datos obtenidos en las estaciones se
observé que habia valores repetidos tanto en la direccién de
viento como en las concentraciones de SOs.

m La aparicién de medidas repetidas va a ser un problema a la
hora de implementar ciertas técnicas, como la
validacién-cruzada para escoger el parametro de suavizado.

m Con el fin de solucionar dicho problema, haremos una
perturbacién en las variables.
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L Datos perturbados

m Caso lineal:Azzalini (1981) propone una perturbacién que
permite una estimacidn consistente de la funcién de
distribucién

Xi = X; + be;j, €; ~ Epanech(—v/5,/5)
b=1.036n"1/3

m Caso circular:E. Garcia-Portugués et al. (2011)

5,' =0; + dej, € ~ M(O, ].)
b=n"1%
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

n Media direccional Media de longitud
resultante
Primer periodo 2090 5.3634 0.2177
Segundo periodo 2090 0.6446 0.2850
Tercer periodo 2090 0.2134 0.1750
Cuarto periodo 2090 5.7374 0.2952

Cuadro: Estudio de los datos de direccién de viento 2010 mediante una
medida de localizacién (media direccional) y una medida de dispersién

(media de longitud resultante)
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Figura: Grafico de dispersion de los datos de direccién de viento del
primer periodo de 2010
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Primer periodo del afio 2010 Primer periodo del afio 2010
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Figura: Grafico de dispersion de los datos de direccién de viento del

primer periodo de 2010
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Segundo periodo del aiio 2011  Segundo periodo del afio 201(
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Figura: Grafico de dispersion de los datos de direccién de viento del
tercer periodo de 2010
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Tercer periodo del afio 2010 Tercer periodo del afio 2010
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A

Mourela
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Figura: Grafico de dispersion de los datos de direccién de viento del
cuarto periodo de 2010
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L Aplicacién

LAnélisis de los datos de direccién de viento en A Mourela

Cuarto periodo del aiio 2010 Cuarto periodo del afio 2010
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L Aplicacién

LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

L2 KL  plug-in
Primer periodo  28.56 26.20 3.10
Segundo periodo 63.57 77.17 4.87
Tercer periodo 4144 36.17 217
Cuarto periodo 3556 3431 5.16

Cuadro: Estimaciones del pardmetro de suavizado para la funcién de
densidad circular
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L Aplicacién

LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Density

Figura:
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Estimacién plug-in de la densidad del primer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p; étrica de la D« i Plug-in

Density
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Figura: Estimacién plug-in de la densidad del segundo periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p; étrica de la D« i Plug-in
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Figura: Estimacién plug-in de la densidad del tercer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Density

Figura:

6n no p; étrica de la D« i Plug-in
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Estimacién plug-in de la densidad del cuarto periodo de 2010
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L Aplicacién

LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Cross validation. Squared-error loss Cross validation. Kullback-Leibler
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Figura: Validacién cruzada del primer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p étrica de la Densi L2
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del primer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p étrica de la D i Leiber
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Figura: Estimacién KL de la densidad del primer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)
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L Aplicacién

LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Cross validation. Squared-error loss Cross validation. Kullback-Leibler
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Figura: Validacién cruzada del segundo periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

Figura:

6n no étrica de la Densi L2

Estimacién L2 de la densidad del segundo periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p étrica de la D i Leiber
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Figura: Estimacién KL de la densidad del segundo periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)
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L Aplicacién

LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

Cross validation. Squared-error loss Cross validation. Kullback-Leibler
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Figura: Validacién cruzada del tercer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p étrica de la Densi L2
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del tercer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular

6n no p étrica de la D i Leiber
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Figura: Estimacién KL de la densidad del tercer periodo de 2010
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LEstimacic’:n tipo nucleo de la funcién de densidad circular
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)
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Figura: Validacién cruzada del cuarto periodo de 2010
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Figura: Estimacién L2 de la densidad del cuarto periodo de 2010
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Figura: Estimacién KL de la densidad del cuarto periodo de 2010
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Estimacion no paramétrica de la Densidad.
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Figura: Estimacién no paramétrica de la Densidad. L2 (azul), KL (verde),
plug-in (violeta)
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B1 B2 c9 F2 G2
Primer periodo  3.33 2.87 30.28 37.69 26.42
Segundo periodo 13.07 8.83 7.07 10.73 20.13
Tercer periodo 6.61 2556 233 1197 18.43
Cuarto periodo 0.00 22.63 4.87 11.24 17.74

Cuadro: Estimaciones del pardmetro de suavizado obtenidas mediante
validacién cruzada
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Bl B2 c9 F2 G2
Primer periodo  0.0049 0.0069 0.0074 0.0072 0.0071
Segundo periodo 0.0088 0.0081 0.0097 0.0037 0.0075
Tercer periodo  0.0078 0.0080 0.0087 0.0030 0.0061
Cuarto periodo  0.0045 0.0071 0.0068 0.0062 0.0056

Cuadro: Estimaciones del pardmetro de suavizado obtenidas mediante la
expresién xk = 1/h?
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Figura: Validacién cruzada en la estacién Bl
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en B1.
Estimacidn del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en B1.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Validacién cruzada en la estacién B2
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en B2.
Estimacidn del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en B2.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Validacién cruzada en la estaciéon C9
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Figura: Estimacién de la funcién de regresién circular-lineal en C9.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en F2.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante 1/h2.
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Figura: Validacién cruzada en la estacion G2
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en G2.
Estimacidn del pardmetro de suavizado mediante validacién cruzada.
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Figura: Estimacién de la funcién de regresion circular-lineal en G2.
Estimacién del pardmetro de suavizado mediante 1/h2.
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(07 w

K

Primer periodo  -0.7492 0.9634

4.12

Segundo periodo  0.5133  0.9296

4.09

Tercer periodo  -0.1431 0.9644

4.11

Cuarto periodo  -1.3190 0.9382

4.11

Cuadro: Estimaciones de los pardmetros que estdn involucrados en la

otencién del modelo de Mobius de series de tiempo
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Figura: Autocorrelaciones circulares para direccién de viento del primer
periodo de 2010
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Figura: Representacién de la serie de tiempo de la direccién del viento del
primer periodo de 2010 frente a sus retardos.
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Figura: Serie de tiempo de la direccién de viento del primer periodo de
2010
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Figura: Autocorrelaciones circulares para direccién de viento del segundo
periodo de 2010
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Figura: Representacién de la serie de tiempo de la direccién del viento del
segundo periodo de 2010 frente a sus retardos.
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Figura: Serie de tiempo de la direccién de viento del segundo periodo de
2010
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Figura: Autocorrelaciones circulares para direccién de viento del tercer
periodo de 2010
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Figura: Representacién de la serie de tiempo de la direccién del viento del
tercer periodo de 2010 frente a sus retardos.
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Figura: Serie de tiempo de la direccién de viento del tercer periodo de
2010
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Figura: Autocorrelaciones circulares para direccién de viento del cuarto
periodo de 2010
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Figura: Representacién de la serie de tiempo de la direccién del viento del
cuarto periodo de 2010 frente a sus retardos.
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Figura: Serie de tiempo de la direccién de viento del cuarto periodo de
2010
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