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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

LIntroduccié.n

m En el toro hay dos comunes aproximaciones para construir la
distribucién la cual es andloga a la distribucién normal
bivariante en el plano.

m Estas aproximaciones son a menudo obtenidas por la
aproximacién en términos del modelo del seno y coseno,
respectivamente; el modelo del coseno en sus dos versiones.

m Cada aproximacidn tiene sus ventajas y sus inconvenientes.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Introduccién

m Un modelo bidimensional circular general, introducido por
Mardia(1975a)

Distribuci Mises bidimensional completa”

cos(6 *uz)]

f(91 92) - enlcos(91—,ul)—i-ﬁgcos(ez—y2)+[cos(91—,ul)sen(él—ul)]A[sen(%_w)
b

m Dénde 01,0, € (—m, ) se encuentran en el toro, es decir, un
cuadrado con lados opuestos identificados.

m A es una matriz 2 x 2.

m Este modelo tiene 8 pardmetros y permite dependencia entre
los 2 dngulos.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Introduccién

m Con el fin de simplificar la presentacién, ponemos
w1 = pp = 0, asi que los tres parametros restantes describen
la concentracién de cada angulo y su concentracion. Estos
modelos son
el modelo coseno con iteracién positiva

f(61,02) x exp{r1cos(01) + Kkacos(62) + ~y1cos(61 — 62)}
El modelo seno con iteracién negativa

f(01,02) < exp {k1cos(01) + kacos(b2) + vacos(01 + 602)}
el modelo sel seno (Singh et al., 2002)

f(61,02) ox exp {k1cos(01) + kacos(62) + dsen(61)sen(62)}

m Mardia et al.(2007) dan un estudio sistematico de los modelos
(i)-(iii) y una comparacién entre ellos.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Introduccién

m Bajo alta concentracién sobre (01, 6,) = (0,0), cada modelo
se comporta siguiendo una distribucién normal bidimensional
y la inversa de la matriz de covarianzas es de la forma

-1
Z _ (st m
-7 K2 + 71
1
Z _ < K1+ —72 )
-2 K2 + 72
3 -\ =0 ko
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L Introduccién

m Bajo alta concentracidén suponemos que los pardmetros
relevantes k1,K2,0,71,72 se hacen grandes sin dejar de ser una
proporcién constante entre si, bajo la restriccién de que la
matriz inversa de covarianzas es definida positiva.

m Para los tres modelos estd restriccidn se reduce a

K14+ >0, k247 >0,7F < (k14 7m) (k2 + ),
K1+ >0, kg +72 >0, 93 < (k1 +72) (k2 + 72),
k1 >0, ko >0, 5 < K1K2,

m Ademds, para el modelo coseno también se necesita
k1 > 0,k2 > 0 para garantizar el modo global de f en

(01,62) = (0,0).
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

LIntroduccié.n

m Para cada uno de estos modelos, es posible escoger los
paramétros de modo que coincida con cualquier matriz inversa
de covaianzas definida positiva.

m Sin embargo, el modelo del coseno puede mostrar algtin
comportamiento multimodal poco atarctivo si k1 <0 o
k2 < 0. Por lo tanto, restringimos la atencién a los modelos
coseno en los que k1 >0 o0 ky > 0.

m En este caso, la correspondiente matriz de covarianza inversa
Zfl posee, lo que puede llamarse |la propiedad ¢ovarianza
dominada”, es decir, |012| < ol y |01?| < 022
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L Propiedades de simetria

m Por construccién, cada modelo del seno y del coseno es
simétrico si, f(01,0,) = f(—61,—02). Esta simetria
proporciona un patrén eliptico en el los contornos de masa de
probabilidad constante de f sobre la moda (6;1,62) = (0, 0)

m Para cada uno de los tres modelos, f tiene una simetria mas
ya que es una funcién continua en el toro,

f(01,7) = (b1, —7), f(m,02) = f(—m,62)

m Un patrén eliptico en un contorno de masa de probabilidad
constante para f serd generalmente distorsionado cuando
(01,62) se aproxima al limite del cuadrado en el que f
estad definida.

m Esta distorsién complica el desarrollo de los algoritmos de
simulacién eficientes sobre 2-dimensiones ya que la densidad
no sera necesariamente mondtona decreciente en los rayos
desde el origen hasta el borde del cuadrado.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Propiedades de simetria

m Por simplicidad nos restringiremos a la situacién de covarianza
dominada.

® Resulta que el modelo coseno con interaccién positiva es el
que menos distorsiona bajo correlacién positiva (v > 0) y que
el modelo coseno con interaccién negativa es el que menos
distorsiona bajo correlacién negativa (72 < 0)

m Parece oportuno emplear el modelo coseno con interaccién
positiva bajo correlacién positiva entre senfl; y senf; vy el
modelo coseno con interaccién negativa bajo correlacién
negativa.

m Desafortunadamente el cruce entre los dos modelos no es
continuo en el modelo de independencia.

m Luego consideraremos un modelo hibrido para proporcionar
una suave transicion.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Modelo hibrido

m Para poca concentracién, el caracter exacto de cualquier
desviacion de la distribucion uniforme no es demasiado
importante.

m Por lo tanto, sugerimos el siguiente nodelo hibrido

f(91 92) x emcoschosGQ + Bl(coshA—1) cosbi cosby + senh\ senfi senbs)
b

m (3 es un parametro de ajuste, el cual fijaremos 1 por
simplicidad.

m Para A préximo a cero el modelo se comporta como el modelo
del seno con BA ~ 6.

m Para valores grandes de A > 0 (o grandes lambda > 0) el
modelo se comporta como el modelo coseno con iteraccidn

positiva con Sexp(\)/2 = v1(o Bexp(—N)/2 =~ v2)
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes
LModelo hibrido

Conclusién

Para poca correlacién el modelo se comporta como el modelo seno
y para mucha correlacién el modelo se comporta como el modelo
coseno, con positiva o negativa iteraccidn, segtin el caso.
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L Simulacién

m Consideramos el problema de simular la Distribucién von
Mises bidimensional completa.® una de sus subfamilias.

Una posibilidad es usar un algoritmo MCMC basado en el hecho de
que las distribuciones condicionales de 61|62 y 62|01 son von Mises
(Mardia et al., 2008a). Sin embargo esta estrategia puede ser
demasiado engorrosa
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Simulacién

Al menos para los modelos seno y coseno hay un enfoque mdas
sencillo.

Simulamos 61 de su marginal distribucién.

Simulamos 6|61 de la distribucién von-Mises usando, por
ejemplo el algoritmo Best-Fisher (Best y Fisher, 1979).

m Mardia et al. (2007) y Boomsma et al. (2008) estudian la
seleccién empirica de una distribucién von Mises en el caso
unimodal (o una mixtura de dos distribuciones en el caso
bimodal) para utilizarla en un algoritmo de
aceptacién-rechazo.

m Mis recientemente, en un trabajo inédito una justificacién
tedrica ha sido encontrada para confirmar lo apropiado y
eficiente que es la von Mises sobre el caso unimodal.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Estudio

m La geometria del toro implica que no es posible obtener una
Gnica plenamente satisfactoria andloga a la distribucién
normal bidimensional.

m Una completa comparacién entre las visrtudes del modelo
coseno y seno no ses todavia posible, es posible extraer
algunas conclusiones.

® En muchas situaciones no hay mucha diferencia entre el
modelo seno y coseno. Ademds, bajo alta concentracién,
utilizando uno u otro modelo es equivalente al ajuste de una
distribucién normal bidimensional en el plano tangente.

m Para aplicaciones rutinarias el modelo seno es un poco mas
facil de usar, ya que puede ser adaptado a cualquier matriz
definida positiva 2_1, mientras que el modelo coseno son
limitados para el caso de covarianza dominada.
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LEstrategias de modelado para datos circulares bivariantes

L Estudio

m Sin embargo, si es necesario un modelo mas refinado, el
modelo coseno o hibrido pueden proporcionar un mejor ajuste.

m Para cualquiera de los modelos, la inferencia estadistica es
intratable usando maxima verosimilitud, pero comienza a ser
sencillo usando una verosimilitud compuesta
(psudo-verosimilitud) obtenida por el producto de densidades
condicionales (Mardia et al. 2008a). Las pruebas limitadas en
la actualidad sugieren que la distribucién marginal angual sea
proxima a la distribucién von Mises tanto para el modelo
coseno como para el modelo seno, y que la estimacién
mediante verosimilitud compuesta sen serd mas eficiente en
esta situacion.

m El modelo seno y coseno en el toro bidimensional pueden ser
facilmente extendidos a dimensiones mas altas en el toro.
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L Distribucién von Mises Multivariante

LIntroduccié.n

m Singh, Hnizdo, Demchuck (2002) propusieron una distribucién
circular bidimensional en el toro que es andloga a la
distribucién normal bidimensional.

Funcién de masa de probabilidad

el cos(01—p1)+rocos(02—p2)+N12sin(01—p1)sin(62—p2)

T(k1, k2, M12)
—7r<91,02 <TR1,k2 20 =T < g, pp <

A — —m
T(Rl,:‘ig,Alg —47‘(’22(2’” 2m/€1 / (/431)%2 Im(HQ)

m=0

f(61,62) =
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L Distribucién von Mises Multivariante

L Distribucién von Mises Multivariante

m Definimos la distribucién angular multidimensional como una
extensién de Singh, Hnizdo, Demchuck (2002).

Funcién de masa de probabinidad ©7=(01,0,,...,0))

{70 N} exp {nTe(6, 1) + (6, 1) TAS(6, )2}
<0 <mKk>20 —m<p<7T —00< N\ <00
c(0,1)7) = (cos(61 — p), cos(Bz — pa), - . ., cos(0p — 1))
s(0,1)7) = (sen(01 — 1), sen(0r — o), . .., sen(0p — 1))
(/\),-j =XNj =N\, i #j, Xi=0
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L Distribucién von Mises Multivariante

m La denominaremos Densidad von Mises Mulivariante y la
deotaremos por © ~ My(u, K, \)

m Si p=1, estamos ante funcién de densidad von Mises
univariante.

m Si p=2, esta densidad corresponde al modelo bivariante de
Singh, Hnizdo, Demchuck (2002).
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L Distribucién von Mises Multivariante

m Para alta concentracién en variables circulares, tenemos
aproximadamente

© =(01,02,...,0,)" Ny(0,) ")

-1 1
O i =rir > )i =—Xjj, i #J

m El modelo bivariante de Singh, Hnizdo, Demchuck (2002) se
obtiene que las distribuciones marginales son simétricas
entorno a la media y son unimodales o bimodales.

m Cuando © sigue una distribucién von Mises Multivariante, es
claro que © y —© sigue la misma distribucién. Luego todas
las distribuciones marginales son simétricas.
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L Distribucién von Mises Multivariante

LEnfoques para la inferencia

m Sea 0; = (01i,...,0pi), i =1,...,n siguiendo la distribucién
von Mises multivariante.

m Necesitamos estimar los parametros del modelo.

m Como no tenemos una expresién para la constante
normalizadora, el estimador de maxima verosimilitud tiene que
trabajar a través de un método de optimizacién numérica en
la constante normalizadora la cual es calculada en cada etapa
de la solucidén iterativa de los valores del parametro
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L Distribucién von Mises Multivariante

LEnfoques para la inferencia

Método de los m os

m Consideremos todas las distribuciones condicionales
univariantes y multivariantes.
m Tenemos [i; = Xpj, | = 1,, p, dénde Xg; son las medias
circulares de las distribuciones marginales de ©;, i=1,...,p.
m Para alta correlacién, la matriz de covarianzas puede sefr
calculada para las correspondientes variables en la distribucidon
von Mises multivariante.
m Dado el estimador de los momentos de > como | = (5j)
con
1 n
Sij = ; E sen(&,-, — >'<0,-)sen(0j, — )_(Oj)
r=1
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L Distribucién von Mises Multivariante

LEnfoques para la inferencia

Método de los momentos

m S es la matriz estandard de covarianzas, y debe ser
interpretada como tal.

A

m Tomando la inversa de ) obtemos los estimadores de x;,
i=1,...,pyXj, i #]
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L Distribucién von Mises Multivariante

LEnfoques para la inferencia

\Y

odo de maxima pseudo-verosimilitud

m Defimos la psedo-verosimilitud basada en una muestra
aleatoria de n observaciones © = (0, ..., @,,)T por

PL—HH&/ _jl|ell"" j— 1la@j+1,i7~'-aepi;q)

j=1i=1

m dénde gj(+| ..., q) es la distribucién condional cuyos
parametros dependen de j y q es un pardmetro desconocido de
longitud r.

m Para la von Mises p-dimensional tenemos ademas

P n i .
3 (7) )
PL = (277)—pn | | | | gf[/0(%1('9rest)]eﬂj_’e“cos(aﬂ uf—’e“)
j=1li=1
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LEnfoques para la inferencia

Método de maxima pseudo-verosimilitud

m ddnde para la i-ésima observacién, tenenos los coeficientes de
las distribuciones marginales las cuales son dadas por los
parametros en el modelo

1D o = Hj + tan™ {Aysen(0; — 1) /k}

K

J(Qrest = KJZ + [Z AJ'/(H/I' — )]
I#j

m Estimacién paramétrica basada en maxima verosimilitud
maximizando PL respecto a los p+p(p+1)/2 pardmetros
desconocidos
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LEstimacién de la densidad circular tipo nicleo

m Dada una muestra aleatoria de dngulos 64, ...,6, € [0, 27].

m Consideraremos que el estimador no parametrico de la
densidad con funcidn ntcleo la distribucidon von Mises, viene

dado por

n

20,v) = W) Z L(vcos(6 — 6;))
i=1

(V) = ——— L(x) =¢€"

m Dénde /,(v) es la funcién de Bessel modificada de orden r.

m El pardmetro de concentracién v ahora ha asumido el papel
de (la inversa del) pardmetro de suavizado.
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LSeleccién del pardmetro de suavizado. Plug-in
m El error asintético cuadratico medio integrado es
AMISE(v) = 3k%h(2r)/ {32112 Io(k)?}

m El error asintético cuadratico medio integrado es de la forma
2 4 pbu'/? la cual puede ser minimizada diferenciando
respecto de v e igualando a cero.
m Esto permite una Regla plug-in von Mises-escala” para el
pardmetro de suavizado v basado en la estimacién de k.

Regla plug-in von Mises-escala

~1
v = [3nR2h(2R) {47r1/2I0(ham)2} /5
v = Cn?/5

= [3#%h(2r) {47r1/2lo(/%)2}_1]2/5
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LSeleccién del pardmetro de suavizado.Validacién cruzada

m Introducimos la validacién cruzada para minimizar la funcién
pérdida dada por error cuadratico medio y la funcién de
pérdida dada por Kullback-Leiber.

m Consideremos la estimacién de la densidad construida dejando
fuera el valor 0; de la muestra.

f(0,v) = V)Z L(vcos(6 — 6;))

i#j
1 X
CO(V) = W(y) L(X) =€
m Sea
cn(v) = 207 Y (0, v) _/?2(9,y)d9
i=1

Cvkl = n_l Z ?,'(9,', V)
i=1
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LSeleccién del pardmetro de suavizado.Validacién cruzada

m Luego —cvo(v) + [ 2y —cvki(v) + [ flog(f) son
estimaciones insesgadas de la perdida del error cuadratico
Ly(v) y la pérdida dada por Kullback-Leiber, respectivamente.

vo = argmin,>o — cva(v)

VKL = argmin,,zg — CVK[_(V)

m De estas dos expresiones obtenemos dos posibles valores para
el pardmetro de suavizado.
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LAnalisis mensual

Enero de 2010 (min) Enero de 2010 (min)
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LAnalisis mensual

Enero de 2010
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LAnalisis mensual

Cross validation. Squared-error loss. Cross validation. Kullback-Leibler
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LAnalisis mensual
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular

LAnalisis mensual

Estimacién no paramétrica de la Densidad. Plug-in
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L Estimacién no paramétrica de la densidad circular
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Autocorrelacién k-lag circular

Gi =0ivk, i=1,...,n—k
(¢1,01), (¢2,92) (D 0n k)

Bt = Zl<l<_]<n x sen(0; )sen(¢>, - 95)
di<ici<nk €M (0i = 0;) D1 <icjcnk SN (9 — ¢;)
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El modelo Mobius de series de tiempo

m La componente deterministica del modelo de regresién
estudiado por Downs y Mardia(2002) une a la variable angular
dependiente v con la variable angular independiente u
mediante

tan%(v —-pB) = wtan%(u —a)

1
v=0+2tan"? {wtanz(u - oz)}

B w € [—1,1] es el pardmetro pendiente.

B —7 <, <7 son los pardmetros angulares de localizacién.
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El modelo Mobius de series de tiempo

m Reemplazamos el angulo v por 6; y el dngulo u por 6;_1,
t=2,....,n.a=0

1 1
tan§(9t —a)= wtani(ﬁt_l —a)
1
0; = o+ 2tan! {wtan2(9t1 — oz)}

1
0:0:—1 ~ M(a + 2tan™! {wtan2(0t_1 — oz)} , k)
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El modelo Mobius de series de tiempo

m Por tanto el modelo de serie de tiempo se convierte en

1
0; =+ 2tan” ! {wtan2(9t_1 — a)} + €
€t ~ M(O, k)

1
e = o+ 2tan~! {wtanz(ﬁt_l - a)}
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L Estimacién de modelo de series de tiempo

El modelo Mobius de series de tiempo

m Estimamos los pardametros a y w mediante maxima
verosimiltud; es decir, maximizando la funcién

(e, B) = ; cos [Ht —a —2tan"? {wtan;(etl — a)H
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L Estimacién de modelo de series de tiempo

Coefciente de correlacién para variables angulares
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo

autocortelacion
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo

autocortelacion
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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L Estimacién de modelo de series de tiempo
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Coefciente de correlacien para variables angulares
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El proceso Linked

m Fisher y Lee (1994), usan la idea de funciones link entre los
modelos de series de tiempo lineales a un contexto direccional.

m Proceso estacionario direccional {6;} con media direccional
con media p es un proceso link autoregresivo de medias
méviles (LARMA); si y sélo si el proceso
{x:} = {g71(0: — 1)} es un proceso autoregresivo de medias
moviles (ARMA)

m Dénde g es par , es una funcién monétona(—mn, 7] y g(0)=0

m k-lag funcién circular de autocorrelacién de {6} es dado como
p1(k) = p7{8(Xt), 8(Xe1k)}
7 E[sen(©1 — ©3)sen(P; — )]
{E[sen?(©1 — ©7)]E[sen?(®; — ‘132)]}1/2

PT



Datos direccionales.
LEstimacic’vn de modelo de series de tiempo

Datos direccionales.

Densidad.

Leyenda Rodriguez, Maria

4 de abril de 2011



	Estrategias de modelado para datos circulares bivariantes
	Introducción
	Propiedades de simetría
	Modelo híbrido
	Simulación
	Estudio

	Distribución von Mises Multivariante
	Introducción
	Distribución von Mises Multivariante
	Enfoques para la inferencia

	Estimación no paramétrica de la densidad circular
	Estimación de la densidad circular tipo núcleo
	Selección del parámetro de suavizado. Plug-in
	Selección del parámetro de suavizado.Validación cruzada
	Ánalisis mensual

	Estimación de modelo de series de tiempo

