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Anexo: método de las dos fases en programacion lineal



Tema 1
Introduccién a la Investigacion Operativa



Definicion de Investigacion Operativa

Es la aplicacién del método cientifico a los problemas
complejos que aparecen en la direccidén y gestién de grandes
sistemas de hombres, maquinas, materiales e inversiones
econdmicas en la Industria, Medicina, Sociologia,
Administracion y Defensa, entre otros campos.

Su caracteristica fundamental consiste en construir un modelo
matematico del sistema incorporando en ocasiones azar y
riesgo, a partir del cual se pueden predecir y comparar los
resultados de diferentes decisiones politicas, estrategias o
controles alternativos.

El objetivo es ayudar a los dirigentes a determinar de forma
cientifica sus “actuaciones". (Operational Research Society de
Inglaterra.)



Tiene por objetivo decidir mediante métodos cientificos, acerca
de los mecanismos que optimizan el funcionamiento de los
sistemas hombre-maquina, generalmente bajo condiciones que
implican la utilizacién de recursos escasos. (Operational
Research Society de América.)

Asi pues el objetivo fundamental de esta disciplina es apoyar el
proceso de toma de decisiones en diferentes problemas de la
vida real, por medio de la construccion de modelos
matematicos adecuados.

Estos modelos matematicos pueden ser tratados mediante
algoritmos computacionales.



Evolucién histérica.

» Arquimedes y el rey de Siracusa (s. lll A. D. C.): buscaban
el método 6ptimo de emplear las armas para defender al
pueblo de los ataques realizados por los barcos romanos.

» Monge (s. XVIII): estudiaba la forma mas econdémica de
organizar trabajos de desmonte en problemas
relacionados con las obras publicas.

» Taylor (s. XIX): analizaba el problema de mover con una
pala la mayor cantidad de material con el menor esfuerzo
posible.



» Segunda Guerra Mundial: empieza a utilizarse el término
Investigacion Operativa como el conjunto de técnicas
matematicas empleadas para tomar decisiones de tipo
militar. EI primer equipo nace en el seno del Estado Mayor
inglés impulsados los estrategas militares a buscar
alternativas a los procedimientos clasicos que se venian
utilizando para la toma de decisiones. El primer director de
este equipo fue Blackett, Premio Nobel de Fisica. Fueron
muchos los problemas que hubieron de resolver, por
ejemplo, encontrar el tamafo 6ptimo de los convoyes
maritimos, con el objetivo de minimizar las pérdidas que
los submarinos alemanes podian causar. Tras la guerra
muchos de los investigadores que participaran en el
estudio de problemas militares, se incorporaron a las
Universidades o al sector publico y vieron que los modelos
que se aplicaran a la estrategia militar podian ser
aplicados en otros contextos.



» George B. Dantzig desarrolla en 1947 la primera técnica
matematica ampliamente aceptada, conocida como
meétodo Simplex de programacion lineal. Es considerado
como uno de los diez algoritmos mas importantes del siglo
XX.

» Se funda RAND corporation por la fundacién Ford y que
intercambia sus avances cientificos con distintas
Universidades y empresas.

El desarrollo posterior ha ido ligado al de los ordenadores.



Relacién con distintas disciplinas y materias

» “An Optimization Based Heuristic for Political Districting".
Management Science (1998), Volumen 44, pp. 1100-1114.
A. Mehrotra, E. L. Johnson y G. L. Nemhauser.

“Redistricting, the redrawing of congressional district
boundaries within the states, may occur every 10 years on
the basis of the population census. They present an
optimization based heuristic incorporating universally
agreed upon characteristics. They develop a specialized
branch-and-price based solution methodology".

Citado por: “A simulated annealing approach to police
district design". Computers and Operations Research
(2002), Volumen 29, pp. 667-684. S. J. D’Amico, S. J.
Wang, R. C. M. Rump.



» “Papers in Caribbean Anthropology" chapter Jamaican
fishing: a game theory analysis (1960), W. C. Davenport.

Se explica el comportamiento de los pescadores desde un
punto de vista funcionalista, por medio de un juego
matricial el cual se puede resolver por medio de un modelo
de programacion lineal.

» Bioinformatica. “Heuristic Approach to Sparse
Approximation of Gene Regulatory Networks". Journal of
Computational Biology (2008), 1173-1186. M. Andrecut, S.
Huang, S. A. Kauffman.

La estimacién de la estructura de arboles genéticos a
partir de la transcripcion de perfiles de datos se puede
resolver combinando técnicas de regresién y de
programacion lineal.



» “Exact algorithms for the minimum power symmetric
connectivity problem in wireless networks". Computers &
Operations Research (2005), 32, 2891-2904. R.
Montemanni and L. M. Gambardella.

» En Salazar Gonzélez (2000) se mencionan otras muchas
aplicaciones interesantes, por ejemplo, en el contexto de
encuestas:

» Problema de descubrir datos ocultos.
» Problemas de redondeos en una tabla.



Aplicaciones recientes

» Continental Airlines (2001): reorganiz6 su flota por
medio de un Decision Support System.

» UPS (2000-): genera ahorro por medio de un rediseno de
la red de repartos.

» NBC.: disena estrategias de oferta de espacio publicitario
para incrementar su beneficio.

» British Telecom: planifica los ingenieros de la plantilla
para generar ahorro.



Metodologia en la Investigacién Operativa.

» Definicién de un problema. Alternativas, objetivos,
restricciones y recogida de datos.

» Formulacion de un modelo. Definicién de funciones (para
los objetivos y restricciones), seleccion de variables (para
las alternativas), modelos de simulacion y técnicas
heuristicas. Los modelos pueden ser deterministas
(programacion lineal, entera, redes) o probabilisticos
(colas).

» Solucién del modelo.
» Validacion de la solucion.
» Puesta en la practica de la solucién.



Tipos de modelos.

» Modelos deterministas.

» Programacion matematica.

VvV VvYyVvYVvVYvyy

Programacién lineal.
Programacién no lineal.
Programacién entera.
Programacién combinatoria.
Programacién dinamica.
Programaciéon multiobjetivo.
etc.



» Modelos probabilisticos.

Programacioén estocéstica.
Simulacion.

Teoria de colas.

Teoria de juegos.

vV vy VvVyy



Ejemplo: Problema del transporte

Una empresa dispone de n centros de produccion que fabrican
un determinado producto. Este producto debe ser transportado
a m centros de demanda (mercados). Transportar la mercancia
de una fabrica a un mercado tiene un determinado precio.

Se quiere planificar el transporte de la mercancia de forma que
se minimice el coste total del envio.

» Definicion y formulacion del problema

» Determinar el objetivo de la empresa, las posibles
decisiones y las restricciones o limitaciones sobre las
decisiones.

» Recogida de datos: produccién en cada planta, demanda
en cada mercado, coste unitario de transporte de cada
planta a cada mercado.



» Modelizacion

» Variables de decision: xj, la cantidad a transportar de cada
planta i a cada mercado j.

» Objetivo: minimizar el coste total.

» Restricciones: técnicas, relativas a la demanda en cada
mercado y a la produccion en cada planta.

» Obtencion de la solucidn.

Supongamos, concretamente, que tenemos 2 centros de
produccién y 3 mercados y que los costes de envio son 90
euros cada 100 km por unidad enviada.

Las distancias, dj;, en cientos de km entre los centros de
produccién y los mercados vienen dados en la siguiente tabla.



Tabla 1. Distancias en un problema del transporte

di | M1 M2 M3 | g

P1 | 25 18 18 | 300
P2 | 25 18 14 | 600
b | 325 300 275




El modelo

n m
> min ZZC,}'X,‘/

i=1 j=1
sujeto a:

m
> > Xj=ajparai=1,---,n
=

n
> Y Xj=bparaj=1,---,m
i=
» Xj>0parai=1,---,nj=1,---.m

El ejemplo puede ser resuelto facilmente con Solver de Excel,
que nos proporciona, entre otra informacién, los envios
optimos y el coste 6ptimo. Alternativamente podemos emplear
OpenOffice (es gratuito y se descarga en la pagina web
openoffice.org).



Algunos comentarios

Vemos, por ejemplo, que es éptimo no enviar nada de P1 a M3
pero cabe preguntarse en cuanto se incrementaria la funcién
objetivo si necesariamente hubiese que enviar una unidad.

Ese incremento seria de 36 euros, informacién que suministra
Solver si se le requiere el denominado Informe de Sensibilidad.

La explicacion es que si enviamos un articulo de P1 a M3,
entonces, para mantener el balance produccién/demanda
debemos enviar una unidad menos de P2 a M3, una mas de
P2 a M2 y una menos de P1 a M2.

El incremento neto en distancias es 180-140+180-180=40 km,
con un coste de 0'4x90=36 euros.



El problema del transporte con Maxima

Maxima se distribuye bajo la licencia GNU-GPL y tanto el
cédigo fuente como los manuales son de libre acceso a través
de la pagina web del proyecto: http://maxima.sourceforge.net

Maxima (lo mismo que Maple) desciende del sistema
Macsyma, desarrollado en el MIT (Massachusetts Institute of
Technology) entre los afios 1968 y 1982.

(%i1) load(“simplex")$

(%i2) A: matrix([1,1,1,0,0,0], [0,0,0,1,1,1],
[1,0,0,1,0,0],[0,1,0,0,1,0],[0,0,1,0,0,1])$
(%i3) b: [300,600,325,300,275]%

(%i4) c: [225,162,162,225,162,126]%
(%i5) linear_program(A, b, c);

(%05) [[0,300,0,325,0,275],156375]



Otro ejemplo: un problema de “cortes"

Una empresa adquiere rollos de cable de 100 metros que
necesita para suministrar trozos de cable a sus clientes. La
empresa necesita suministrar:

» 90 trozos (piezas) de 45 metros,

» 600 trozos de 33 metros y

» 200 trozos de 31 metros.
Se desea conocer la manera de distribuir los cortes de cable en
los rollos de 100 metros de manera que se consuman la menor

cantidad posible de rollos para atender la demanda. Formular
dicho problema como un problema de programacién lineal.



Posibles esquemas para cortar un rollo de 100 metros y
obtener trozos de algunas de las medidas deseadas:
Dos trozos de 45 metros.

Tres trozos de 33 metros.

Tres trozos de 31 metros.

Un trozo de 33 metros y dos trozos de 31 metros.
Dos trozos de 33 metros y un trozo de 31 metros.
Un trozo de 45 metros y otro de 33 metros.

Un trozo de 45 metros y otro de 31 metros.

N o ok~ owDd -

Xi: namero de rollos a cortar por el esquema i, i=1,---
Minimizar 7_, X;
sujeto a 2X; + Xg + X7 > 90 (trozos de 45 metros)
3Xo + X4 +2X5 + Xg > 600 (trozos de 33 metros)
3X3+2Xs + X5 + X7 > 200 (trozos de 31 metros)
Xi>0yenteras,i=1,---,7.



Tema 1

Programacion lineal



Introduccion

La programacion matematica es una herramienta de
optimizacién con muchas aplicaciones practicas.

Los elementos fundamentales de este tipo de problemas son:

» Objetivo a optimizar, por ejemplo, costes derivados de una
planificacion de aviones y sus tripulaciones.

» Variables, directamente relacionadas con las decisiones
que hay que tomar y con las alternativas existentes, por
ejemplo, los horarios de despegue de los aviones. Las
variables del problema pueden ser todas continuas, todas
enteras 0 una mezcla de ambos tipos, por lo que se habla
de programacion continua, programacion entera o
programacion entera mixta.



» Restricciones o limitaciones a las variables, por ejemplo,
los horarios de despegue de los aviones estan restringidos
por cuestiones de seguridad en el trafico aéreo.

» Algoritmos de resolucion del problema formulado.

La Programacién Lineal (T. C. Koopmans, 1948) es la parte de
la Programacion Matematica en la cual, tanto la funcion
objetivo como las restricciones son funciones lineales.

Ha adquirido gran importancia a raiz del desarrollo
experimentado por la informatica y de la aparicion del método
Simplex (Dantzig, 1947), que busca las soluciones entre un
grupo muy reducido del total.



La formulacién de un problema general de programacién lineal
es la siguiente:

n
Objetivo: minimizar o maximizar ¢’ X =) ¢ X
J=1

)(j{Z?§}O> j:1>"'7n
Restricciones: sujeto a
AX{>=<}b

donde:

c: es un vector de n componentes.

X: es un vector formado por las n variables de decision.
A: es una matriz m x n.

b: es un vector de m componentes.



Si un vector satisface las restricciones se denomina solucion
factible.

El conjunto de todas las soluciones factibles se denomina
region factible. Puede ser vacia.

Solucion éptima es aquella que proporciona el éptimo para la
funcién objetivo. Podemos tener una unica solucién éptima
finita, multiples 6ptimos o una solucioén 6ptima no acotada.



Un problema de analisis de actividades

Un fabricante dispone de cantidades fijas de varios recursos
(mano de obra, materia prima, etc.) que se pueden combinar
para producir unos ciertos productos y desea maximizar sus
beneficios.

m: nimero de recursos.
n: numero de productos.

a;: numero de unidades de recurso / para producir una unidad
delproductoj, i=1,--- . m,j=1,---,n.

b;: cantidad maxima de recurso i que esta disponible,
i=1,---,m.

¢;: beneficio por unidad del producto j, j = 1,--- , n.



X;: cantidad de unidades del producto j que necesito producir,
si quiero maximizar el beneficio, j=1,--- , n.

Planteamiento del problema:

n
Maximizar Z i X;
=

Sujeto a n
b= apX, i=1,--,m
j=1



Ejemplo: un sistema multitarea.

Consideremos un ordenador de la Universidad con tres
procesadores, que funciona al menos 9 horas diarias en
aplicaciones de dos tipos, administrativas y académicas.

Cada tarea administrativa requiere 2 segundos de CPU en el
primer procesador, 6 segundos de CPU en el segundo
procesador y 4 segundos en el tercero. Cada tarea académica
requiere 5 segundos de CPU en el primer procesador, 3
segundos de CPU en el segundo y 7 segundos de CPU en el
tercer procesador.

Se desea programar la cantidad de tareas diarias que hay que
asignar a cada procesador, con la condicion de que se
minimice el tiempo que el ordenador esta ocupado con estos
trabajos.



Vamos a denotar por X; y X> el nimero de tareas
administrativas y académicas, respectivamente, que se van a
ejecutar en el ordenador. Ademas, el ordenador se considera
ocupado mientras que al menos uno de los procesadores no
haya finalizado alguna tarea.

En consecuencia, el objetivo es

minimizar maximo {2Xj + 5X2,6X; + 3X5,4X; + 7X5},

que es un objetivo no lineal.

Para linealizar el objetivo introducimos una nueva variable X4,
donde

X4 = maximo {2Xj + 5X5,6X7 + 3X0,4X; +7Xo} > 0.



Minimizar X,

Sujeto a

X; >0, j=1,2
2X1 +5X5 > 9 x 3.600

6X; +3X, > 9 x 3.600
4X; +7Xp > 9 x 3.600
X > 2X; +5X»
Xz > 6X; +3X»
X > 4X; + 7%



Definiciones basicas.

Aproximaciones a un problema de programacion lineal: los
problemas de programacion lineal se pueden estudiar desde
un punto de vista algebraico, o bien (y equivalentemente)
desde un punto de vista geométrico.

» Aproximacion algebraica: consiste en plantear el problema
de programacion lineal de forma matematica y estudiar las
propiedades, teniendo en cuenta la teoria de matrices.

» Aproximacién geométrica: consiste en estudiar la regién
factible desde un punto de vista geométrico.




Forma estandar de un problema de programacion lineal:
hay muchas formas de plantear un problema de programacion
lineal. Una de ellas es la denominada forma estandar o
aumentada:

minimizar ¢’ X

X >0
sujeto a
AX =b

Todos los problemas de programacion lineal se pueden
plantear en forma estandar.



Ejemplo: Aproximacion algebraica
maximizar 3X; + 5Xo

Xy < 180

2X, < 150
sujeto a
3Xi +2X; < 300

X1 >0, X >0

Estudiaremos las propiedades matriciales. En este caso de:

10 180
A=|o0 2 |yb=|[ 150 |.
3 2 300



Ejemplo: Aproximacion geométrica

Se estudia la geometria de la region factible. La direccién de
maximo ascenso es (3,5). La solucién es x* = (50, 75). Se
trata de un punto extremo o vértice de la region factible; esto
siempre va a ser asi en programacion lineal. Con Maxima:

(%i1) load(draw)$

(%i2) draw2d(

key = “nivel 1",

line_width =1,

color = red,
implicit(3*x+5*y=500,x,0,200,y,0,180),
key = “nivel 2",

color = orange,
implicit(3*x+5*y=525,x,0,200,y,0,180),



key = “nivel 3",

color = violet,
implicit(3*x+5*y=550,x,0,200,y,0,180),
line_width=3,

color = blue,

key = “restriccion 1",
implicit(2*y=150,x,0,200,y,0,180),

key = “restriccion 2",

color = green,
implicit(x=180,x,0,200,y,0,180),

key = “restriccion 3",

color = yellow,
implicit(3*x+2*y=300,x,0,200,y,0,180),

title= “Resolucién grafica de un problema de programacién
lineal");



Resolucion gréafica con Maxima
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Planteamiento en forma estandar

» Dado el siguiente problema:
minimizar ¢’ X
X >0
sujeto a
AX > b

Se puede plantear en forma estandar introduciendo lo que
se denominan variables de holgura, Y

minimizar ¢’ X

X,Y>0
sujeto a

AX -Y=0»>b



» Si trabajamos con una variable X; que no esta restringida,
entonces se tieneque X;=Y;—ZconY; >0y Z > 0.

» Si el problema de programacién lineal consiste en
maximizar una funcion objetivo, se puede transformar en
uno en el que haya que minimizar una funcion:

maximizar ¢’ X = —minimizar — ¢’ X

Punto extremo o vértice: geométricamente, es un punto que
es interseccion de al menos n caras o hiperplanos.



Solucién basica: algebraicamente, si tenemos un problema
de programacién lineal en forma estandar, se dice que x es
una solucion basica si Ax = by si las columnas de la matriz A
que estan asociadas a un conjunto de elementos de x, de
forma que los restantes elementos son nulos, son linealmente
independientes. Dichas columnas se denominan base y se
denotan por B. El resto de las columnas de A forman una
matriz que se denota por N. Asi pues, se puede escribir

A= (B N)y se tiene que det(B) # 0.

Si x es una solucién basica, es posible descomponerlo en dos
subvectores: los valores de x asociados a la base, xg, y los
valores de x asociados a las columnas no basicas, xy, cuyas
componentes son todas iguales a cero. Si ademas xg > 0,
entonces x se denomina solucioén basica factible.



Resultado: el nUmero de soluciones basicas factibles es finito.

Resultado: un vértice es equivalente a una solucién basica
factible.

Teorema fundamental de la programacion lineal: Si un
problema de programacion lineal posee al menos un vector
finito que satisface las restricciones entonces admite una
solucion de base factible finita. Si el problema de programacion
lineal posee al menos un vector finito que satisface las
restricciones y ademas optimiza la funcién objetivo entonces
admite una solucién de base factible finita que es optimal.



Conclusiéon: Como un vértice es equivalente a una solucion
bésica factible y el nUmero de soluciones basicas factibles es
finito, entonces para encontrar una solucion basta con buscarla
en los vértices de la region factible. Esta es la base del
algoritmo Simplex.

Finalmente, hemos de destacar que en un problema de
programacion lineal podemos tener una solucién éptima Unica
(un vértice), infinitas soluciones éptimas (una arista, una cara,
la region factible), una solucién 6ptima no acotada o una region
factible vacia. El simplex busca las soluciones entre un grupo
muy reducido del total.



Tema 1

El Simplex



» Método simplex: 1947

» Primer problema de programacion lineal: un problema
de la dieta con 9 restricciones y 77 variables. Se hicieron
calculos electrénicos.

» Primera implementacion del simplex con ordenador:
1952. Se resolvio un problema de programacion lineal con
48 restricciones y 71 variables.



El método Simplex (Dantzig, 1947).

Vamos a suponer un problema de programacion lineal en
forma estandar y que m < n (puesto que en otro caso el
sistema Ax = b tendria filas redundantes, no seria factible o
definiria un solo punto).

El método del simplex sirve para cualquier problema de
programacion lineal. Esquematicamente hace lo siguiente.

» Se detecta una solucién basica factible inicial, esto es, un
vértice.

» Calcula una solucion basica factible vecina o adyacente
(cambiando s6lo una coordenada) que mejora o deja igual
a la funcion del objetivo. El paso importante en cada
iteracion va a ser decidir el cambio que vamos a hacer en
la base B.



» Evita el ciclaje (volver a la solucion basica factible de
partida).
» Detecta el 6ptimo en un ndamero finito de pasos.

Como consecuencia de varios resultados matematicos se
puede dar el siguiente algoritmo.



Algoritmo del simplex

» 1. Se determina una solucion bésica factible xg = B~'b
para una cierta base B (xg > 0y xy = 0). Sea / el
conjunto de indices de la base y J el conjunto restante.

Si la base B esta formada por m vectores del conjunto original
de n vectores, podemos escribir:

Ar = anAr +agtAg+ -+ amAn

Ao = a12Aq + agpAo + - + ampAm

An = a1pA1 + azpho + - + amnAm.



» 2. Determinar z; = ciaqj + Coargj + - - - + Cmarm;.
» 3. Comprobar los valores z; — ¢;, para todo j € J.

» Siparatodoj € J, z; — ¢; <0, entonces xg es minimal y
hemos terminado.
» Sea J; C Jtalque z;— ¢; > O para todo j € Jj.

» 4. Comprobar «; para todo j € J;.

» Siparaalgun j € Ji, o < 0, entonces no existe solucion
finita.
» Determinar k tal que:

| Zxk — Ck |= MaXjey, | Zj — ¢j | (criterio de entrada)
y determinar / por

X . X, .. .
S = MiNyy ~0— (criterio de salida).
Qlk sk



» 5. Cambiar B por B'. Sea a: elemento pivote. Modificar
la matriz (o) de la siguiente forma:

» Dividir la fila | por a.

» Sustituir la columna k por un vector con todo ceros,
excepto un 1 en el lugar /.

» Redefinir los restantes elementos de la siguiente forma:
o = o — w
Volver al paso 2.



Ejemplo del algoritmo del Simplex
Minimizar —107X; — X5 — 2 X5

3Xi1 +14X4 + X5 — Xg =7
Xo+16Xs+ 5Xs —2X5 =5
sujeto a

X3+3X4=0

)(IZOa I:1776

1.0 0 14/3 1/3 —1/3 7/3
A(010 16 1/2 -2 ),b(5),c
001 3 0 0 0
0
0



o =+ O

1
Escogemos como base B = ( 0
0

7/3 0
Xg = 5 yxy=1| 0 |,con/={1,2,3}yJ={4,5,6}.
0 0

0
0 ) . Tenemos entonces
1



TABLA DEL SIMPLEX de la primera iteracién.

¢ 0 0 0 -107 -1 -2
Base c¢p b A A A3 Ay As A6
A4 o 73 1 0 0 14/3 1/3 -1/3
Ay o 5 0 1 0 16 12 -2
Az o o o0 o 1 3 0 0
Z-¢ 0 0 0 107 1 2

Como (107,1,2) >0y (—1/3,—2,0) < 0, no existe solucién
minimal finita.



Ejemplo del algoritmo del Simplex
Minimizar —5X; + 2Xo — 3X3
2X1+2Xo — X53< 4

3Xi —Xo+ X3 <3
sujeto a
2Xi+Xo+3X3<5

Xi>0,i=1,2,3.

Problema en forma estandar (con variables de holgura):
Minimizar Z = —5X; +2X> — 3X3 + 0X4 + 0Xs + 0Xg
2X1+2Xo — X3+ X4 =4

3Xi —Xo+ X5+ X5 =3
sujeto a
2X1+Xo+3X3+Xs =5

X >0,i=1,23.



Primera iteracion

¢ 5 2 -3 0 0 0
Base ¢cg b A A A3 Ay As As
Aq 0O 4 2 -1 0 O 2
As O 3 3 -1 1 o 1 0 1
As o 5 2 1 3 0 0 1 52
Z, 2 0O o 0 O O o0 O 1
z—¢ 5 2 3 0 0 0

El vector que entra en la base es el Ay y el que sale de la base
es el As, de manera que el elemento pivote es el 3, que se
genera en el cruce del vector que entra y el vector que sale. El
proceso se repite de forma iterativa hasta que se verifica que
zi—¢;<Oparatodoj=1,---,n.



Segunda iteracién

¢ 5 2 3 0 0 0
Base c¢cg b A Ao Ay Ay As  Ag
Ay o 2 0 83 53 1 -283 0 -
A4 5 1 1 13 13 0 13 0 8
As 0O 3 0 53 73 0 -283 1 97
Z,2 5 -5 53 53 0 -583 0 9/7
z-¢ 0 -1/3 43 0 -53 0

El vector que entra en la base es el A3 y el que sale de la base

es el Ag.



Tercera iteraciéon

G 5 2 3 0 0 0

Base c¢p b Aq Ao A3 Ay As A6
Ay 0 29/7=41448 0 27/7 0 1 -87 5/7
Aq -5 4/7=0'5714 1 47 0 0 37 -1/7
Az -3 9/7=1'2857 o &7 1 0 -2/7 3/7
z,2 -47/7=-6'7142 -5 5/7 -3 0 -9/7 -4/7
z—¢ 0 97 0 0 -97 -477

Observando la tabla, se tiene que z; — ¢; < 0 para todo
j=1,---,n,porlo que hemos llegado a la etapa final. Para
buscar la solucién dentro de la tabla, miramos la columna by

encontramos:

Xy =4/7=05714, x, =0, x3 =9/7 = 12857, z = —6'7142.



Determinacién de una base inicial

En el algoritmo del simplex partimos de una primera solucion
extrema a la que se asocia una base candnica. Siempre es
posible conseguir esto.

Si al introducir las variables de holgura necesarias para escribir
el problema en forma estandar (esto es, convertir
desigualdades en igualdades) ya tenemos la base canoénica,
entonces se puede iniciar el algoritmo.

Si no estamos en la situacién anterior, para conseguir una
base candnica haremos uso de lo que se conoce como
variables artificiales. Se introduciran las variables artificiales
necesarias para, junto con las variables de holgura, tener una
base canédnica. A continuacién, vemos un método que permite
resolver problemas que contienen variables artificiales.



Método de las penalizaciones

Modificamos la funcién objetivo para que se imponga una
penalizacién muy grande a las variables artificiales, en el caso
de que adquieran valores mayores que cero. De esa forma, las
iteraciones del algoritmo del simplex fuerzan automaticamente
a las variables artificiales a desaparecer (esto es, a volverse
cero), hasta quedar todas fuera de la solucion.

Partimos de un problema de programacion lineal en la forma
estandar:

Minimizar Z = ¢T X

AX=b
sujeto a
X>0



Se incorporan en las restricciones las variables artificiales
necesarias para tener una base canénica con la que iniciar el
algoritmo del simplex, resultando:

AX 4+ IX3=b

X>0, X3>0

Como queremos que salgan las variables artificiales y que
entren las otras variables, les asociamos a las primeras un
valor muy grande (M, y que no es necesario especificar) en la
funcidn objetivo, resultando el siguiente problema:

Minimizar Z = c" X + MX,
AX+IXg=b

sujeto a
X>0, Xa3>0



Ejemplo del método de las penalizaciones

Minimizar Z = 2X; + 3X5

sujeto a

(1/2X1+1/4X, < 4

\

X +3X, > 20
X;i+Xo=10

X >0i=12



Planteamos el problema en forma estandar.

Para ello introducimos variables de holgura (S; > 0) en las
restricciones en las que aparece menor o igual y restamos
variables que denominamos de exceso (e; > 0) en las
restricciones en las que aparece mayor o igual.

Como no tenemos una solucion con la que comenzar el
algoritmo del simplex, introducimos variables artificiales (a;).

Para forzar que las variables artificiales sean nulas,
penalizamos su valor en la funciéon objetivo. El problema con
las nuevas variables queda de la siguiente forma:



Minimizar Z = 2X; + 3X> + Mas + Mas

sujeto a

1/2X1 +1/4X+ 51 =4
X1 +3Xo —ex+a =20

Xi+Xo+a3=10

Con los datos del problema, se construye la TABLA DEL

SIMPLEX:



PRIMERA TABLA

¢ 2 3 0 0 M M
Base Cn b A1 A2 A3 A4 As A6
Az 0 4 1/2 1/4 1 0O 0 O 16
As M 20 1 3 o -1 1 0 20/3
As M 10 1 1 o 0 o0 1 10
Z, 2 30M 2M 4M o M M M 20/3
zj — ¢ 2M-2 4M-3 0 -M 0 O

El vector que entra en la base es el A, y el que sale de la base
es el As, de manera que el elemento pivote es el 3.



SEGUNDA TABLA

¢ 2 3 0 0 M M
Base Cp b A1 A2 A3 A4 A5 A6
A; 0 z > o0 1 &L - 0 2
A3 2 s+ 1 0 -+ - 0 20
1
As M 2 £ 0 0o ¥ - 1 5
z,2 10%+20 2%;1 3 0 %-1 - M 5
Zi — ¢ 21 0 0 F1 - 0

El vector que entra en la base es el A y el que sale de la base
es el Ag.



TERCERA TABLA

¢ 2 3 0 0 M M

Base c¢p b A A A3 Ay As A6
Az o 14 0 O 1 -18 - -
Ay 3 5§ 0 1t O -12 - -
Aq 2 5 i 0 0 12 - -
z,z; 25 2 3 0 -12 - -
z— G 0 0 0 -2 - -

Observando la tabla, se tiene que z; — ¢; < O paratodojc Jy
a; = 0, por lo que hemos llegado a la etapa final. Para buscar
la solucién dentro de la tabla, miramos la columna by
encontramos:

Xy =5, xo =5, z=25.

Otro método muy utilizado para obtener una solucién inicial es
el denominado método de las dos fases.



Fundamentos matematicos del simplex, Martin (2003)
Sea el problema de programacion lineal:

minz = ¢! X
saAX=0>b
X>0
donde ¢ = (cy,---,cn), b= (b1, -- ,bm)ly X = (Xq,---, Xp)L.

Supongamos que tenemos una solucién factible basica, es
decir, se conoce una solucion de punto extremo en términos de
m vectores columna de A, A;, del conjunto original de n
vectores. Podemos hacer que este conjunto de m vectores
linealmente independientes sean los m primeros, es decir, que
las variables nulas sean las n — m finales. Tendré

X = (X1, ,Xm,0,---,0)! que verifica:

X1A1 + XAz + -+ XmAm = b, x; > 0 V. (1)



Como los vectores A, Ao, - -+, Ay, forman una base en el
espacio m-dimensional, podemos expresar cada uno de los n
dados como combinacioén lineal de los vectores base:

a11Ay + ag1Az + -+ am Am = Ay

a12A1 + Az + -+ ameAm = Az
a1jA1 + Az + - + amiAm = A;
a1pA1 + agpAz + -+ - + ampAm = An.

La funcién objetivo z tomara en el vértice x el valor:

Z=2C1Xy + CoXo+ -+ CmXm- (3)



En (1), si Ay,---, A es la base canonica de los vectores
unitarios entonces

X1 :b1, X2:b2,-~~,Xm:bm.

Tomemos ahora un j de modo que A; no pertenezca a la base dada.

A (1) le vamos a restar la ecuacion j de (2) multiplicada por un
escalar 0;:

(x4 —9]'041]')/\1 +(X2—0/a2j)A2—|-' . '+(Xm—9jozmj)Am+9jAj =b (4)
con lo cual, si elegimos 0; > 0 tal que x; — 6;c; > 0,
i=1,---,mseteneque x’ = (x{,---,xp)t es

un nuevo punto factible, con:




x{:x,-—el-a,-jzo, i:1,~--,m
Xi=0;>0,i=]j (5)
x; = 0, en otro caso.

La funcién objetivo en x’ toma el valor
Z'=c1X{ + CoXp + - - - + CmXpy + Cib);
= Cy (X1 — Hjaﬁ) + Cz(Xg — Hjagj) +---+ Cm(Xm — Qjamj) + QjCj
=z-0i(z;— g) (6)

con
Zj = Craqj + Coagj + - - - + CmQpj (7)

y z es la funcién objetivo en x.



En (6) vemos que hay que seleccionar j de forma que
verificandose (5) se tenga que 6;(z; — ¢;) sea positivo y
maximo, con lo cual Z/ < z y asi la nueva solucién factible
mejorara la funcion objetivo. Las diferencias z; — ¢; se
denominan costes reducidos y miden la disminucién de la
funcion objetivo por unidad de la variable, x;, al cambiar la
solucién basica y entrar en la base dicha variable X;.

Nos fijamos en (5) y distinguimos 2 casos para j con z; — ¢; > O:
> Siaj <0,Vicon; >0,como 0 < x{ = x; — 0jc; entonces

0 > % por otro lado, como consideramos z; — ¢; > 0y se
jj

tiene que Z' = z — 0;(z; — ¢;), al poder elegir §; tan grande

como se quiera, z,’ — —oo y en este caso, por tanto, NO

EXISTE SOLUCION FINITA.



> Si ajj > 0 para algun i, como x; = x; — 6;a;; > 0 entonces

X .
f; < = Viy tomaremos
aj

0; = min{>L : oy > 0}. (8)
j
Por otro lado nos quedamos con el indice j que hace mayor

(z; — ¢j). Supongamos que éste es j = m+ 1y que el minimo
en (8) se alcanzaparai=1, i.e.:

. Xj
Omi1 = min{ Cimp >0 =—"— (9
I mA a1 m41
(Es decir, la columna Ay dejaria de estar en la base, la columna
Am1 entraria a formar parte de la base, y oy m11 €s lo que
denominamos "pivote".)



Esto implica que

X
X1/ = X1 — 9m+1a17m+1 = X1 — ! a1 m1 = 0, por lo que la
' ' Q1 m+1
nueva solucién factible queda
t

X, = (Oaxév"' 7X[/n70m+1707"' 70)
y sera un vértice si los vectores A, Az, -+ , Ami1 SON
linealmente independientes.
Para probarlo supongamos que Ao, As, - -+ ,Apnq SON

linealmente dependientes, entonces puedo escribir
A2Ag + "'+>\m+1Am+1 =0 (10)

con algun \; # 0.



Como Ay, - -+, An son linealmente independientes, A\ 1 #0y

. A
asi Api1=— A2 A — - — A, con lo que se puede
)\m+1 )\m+1
escribir
Am+1 :’72A2+ +’YmAm- (11)

Si ahora restamos (11) de (2) conj = m+ 1:

0= a1mp1Ar + (a2,m+1 —72)A2+ -+ (am,m+1 — Ym)Am-

Como A4, - -+, Ap son linealmente independientes, entonces
a1,m+1 = 0 pero por (9), a1 my1 > 0.

Por tanto A, - -- , A1 son linealmente independientes. De
esta forma, x’ es una solucién factible bésica.




El proceso se repetiria hasta encontrar z; — ¢; < 0 Vj que es el
caso en el cual se habra ALCANZADO EL MiNIMO.

En la practica, cuando en cada iteracion recalculamos la nueva
solucién basica estamos utilizando las expresiones (5) y (9)
anteriores. Al recalcular los coeficientes «;; usamos formulas
da cambio de base conocidas.

Geométricamente, con este algoritmo vamos recorriendo los
vértices de la region factible de forma que pasamos de uno a
otro moviéndonos por una arista y de manera que el objetivo
mejora o queda igual.

A continuacién comentamos dos casos especiales:
DEGENERACION y MULTIPLES OPTIMOS.



La degeneracion en el algoritmo del simplex

En cada iteracion, al seleccionar la variable que sale de la
base, se determina el minimo de una serie de cocientes.
Puede ocurrir que dos de esos cocientes sean iguales al
minimo y distintas variables podrian salir. Elegida una, en la
siguiente iteracion las variables no elegidas que permanecen
en la base se anulan, obteniéndose lo que se denomina una
solucion basica degenerada. Esto no supone ninguna
dificultad y continuando el algoritmo se alcanza el éptimo, pero
se observa que hay iteraciones en las que aunque se cambie
de base, el valor del objetivo no se modifica. Por ejemplo:
Minimizar z = —3x7 — 4x>
—X1+ X0 <3
—X1 + 2% < 10
Sujeto a { 2x7 +3x2 < 29
X1 —2X < 4
x;>0,i=1,2



Forma estandar y tablas del simplex

Minimizar z = —3x7 — 4x>
—Xq +X2+X3:3
—X1 +2Xo + X4 = 10
Sujetoa ¢ 2x7 + 3x2 + x5 = 29
Xy —2Xo+Xg =4
xi>0,i=1,---,6

¢ 3 -4 0 0 0 0
Base ¢cg b A A A3 Ay As A6
4 0 3 1 1 1 0 0 0
A4 o 10 -1 2 0 1 0 O
As 0 29 2 3 0 0 1 0
As, 0 4 1 -2 0 0 0 1

z,z 0O 0o o O O o0 o

z— ¢ 3 4 0 0 0 0



4 0 0 0 0
Ay Ay As As A

Cj -3
b A

CB

Base

-4
0

10 -1 O

-12

0

z,z
Zj =G

A Ay As As A

b A

Cs

Base

-4
-3
0
0

0
0

4 10 -7
0o 10 -7

-3

40

z,z
2 =G

0



¢ 3 4 0 0 0 O
Base ¢cg b A A A3 A As  Ag
Ao -4 7 0 1 0 27 1/7 0
Aq 3 4 i 0 0 -37 27 0
Az 0 0 0 0 1 -5/7 1/7 0
As 0O 14 0 0 O 1 0 1
2,2 40 -3 4 0 1/7 -10/7 0
Zj — G 0 0 o 1/7 -10/7 O

¢ 3 4 0 0 0 0

Base c¢p b Ay A A3 Ay As Ae
Ao -4 3 0 1 0 0 1/7  -2/7
A4 -3 10 1 0 O O 2/7 317
Az 0 10 O 0 1 0 1/7 5/7

Ay 0O 14 0 O O 1 0 1
Z,z 42 -3 -4 0 0o -10/7 -1/7
Zj — G 0 0 0 o0 -10/7 -1/7



La degeneracion ha aparecido al pasar de la segunda tabla a
la tercera, puesto que dos elementos eran ambos validos como
pivot. Asi, en la tercera tabla la variable basica x5 se hace cero.
En realidad, tanto el vértice asociado como el valor del objetivo
son el mismo en las tablas tercera y cuarta, a pesar de haberse
producido un cambio de base.

En la grafica de la region factible, vemos que en el vértice (4,7)
se cortan tres restricciones, una de las cuales, la segunda, es
redundante. Si se elimina del sistema de restricciones, se
evitaria la degeneracion.



Un ejemplo con restricciones redundantes

Degeneracion en un problema de programacion lineal

8 — ——— — e . : }
P et restriccion 1
L restriccién 2

7 g restriccién 3
‘ B e restriccion 4




Multiples éptimos

En un problema de programacion lineal, distintos puntos de la
region factible pueden proporcionar el valor éptimo para la
funcidn objetivo.

En la tabla 6ptima del simplex, esto se detecta si asociado a
una variable no basica, el coeficiente z; — ¢; toma el valor cero,
lo cual indica que esta variable, no basica, puede entrar a
formar parte de la solucién basica, sin alterar el valor, éptimo,
de la funcion objetivo.



Otro ejemplo: disefio de terapia de radiacion, Hillier y
Lieberman (2005)

Para tratar un tumor de vejiga se quiere disefar el tratamiento
de radiacién, concretamente las dosis, en kilorads, de dos
rayos (para simplificar, pero en la realidad se consideran
docenas de rayos posibles). La siguiente tabla recoge los datos
estimados de interes.

La primera columna presenta una lista de areas del cuerpo que
deben considerarse. El tejido critico se refiere a tejidos vitales
cercanos que deben evitarse, como el recto, y estructura ésea,
como el fémur, que atenuaran la radiacioén. Las columnas
segunda y tercera proporcionan la fraccion de la dosis de
radiacion de cada rayo en el punto de entrada que absorben
las &reas respectivas. La dltima columna presenta las
restricciones sobre la dosis total de ambos rayos que se
absorben en promedio en las diferentes partes del cuerpo.



Datos para el disefio del tratamiento de radiacion

Fraccion  absorbida Restriccion
de ladosis porarea sobre la dosis
de entrada (promedio) promedio total

Area Rayo 1 Rayo 2 (kilorads)
Anatomia sana 0’4 0’5 Minimizar
Tejido critico 0’3 0’1 <27
Regién del tumor 0’5 0’5 =6
Centro del tumor 0’6 04 >6

Mas detalles de la solucion general: D. Sondermany P. G.
Abrahamson (1985), “Radiotherapy Treatment Design Using
Mathematical Programming Models", Operations Research, 33,
705-725.

Una impulsora: Prof. Eva K. Lee, del Georgia Institute of
Technology.



Problemas de clasificacion y programacion lineal
La clasificacién se utiliza en ciencias sociales y en las ciencias
de la vida:

» En individuos, segun similitudes anatémicas, composicidon
genética, relaciones evolutivas, etc. (C. Linneo, s. XVII, C.
Darwin, s. XIX, entre otros.)

» En partidos politicos, para estudiar formacion de
coaliciones, o en actuaciones gubernamentales que
determinan diversas implicaciones.

> ...

En problemas de clasificacién, se dan dos conjuntos de puntos
en el espacio R”. La cuestion es encontrar un hiperplano que
separe los dos conjuntos adecuadamente. Ese hiperplano se
utiliza para clasficar un nuevo punto que aparezca; si el nuevo
punto esta a un lado del hiperplano, lo clasificamos en el
primer conjunto, mientras que si esta del otro lado, lo
clasificamos en el segundo conjunto.



La programacion lineal puede ser usada para encontrar el
hiperplano separador, que esta definido para un vector w € R"
y un escalar t. I[dealmente, querriamos que cada punto x en el
primer conjunto satisfaga w/x > t, mientras que cada punto x
en el segundo satisfaga w'x < t.

Para evitar una respuesta trivial (w = 0 y t = 0) consideramos
las condiciones mas fuertes de que w'x > t + 1 para puntos en
el primer conjunto y w/x < t — 1 para puntos en el segundo
conjunto.

Los dos conjuntos generados pueden estar mezclados y asi no
hay una separacion clara.

Se definira la funcion objetivo del problema de programacion
lineal como la suma del promedio de incumplimientos en la
clasificacion sobre cada conjunto.



Planteamos el problema construyendo una matriz M, m x n,
cuya fila i contiene las n componentes del punto / en el primer
conjunto. De forma similar, se construye una matriz B, k x n, a
partir de los puntos del segundo conjunto.

El incumplimiento de la condiciéon w/x > t + 1 para puntos del
primer conjunto se miden por un vector y, definido por las
desigualdades y > —(Mw — te) + e, y > 0, donde
e=(1,1,---,1) € R™. Similarmente, los incumplimientos de
la condicién w'x < t — 1 para puntos del segundo conjunto se
miden por un vector z, definido por z > (Bw — te) + e, z > 0,
donde e € RX. En general, e sera un vector de unos de la
dimensién apropiada.

El incumplimiento medio en el primer conjunto es €'y/my en el
segundo es €'z /K.



Un modelo de clasificacion

. 1 1,
> MiNwty.- Ee’y+Eez

sujeto a:
> y > —(Mw —te) + e,
» z> (Bw —te) + e,
» (y,z)>0.



Una aplicacién se realizé6 en Mangasarian, Street y Wolberg
(1995) a la diagnosis de un cierto tipo de cancer. El primer
conjunto se refiere a muestras tomadas de tumores malignos y
el segundo a muestras de tumores benignos. Su localizacién
en el espacio bidimensional se realiza por medio de medidas
de dos propiedades, por ejemplo, el tamarno medio de la célula
y la desviacion media de la “redondez" de las células en la
muestra.

Otra aplicacion interesante de la programacién lineal a la
clasificacion se describe en Bosch y Smith (1998) que usa un
hiperplano separador en tres dimensiones que cuenta la
frecuencia de ciertas palabras para determinar que 12
cuestionados articulos federalistas son probablemente
atribuibles a James Madison antes que a Alexander Hamilton.



Wheet-1

Clasificacion usanda el plano w'x=t



Introduccidn a la dualidad en programacion lineal
Consideremos el problema de programacion lineal:

Maximizar x!c,
sujetoa Ax < b,
x>0,
donde A es una matriz m x n, c es un vector n x 1, bes un
vector m x 1y x es el vector n x 1 de variables.

Definicion El dual del problema anterior es el siguiente
problema de programacion (con y un vector m x 1 de
variables):

Minimizar y'b,
suietoa Aly >c,
y > 0.

Si tenemos una pareja de problemas como los dos anteriores,
nos referimos al primero como el problema primal (P) y al
segundo como el problema dual (D).



Teorema de dualidad

Consideremos un par de problemas de programacion lineal
duales como los dos anteriores, y supongamos que x e y son
soluciones factibles de los problemas (P) y (D),
respectivamente. Entonces, x es una solucién 6ptima de (P) e
y es una solucion optima de (D) si y sélo si x'c = y!b (el valor
en el éptimo de los objetivos de ambos problemas es el
mismo).

Notemos que: podemos establecer una correspondencia entre
cada variable de decisién del dual y cada restriccién del primal
y entre cada variable de decisién del primal y cada restriccidén
del dual.

A veces, resulta mas eficiente resolver el primal, resolviendo
primero el dual cuando éste tiene menos restricciones, y a
partir de su solucion, obtener la del primal.



Dualidad: un ejemplo

Consideremos el problema del ebanista (ejercicio 2):
Maximizar 5x1 + 5x»,
sujetoa  12x; +8x, < 96
6x; +12x <72
—Xxy < -2
x >0,
El problema dual es:
Minimizar 96y + 72y, — 2y3,
suietoa 12y; +6y, —y3>5
8y1 + 12y, > 5
y > 0.



Unos calculos con Maxima

(%i1) load(simplex)$

(%i2) minimize_lp(96*x+72*y-2*z, [12*X+6*y-z>=5,
8*x+12*y>=5]), nonegative_lp=true;

(%02) [45,[z=0,y=5/24,x=5/16]]

(%i3) maximize_Ip(5*x+5*y, [12*x+8*y<=96,
6*x+12*y<=72,x>=2]), nonegative_lp=true;
(%03) [45,]y=3,x=6]]

(%i4) maximize_Ip(5*x+5*y, [12*x+8*y<=97,
6*x+12*y<=72,x>=2]), nonegative_lp=true;
(%04) [725/16,[y=47/16,x=49/8]]

(%i5) maximize_lp(5*x+5"y, [12*x+8"y<=96,
6*x+12*y<=73,x>=2]), nonegative_lp=true;
(%05) [1085/24,[y=25/8,x=71/12]]



Unos comentarios a los resultados (que se verifican
siempre)

» La solucién 6ptima del problema dual son los
denominados precios duales: cada uno de ellos mide la
“mejora en la funcion objetivo™ cuando se relaja una
unidad (hasta cierto limite) la correspondiente restriccion
en el problema primal.

Si se trata de un problema de produccién lineal, donde las
restricciones vienen dadas por limitaciones en los
recursos, el precio dual se interpreta como el “precio justo
del correspondiente recurso en el mercado, ya que mide el
beneficio generado por cada unidad adicional de dicho
recurso.



» Los precios duales, los obtenemos en la tabla 6ptima del
simplex para el problema primal, en la fila de z; — ¢;,
cambiando de signo los valores en las columnas
correspondientes a las variables de holgura: estos valores
verifican las restricciones del problema dual y dan al
objetivo de este problema el mismo valor que el objetivo
del primal en el éptimo. Si en la fila de z; — ¢;, cambiamos
de signo los valores en las columnas correspondientes a
las variables de decision se obtienen los valores 6ptimos
de las variables de holgura en el problema dual.
Efectivamente:

(b1, bm)(Znt1,- - ,Z,H_m)t
= bl(c5B 1 Ani1, -, CEB  Anim)!

t

= blebB~' = c5B b = chxg = c'x.



» Los precios duales distintos de cero se corresponden con
restricciones saturadas cuando consideramos la solucion
Optima del problema primal. Las restricciones no
saturadas (variable de holgura no nula, i. e., basica y por
tanto z; — ¢;=0) cuando consideramos la solucion 6ptima
del problema primal se corresponden con precios duales
nulos. Esto es lo que se conoce como propiedad de
holguras complementarias.



Comparamos las soluciones del problema de produccion lineal
del ebanista y la solucién del problema dual:

X1:6—> y4:O
Xo =3 — y5:0
X3=0— y; =5/16
X4:0—> y2:5/24
X5 =4 — }/3:0

Hacemos corresponder cada variable de decision del primal
(x1, Xo) con una de holgura del dual (y4, y5) y cada variable de
holgura del primal (x3, X4, X5) con una de decision del dual
(v1, ¥2, ¥3). Notemos que si, en el 6ptimo, una restriccién del
primal no esta saturada (“sobran recursos, no los utilizamos
todos"), el correspondiente precio dual es cero (no vamos a
ganar mas por poseer unidades adicionales de ese recurso).



Otros resultados de dualidad

» El problema dual del problema dual es el primal.
» (Dualidad débil) Si xq es una solucién factible del primal e
yo es una solucion factible del dual, entonces cixg < bly,.
» (Dualidad fuerte)
» Si uno de los problemas, el primal o el dual, no esta
acotado, entonces el otro no es factible.

» Si uno de los problemas tiene solucién éptima finita,
entonces también el otro.



Teorema débil de holguras complementarias

Consideremos un par de problemas de programacion lineal
duales como los dos iniciales, y supongamos que x € y son
soluciones factibles de los problemas (P) y (D),
respectivamente. Entonces, x es una solucidn optima de (P) e
y es una solucién 6ptima de (D) si y sélo si

yYi(Ax—b)=0y

Xt(c_ Aty) = 07

esto es, se verifican las propiedades de holgura
complementaria.



Condiciones de optimalidad de Karush, Kuhn & Tucker

TEOREMA Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X resuelve el problema primal
min z = p'x
X

sujetoa Ax —b >0, x > 0.

2. Existen X y U que satisfacen Ax > b, x > 0, Alt < p,
uz>0,y

Ui(AX — bi) =0, X;(—Ali+p;) =0, Vi,j.

3. X es factible para el primal, algun U es factible para el
problema dual y p'x = b'u.



Analisis de sensibilidad

Después de resolver un problema de programacion lineal,
puede ser interesante investigar si el cambio de algunos
parametros afecta a la solucion éptima.

Esto puede ser interesante ya que los valores de parametros
tales como dosis de radiacion absorbida, demandas, ingresos,
o costes usados como entradas en la formulacién del problema
son normalmente estimaciones que posiblemente se desvien
de su valor cuando la solucion realmente se implemente. Tales
andlisis de sensibilidad (post-optimalidad) son parte importante
de cualquier aplicacion de la programacion lineal. Por tanto, es
importante comentar varios asuntos relativos al andlisis de
sensibilidad. El estudio realizado de los precios duales forma
parte de ese analisis.



El analisis de sensibilidad es un proceso que se aplica a la
tabla éptima del simplex de un problema de programacion
lineal cuando se proponen algunos cambios en el problema
original. Una vez obtenida la solucidén 6ptima del problema,
puede interesar conocer el efecto sobre la solucion de posibles
cambios en los parametros. Los posibles cambios se pueden
producir en:

» Los coeficientes de la funcion objetivo (los “costes").
» Los lados derechos de las restricciones (las “capacidades
0 “recursos").

» La matriz de coeficientes de las restricciones (los
“coeficientes técnicos").



Cambios en el vector de costes

En general, una vez obtenida la solucion éptima, va a ser
posible cambiar cada uno de los costes dentro de un cierto
intervalo de manera que no se altere la solucién 6ptima, si bien
se modifica, l6gicamente, el valor de la funcién objetivo.
Variaciones de los costes, fuera de esos intervalos, produciran
cambios en la solucién 6ptima que implicaran la necesidad de
volver a aplicar el algoritmo del simplex, para su obtencion.
Veamos cdmo se procede con un ejemplo.
Considerar el problema de Max. z = 2x; + 3x> + 4x3

Xy + 2% +3x3 < 11
sujetoa ¢ 2x1 +3x2 +2x3 <10

xi>0,i=1,2,3

Se conoce la Tabla Optima que indica que la solucién éptima

es (2,0,3) (y holguras nulas) con un valor del objetivo de 16.
Queremos responder a tres cuestiones:



¢ 2 3 4 0 0

Base c¢cg b A Ao A3 Ay As
Az 4 3 0 14 1 12 -1/4
Aq 2 2 1 54 0 -12 3/4
z,z 16 2 14/4 4 1 2/4
z-¢ 0 12 0 1 12

1. Dentro de qué rango se puede variar ¢4 sin que cambie la
solucién 6ptima.

2. Dentro de qué rango se puede variar ¢, sin que cambie la
solucion éptima.

3. Discutir el efecto del cambio de los costes 2,3,4 a 1,2,2.

Respecto a la primera cuestidon, como c; esta asociado a una
variable basica, su cambio afectara a los costes reducidos de
las variables no basicas, de forma que la solucion seguira
siendo éptima si éstos son todos mayores o iguales que cero
(el objetivo es maximizar):



Z5—C5:(4,C1)< 31/{14>ZOZ>C1 24/3

El valor ¢y € [8/5, 4] satisface las tres desigualdades anteriores
y éste es el rango en el que ¢ puede variar sin afectar a la
optimalidad.

En cuanto a la segunda cuestion, como x» NO es una
variable basica, el cambio en ¢, sbélo afecta a zo — ¢,.

22—02:14/4—0220:>Cg§7/2.

Asi, para ¢, € (—o0,7/2] no hay cambios en la solucién éptima.



Algunos programas que resuelven problemas de programacién
lineal, como Solver de Excel o Lindo, también nos
proporcionan esos intervalos para los costes que acabamos de
obtener, y las soluciones del problema dual.

En la cuestion tercera, se esta sugiriendo el cambio de
coeficientes de variables tanto basicas como no basicas, con lo
que recalculamos todos los costes reducidos y el objetivo en la
tabla 6ptima:

¢ 1 2 2 0 0
Base c¢cg b A Ao A3 Ay As
Az 2 3 0 14 1 12 -1/4 12
Aq 1 2 1 54 0 -12 3/4 8/5
z,z; 8 1 74 2 12 1/4
z—¢ 0 -1/4 0 12 1/4

Por tanto, la optimalidad ya no es cierta, hay que seguir
iterando, sacando A; de la base e incorporando A,.



¢ 1 2 2 0 0

Base Cp b A1 A2 A3 A4 A5
Az 2 135 -1/5 0 1 35 -2/5
Ao 2 85 45 A 0 -2/5 3/5
Z,2 42/5 6/5 2 2 2/5 2/5
z— 15 0 0 25 25

Por tanto, con los nuevos costes la solucién 6ptima es
(0,8/5,13/5) (y holguras nulas) con un valor del objetivo de 42/5.



Cambios en los lados derechos

Dada la tabla 6ptima del problema, cambios en los lados
derechos van a afectar al valor de la solucion 6ptima y al de la
funcién objetivo, pero no a los valores de los costes reducidos.
De esta manera, vamos a tener dos casos:

1. Si el nuevo valor de la solucién sigue siendo factible
(cuando sus componentes sean mayores o iguales que
cero), va a seguir siendo 6ptima, al no cambiar los costes
reducidos.

2. Si el nuevo valor no es factible, porque alguna componente
es negativa, habra que hacer nuevas iteraciones, y o bien,
volvemos a aplicar el simplex desde el principio o
aplicamos el denominado algoritmo dual del simplex
que permite avanzar a partir de una iteracién en la que se
obtengan valores negativos para una variable basica.



En el primer caso, cabe preguntarse cual es el intervalo dentro
del cual podemos incrementar, Aby, el lado derecho, by, de la
restriccion k de tal forma que la solucion asociada a la base
actual siga siendo factible y por tanto 6ptima. Célculos
algebraicos muy sencillos nos permiten dar la respuesta:

: B > 0} < Ab, < min : Bk <0
nay ﬂk Bik > 0} < Aby < ieR{—ﬁ,-k Bik < 0}
donde R = {1,--- , m} representa el conjunto de indicadores

de las restricciones, x; es la componente de la solucion dptima
que aparece en la fila i de la tabla del simplex y Gj representa
el elemento en lafila i y columna k de la matriz B, inversa de
la matriz basica. Algunos programas, también nos dan esta
informacion automaticamente.

Es inmediato que las columnas de esa matriz son las que se
encuentran en la tabla del simplex en las columnas
correspondientes a las variables de holgura, cuando tenemos
una variable de holgura con signo positivo en cada restriccion.



Veamos cdmo se procede con un ejemplo.
Considerar el problema de Max. z = 3xy + 2x> + 5x3
X1+ 2Xo + X3 < 43

3Xx1 +2x3 < 46

X1+ 4xo < 42
xi>0,i=1,2,3

Se conoce la Tabla Optima que indica que la solucién éptima
es (0,10,23) (dos holguras nulas y la tercera de 2) con un valor
del objetivo de 135. Queremos responder a tres cuestiones:

sujeto a

1. Encontrar la soluciéon 6ptima cuando b = (43, 46, 42)! se
cambia por b’ = (60, 64,59)".

2. Comprobar que si se cambia b por b" = (45,46,40)! la
solucién asociada a la base éptima no es factible.

3. Indicar dentro de qué rango la primera componente del

vector de lados derechos de las restricciones se puede
variar de modo que la base éptima no se altere.



¢ 3 2 5 0 0 0
Base c¢p b A4 Ao A3 Ay As Ae

A, 2 10 /4 1 0 12 -1/4 0
A; 5 23 32 0 1 0 12 0
As 0 2 2 0 0 -2 1 1

z.z 135 7 2 5 1 2 0

z-¢ 4 0 0 1 2 0

Para resolver la primera cuestién calculamos B~'b’ con la
ayuda de Maxima:

(%i1) IB:matrix([0.5,-0.25,0],[0,0.5,0],[-2,1,1])$

(%i2) b1:[60,64,59]%

(%i3) 1B.b1;

(%03) [14,32,3]

Con lo que la solucién 6ptima es (0,14,32) (dos holguras nulas

y la tercera de 3) con un valor del objetivo de
14 x 2+ 32 x5 =188.



Para resolver la segunda cuestién calculamos B~'b” con la
ayuda de Maxima:

(%i4) b2:[45,46,40]$
(%i5) 1B.b2;
(%03) [11,23,-4]

Con lo que, con los nuevos lados derechos, asociada a la
matriz basica en el éptimo inicial tenemos una solucién basica
que NO es factible y que légicamente ya no es 6ptima. Asi que
tendriamos que reiniciar el algoritmo (o seguir iterando con el
denominado algoritmo dual).

Para responder a la tercera cuestion, usamos la férmula vista
para Abg, teniendo en cuenta que k = 1,

max{10/(—1/2) = —20} < Ab; < min{2/(2) =1} = 23 < b < 44.



Cambios en la matriz de restricciones

En general, este tipo de cambios, van a resultar en diferentes
bases 6ptimas y diferentes soluciones 6ptimas. Se pueden
considerar diferentes posibles cambios:

» Inclusion de una nueva restriccion.

» Inclusion de una nueva variable.

» Eliminacion de una restriccion.

» Eliminacion de una variable.

» Cambio en alguna columna de la matriz A.

Vamos a ver un ejemplo del segundo tipo.

En Kasana y Kumar (2004), por ejemplo, puede ampliarse el
estudio de la sensibilidad con un enfoque bastante intuitivo a la
vez que formal.



Adicién de una variable: un ejemplo
Min. z =2xy + xo + MRy + MR>
3x1+Xx+ R =3
sujetoa < 4x1 +3xo — S+ R =6
Xi+2Xx2+83=3
Supongamos que se incluye en el modelo una variable x3 con
coste 1/2 y columna Az = (0,5,2)! en la matriz A. Tenemos
entonces que reprocesar la tabla éptima del problema (en la

pagina siguiente) para obtener la solucién 6ptima del nuevo
problema.

Veamos, con ayuda de Maxima, cudl es el coste reducido
asociado a la nueva variable:

73— 03 = chag — 03 = 5B Az — ¢



¢ 2 1 0 M M 0

Base cs b X3 X S R; R S3
Xq 2 35 1 0 1/5 3/5 -1/5 0
Xo 1 65 0 1 -35 -4/5 3/5 0
S3 0 0O 0 O 1 1 -1 1
z,z; 12/5 2 1 -1/5 255 1/5 0
zZi— G 0O 0 -1/5 2/5M 1/5-M 0

%i1) B:matrix([3,1,0],[4,3,0],[1,2,1]);
%i2) IB:invert(%);

%i3) A3:[0,5,2];

cB:[2,1,0];

cB.IB.A3;

)
%i5)

(
(
(
(%i4
(
(%05) 1



Comozz—c3=1—-1/2=1/2 > 0, se pierde la optimalidad y
hay que modificar la tabla (introducir x5, az y zZ3 — ¢3) y seguir
iterando.

¢ 2 1 12 0 M M 0

Base ©c¢p b X1 X Xx3| S Ry R S3
Xq 2 35 1 0 -1 1/5  3/5 -1/5 0
— Xo 1 65 0 1 3 -35 -4/5 35 0
S3 0 O 0 o0 -3 1 1 -1 1
z,z; 12/5 2 1 1 -1/5 2/5 1/5 0
zZi— G o o0 12 -1/5 25M 1/5M 0

(%i6) 1B.A3;
(%06) matrix([-1],[3],[-3])



¢ 2 1 12 0 M M 0
Base CB b X1 X2 X3 So Ry R> S3
X1 2 1 1 13 0 0 1/3 0 0
X3 12 2/5 0 13 1 -1/5  -4/15 1/5 0
S3 0 65 0 1 0 2/5 1/5 -2/5 1
z,zz 11/5 2 56 172 -110 8/15 1/10 0
Zi—Cj o -1/6 0 -1/10 8/15-M 1/10-M O

Solucién optima: x; =1, xo =0, x3 =2/5y z=11/5.

Nota: En el caso en el que la nueva variable x5 tuviese un
coste de 3 y hubiese que incorporar a la matriz A la columna
(1,2,3)!, para el nuevo problema:

Z3 — C3 = CtBB_1A3 —C3 = —11/5,

con lo que en este caso no haria falta hacer nada més puesto
que la optimalidad no se ve alterada con el cambio.



Complejidad del algoritmo del simplex

La complejidad del algoritmo del simplex depende del nimero
total de iteraciones y del numero de operaciones requerido en
cada iteracion. Diferentes procedimientos de implementacion
resultan en complejidades diferentes. Se han creado variantes
del método del simplex para obtener mejores rendimientos
computacionales.

Se puede estimar que el método original del simplex debido a
Dantzig requiere aproximadamente m(n—m) + n+ 1
multiplicaciones y m(n — 1 + 1) sumas en cada iteracién, es
decir, la complejidad a nivel operacional es del orden mn. En
cuanto al nimero de iteraciones, para un problema de
programacion lineal en forma estandar, la region factible

contiene como mucho C(n,m) = | vértices que el

n!
mi(n—m)

algoritmo tendria que posiblemente recorrer.



Se tiene que:

n! n
> (=)™ > 2™ siempre que n > 2m.

Clnm) = =i =

Por tanto, parece verosimil requerir un orden exponencial de
iteraciones. Y este hecho se confirma a la vista de
determinados ejemplos del “peor caso que se puede
presentar"”, creados a propésito a tal efecto. Ahora bien, los
“malos ejemplos” raramente aparecen en los problemas de la
“vida real", en los que se ha observado que el simplex requiere
entre 4my 6m iteraciones, de donde se concluye la eficiencia
del algoritmo en la practica aunque en teoria su complejidad es
exponencial.



De todas formas, en 1984, Karmarkar propuso un algoritmo
denominado algoritmo de punto interior para resolver
problemas de programacion lineal eficientemente. El principal
interés del nuevo enfoque es que proporciona complejidad
polinomial a la busqueda de la solucion. Se mostré que el
algoritmo de Karmarkar resolvié problemas con 150000
variables y 12000 restricciones en una hora mientras que el
simplex precisaba cuatro horas para resolver un problema
menor de 36000 variables y 10000 restricciones.



Algunos paquetes informaticos para programacion
lineal y entera

AMPL

Lindo

Maple/Maxima
Matlab/Octave

R

Solver de Excel/Open Office
X-Press

vV V.V V. vV vV VY



Tema 2
Programacion lineal entera



La programacion lineal y entera

Los modelos de programacién entera son una extension de los
modelos lineales en los que algunas variables toman valores
enteros.

En ocasiones estas variables enteras sélo toman valores 0-1,
ya que este tipo de variables permiten representar condiciones
l6gicas.

Este tipo de modelos permite representar sistemas mas
complejos.

A cambio, la resolucién de los mismos se complica.



Algunos modelos basicos son, entre otros:

v

El problema del transporte.

» Los problemas de asignacién.
» El problema del viajante.
>

El siguiente ejemplo se enmarca en el contexto de los
problemas de tratamiento de residuos.



Destruccidn de residuos peligrosos (ReVelle, Cohon
and Shobrys, 1991)

> : Fuente de residuos

Ij - Depodsito disponible

Ejemplo de residuos peligrosos y lugares de depdésito



Tabla de los residuos peligrosos

j=1 j=2 j=3 Sj

k=1 k=2 k=1 k=2 k=1 k=2
Distancia 200 280 850 1090 900 1100 12
Poblacién 50 15 300 80 400 190
Distancia 400 530 730 860 450 600 05
Poblacion 105 60 380 210 350 160
Distancia 600 735 550 600 210 240 07
Poblacion 300 130 520 220 270 140
Distancia 900 1060 450 570 180 360 07
Poblacion 620 410 700 430 800 280
Distancia 600 640 390 440 360 510 06
Poblacién 205 180 440 370 680 330
Distancia 900 1240 100 120 640 800 01
Poblacion 390 125 80 30 800 410
Distancia 1230 1410 400 460 1305 1500 02
Poblacion 465 310 180 105 1245 790




Parametros:

s; = cantidad de residuo que se espera produzca la fuente i
d;jk = distancia de la fuente / al depdsito j por el camino k

pij.x = poblacion de la fuente / al deposito j por el camino k

Variables:

1 sise abre el sitio j
Y =

0 enotrocaso

Xijx = cantidad transportada de la fuente i al sitio j por la ruta
k

Obijetivo:
> min Yo7 30 S5 dj«Xij« (distancia)

. 7 3 2 .z
> min > Cig D j1 2k=1 PijkXijk (Poblacion)



Restricciones:
> > SR Xijk=sii=1,-,7 (fuentes)
> Z/ 1 Y; = 2 (depositos)
> Xijk<sYi=1,--.,7,/=1,23 k=12
> Xijk>0i=1,--,7,j=1,23k=1,2
» ¥,=001,=1,23



Otro ejemplo: planificar la ruta de una cosechadora

Supongamos una cooperativa agraria con un gran nimero de
socios que desea planificar la ruta a seguir por una
cosechadora que tiene que recoger en primavera la hierba de
las diferentes fincas de sus socios para luego depositarse esta
hierba en silos.

Se definen unas variables binarias de decision Xj, donde: /
representa la finca origen, j representa la finca destino, y k es
un periodo inicial de tiempo. Ademas Xjx

» vale 1 si /i empieza a ser procesada en el periodo k y
después, j es procesada,
» vale 0 en otro caso,
coni,j=1,---.ni#jk=1,---h,
siendo n el nimero total de fincas y h el numero de periodos
de tiempo disponibles.



Las variables definen una ruta que la cosechadora va a seguir
y simultdneamente una planificacién del tiempo especificando
el instante en el que se comienza a procesar cada finca.

El objetivo es minimizar el tiempo total de desplazamiento:

min Z Z Z a,-jX,-jk

ieN jeN keH

con a; denotando el tiempo minimo de desplazamiento entre
las fincas i y j, para todo i,J, i # j. Como las cosechadoras son
maquinas bastante pesadas, tienen una velocidad constante
en todo tipo de vias y se pueden obtener los tiempos de
desplazamiento a partir de las distancias que son conocidas.
El modelo, incluye diferentes restricciones, p. e., cada finca es
procesada sélo una vez:

SN X =1, Vi

jeN keH



Otras restricciones a modelar convenientemente serian: cada
finca necesita un tiempo de procesado y el camino entre cada
par de fincas requiere un tiempo para ser recorrido, no tienen
sentido los ciclos en la ruta de la cosechadora, cada socio
puede exigir que todas sus fincas sean procesadas en bloque,
cada socio puede solicitar un instante de inicio de trabajo en
sus fincas con un intervalo de tolerancia en cuanto al
cumplimiento de esta solicitud, etc.

Notemos que si la cooperativa esta un mes entero ocupada en
la recogida de la hierba y el trabajo de la cosechadora se
factura en periodos de tiempo de 5 minutos, el parametro h
puede ser bastante elevado lo que incrementa el nUmero de
variables y de restricciones.



En la practica, un técnico encargado de la planificacién, podria
hacer una planificacion inicial para todo el mes, y luego,
semanalmente, revisiones de la misma que contemplasen
incidencias tales como nuevas solicitudes, incumplimientos por
averias de la maquina, inclemencias meteorolégicas, etc.



Resolucion del problema

La primera idea a la hora de abordar la resolucién de un
problema de programacion entera es redondear la solucién
obtenida al relajar la condicion de integralidad. Pero no es una

buena estrategia ya que:
1. No siempre proporciona la solucién 6ptima.
2. No garantiza la obtencion de soluciones factibles.



> mn z=x3 —11x
sujeto a:

» —xq +10x2 <40
» 10xy + 10x> < 205
> X1,X > 0y enteras.

La solucion éptima sin considerar que las variables son enteras
es x; = 15y xo = 5’5. Posibles redondeos son x; = 15y

Xo> = 6 que no verifica la primera restriccibny x;y =15y xo =5
que es factible con z = —40. La solucion x; =10y xo =5 es
factible y z = —45.



Otra idea es que dado que un problema lineal continuo es
“sencillo” de resolver, vamos a desarrollar métodos que
empleen la programacion lineal continua como herramienta
para resolver el problema entero.

Los métodos mas usados parten de la relajacion del problema,
esto es, eliminar la condicién de que las variables tomen
valores enteros.

El gran problema es que los vértices de la region factible
continua no tienen porqué ser enteros y obtener la envoltura
convexa puede ser muy costoso.

Los métodos mas extendidos de solucion son:



» Métodos enumerativos: consisten en enumerar de forma
implita las soluciones y mediante tests o cotas para la
funcion objetivo ir descartandolas antes de conocerlas
explicitamente. De entre estos métodos, el mas conocido
es el de Branch & Bound (ramificacién y acotacion) que
divide el problema en problemas menores (ramificacién) y
descarta algunos de ellos (acotacion).

» Métodos de planos de corte: introduce nuevas
restricciones al problema relajado hasta lograr que la
solucién 6ptima del nuevo problema sea entero.

» Métodos hibridos: combinan las dos estrategias anteriores
(branch & cut).



Motivacion y ejemplo branch & bound

» max z=8xy +5x»

sujeto a:

> X1+ X <6
> 9x; + 5x0 < 45
> X1,X> > 0y enteras.

En el dibujo siguiente vemos que la solucion al problema
relajado es el punto (3'75,2°25) pero la solucién al problema
entero es (5,0). Los puntos representan las soluciones factibles
(enteras al problema).



" Moy BX4RS
i /% ,, T qumy 46
2\ g xvoy L6
\ s
] Ky e
1\ J

§ ,. oting fobkus
y, A z/p,vpnwo
2y o/ 8 ﬂL\nz ,
/ w«.m_ﬁuq
ie9/ ¢ ~©
/¢ © » Il:wfuml
[ - 3
o 1 2

J’@ 2 n.vm/,zso
Rovlenia enlkeo
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Método Branch & Bound: ideas generales

» Descompone el problema en varios con region factible
mas pequena.

» Resuelve los subproblemas: descompone recursivamente
en problemas de menor tamano.

» Usa cotas superiores, a partir de subproblemas con
solucion entera, para identificar los subproblemas que no
van a generar la solucién.



El Método Branch & Bound (para minimizar una
funcidn z)

» Paso 0 Resolver el problema original relajado (sin
considerar la restriccion de que las variables han de ser
enteras). Si el problema no es factible se para. Si la
solucidn es entera serd la 6ptima. Si no, considerar la cota
superior para z* (el éptimo de z) como +oo y la inferior
como la funcion objetivo del problema relajado. Ir al Paso
1.

» Paso 1 Ramificar: se escoge una variable que ha de ser
entera y no lo es y se generan mediante ramificacion dos
problemas. Estos problemas se colocan ordenadamente
en una lista de problemas que se resuelven, en serie o
paralelo. Ir al Paso 2.



» Paso 2

» Si la solucion de un subproblema es entera se poda. Si el
valor de la funcién objetivo es menor que la cota superior
actual, entonces se actualiza con el nuevo valor,
disponemos de un candidato a éptimo y se actualizan
todas las cotas superiores. Si no, se desecha esta
solucién. Ir a Paso 3.

» Si la solucién no es entera y el valor de la funcién objetivo
es mayor que la cota inferior de su nodo, entonces se
actualiza dicha cota. Ir al Paso 1.

» Si la solucién no es entera y el valor de la funcién objetivo
es mayor que la cota superior de su nodo, entonces se
poda. Ir a Paso 3.

» Si la solucion es infactible, entonces se poda. Ir al Paso 3.

» Paso 3 Si se han resuelto todos los problemas de la lista
el procedimiento concluye con un candidato que seré el
optimo. Si no, resolver los problemas pendientes de
procesar e ir al Paso 2.



Branch & Bound: comentarios

» Es necesario decidir qué variable utilizar para las
ramificaciones.

» Los problemas almacenados a resolver se pueden tratar
mediante estrategias en anchura, en profundidad o mixtas.

» El método se aplica a problemas enteros puros o a
problemas enteros mixtos.

» Actualmente, se pueden resolver eficazmente problemas
de programacion entera de mas de 10000 variables.



Otro ejemplo de Branch & Bound

Se quiere realizar un experimento con animales de una cierta
especie en dos entornos ambientales A y B. La siguiente tabla
muestra los tiempos (en minutos) necesarios para completar el
experimento con cada animal en cada uno de los dos entornos
segun el animal sea macho o hembra y también los tiempos
minimos totales que se quieren utilizar en cada uno de los
entornos.

M H Tiempos

minimos
EntornroA 20m. 25m. 750m.
EntornoB 20m. 15m. 600 m.

Se desea planificar el experimento de forma que se minimice el
numero total de animales requeridos para realizar el
experimento.



El modelo del problema del experimento con animales

Variables: X}, y Xy: numero de animales machos y hembras,
respectivamente, requeridos en el experimento.

Minimizar Xy, + Xy
sujeto a 20Xy + 25Xy > 750 (tiempo en entorno A)
20Xy + 15Xy > 600 (tiempo en entorno B)
Xu, Xy > 0y enteras.

Resolvemos el problema por el algoritmo Branch & Bound.
Se muestra el esquema global de la resolucion y la
resolucién con Maxima de los diferentes subproblemas.

La solucion no es Unica. Se obtiene que el nUumero minimo de
animales es 34, pudiendo ser 18 machos y 16 hembras, 20
machos y 14 hembras o 19 machos y 15 hembras.



Esquema de la resolucién Branch & Bound
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Comandos de Maxima

(%i1) load(simplex)$

(%i2) minimize_lp(m+h, [20*m+25*h>=750,
20*m+15*h>=600,m>=0,h>=0]);

(%02) [135/4,[m=75/4,h=15]]

(%i3) minimize_lp(m+h, [20*m+25*h>=750,
20*m+15*h>=600,m>=0,h>=0,m<=18]);
(%03) [34,[m=18,h=16]]

(%i4) minimize_lp(m+h, [20*m+25*h>=750,
20*m+15*h>=600,m>=0,h>=0,m>=19]);
(%04) [169/5,[m=19,h=74/5]]

(%i5) minimize_lp(m+h, [20*m+25*h>=750,
20*m+15*h>=600,m>=0,h>=0,m>=19,h<=14]);
(%05) [34,[m=20,h=14]]



(%i6) minimize_lp(m+h, [20*m+25*h>=750,
20*m+15*h>=600,m>=0,h>=0,m>=19,h>=15]);

(%06) [34,[m=19,h=15]]

(%i7) load(draw)$

(%i8) draw2d(color =
red,implicit(20*m+25*h=750,m,16,22,h,12,18),
color=red,implicit(20*m+15*h=600,m,16,22,h,12,18), color =
blue,implicit(m+h=34,m,16,22,h,12,18));



Grafica: regién factible y solucion optima entera
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Algoritmo del simplex dual

El algoritmo dual del simplex fue desarrollado por Lemke y
tiene aplicaciones, por ejemplo, en andlisis de sensibilidad y en
implementaciones de algoritmos de programacioén entera como
el de planos de corte. Se utiliza cuando en la tabla inicial del
simplex se satisface el criterio de optimalidad pero no la
factibilidad. El nombre del algoritmo se debe a que las reglas
de entrada y salida de las variables basicas se derivan del
problema dual aunque se usan en el primal.



El algoritmo

» 1. Determinar una base B del primal tal que z; — ¢; <0
(minimizando) o > 0 (maximizando) para todo j € J.
» 2. Seaxg=Bh.
» 2. 1. Si xg > 0: es minimal (maximal).
» 2.2. Enotrocaso,sea ly ={sel : Xs < 0}.

» 3. Calcular Vs S € li,jed.

» 3. 1. Siys >0, Vj € J, para al menos un indice s € /1, el
primal no tiene solucién 6ptima.
» 3. 2. En otro caso, determinar x; = miln{Ys}: CRITERIO DE
sch

SALIDA y determinar k tal que (CRITERIO DE ENTRADA):

| O = min | 29,
Yik Jjyy<0 Yii
» 4. Sea B' = B\{A/} U{Ak}. Determinar Xg, y'y Z; y repetir

el algoritmo desde 2.



Un ejemplo del algoritmo del simplex dual

Minimizar 3x; + 4xo + 5x3
sujeto a x; +2xo +3x3 > 5
2X1 +2X2+ X3 > 6
X1, X0, X3 >0

Las restricciones se pueden escribir como:

X{+2X% +3X3—51 =5 —x1—2Xx —3X3+851 =-5
2X1 +2Xo+ X3 —So =6 & —2X1 —2Xo — X3+ So = —6
X1, X2, X3,51, S2 20



¢ 3 4 5 0 0
Base ¢ b A A A3 Ay As

ss 0 5 4 2 3 1 0
s 0 6 2 2 -1 0 1
2,2 0 0 0 0 0 0
z— ¢ 3 4 5 0 0

El punto (0,0,0) es una solucién basica del primal con holguras
asociadas (-5,-6) pero no factible (no se verifican las
restricciones de no negatividad).

El punto (0,0) es una solucion factible del problema dual con
holguras asociadas de (3,4,5).

lh = {s1, 82} miln{Ys} =min{—5, -6} = —6 = Sale s,.
Sehy

. —3 —4 -5 3
min{—,

5 _—2,_—1}:§:>EntraA1.



¢ 3 4 5 0 0
Base ¢cg b A A A3 Ay As
51 O 2 0 -1 -52 1 -1/2
A4 3 3 1 1 12 0 -12
z,z; 9 3 3 32 0 -32
Zi — ¢ o -1 -72 0 -32
El punto (3,0,0) es una solucién basica del primal con holguras
asociadas (-2,0) pero no factible (no se verifican las
restricciones de no negatividad).

El punto (0,3/2) es una solucién factible del problema dual con
holguras asociadas de (0,1,7/2).

lh ={s1}. miln{Ys} =min{—-2} = —2 = Sale sy.
SEly

—1 —7/2 -3/2



¢ 3 4 5 0 O
Base ¢cg b A A A3 A As
Ao 4 2 0 1 52 -1 12
Aq 3 1 i 0 -2 1 A
z,7; 11 3 4 4 -1 A
Zi— G o o -1t -1 -1
El punto (1,2,0) es una solucién basica del primal con holguras

asociadas (0,0), factible (se verifican las restricciones de no
negatividad) y es 6ptima.

El punto (1,1) es una solucién factible del problema dual con
holguras asociadas de (0,0,1) y es 6ptima.



El problema dual
Maximizar 5y; + 6y, < -Minimizar —5y; — 6y»
sujetoa y; +2yo <3< y1 +2)o+5 =3
2Y1+ 2y <42y + 2o+ S0 =4
Y1+ Yo <3 3y1+y2+S3=29
V1,220

Notemos que, con este algoritmo, llegamos al 6ptimo del
problema primal, pasando por soluciones no factibles del
mismo, y paralelamente vamos pasando por soluciones
factibles del problema dual hasta llegar a una éptima.

Para ver mejor la relacién entre los dos algoritmos (simplex
ordinario y simplex dual) y sus consecuencias en los dos
problemas, primal y dual, hacemos la primera iteracién
correspondiente a la resolucion de este problema dual
mediante el simplex ordinario.



Primera iteracion para el problema dual con el simplex

¢ 5 6 0 0 O

Base ¢cg b y; Yo S1 S» S3
Sq o 3 1 2 1 0 O
S5 0 4 2 2 0 1 0
S3 o 5 3 1 0 0 1
z,7; 0O 0 0 0 O O
Zi— G 5 6 0 0 O

max{5,6} = 6 = Entra y» en la base del dual. Por tanto, su
coste reducido asociado se hace cero en la siguiente iteracion,
coste reducido que, por otro lado, origina el valor de la segunda
variable de holgura, s, del primal (dual del dual) (la segunda
variable de decision del dual “se corresponde" con la segunda
de holgura del primal). Al hacerse cero es porque s, “deja de
ser basica", como se obtenia en la primera tabla del simplex
dual aplicado al primal.



min{g, g, ?} = g = Sale s; (primera de holgura) de la base

del dual. Su coste reducido se hara distinto de cero en la
siguiente iteracion, coste que genera un valor para la variable
X1 del primal, que al pasar de cero a distinto de cero indica que
la variable, que no era basica en el primal, entra en la base. En
la primera tabla del simplex dual aplicado al primal, decidimos
que x;y (Aq) tenia que entrar en la base.

Vemos que hacemos las mismas “operaciones" de entrada y
salida al resolver el problema primal por el simplex dual que al
resolver el dual por el simplex ordinario. Las filas en una de las
tablas, aparecen en la otra tabla como columnas.

Concretamente, los elementos que mas interesan de cada
problema, que se ven en las dos tablas, en fila 0 en columna,
con el mismo valor (salvo el signo) y en cada tabla con una
interpretacion son:



Resolviendo el Primal por
el Simplex Dual

Resolviendo el Dual por
el Simplex Ordinario

(-5,-6): solucién basica
(no factible)
(-3,-4,-5): costes reducidos
(no nulos)

(5,6): costes reducidos
(no nulos)
(3,4,5): solucién basica
(factible)




El algoritmo de planos de corte de Gomory (1953)

Plano de corte: es una restriccién lineal que verifican las
soluciones enteras y aisla las soluciones obtenidas por
relajacion.

Idea del algoritmo: se van introduciendo planos de corte (lo
que supone ir incorporando nuevas restricciones) de forma tal
que se intenta que la solucién del problema relajado obtenido
coincida con la del problema entero. El algoritmo converge,
pero es bastante lento, ya que intenta reconstruir la envoltura
convexa de las soluciones factibles enteras. Verifica:

» Acaba en un namero finito de pasos.
» Facil de implementar.

» Opera con decimales, lo que puede implicar problemas de
errores de redondeos.

» En cada iteracion se van aumentando las restricciones.



Ejemplo del algoritmo de planos de corte

Maximizar z = 2xy + Xo
sujeto a 2xy + 5x, < 17
3xy +2x <10
X1, X > 0y enteras



Grafica del ejemplo
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Resolucién del ejemplo

Planteamos el problema con restricciones de igualdad y lo
resolvemos por el simplex:

Maximizar 2x; + Xo
sujeto a2xy +5xo + x3 =17
3x1 +2x2 + x4 =10
X1, X2, X3, X4 > 0
¢ 2 1 0 O
b A A A3 A

Base c¢p
X3 o 17 2 5 1 0 17/2
X4 0o 10 3 2 0 1 10/3

Z, 2 6o 0 O O O
2 -1 0 0

z— ¢



La siguiente es ya la tabla éptima:

Ci 2 1 0 0

Base c¢p b Aq As As As
X3 0O 313 0 113 1 -2/3
X1 2 1083 1 2,3 0 173
z,z 2003 2 43 0 2/3
z—¢ 0 13 0 23

Si x es un punto que verifica las restricciones funcionales del
problema se tiene que:

ﬂ—OeruxJMx—gx
3 = Xt X 3 gXay

E—1x+gx+0x+1x
3 = X1t gX 3+ 3%

Esto es consecuencia de que:



x € R" verifica las restricciones funcionales si y solo si:

Ax = b.

Lo cual equivale, tomando una matriz basica B, m x m, a:

B 'Ax =B 'b.

En esta ultima igualdad, tenemos en cuenta que:

» B~'Aes una matriz m x n, cuyas columnas resultan de
expresar las columnas de A como combinacién lineal de
las columnas de la base B: son las columnas que
aparecen en la tabla del simplex frente a los distintos “A;".

» B~'b es la solucion basica (elementos no nulos) asociada
a las columnas, linealmente independientes, de B: son los
nuameros que aparecen en la tabla del simplex frente a “b".



Consid LAV L
onsidaeramos — = — — .
3 17372 T g™

Se descompone cada coeficiente en su parte entera y su parte
fraccionaria:

1 2 1
3+§:x1+(0+§)x2+(0+§)x4.

Se dejan en un miembro todos los términos con coeficientes
enteros:

1—gx —1x =Xy —3

Considero una nueva restricciéon para el problema:

1 2 1

——=Xo—=X4 =X —3<0.
La solucion al problema relajado no la verifica. Ademas, las
soluciones factibles enteras del problema inicial no dejan de

verificarla.



2 1
Escribimos la desigualdad como 3 §X2 — §X4 <0.

Y operamos para poder operar con el simplex dual (dejando el
término independiente con signo menos), introduciendo una
nueva variable de holgura:

1 1
—oXo— X4 < —5 & 22X — X4 < 1 —2X — X4+ X5 = —1.
3 3 3

De modo similar a como se extrajeron las ecuaciones que
verificaban las soluciones factibles de la tabla del simplex, se
incorpora a la tabla la ecuacion anterior y se completa la
tabla teniendo en cuenta la nueva variable x5 y la nueva
columna a ella asociada en la matriz A.



¢ 2 1 0 0 0

Base cp b Aq Ao Az Ay As
X3 o 33 0 113 1 -23 0
Xq 2 1083 1 2/3 0 13 O
X5 0 -1 0 -2 0 -1 1
Z, 2 203 2 43 0 283 O
z—¢ 0 13 0 23 0

Aplicando los criterios del simplex dual, sale xs.

min{| 1/3

=5 =5

2/3 1

= Entra x».



¢ 2 1 0 0 O

Base c¢p b A A A3 Ay As
X3 0o 172 0 0 1 -52 11/6
Xq 2 3 1 0 O 0 1/3
Xo 1 172 0 1 0o 12 -1/2
z,2 82 2 1 0 12 16
z -G 0 0 0 12 1/

Tabla 6ptima y nuevo corte:

1 1 1 1 1 1
—=Xo+t X4 — X5 = =Xo+ =X+ (—1+ )X

2 2 2 2 2 2
1 1x 1x =Xo—Xx5<0
5 X T X6 =X — X5 =
—1x —1x <—1<:>—x — x5 < —1
X4~ 5% = —5 4 — X5 <

—X4 — X5 + Xg = —1



¢ 2 1 0 0 0 0
Base c¢p b A A A; A4 As As
X3 o 172 0 0 1 -52 11/6 O
X1 2 3 1 0 O 0 13 0
Xo 1 172 0 1 o 12 -2 0
X 0 -1 0 0 0 -1 -1 1
z.z 32 2 1 0 12 16 0
z— ¢ 0 0 0 12 16 0

... Tras tres pasos mas se obtiene x;y =3, X =0y z =6.



» 1. Una compania aérea low-cost opera entre 5 ciudades:
Madrid, Barcelona, Milan, Roma y Paris. Se desea
planificar un vuelo desde Madrid a cada una de las otras
cuatro ciudades. Sélo se dispone de 3 momentos para el
despegue de sus aviones: alas 8 a.m.,alas 10 a.m.ya
las 12 a.m. Ademas, la compania sélo tiene asignados dos
puertos de embarque en Madrid-Barajas por o que como
mucho pueden salir dos aviones en cada uno de los tres
momentos asignados. Los beneficios (en euros) estimados
de la compainia para cada vuelo y momento de salida son:

8am. 10a.m. 12am.
Barcelona 10000 9000 8500

Milan 17000 16000 15000
Roma 11000 10500 9500
Paris 6400 2500  -1000

Formular un modelo de programacion que permita a la
compahnia planificar los vuelos desde Madrid.



» 2. Un ebanista quiere decidir las cantidades de produccion
para dos articulos: mesas y sillas. Dispone de 96
unidades de material y 72 horas de trabajo. Cada mesa
requiere 12 unidades de material y 6 horas de trabajo. Las
sillas requieren 8 unidades de material cada unay 12
horas de trabajo por silla. El margen de beneficio es de 5
euros por unidad, tanto para las mesas como para las
sillas. El ebanista se comprometié a construir por lo
menos 2 mesas.

» Resolver el problema graficamente con Maxima.

» Encontrar la solucién usando la herramienta Solver de
Open Office y usando los comandos linear_programy
minimize_Ip del paquete simplex de Maxima.

» Resolverlo “manualmente” utilizando el algoritmo del
simplex.

» 3. Resolver con Open Office el ejemplo del sistema
multitarea.



» 4. Resolver con Open Office el ejemplo de los “cortes” en
los rollos de cable.

» 5. Resolver con Open Office el ejemplo de la compafiia
aérea que desea planificar sus vuelos desde Madrid.

» 6. Resolver el problema del disefio de terapia de radiacion.

» 7. En el problema del tratamiento de radiacion:

» Dentro de qué rango puede variar la fraccion de dosis del
rayo uno que penetra en la anatomia sana tal que la
optimalidad se vea inalterada.

» Encontrar la solucién 6ptima cuando se impone que la
dosis sobre el centro del tumor sea al menos de 6°2
kilorads.

» Discutir el efecto de considerar un tercer rayo que origine
unas fracciones absorbidas sobre la anatomia sana, el
tejido critico, la regién del tumor y el centro del mismo de
0’6, 0’02, 0’3 y 0,2 respectivamente.

» 8. En el problema del segundo ejemplo del algoritmo del
simplex, plantea el problema dual y obtén su solucién de la
tabla éptima (ultima tabla del simplex) del problema primal.



» 9. Una empresa que fabrica vehiculos quiere determinar
un plan de produccién semanal. Esta empresa dispone de
5 fabricas que producen distintos elementos del vehiculo
(motor, carroceria, acabado basico, medio y de lujo).
Estos elementos posteriormente se ensamblan para
producir tres versiones distintas de vehiculo (basica,
media y de lujo). A continuacion se indican las
capacidades de produccion en cada fabrica (en horas por
semana), los tiempos de fabricacion en funcién de la
fabrica y de la versién (en horas por semana y vehiculo) y
el beneficio neto que la empresa obtiene por cada versién
de vehiculo que vende (en euros).



Tiempos  por  version
Fabrica Capacidad Basica Media Lujo
Motor 120 3 2 1
Carroceria 80 1 2 3
Acabado basico 96 2
Acabado medio 102 3
Acabado lujo 40 2
Beneficio 840 1120 1200



Escribe un modelo que permita a la empresa establecer
un plan de producciéon semanal éptimo.

Escribe el modelo anterior en forma estandar y encuentra
un plan de produccion inicial (solucion bésica factible).

A partir de la solucién anterior, realiza una iteracion del
método Simplex para encontrar un plan de produccion
mejor.

Debido a un imprevisto, dentro de cuatro semanas la
fabrica de motores tiene que disminuir en 10 horas su
capacidad semanal. Sabiendo que el vector de precios
duales en la solucién 6ptima es (140, 420, 0, 0, 0), razona
en cuanto disminuira el beneficio de la empresa debido a
este imprevisto.



» 10. Considerar el problema de Max. z = 3xy + Xo + 4Xx3
6X1 + 3xo + 5X3 <25
Sujeto a ¢ 3x7 +4x> + 5x3 < 20
xi>0,i=1,---,83

» Plantea y resuelve (gréficamente) el problema dual.
» Aplicando las condiciones de holgura complementaria,
proporciona las soluciones del problema original.



» 11. Considerar el problema de Max.
Z=3x1 +4x>+ X3 + 5x4
X1+ 2Xo + X3+ 2x4 <5
Sujetoa ¢ 2x; +3x> + X3+ 3x4 < 8
xi>0,i=1,--- 4

» Plantea y resuelve (graficamente) el problema dual.
» Aplicando las condiciones de holgura complementaria,
proporciona las soluciones del problema original.



» 12. Problema de clasificacion. Se desea construir un
hiperplano separador que permita clasificar nuevos
tumores atendiendo a ciertas caracteristicas morfologicas
celulares. Se dispone de una muestra de tumores
malignos (M) y de una de tumores benignos (B) y se han
considerado para cada uno de ellos medidas del tamarfo y
del grado de simetria. Los datos aparecen recogidos en
las siguientes matrices. Construir el hiperplano utilizando
un modelo de programacion lineal e indicar en qué grupo
se clasificaria un tumor de tamarno 5 y simetria 4.

4 3 17
2 6
5 2 c s
M=|5 1 B= ,
, 1 75
6 05
7 02 8 2
35 1



» 13. Problema de clasificacion. Se desea construir un
hiperplano separador que permita predecir la clasificacion
de una muestra de vino en aceptada o rechazada por los
comités de cata de una cierta Denominacion de Origen,
atendiendo a ciertas caracteristicas fisico-quimicas. Se
dispone de seis muestras que fueron rechazadas (R) y de
cinco muestras que fueron aceptadas (A) y se han
considerado para cada uno de ellas medidas de Acidez
Total y de Concentracion de Anhidrido Sulfuroso Total.

Los datos aparecen recogidos en las siguientes matrices.
Construir el hiperplano utilizando un modelo de
programacioén lineal e indicar en qué grupo se clasificaria
una muestra de vino con una acidez total de 50 y una
concentracion de anhidrido sulfuroso total de 7.



60 12 189

36 8

75 8 %0 =
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» 14. Resolver con el algoritmo del simplex dual el siguiente
problema de programacion lineal:

Maximizar z = —4x; — 6xo — 18x3
sujetoa xq +3x3 > 3
Xo +2X3 > 5
X1,X2,X3 >0



» 15. Problema de redondeos en una tabla, Salazar
Gonzélez (2000). Un centro de Investigaciones
Sociolégicas dispone de la siguiente tabla y desea
publicarla tras redondear cada valor numérico fraccionario
a su entero por exceso o por defecto. Se quiere minimizar
la suma de las diferencias entre los valores redondeados y
los valores originales. Plantear un modelo matematico y
resolver el problema.

hombre mujer TOTAL
infantil | 1666666 2666666 | 4333332
adulto | 2000000 4750000 | 6750000
anciano | 1250000 4’250000 | 5’500000
TOTAL | 4916666 11666666 | 16583332




» 16. Problema de optimizar llamadas, Salazar Gonzélez
(2000). El presidente del gobierno necesita el maximo
apoyo fuera de su partido para que se apruebe en el
Congreso su plan de gastos para el préximo afo. A través
de sus consejeros ha sabido que hay 12 congresistas de
Coalicién Canaria y 16 congresistas del PNV que adn no
tienen claro qué votar. El presidente decide entonces
llamar por teléfono a estos congresistas indecisos para
convencerles de que le apoyen, sabiendo que tiene una
probabilidad de 0’9 de éxito con los miembros de Coalicién
Canaria y 0’6 con los miembros del PNV.

Decidase cuantos congresistas de cada partido debera
telefonear para maximizar su probabilidad de éxito si no
tiene tiempo para realizar un numero total de llamadas
superior a 20. Utilicese el algoritmo Branch & Bound.



» 17. Problema de optimizar una localizacion, Salazar
Gonzalez (2000). Se dispone de 3 posibles ubicaciones
para localizar un servicio de ambulancias. Dependiendo
de la ubicacidn, el posible servicio supondria un coste
diario de mantenimiento y podria satisfacer una demanda
total maxima, segun la siguiente tabla:

Ubicacién \ 1 2 3

Coste de mantenimiento | 10 14 13
Demanda total maxima | 25 32 30

Cuatro grandes hospitales, cada uno con una cierta
demanda estimada de servicios diarios deben ser
atendidos exactamente por un servicio de ambulancias.
Esta demanda, asi como el coste medio por
desplazamiento estimado de realizar un viaje de
ambulancia desde cada servicio, esta dado por la
siguiente tabla:



Hospital |1 2 3 4
Demanda 15 16 10 14

Ubicacion1 | 4 2 3 2
Ubicacion2 | 3 3 5 1
Ubicacion 3 | 1 5 2 4

Definir un modelo matematico y determinar qué servicios de
ambulancias deben ser creados y a qué hospitales debe servir
cada una, minimizando los costes de desplazamiento mas los
costes de mantenimiento.

» 18. Una empresa de “consulting” desea realizar una
encuesta para elaborar un informe sobre el impacto en el
mercado de un nuevo producto. La tabla siguiente muestra
las cuotas de entrevistas que se desean realizar y las
probabilidades de que los distintos encuestados
respondan a las solicitudes segun el periodo en el que se
realice la llamada. Se requiere que:



» El nUmero de llamadas matinales no puede exceder el
namero de llamadas por la tarde.

» El niUmero de llamadas por la noche no puede superar la
mitad del numero de llamadas por la tarde.

Probabilidad de responder

Tipo cuota matinal tarde noche
Soltera 50 0’1 0’1 0’5
Casada sin hijos | 100 0’5 0’4 0’7
Casada con hijos | 150 0’75 0’6 09

Decidir como deben distribuirse las llamadas a los tres tipos de
amas de casa durante los tres tipos de periodos de tiempo de
manera que se obtenga el niumero esperado de respuestas
indicado por la columna “cuotas" con el menor nimero posible
de llamadas.



» 19. Resolver utilizando el procedimiento de planos de
corte (hacer sélo dos iteraciones).

Maximizar z = xq + 2xo
sujeto a 2xy + 6x> < 15

28x1 4+ 8xo <77
X1,Xo > 0y enteras



» 20. Resolver utilizando Branch & Bound.

Maximizar z = 14xy + 18x>
sujetoa —x;1 +3x <6
X1 + X2 < 35
X1,Xo > 0y enteras



Soluciones e indicaciones de algunos ejercicios

Ejercicio 1. Denotamos por i = 1,2, 3,4 a cada una de las 4
ciudades destino y por j = 1,2,3 a cada uno de los 3
momentos diarios de despegue.

Variables de decision son: X = 1 si el vuelo sale de Madrid a
la ciudad i en el momento j (y O en otro caso). Si a; denotan
los beneficios mostrados en la tabla, entonces el modelo es:

maximizar 37 2?21 a;i Xjj
3
s.a ZX,-,- =1parai=1,2, 3,4 (a cada ciudad un sélo vuelo)
j=1
4
Z Xj < 2paraj=1,2,3 (acada hora, como mucho dos
i=1
vuelos)
)(Ij S {07 1}



Ejercicio 2. El modelo: Variables de decision son: X; = 1:
numero de mesas fabricadas y X : numero de sillas
fabricadas.

maximizar 5X; + 5Xs (beneficios)

s. a12X; 4+ 8X, < 96 (unidades de material)
6X; + 12X, < 72 (horas)
Xi > 2 (nimero de mesas)
X1 > 0,X> > 0y enteras.

Resolucién con Maxima:

(%i1) load(simplex)$

(%i2) maximize_Ip(5*x+5*y, [12*x+8*y<=96,6"
x+12*y<=72,x>=2]), nonegative_lIp=true;
(%02) [45,]y=3,x=6]]



Con otro comando:

(%i3) A:matrix([12,8,1,0,0],[6,12,0,1,0],[1,0,0,0,-1])$
(%i4) b:[96,72,2]%

(%i5) c:[-5,-5,0,0,0]%

(%i6) linear_program(A,b,c);

(%06) [[6,3,0,0,4],-45]

Grafica de la regién factible:

(%i7) load(draw)$

(%i8) draw2d(color=blue,key="restriccion

17 implicit(12*x+8*y=96,x,0,15,y,0,15),key="restriccion 2”,color=
green,implicit(6*x+12*y=72,x,0,15,y,0,15) ,key="restriccidén
3”,color=yellow,implicit(x=2,x,0,15,y,0,15),title= "Resolucién
grafica de un problema de programacion lineal”);




La region factible
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Resolucion grafica:

(%i9) draw2d(color=blue,key="restriccion
17,implicit(12*x+8*y=96,x,0,15,y,0,15) ,key="restriccion 2”,color=
green,implicit(6*x+12*y=72,x,0,15,y,0,15),key="restriccion
3”,color=yellow,implicit(x=2,x,0,15,y,0,15), color=red, key="nivel
17, implicit(5*x+5*y=40,x,0,15,y,0,15), color=violet, key="nivel
27, implicit(5*x+5*y=45,x,0,15,y,0,15), color=orange, key="nivel
37, implicit(5*x+5*y=50,x,0,15,y,0,15), title= "Resolucion grafica
de un problema de programacién lineal’);



Resolucion gréfica
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Problema en forma estandar

-minimizar —5X; — 5X5 + 0X3 + 0X3 + 0X5 + MXg
s.al12X;+8Xo + X5 =96

6X; +12Xo + X3 =72

Xi—Xs+Xg =2

X1, Xo, X3, X4, X5, X6 > 0 y enteras.

Con OpenOffice resolvemos el problema, utilizando la
herramienta Solver o programando directamente el algoritmo
del Simplex.



Ejercicio 10 Problema dual: Min. 25y + 20y>

6y1 +3y> >3
3y1 +4y2 > 1
oY1 +5y. > 4
yi>0,i=12

(%i1) load(draw)$

(%i2) draw2d( color = red, implicit(25*x+20*y=50,x,0,2,y,0,2),
implicit(25*x+20*y=25,x,0,2,y,0,2),
implicit(25*x+20*y=20,x,0,2,y,0,2), color = blue,
implicit(6*x+3*y=3,x,0,2,y,0,2), implicit(3*x+4*y=1,x,0,2,y,0,2),
implicit(5*x+5*y=4,x,0,2,y,0,2) );

Sujeto a

Vemos que la segunda restricciéon es redundante y por las
curvas de nivel del objetivo vemos que el 6ptimo es el punto de
corte de las otras dos restricciones:



Resolucion gréafica del problema dual

2 5 SR e

0 0.5 1 1.5



(%i3) e1:6*x+3"y=3;

(%i4) e2:5*x+5%y=4;

(%i5) algsys([e1,e2],[x,y]);

(%05) [[x = 1/5y =3/5]]

Con esta solucion se saturan la primera y tercera restriccion.

La segunda restriccién no se satura entonces, en el éptimo, la
segunda variable de decision del primal, x»,, es cero.

Las dos variables de decision del dual son distintas de cero en
el 6ptimo, entonces, el 6ptimo del primal satura las dos
restricciones.

Resulta 6x1 + 5x3 =25y 3xqy + 5x3 = 20



%i6) b1:6*x+5"y=25;
%i7) b2:3*x+5"y=20;
%i8) algsys([b1,b2],[x,y]);
%08) [[x=5/3,y=3]]

Por tanto, la solucién del primal es (5/3,0,3) y el objetivo
3x5/3+4x3=17.

~ o~ o~ o~



Ejercicio 12 Comenzamos representando graficamente las
dos muestras de tumores.

(%i1) load(draw)$

(%i2) draw2d(key="t. malignos", point_type = circle, point_size
= 4, points([4,5,5,6,7],[3,2,1,0.5,0.2]),key="t. benignos",
point_type = circle, point_size =1,
points([1,2,1,3,3.5,5],[7,6,7.5,2,1,3]));
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Idealmente, buscamos un hiperplano de ecuacion

wy X + woy = ttal que cada punto x en el primer conjunto
satisfaga wix + woy >t y que cada punto x en el segundo
conjunto satisfaga wyx + woy < t. Para evitar condiciones
triviales del tipo wy = wo = t = 0, consideramos las
condiciones mas fuertes de que wyx + woy > t+ 1 para puntos
en el primer conjunto y wyx + woy < t — 1 para puntos en el
segundo conjunto.

Los dos conjuntos pueden estar mezclados y no haber una
separacién clara. El objetivo sera minimizar, en promedio, los
incumplimientos de las condiciones.

Si un punto del primer conjunto no verifica la condicién, se
tendrd que wix + woy < t+ 1y por tanto
0< —wix —woy+t+1<aparaalgln a.



Si un punto del segundo conjunto no verifica la condicion, se
tendra que wyx + woy >t — 1y por tanto
b> wix + wey — t+1 > 0 para algun b.

Con todas estas consideraciones se puede construir el modelo.

Variables: wy, w» y t, que son las constantes que definen el
hiperplano separador y no tienen restricciones de signo. Por
otro lado, tantas variables mayores o iguales que cero como
puntos de la muestra y que cuantifican los posibles
incumplimientos: a, b, ¢, d, e (posibles incumplimientos 0 mal
clasificacion en el primer conjunto), f, g, h, i, j, k (posibles
incumplimientos o mal clasificacion en el segundo conjunto).

a+b+c+d+e+f+g+h+i+j+k

Objetivo: minimizar 5

(suma de incumplimientos medios)




Restricciones (Las variables a, b, - - - , kK miden el posible
incumplimiento de la condicion en cada punto.)

a>=-4"wy-3*wo+t+1
b>=-5"wy-2*wo+t+1
c>=-5"wq-1"wo+t+1
d>=-6"wy-0.5"wo+t+1
e>=-7"wy-0.2*wo+t+1
f>=1"wy+7* wo-t+1
g>=2"Wy+6*Wo-t+1
h>=1*w;+7.5*Wo-t+1
i>=3"Wy +2* Wo-t+1
j>=3.5"wy +1*wo-t+1
k>=5"wy +3*wo-t+1



Con Maxima resolvemos el problema de programacion lineal:
(%i3) load(simplex)$

(%i4) minimize_Ip(0.2*a+0.2*b+0.2*c+0.2*d+0.2*e+
(1/6)*f+(1/6)*g+(1/6)*h+(1/6)*i+(1/6)*j+(1/6)*k,
[a>=-4"X-3*y+t+1,b>=-5"X-2*y+t+1,Cc>=-5"X-1*y+t+1,
d>=-6"x-0.5"y+t+1,6>=-7"x-0.2*y+1+1,
f>=1"X+7"y-t+1,0>=2"x+6"y-t+1,
h>=1*Xx+7.5*y-t+1,i>=3*"x+2*y-t+1,j>=3.5"x+1"y-
t+1,k>=5"x+3*y-t+1,
a>=0,b>=0,c>=0,d>=0,e>=0,f>=0,9>=0,h>=0,i>=0,j>=0,k>=0]);
(%04)[0.57333333333333,[k=2.799999999999999,j=0.0,i=0.0,
h=0,9=0.0,f=0,e=0,d=0.0,c=0,b=0.0,
y=0.4,x=1.333333333333333,
t=6.066666666666663,a=0.53333333333333]]



Se obtiene el hiperplano 1'34x + 0’4y = 6’067, que
representamos junto con los puntos de la muestra y los
hiperplanos 1'34x + 04y = 6’067 — 1y

1'34x + 0’4y = 6’067 + 1 que representan las condiciones
fuertes de pertenencia a un conjunto u otro.

(%i5) draw2d(key="t. malignos", point_type = circle, point_size
= 4, points([4,5,5,6,7],[3,2,1,0.5,0.2]),key="t. benignos",
point_type = circle, point_size = 1,
points([1,2,1,3,3.5,5],[7,6,7.5,2,1,3]),key="hiperplano
separador"”,color=red,implicit(1.34*x
+0.4*y=6.067,x,0,10,y,0,12),key="hiperplanos
fuertes",color=blue,implicit(1.34*x +0.4*y=5.067,x,0,10,y,0,12)
,color=blue,implicit(1.34*x +0.4*y=7.067,x,0,10,y,0,12) );
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En cuanto a la clasificacién del nuevo punto:
(%i6) h:1.34*x+0.4%y;

(%06) 0.4*y+1.34*x

(%i7) %,x=5,y=4;

(%07) 8.300000000000001

De donde clasificamos al nuevo punto en el primer conjunto de
tumores malignos.



Ejercicio 14

(-) Minimizar z = 4xy + 6x2 + 18x3
sujetoax; +3x3—5 =83 & —x; —3x3+ 51 =-3
Xo+2X3— S =5 < —Xo—2X3+ S = -5
X1, X2,X3 >0



Primera iteracion

¢ 4 6 18 0 0

Base ¢cg b A A Ay Ay As
Sq o 83 1 0 -3 1 0
So o 5 0 1 -2 0 1
z,z 0 0 0 0 0 O
Zi — ¢ 4 6 -18 0 O

L ={s1,82}. miln{Ys} =min{-3,-5} = —5 = Sale s,. Puedo
Sely

verlo como un “coste reducido” que aparece si resuelvo el dual
por el simplex, distinto de cero, asociado a una columna no
bésica, que entraria en la base por ser el “mas negativo" (dual:
maximizar). Lo estoy aqui sacando de la base y anulandolo,
que es lo que ocurre cuando calculo el coste reducido
asociado a una variable no basica.

-6 —18 6

min{_—1, _—2} =7 Entra A,. Estoy haciendo los cocientes

que efectuaria si estuviera resolviendo el dual directamente.



Ejercicio 15 Posibles tablas redondeadas.

hombre mujer | TOTAL
infantil 2 3 5
adulto 2 5 7
anciano 1 4 5
TOTAL 5 12 17

hombre mujer | TOTAL
infantil 2 2 4
adulto 2 4 6
anciano 1 5 6
TOTAL 5 11 16




Asociado a cada celda (interior o marginal) se considera una
variable x; que vale:

» 1 si el redondeo en la celda (i,j) es por exceso.
» 0 si el redondeo en la celda (i,j) es por defecto.

El objetivo es minimizar:
0'666666(1-x11)+0'333333x11
+0'666666(1-x12)+0'333333x12
+0'333333(1-x13)+0'666666X13
+0’75(1 -X22)+0’25X22+0’75(1 -X23)
+0’25X23+0,25(1 -X31 )+0’75X31
+0’25(1 -X32)+0’75X32
+0'5(1-x33)+0'5x33+0'916666(1-X41)
+0’083334 x41
+0'666666(1-x42)+0"333333x42
+0°583332(1-x43)+0°'416668x43.



Con las restricciones:

fila 1:
fila 2:
fila 3:
fila 4:

columna 1:
columna 2:
columna 3:

)
)
(1+ x31) )

(4 + Xxa1) + ( 1+X42)

(14 x11) +(2) + (1 + X31)

(2+ Xx12) + (4 + X22) + (4 + X32)
(4 4 x13) + (6 + x23) + (5 + Xa3)
X11, X12, X13, X22, X23, X31, X33

(4 + x43)
(6 + Xo3)
(5 + xa3)
(1 6+ X43)
(4 + X41)
(1 14 X42)
(1 6+ X43)
{0,1}.



Ejercicio 16 xcc y xpny representan el numero de
congresistas de Coalicion Canaria y de PNV, respectivamente.
El modelo resulta:

Maximizar 0'9x¢cc + 0'6xpny
sujeto a xgc + Xpny < 20
Xce < 12
Xpny < 16
Xce, Xpnyy > 0y enteras.



Ejercicio 17 EL MODELO MATEMATICO:

Paracadaic {1,2,3,4} ycadaj € {1,2,3}, definimos las
variables:

yj que vale:
» 1 si se construye la planta en la ubicacion j.
» 0 en otro caso.
Xjj que vale:
» 1 si se asigna el hospital / al servicio de ambulancias j.
» 0 en otro caso.



Objetivo: minimizar
15(4X11 + 3Xq2 + 1X13)+1 6(2X21 + 3Xoo + 5X23)+
1 0(3X31 +5x30 +2X33)+1 4(2X41 +1 x40 +4X43)+1 Oy1+14y-+13y3
Sujeto a:
X11 + X12 + X43 1
X1+ Xp2 + X3 = 1
X31 + X3z + X33 1
Xa1 + Xa2 + Xa3

15x11 + 16x21 + 10x31 + 14x41 < 25y1
15X10 + 16X00 + 10X30 + 14x40 < 32y
15x13 + 16X03 + 10x33 + 14x43 < 303

Todas las variables son binarias.
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Método de las dos fases: obtencidon de una soluciéon
inicial
Partimos de un problema de programacion lineal en la forma

estandar:
Minimizar Z = ¢T X

AX=0b
sujeto a

X>0
Se incorporan a las restricciones las variables artificiales, Xj,
que se necesitan para tener en la primera Tabla del Simplex
una base canénica, de forma que las restricciones pasan a ser:
AX+IXg=b

X>0, X3>0
La resolucién se efectuara en dos fases:
Fase I:
Se resuelve el siguiente problema:



Minimizar Z = 17X,
AX + IX, = b

X>0, X3>0
Si el problema original tiene solucién factible, el minimo de este
problema se ha de alcanzar cuando las variables artificiales
Xa=0yZ=0.
Fase Il:
Se resuelve el problema original utilizando como base la que
aparece en la ultima matriz obtenida en la primera fase.



Ejemplo del método de las dos fases

Resolver el problema de programacién lineal
Minimizar Z = X; — 2X5
Xi+Xo>2

—Xi+Xo>1
sujeto a
Xo <3

Xi>0i=1,2
Planteamos el problema con las variables de exceso, holgura y
artificiales, asi como la funcion objetivo de la primera fase:



Minimizar Z = a; + a
X1 —|—X2—e1+a1 =2

sujeto a - Xi+Xo—6+a =1

Xo+ S3=3

Trasladamos estos datos a la TABLA DEL SIMPLEX y
trabajamos de acuerdo con el algoritmo:

¢ 0 0 0 1 o 1 0

Base cg b A A A3 Ay A5 A A
Ay 1 2 1 1 -1 1 0 0 O
As 1 1 -1 1 o o0 -1 1 0
A7 o 3 0 1t 0o O O O 1
2.2,6; 3 0 2 4 1 4 1 0
z—¢ 0 2 4 0 -1 0 0

Entra A; en la base y sale Ag.



¢ 0 0 0 1 0 1 0
Base cg b A A A3 Ay As A A 9,41 9,45
Al 1 1 2 0 4 1 1 — 0 12 1
Ao o1 -1 1 0 0 14 - 0 - -
Az 0o 2 1 0 0 0 1 - 1 2 2
Z, 2}, 6 1 2 0 4 1 1 - 0 12 1
zi— g 2 0 1 0 1 - 0
0i(zj — ) T - - -1 -

Entra A en la base y A4 deja de ser basica, no volvera a entrar
en la tabla y se puede eliminar. Se termina la primera fase al
obtener en la nueva tabla Z =0, cona; =0y a, = 0. Por
tanto, comenzamos la segunda fase introduciendo la funcién
objetivo del problema original, minZ = X; —2Xs,y
continuamos con el algoritmo del simplex.



¢ 1 -2 0 0 0
Base Cp b A1 Ag A3 A5 A; 9A1 9,45
Aq 1 1/2 1 o -1/2 12 0 - 1
Ao 2 32 0 1 12 14/2 0 - -
A7 0O 32 0 0 12 12 1 3 3
z,2,6; 52 1 2 12 32 0 3 1
Z— ¢ 0 0 12 32 0
Hj(Zj C/) - - 3/2 3/2 -

El valor maximo de 6;(z; — ¢;) se alcanza en Az y en As.
Tomamos As por tener mas (z; — ¢;). Asi pues, entra As en la

base y sale A;.



¢ 1 -2 0 0
Base c¢cg b A A A3 As

Az 2 2 1 1 -1

Z,Zj, 9]' -4 -2 -2 2

0
A7
As 0 1 2 o -1 1 0 —
0
1
0
z— g 4 0 2 0

0
A7 o 1t -1t 0 1 O
0
0

Ahora, A7 sale de la base y entra As.
¢ 1 2 0 0 O
Base ¢cg b A A A3 A5 A;
As o 2 1 0 0 1 1

Ao 2 3 0 1 0 o0 1
Az o 1t -1 0 1 0o 1
Z,Zj, (9]' -6 0 -2 0 0 -2
z— g 1 0 0 0 -2

La solucion éptimaes Z = -6, X; =0, Xo = 3.
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