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Capitulo 1

Introduccion

Las técnicas de estimacién noparamétrica surgen, a grandes rasgos, como un complemento
o una alternativa a las técnicas que se utilizan en el contexto paramétrico. La estimacion
tipo nucleo es un caso particular de las técnicas noparamétricas, y sera la que se utilice
en el presente estudio. Los primeros trabajos que existen sobre las técnicas tipo ntcleo
aparecen a finales de la década de los 50 y principios de los 60, de la mano de [?] y [?],
respectivamente. Debido a la sencillez e interpretabilidad de su expresion, los estimadores
tipo ntcleo se han convertido en una importante herramienta para el analisis exploratorio
de datos, asi como para el desarrollo de técnicas de inferencia estadistica basadas en dichos
estimadores.

Dentro del contexto de la Estadistica noparamétrica, existen dos campos de estudio cla-
ramente diferenciados: la estimacion noparamétrica de la densidad y la estimacion no pa-
ramétrica de la regresion. Sobre estos dos campos versaran los dos siguientes capitulos,
realizando en cada uno de ellos un estudio centrado en una de las probleméticas méas im-
portantes que surgen al utilizar técnicas noparamétricas: la seleccién del parametro de

suavizado.

Cada capitulo presentara una estructura similar, en la se incluiréan el planteamiento de los
objetivos, el andlisis de las variables que se utilizardn (sélo en el Capitulo 3), la descripcién
de los conceptos tedricos necesarios para el estudio y los correspondientes algoritmos, el
estudio de simulacién a realizar (sélo en el Capitulo 2) y finalmente la presentacién de los
resultados y el andlisis de los mismos. Como complemento se adjuntara en un cuarto capitulo

la implementacién de los coédigos utilizados para la realizacion de los estudios de simulacion.
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El objetivo final del presente documento sera comprobar el funcionamiento de los métodos
de seleccion del parametro de suavizado, tanto para el estimador tipo nicleo de la densidad
como para el estimador local lineal de la regresion. Para ello, se utilizaran todas las herra-
mientas tedricas necesarias y se hard uso del paquete estadistico R (y de sus bases de datos
cuando sea preciso) para realizar los estudios de simulacién. Dicho paquete proporciona
una gran variedad de técnicas graficas y estadisticas y esta disponible como software libre
(ver [?]).



Capitulo 2

Estimacion noparamétrica de la
densidad

2.1. Objetivos

El objetivo de este capitulo sera comprobar el funcionamiento de la seleccion del parametro
de suavizado en la estimaciéon nucleo de la densidad univariante utilizando el método de
validacién cruzada. Se realizard para ello un pequeno estudio de simulacion, utilizando
para el mismo un ntcleo gaussiano. La primera tarea a realizar sera la implementacién de
de la ventana de validacién cruzada, hev utilizando el paquete R. Como competidor del
método analizado se considerara la ventana normal, iLNS, basada en estimar la ventana
AMISE suponiendo que la distribucion de los datos es normal. Como criterio de error se

empleard el error cuadratico integrado dado por la expresion :
ISEGik) = [ Ghiea) = 1(0)? d (21)

Este criterio de error permitird decidir cudl de las dos ventanas seleccionadas comete menos
error. Como modelos de prueba se consideraran las 15 densidades descritas en [?]. Estas
densidades se han convertido en un estandar para validar cualquier método de estimacion
de la densidad y estan programadas en R (en la librerfa norimix).
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2.2. Marco teorico

En esta seccion introduciremos los conceptos tedricos necesarios para la realizacién del es-
tudio, comenzando con la definicién del estimador tipo ntcleo de la densidad y finalizando
con la obtencién de los criterios de seleccion de ventana que utilizaremos en este estudio.
Se tratarda ademas el desarrollo tedrico oportuno para la obtenciéon de una ventana 6ptima
tedrica (hawse), la imposibilidad de su utilizacién en la préctica y la justificacion de los cri-
terios de seleccion para la obtencion de buenas aproximaciones de la ventana 6ptima tedrica.

Supdngase que se parte de una muestra aleatoria simple (m.a.s) Xi, ..., X, de una variable
aleatoria (v.a) X absolutamente continua con distribucién F(-) (de agora en adelante,
X ~ F) y funcién de densidad f(-). La expresion del estimador nticleo de la densidad
univariante f(-) viene dada por:

frx(@ ZK ( ) (2.2)

donde K(-) es una funcién de densidad (y por tanto verifica [ K(z)dx =1y K(z) > 0))
denominada nicleo (en inglés, kernel) y h > 0 es el pardmetro o ventana de suavizado. La

técnica que utiliza este estimador es situar sobre cada una de las observaciones una funcién
que otorga el mayor peso a la propia observacién y va disminuyendo el peso que aportan
las restantes observaciones segin estas se van alejando de la observacion en cuestion. En
definitiva, el estimador (2.2) se construye como suma de funciones (campanas), donde la
funcién nicleo K (-) determina la forma de las campanas situadas sobre cada observacién y
h el ancho de las mismas (a las observaciones que se encuentran fuera del rango establecido
por h les viene asociado un peso igual a cero). Una formulacién equivalente a (2.2) es la

siguiente:
frx(x) =n"" Z Kn(z — (2.3)

donde Kj(u) = h™'K(u/h) se denomina nticleo reescalado.
Algunas propiedades elementales de las estimaciones tipo niucleo se derivan directamente
de su definicién. Supuesto que el nicleo es una funcién de densidad, se sigue de (2.2) que

la estimacion f, k(+) serd también una funcién de densidad. Ademds, esta estimacién here-
dard todas las propiedades de continuidad y diferenciabilidad del niicleo K ().

Existen distintos tipos de niucleos que se utilizan en la practica (Gaussiano, Uniforme,
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Epanechnikov,...), todos ellos funciones de densidad simétricas (es decir, verifican ademas
JuK(u) du = 0). Se puede ver que todos ellos son eficientes (ver [?]), obteniéndose por
tanto que la decision de escoger un nucleo u otro puede basarse en criterios mas generales
como la eficiencia computacional. En este trabajo se utilizard un nicleo Gaussiano, cuya

expresion viene dada por:

K(z) = (2;)1 5 exp (‘Tﬁ) . (2.4)

La seleccion de la ventana de suavizado es, sin embargo, de crucial importancia en la estima-
cién de la densidad. La eleccién de un valor muy pequeno puede producir una estimacion
de la densidad infrasuavizada, es decir, una aproximacion basta en el sentido de que la
estimacion muestra la variabilidad asociada a cada observacion individual en lugar de la es-
tructura general subyacente. En el otro extremo, si la ventana que se utiliza es muy grande,
se obtendra previsiblemente una estimacién sobresuavizada en la que se oscurece la estructu-

ra de la densidad subyacente al realizarse el proceso de suavizado en una regién muy grande.

El célculo de las ventanas éptimas (tedricas) se basa en la minimizacién de las expresiones de
distintos criterios de error, como pueden ser los criterios MSE (Mean Square Error) y MISE
(Mean Integrated Square Error). El primero de ellos resulta ser un criterio local, es decir,
se evaltia fy, x () como estimador de f(z), mientras que el segundo se centra en analizar el
comportamiento de fh7 k(+) como estimador de f(-) (criterio global). En la préctica, para el
calculo de las ventanas éptimas se minimizan las expresiones asintéticas de las anteriores
(AMSE y AMISE, respectivamente). De forma esquemadtica, dado que no es el objetivo de
este trabajo el estudio teodrico del estimador nicleo de la densidad univariante, definiremos
brevemente dichos criterios de error y las ventanas éptimas asociadas. Los razonamientos

tedricos pertinentes pueden verse en [?].

De forma general, el criterio MSE para f, x(2) como estimador de f(z) se escribe como:

MSE(fri(2)) = E(fnx(z) = f(x))* = Sesgo} . (f(x)) + Var(fu(x))
= (Efulz) = f(2))* + Var(fy()).

Bajo condiciones de regularidad sobre f(-) y suponiendo que us(K) = [w?K(u) du < oo
se pueden calcular las expresiones de sesgo y varianza, obteniéndose la expresion:

MSE(foc(r)) = —ROK)f(x) + Th3(K) (7)) + of(nh) ™ + 1),

donde R(K) = [ K?(u) du. Asi, la expresién asintética AMSE en un punto z viene dada
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p AMSE(fi(x)) = —=R(K)f(x) + ThW3(K) (" ()" (2.5)
Integrando el MSE en z se tiene:
MISE(fuxe) = = R(K) + (h*3(K)R(F" () + ol (nh) ™ + ) (2.6)
v la versién asintética
AMISE(fox) =~ RK) + W (K)R(f" (1)) (2.7

Se tiene que las ventanas éptimas asociadas a la minimizacién de las expresiones (2.5) y

(9@ \7”°
hAMSE(:E) - <2n(f”(:c))2) (2.8)

(2.7) son, respectivamente,

9 1/5
h’AMISE = (W) . (2'9)

Sendas ventanas resultan inaplicables en la practica, pues dependen de cantidades a priori
desconocidas (sin ir més lejos, dependen de la propia funcién de densidad f()). Ademas, la
expresion 2.8, aun cuando ignordasemos su dependencia respecto a la funciéon de densidad,
depende del punto x en el que se evalua dicha funcion, por lo que no es constante a lo
largo del dominio de estimacion y resulta por ende poco practica. Por todos estes motivos
es necesaria la obtencion de ventanas aproximadas que presenten un buen comportamiento
a la hora de realizar la estimacion ntcleo de la funcién de densidad.

Los métodos de seleccion de ventana son aquéllos que utilizan la informacion proporcionada
por la m.a.s Xy, ..., X,, para la construccién de una ventana aproximada h. Estos métodos
pueden dividirse en dos clases bien diferenciadas. Por una parte se encuentran los deno-
minados selectores de ventana simples, cuyo objetivo es obtener estimaciones nicleo de la
densidad de una forma rapida. El segundo tipo de selectores podria calificarse como un con-
junto de selectores de ventana automdticos, pues estan basados en argumentos matematicos
y requieren mayor esfuerzo computacional a cambio de proporcionar mejores estimaciones.
En este trabajo estudiaremos el selector de ventana de escala Normal y el selector de ven-
tana por validacion cruzada cuadratica, siendo el primero uno de los selectores simples y el
segundo uno de los selectores automaticos. Dentro de los selectores automaéticos se encuen-
tran otros selectores muy conocidos y muy aplicados en la practica, como es, por ejemplo,
el método plug-in o més conocido como método de Sheather and Jones (ver [?]).
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Una aproximacién muy sencilla y natural es utilizar una familia de distribuciones estandar
para asignar un valor al término R(f”) en la expresién (2.9). Entonces, suponiendo que f(-)
es una funcién de densidad Normal con varianza o2 puede verse que

87T1/2R<K):| 5 (210)

3p2(K)*n

(ver [?]). La ventana Normal se obtiene por tanto reemplazando en (2.10) el pardmetro o

hAMISE = |:

por una estimacién 6:

s = [8W1/2R(K)]é 5 (2.11)

33 (K)n

Ademas, en nuestro caso particular en el que estamos utilizando un nicleo Gaussiano, la
ventana resultante que resulta de realizar los cdlculos pertinentes en (2.11) es ([?]):

) 3
s = (dm) /10 Gm ™ 2om ™ = 1,066m %, (212)

Como estimaciones de o pueden pensarse varias opciones, entre ellas la mas comun que es
la cuasidesviacion tipica muestral S. Sin embargo, cabe esperar que utilizando una medida
de variabilidad més robusta se obtengan mejores resultados. En [?] se propone como opcién
deseable tomar como &:

RIC
o-1(0.75) — @‘1(0.25)) ’

denotando por RIC = Q)3 — ()1 al rango intercuartilico con ()1 y )2 denotando, respec-

A =min (S, (2.13)

tivamente, el primer y el tercer cuantil de la funcion de densidad Normal con desviacién
tipica o, y ®~! la funcién cuantil de la N(0,1). Es decir, propone utilizar el minimo entre
la cuasidesviacion tipica muestral y el rango intercuartilico estandarizado. Utilizando por
tanto la estimcién propuesta en (2.13) y substituyéndola en (2.12) obtenemos la ventana
Normal, h

ns)

RIC
®-1(0.75) — @—1(0.25))

hys = 1,06 min <S, n~s. (2.14)

La wvalidacion cruzada cuadrdtica (LSCV, Least Squares Cross-Validation) (ver [?] e [?]) se
motiva en la reexpresién de (2.6) en la forma:

MISE(fux) = /fhK x—2E/fhK )dx+/f2(x) dz. (2.15)

Dado que el término [ f?(z)dx no depende de h, la minimizacién de (2.15) es equivalente
a la minimizacion de:

MJSE(fh)_/fZ(x) dr =E [/f,f(x) dx—Q/fh(x)f(m) da;].
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Denotemos:

LSCV (h) = / fA(x) do—2 / ful@) f(z) do (2.16)

El primer término de (2.16) es facil de calcular a partir de la muestra:

/f,f(g;) dx /th2 ZZK X ($_th) dx

=1 j5=1

- Y [ xe (%)du

=1 j=1

- n2h Z K+ K (%) : (2.17)

onde % denota a operacién convolucién. *

El segundo término de (2.16) puede escribirse como:

2 [ fuw)f(e) do =28 (Fu(X)).

donde X esun una v.a con densidad f(-). Por tanto, este término no se puede calcular
directamente de la muestra (pues utilizarfamos dicha muestra tanto para la construccién
del estimador como para su evaluacién, por lo que introduciriamos sesgo), problema que se
solventaria tomando una m.a.s Yi,...,Y, de X independiente de la muestra Xy,..., X, y

construyendo el estimador (insesgado):

1 n
- Z fnx(Yi
n <
=1
La obtencion de dicha muestra alternativa no parece un proceso viable para la realizacion de
la estimacién. En su lugar, se optara por reutilizar la m.a.s inicial X1, ..., X, para construir
otra muestra que sea independiente de la misma. El procedimiento serd construir para cada
X;, i=1,...,n el estimador utilizando toda la muestra excepto esa observacion:
Al 1 X, — X; X — X
(X)) =— ) K[ ) == N ()
0= o SR () = o (M
JFT

1Si f vy g son dos funciones reales de variable real, se define la convolucién f x g como otra funcién real

(Fr9)@) = [ £ =)oty

de variable real dada por:
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Se tendria entonces un estimador insesgado del segundo término de (2.16) seria:

%;f,h;‘((xi) - ﬁZZK (%) (2.18)

i=1 j>i

Finalmente, dadas las expresiones (2.17) y (2.18), se tiene que:

—

LSCV(h) = LSCV (h) = nTlth*K (X@;XJ) N n(n:)hizf( (%)

i=1 j>i
(2.19)
es un estimador insesgado de (2.16). El método de validacién cruzada selecciona como

pardmetro de suavizado (ventana de validacion cruzada) el valor hey que minimiza la ex-
presién (2.19). Puede ocurrir en algunos casos que la expresién (2.19) posea més de un

minimo local [?].

2.3. Simulaciéon

Como bien se especificaba en la Seccién 1.1, el fin de este estudio serd comprobar el fun-
cionamiento del criterio de selecciéon de ventana por validacién cruzada. Lo que se reali-
zard realmente serd observar el comportamiento que tiene tanto la ventana de validacién
cruzada como la ventana Normal, para luego compararlas (utilizando el criterio de error
(2.1)) con el objetivo de concluir qué tipo de procedimiento funciona mejor en segin qué ca-
sos. Para ello serd necesario implementar un codigo en el que se obtengan los valores de
interés para el estudio (se utilizard el paquete R). En la primera parte de esta seccién se
explicaran los algoritmos que se emplearan en dicha implementacién. Por otra parte, para
obtener conclusiones fiables serd necesario realizar un estudio de simulacién, que consis-
tird en la repeticién del algoritmo un nimero (elevado) de veces de forma que se puedan
extraer conclusiones generales sobre los resultados (medias, porcentajes,...). En la segunda
parte de esta seccién se describird el proceso de simulacion realizado, incluyendo ademés

algunos aspectos técnicos a tener en cuenta a la hora de llevar a cabo dicho proceso.

2.3.1. Algoritmos

El esquema del algoritmo principal en el que se basard la implementacion serd el siguiente:

Algoritmo 1. Algoritmo principal: Dada una m.a.s M
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1. Calculo de hoy (mediante la minimizacion de la expresién (2.19) utilizando la m.a.s

2. Célculo de hys (mediante la implementacién de la férmula (2.14) utilizandos la m.a.s

3. Célculo de ISE(froy) = [ (froy () — f(2))? dz, donde fae, () es el estimador nicleo
univariante de la funcién de densidad f(-) construido utilizando un nicleo Gaussiano
y la ventana h¢, (notemos que hemos suprimido el subindice K en la expresién del

estimador nicleo para una notaciéon mas sencilla).

4. Caleulo de ISE(fiys) = [ (fans () — f(2))? dz, donde fi(-) es el estimador niicleo
univariante de la funcién de densidad f(-) construido utilizando un nicleo Gaussiano

y la ventana hyg.

A su vez, en el paso 1. del algoritmo 1, serd necesaria la minimizacién de la expresion (2.19)
en un determinado intervalo (adecuado). Debido al problema que menciondbamos en la
Seccion 2.2 de que pudiesen existir varios minimos locales, podriamos pensar en al menos

dos posibilidades:

Algoritmo 2. Algoritmo de minimizacién de (2.19) - (1): Dado un intervalo I,

1. Dividir el intervalo I en m subintervalos Iy, ..., I,, mas pequenos.

2. Efectuar la minimizacién respecto de h de la expresién (2.19) en cada uno de los
subintervalos elaborados en el paso 1. y escoger el minimo.

Algoritmo 3. Algoritmo de minimizacién de (2.19) - (2): Dado un intervalo I,

1. Construir una rejilla “suficientemente fina” que cubra el intervalo I (es decir, una
secuencia de ventanas hi, ..., h;) y evaluar la expresion (2.19) en cada uno de las

ventanas.

2. Escoger el minimo de los valores obtenenidos en en apartado 1.

En la siguiente subseccién comentaremos las ventajas y desventajas computacionales que
tiene cada uno de estos algoritmos.
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Por otra parte, los pasos 3. y 4. del Algoritmo principal consisten, a grandes rasgos, en el
calculo de integrales de una resta de funciones en un intervalo al que podemos denotar por
J = [a,b] (més tarde hablaremos de cémo escoger tal intervalo). Optaremos en este caso
por la integraciéon numérica de dichas integrales (ver [?]); en concreto utilizaremos la Regla
del Trapecio Compuesta, que consiste en dividir el intervalo [a, b] en s subintervalos, dentro
de los cuales se realiza la aproximacion utilizando la Regla del Trapecio Simple, y sumando
finalmente todos los resultados. De forma genérica, denotamos el largo de los subintervalos
por h = b_T“, 5 > 1, y los extremos de los subintervalos por z; = a + jh, 0 < j < s. Se

tiene entoces que, para cualquier integral I(g) = fab g(x) dz,
s z;
I(g) = Z/ g(x) da.
j=17j-1

Entonces, aplicando la Regla del Trapecio Simple en cada uno de los subintervalos, una

buena aproximacién ? de I(g) viene dada por:

Ig) ~ 5 (oao) + 9(2) + B Y o(z,) (2.20

Por tanto, los pasos a seguir para realizar el paso 3. del Algoritmo principal (en el caso del
paso 4 seria andlogo substituyendo la ventana hey por hyg) serfan:

Algoritmo 4. Algoritmo para la construccién de ISE(thV): Dado un intervalo J =
[a, b]

1. Dividir el intervalo J en s subintervalos, J; = [a = g, x1], Jo = [v1, 23], ... Js =
[zs_1, x5 = b].

2. Evaluar las funciones fy.,(-) y f(-) en los extremos de los intervalos obtenidos en el

paso 1.
3. Calcular los valores fhcv (z) — f(2) para z = xg, 1, . . ., Ts.

4. Realizar la aproximacién propuesta en (2.20) con los valores obtenidos en el paso 3.

2La aproximacién serd buena si los intervalos son lo suficientemente pequefios, pues en tal caso el
integrando sera practicamente una funcién lineal en cada subintervalo y la Regla del Trapecio Simple
proporciona buenos resultados.
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2.3.2. Proceso de simulacion

Para realizar el estudio de simulacion se generaran B = 500 muestras de tamano n = 100
de cada una de las 15 densidades que aparecen en el documento de [?] (cuyas expresiones
pueden verse en la Tabla 1 de dicho documento). Al igual que aparece en el articulo, nos
referiremos a las densidades por #1, #2, y asi sucesivamente hasta la densidad #15. Para
cada muestra se estimara la ventana h usando los dos métodos analizados se evaluara el
error cometido. Asi, para cada densidad, se tendran dos series de B nimeros que se corres-
ponden con las ventanas (ich y BNS) obtenidas para cada simulacion, asi como otras dos
series de B numeros que representan el error cometido por cada uno de los dos métodos.
Notemos que en la implementacion de la simulacién se fijard semilla 0 (set.seed(0)), de
forma que los resultados que aportamos en este documento se obtendran autométicamente

utilizando el cédigo que anexamos en el Capitulo 4, seccién 1.

Como explicdbamos en la subseccién anterior, es necesario optimizar de alguna forma la
minimizacién de la expresién (2.16) de forma que se tome realmente el minimo absoluto y
no un minimo local. El primer paso del algoritmo 2 sera de utilidad para obtener graficas de
las expresiones 2.16 para un rango de ventanas, de forma podamos observar en cuales de las
densidades se obtienen graficas mas complicadas (en las que aparezcan minimos locales).
Tomando una rejilla de extremos 0 y 4 y paso 0.01, las graficas que se obtienen en las cinco
primeras simulaciones para las quince densidades consideradas se presentan en las Figuras
2.1, 2.2 y 2.3. Como se puede observar en dichas gréaficas, en practicamente todas las curvas
se observa Unico minimo, a excepcion de las densidades #2 y #10, en las que se pueden
observar minimos locales bastante proximos. Se procedera pues a aplicar los algoritmos 2
y 3 utilizando, por ejemplo, la densidad #2, para ver si no existen diferencias entre los
resultados que se obtienen en ambos casos, en cuyo caso se seleccionaréd el método que sea
computacionalmente mas eficiente. Utilizaremos para el algoritmo 1 la misma rejilla que
hemos utilizado para las representaciones graficas realizadas en las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3.
Para el algoritmo 2 consideraremos, en primer lugar, 8 subintervalos dentro del intervalo
I =[0,4] (que por tanto tendran longitud 0.5), y en segundo lugar 4 intervalos (de longitud
1). Las ventanas que se obtienen al minimizar la expresién (2.16) para las 30 primeras
simulaciones de la densidad #2 utilizando los algoritmos propuestos pueden observarse en
el Cuadro 2.1.
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Figura 2.1: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, representaciones de la curva

para las cinco primeras simulaciones de las densidades #1, #2, #3, #4 v #5.
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Figura 2.3: De izquierda a derecha y de arriba a abajo, representaciones de la curva (2.16)

para las cinco primeras simulaciones de las densidades #11, #12, #13, #14 y #15.
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Simulacién | Algoritmo 1 | Algoritmo 2 (1) | Algoritmo 2 (2)
1 0.35 0.3511 0.3511
2 0.30 0.2983 0.2983
3 0.39 0.3920 0.3920
4 0.38 0.3839 0.3839
) 0.30 0.2989 0.2989
6 0.29 0.2942 0.2942
7 0.33 0.3251 0.3251
8 0.30 0.2989 0.2989
9 0.31 0.3145 0.3145
10 0.36 0.3567 0.3567
11 0.35 0.3506 0.3506
12 0.44 0.4361 0.4361
13 0.33 0.3254 0.3254
14 0.29 0.2927 0.2927
15 0.44 0.4430 0.4430
16 0.32 0.3175 0.3175
17 0.31 0.3131 0.3131
18 0.28 0.2788 0.2788
19 0.37 0.3665 0.3665
20 0.38 0.3798 0.3798
21 0.37 0.3653 0.3653
22 0.24 0.2439 0.2439
23 0.41 0.4134 0.4134
24 0.34 0.3407 0.3407
25 0.30 0.3029 0.3029
26 0.27 0.2737 0.2737
27 0.23 0.2292 0.2292
28 0.27 0.2716 0.2716
29 0.31 0.3056 0.3056
30 0.21 0.2145 0.2145

Cuadro 2.1: Valores de las ventanas de validacién cruzada que resultan de aplicar el algorit-
mo 1 (utilizando una rejilla de extremos 0 y 1 y paso 0.05) y el algoritmo 2 ((1) utilizando

8 subintervalos; (2) utilizando 4 subintervalos) para la densidad #2.
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Dados los resultados obtenidos en el Cuadro 2.1, concluimos que en los tres casos se obtie-
nen los mismos valores de ventana (excepto algin cambio en el cuarto decimal), si bien en
el primero de los casos tan solo se consigue una aproximacién de dos decimales. Debemos
tener en cuenta que el algoritmo 2 es computacionalmente més eficiente que el algoritmo 1
(y mds atn cuantos menos subintervalos tenga en cuente). Aun asi, dado que tan sélo he-
mos considerado 30 simulaciones de una densidad, seremos precavidos y escogeremos para
realizar el proceso de simulacion completa el algoritmo 2 con 8 subintervalos.

Las restantes partes del proceso de simulaciéon consistiran en la implementacion directa
de los algoritmos definidos en la Seccién 2.2. Utilizaremos como intervalo de integracién
J = [—4,4] en el algoritmo 4, dado que este intervalo es valido sea cual sea la densidad f(-)
(ningtn valor de los generados en la simulacién de las densidades se encuentra fuera de este
intervalo). El cédigo correspondiente se anexa en el Capitulo 4, Seccién 1.

2.4. Resultados y conclusiones

En esta seccién se comentaran los resultados obtenidos con la simulacion realizada, de
manera que se sea posible extraer conclusiones generales sobre ciiando funciona mejor un
método u otro (seleccién por validacién cruzada o seleccién por escala normal) y por qué.

Para ello se utilizaran las siguientes herramientas:

» Representacién grafica de las estimaciones nucleo fh,K(-) de la funcién de
densidad f(-) construidas con las ventanas hov Y has. Se realizardn para las
cinco primeras simulaciones de cada densidad, cuyas graficas pueden observarse en las
Figuras 2.4, 2.5, 2.6 y 2.7. En ellas, aparece con linea continua la curva de la funcién
de densidad tedrica, con linea discontinua la curva de la estimacion nicleo realizada
con iLCV y con linea punteada la estimacion nicleo realizada con BNS. Basandonos en
dichas graficas analizamos que la estimacion nticleo con ventana Ps parece ajustarse
relativamente bien a las densidades unimodales no excesivamente asimétricas (den-
sidades #1, #2 y #b5), es decir, a las densidades préximas a una Normal. Para las
densidades fuertemente asimétricas, como es el caso de la densidad #3, el hecho de
utilizar hys se traduce en una aproximacién sobresuavizada. Para las cinco primeras
densidades, las diferencias entre las aproximaciones obtenidas utilizando una y otra
ventana no son muy grandes. Sin embargo, al introducirse el fenémeno de la mul-
timodalidad en las densidades, la ventana Normal sobresuaviza de forma drastica,

eleminandose casi por completo el efecto multimodal en la estimacién, mientras que
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la ventana de validacion cruzada intenta aproximarse a las modas. El ejemplo més
claro se observa para las densidades #14 y #15, en donde la ventana Normal no es
capaz de captar en absoluto la mayoria de las modas que aparecen a la derecha de las
representaciones. Se debe notar también que el intento de la ventana de validacién
cruzada por acercarse a las modas se traduce en estimaciones que presentan ruido en

las colas (por ejemplo, en las aproximaciones de las densidades #3, #4, #5 y #10).

Figura 2.4: Representacion de la curva de densidad tedrica (linea sélida) acompanada de
las estimaciones niicleo con ventanas hey (linea discontinua) y hys (linea punteada) para
las densidades #1, #2 y #3.
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Figura 2.5: Representacion de la curva de densidad tedrica (linea sélida) acompanada de
las estimaciones niicleo con ventanas hey (linea discontinua) y hys (linea punteada) para
las densidades #4, #5, #7, #7 y #8.
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Figura 2.6: Representacion de la curva de densidad tedrica (linea sélida) acompanada de
las estimaciones niicleo con ventanas hey (linea discontinua) y hys (linea punteada) para
las densidades #9, #10, #11, #12 y #13.
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Figura 2.7: Representacion de la curva de densidad tedrica (linea sélida) acompanada de
las estimaciones niicleo con ventanas hey (linea discontinua) y hys (linea punteada) para
las densidades #14 y #15.

= Resumen de estadisticos descriptivos de las simulaciones de las ventanas
hev ¥ hns v de los valores de las expresiones ISE( fhcv) y ISE( thS) asociadas,
para cada densidad. Dichos valores se resumen en los Cuadros 2.2 y 2.3 (se denota
por Dens. la densidad, por Min. el minimo, por Med. la mediana, por Méx. el maximo

y por Sd la desviacién tipica).

» Graficos boxplot comparativos entre las dos ventanas en estudio (ﬁcv y
fLNS) y de los errores cuadraticos integrados asociados a cada una de ellas
(ISE(thV) y ISE(thS)), para cada densidad, construidos a partir de las
simulaciones. Las graficas se encuentran en las Figuras 2.8 y 2.9, respectivamente.

= Resumen del porcentaje de veces que la ventana normal hs Ofrece mejores
resultados en las simulaciones que la ventana de validaciéon cruzada fALCV
(es decir, el porcentaje de veces asociado a que ISE(thS) es menor que
ISE(f,.., ), para cada densidad. Dichos porcentajes se resumen en el Cuadro 2.4.
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Dens. | Min. | Media | Med. | Max. Sd
#1 10.0404 | 0.4394 | 0.4696 | 0.6681 | 0.1308
#2 10.0241 | 0.3123 | 0.3271 | 0.5160 | 0.0826
#3 | 0.0138 | 0.0903 | 0.0888 | 0.1965 | 0.0310
#4 | 0.0160 | 0.0834 | 0.0825 | 0.2242 | 0.0255
#5 1 0.0071 | 0.0464 | 0.0485 | 0.0729 | 0.0122
#6 | 0.0712 | 0.4122 | 0.4149 | 0.7393 | 0.1360
#7 10.0662 | 0.2625 | 0.2738 | 0.3872 | 0.0607

heyv | #8 | 0.0528 | 0.3418 | 0.3313 | 0.6521 | 0.1274
#9 | 0.0584 | 0.3717 | 0.3681 | 0.7674 | 0.1302

#10 | 0.0299 | 0.1970 | 0.1098 | 0.5446 | 0.1453

#11 | 0.0840 | 0.4029 | 0.3976 | 0.7780 | 0.1336

#12 1 0.0475 | 0.2888 | 0.2144 | 0.7201 | 0.1706

#13 | 0.0734 | 0.3827 | 0.3833 | 0.6958 | 0.1310

#14 | 0.0319 | 0.1458 | 0.1455 | 0.2758 | 0.0486

#15 | 0.0307 | 0.1523 | 0.1663 | 0.2486 | 0.0474
#1 | 0.2707 | 0.4049 | 0.4100 | 0.5022 | 0.0393
#2 | 0.2156 | 0.3055 | 0.3045 | 0.4109 | 0.0353
#3 1 0.2087 | 0.3805 | 0.3797 | 0.5413 | 0.0609
#4 | 0.0831 | 0.2016 | 0.2001 | 0.3590 | 0.0513
#5 10.0286 | 0.0469 | 0.0465 | 0.0644 | 0.0055
#6 | 0.4281 | 0.5067 | 0.5059 | 0.6018 | 0.0267
#7 10.6072 | 0.6672 | 0.6672 | 0.7412 | 0.0214

hys | #8 | 0.3598 | 0.4621 | 0.4627 | 0.5432 | 0.0282
#9 | 0.4538 | 0.5375 | 0.5372 | 0.6196 | 0.0263

#10 | 0.2676 | 0.3591 | 0.3583 | 0.4378 | 0.0275

#11 | 0.4296 | 0.5049 | 0.5060 | 0.5892 | 0.0261

#12 | 0.3547 | 0.4658 | 0.4662 | 0.5530 | 0.0322

#13 | 0.4143 | 0.5011 | 0.5015 | 0.5971 | 0.0254

#14 | 0.6199 | 0.6918 | 0.6911 | 0.7697 | 0.0283

#15 | 0.6067 | 0.7110 | 0.7126 | 0.8032 | 0.0345

Cuadro 2.2: Estadisticos descriptivos de fzcv y iLNS obtenidos tras la realizacion del proceso

de simulacién.
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Dens. | Min. | Media | Med. | Max. Sd
#1 | 0.0014 | 0.0696 | 0.0573 | 0.2888 | 0.0493
#2 | 0.0035 | 0.0693 | 0.0542 | 0.3832 | 0.0550
#3 | 0.0269 | 0.0967 | 0.0771 | 0.4619 | 0.0605
#4 | 0.0214 | 0.0895 | 0.0702 | 0.8180 | 0.0693
#5 | 0.0063 | 0.0667 | 0.0567 | 0.3427 | 0.0458
#6 | 0.0083 | 0.0771 | 0.0653 | 0.2723 | 0.0486
#7 1 0.0064 | 0.0683 | 0.0607 | 0.2297 | 0.0374

ISE(thV) #8 | 0.0077 | 0.0851 | 0.0735 | 0.3158 | 0.0516
#9 | 0.0090 | 0.0830 | 0.0718 | 0.3141 | 0.0506

#10 | 0.0187 | 0.1974 | 0.0989 | 0.6998 | 0.1712
#11 ] 0.0361 | 0.1172 | 0.1014 | 0.4039 | 0.0604
#12 | 0.0297 | 0.1570 | 0.1059 | 0.5471 | 0.1054
#13 | 0.0439 | 0.1276 | 0.1047 | 0.3945 | 0.0673
#14 | 0.0465 | 0.1217 | 0.1099 | 0.3801 | 0.0495
#15 | 0.0510 | 0.1191 | 0.1137 | 0.2827 | 0.0377
#1 | 0.0032 | 0.0524 | 0.0449 | 0.2699 | 0.0372
#2 | 0.0040 | 0.0575 | 0.0454 | 0.2600 | 0.0438
#3 | 0.3529 | 1.1133 | 1.0904 | 2.1936 | 0.3626
#4 | 0.0472 | 0.4505 | 0.3992 | 1.4928 | 0.2818
#5 | 0.0078 | 0.0578 | 0.0461 | 0.2743 | 0.0412
#6 | 0.0144 | 0.0849 | 0.0814 | 0.2261 | 0.0373
#7 10.4253 | 0.6192 | 0.6161 | 0.9169 | 0.0834

ISE(thS) #8 | 0.0297 | 0.1084 | 0.1022 | 0.2909 | 0.0406
#9 1 0.0391 | 0.1180 | 0.1129 | 0.2688 | 0.0387

#10 | 0.2933 | 0.3799 | 0.3697 | 0.5613 | 0.0483
#11 | 0.0484 | 0.1375 | 0.1321 | 0.3726 | 0.0433
#12 | 0.1863 | 0.2594 | 0.2518 | 0.4770 | 0.0413
#13 | 0.0716 | 0.1601 | 0.1545 | 0.3948 | 0.0453
#14 | 1.0385 | 1.2583 | 1.2525 | 1.6337 | 0.1017
#15 | 1.3216 | 1.6354 | 1.6320 | 1.9609 | 0.1077

27

Cuadro 2.3: Estadisticos descriptivos de ISE(fuey,) ¥y ISE(fays) obtenidos tras la realiza-

cion del proceso de simulacion.
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Figura 2.8: De izquierda a derecha, y de arriba a abajo, graficos boxplot comparativos

asociados a las simulaciones de las ventanas izc\, y iLNS, de la densidad #1 hasta la #15.
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Figura 2.9: De
asociados a las
hasta la #15.
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Densidad | #1 42 #3 44 #5 46 | #7 | #8
Porcentaje | 74.6% | 71.6% | 0.0% | 1.4% |68.4% | 20.2% | 0.0% | 23.0%
Densidad | #9 | #10 | #11 | #12 | #13 | #14 | #15
Porcentaje | 13.6% | 23.0% | 24.6% | 22.6% | 19.0% | 0.0% | 0.0%

Cuadro 2.4: Porcentaje de simulaciones en las que ISE( thS) es menor que ISE(fue,),
para cada una de las densidades.

Atendiendo a los resultados que se presentan en el Cuadro 2.2, se observan diferencias entre
las desviaciones tipicas asociadas a las ventanas normales y las asociadas a las ventanas de
validacién cruzada: la variabilidad de las primeras es pequena y practicamente constante
a lo largo de las densidades (la gran mayoria de las desviaciones tipicas rondan el 0.03),
mientras que el rango de variabilidad de las segundas no es independiente de las densidades
(las desviaciones tipicas varfan desde el valor 0.0474 alcanzado para la densidad #15 hasta
el valor 0.1706 obtenido para la densidad #12) y es en general mayor que el alcanzado para
las ventanas normales. Si nos fijamos en los valores medios de ambas ventanas se tiene que
en general, las ventanas normales son més grandes que las ventanas de validacion cruzada
(excepto para las densidades #1 y #2). En el Cuadro 2.3 se puede observar como, en me-
dia, el error cuadratico integrado asociado a la ventana de validaciéon cruzada en general es

mas pequeno que el asociado a la ventana normal (excepto para las densidades #1, #2 y#5).

Los graficos que aparecen en las Figuras 2.8 y 2.9 generalizan los resultados que acabamos
de comentar en el parrafo anterior. Cabe destacar el caso de la densidad Normal: aiin cuan-
do la ventana Normal proporciona buenas aproximaciones de una forma facil y sencilla, el
proceso de seleccion de ventana por el método de validacién cruzada no acaba de definirse
por un intervalo de ventanas concreto, obteniéndose asi una gran cantidad de outliers en
el grafico que aparece en la Figura 2.8 para esta densidad (llega a escoger en algin caso
un valor de ventana menor que 0.5, infrasuavizando la estimacion nicleo de la densidad
de forma extrema). Llama también la atencién los graficos de la Figura 2.9 asociados a las
densidades #14 y #15, en las que se ve claramente que el error cuadrético integrado asocia-

do a la ventana de validacion cruzada es mucho menor que el asociado a la ventana Normal.

Los porcentajes que aparecen en el Cuadro 2.4 no hacen sino ratificar lo analizado hasta
ahora: la ventana Normal funciona mejor para las densidades #1, #2 y #4, mientras los
resultados son mejores para el resto de densidades utilizando la ventana de validaciéon
cruzada. Se observa también como para las densidades #3, #7, #14 y #15 no existe
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ninguna simulaciéon en la que el error cuadratico integrado asociado a la ventana Normal

haya sido menor que el asociado a la ventana de validacion cruzada.

Una vez analizadas todas las herramientas de las que disponemos, las conclusiones que
podemos extraer sobre el funcionamiento del parametro de suavizado utilizando el método
de validacion cruzada en comparacion con el método de escala Normal son las siguientes:

1. Los selectores de ventana de escala Normal proporcionan una primera aproximacion
de forma facil y rapida, y cabe esperar resultados razonables cuando la muestra de
la que se dispone estd préxima a la de una Normal. Para este tipo de densidades
funciona mejor la ventana Normal, pues la ventana de validacion cruzada tiende a

infrasuavizar en algunos casos.

2. Para densidades unimodales fuertemente asimétricas, la ventana Normal tiende a so-
bresuavizar. En estos casos se prefiere la ventana de validacion cruzada.

3. Para densidades unimodales leptocirticas (exceptuando los casos extremos como la
densidad #5), se prefiere la ventana Normal, pues la ventana de validacién cruzada

en general se aproxima més a la moda pero a base de incluir mucho ruido en las colas.

4. Para densidades multimodales no se debe utilizar la ventana Normal, pues tiende a
sobresuavizar en exceso y a enmascarar la existencia de modas. En este caso conviene

utilizar la ventana de validacion cruzada.
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Capitulo 3

Estimacion noparamétrica de la

regresion

3.1. Objetivos

El objetivo de este capitulo sera comprobar el funcionamiento de la seleccion del parametro
de suavizado en la estimacion nicleo de la regresion, realizando en este caso el andlisis sobre
un conjunto de datos reales. El conjunto de datos a emplear serd el data frame denominado
airquality, que contiene diversas medidas de la calidad del aire en Nueva York entre
mayo y septiembre de 1973. El andlisis se centrara en las medidas de temperatura y niveles
de ozono. Se desea analizar la relacion existe entre la temperatura y la concentracion de
ozono en la ciudad de Nueva York, siendo la variable independiente la temperatura. Para
hacer el analisis de regresion se considerard el método local lineal, abordando los siguientes

problemas:

1. Analizar la distribucién univariante de las dos variables involucradas en el estudio.

. Qué se puede decir sobre el clima en Nueva York (al menos en la década de los 70)7

2. Escribir una funcién en R que, dada una muestra {(x;,y;) : ¢ = 1,...,n} y una
ventana h, devuelva el valor del estimador local lineal en un vector cualquiera t =

(t1,...,ts) (en particular devuelve el valor del estimador en el vector z = (x4, ..., x,)).

3. Escribir una funcién en R que permita calcular la funcién de validacién cruzada para
el estimador local lineal. ;Qué ventana selecciona el criterio de validacién cruzada
para los datos analizados?
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4. Dibujar los datos analizados y el ajuste realizado por el método local lineal, usando
como parametro de suavizado la ventana de validacién cruzada. ; Resulta satisfactorio
el ajuste realizado?

5. En regresién también existe una alternativa plug-in a la seleccion del parametro de
suavizado, implementada dentro de la libreria KernSmooth. La funciéon dpill permite
calcular la ventana plug-in para la regresion. Utilizar dicha funciéon para seleccionar
un parametro de suavizado alternativo al calculado por validacién cruzada. ;Cual de

las dos alternativas parece mas razonable? ; Por qué?

6. Utilizar el estimador de Nadaraya-Watson, utilizando la ventana seleccionada por el
método de validacion cruzada para este estimador, para analizar los datos. ;Ddénde
se observan mayores diferencias con el método local lineal?

7. A la vista de los resultados anteriores, jse podria considerar un modelo sencillo para la
descripcion de los datos? Utilizar la regresion lineal simple para estimar dicho modelo.
Comparar los resultados de ese ajuste lineal con los obtenidos con las técnicas no

paramétricas.

3.2. Analisis de las distribuciones univariantes de las

variables en estudio

Como comentdabamos en la Seccién 1 de este capitulo, las variables con las que trabajaremos
seran la temperatura (medida en grados Farenheit) y la concentracién de ozono (medida
en partes por billén -ppb- ) en la ciudad de Nueva York en el periodo que abarca del 1 de
mayor al 30 de septiembre de 1973, guardadas en el data frame denominado airquality.
Debemos tener en cuenta que en el ozono existen datos faltantes, por lo que se realizara el
andlisis sobre los restantes datos (eliminando en la temperatura también los indices corres-
pondientes a dichos datos faltantes).

En primer lugar se realizara un estudio descriptivo de las variables. En el Cuadro 3.1 se
resumen los estadisticos descriptivos, denotando por Var. la variable, Min. el minimo, Med.
la media, Max. el maximo y Sd la desviacién tipica. A dicho cuadro le acompanan los
digramas de cajas de ambas variables que aparecen en la Figura 7?7, en la que se puede

observar la existencia de datos atipicos en la concentraciéon de ozono



3.2. ANALISIS DE LAS DISTRIBUCIONES UNIVARIANTES DE LAS VARIABLES EN ESTUDIO3:

Var. Min. | Media | Med. | Max. Sd
Ozono 1.00 | 42.13 | 31.50 | 168.00 | 32.98788
Temperatura | 57.00 | 77.87 | 79.00 | 97.00 | 9.485486

Cuadro 3.1: Estadisticos descriptivos asociados a las variables ozono y temperatura.
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Figura 3.1: Diagrama de cajas del ozono y de la temperatura.

Se investigard ahora la distribucién de las variables. En la Figura 3.2 se presentan los
histogramas de cada una de las variables, y la estimacion de la densidad utilizando el
estimador nticleo con ventana de validacién cruzada. En el ozono obtenemos una estimacion
de una densidad fuertemente asimétrica, por lo que cabe esperar que la distribuciéon del
mismo no sea Normal. Sin embargo, para la temperatura, si bien se aprecia un pequeno
grado de asimetria, la grafica se adectia bastante a la de una variable con distribucién

Normal.
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Figura 3.2: De izquiera a derecha, histogramas del ozono y de la temperatura, respectiva-
mente, acompanados de las correspondientes estimaciones nicleo realizadas con la ventana
de validacion cruzada.
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Se realiza a continuaciéon el test de normalidad de Shapiro-Wilks para contrastar la nor-
malidad de las variables. Para el ozono se obtiene un p-valor de 2.790e-08, por lo que se
rechaza la hipétesis de normalidad; para la temperatura, el p-valor obtenido es 0.0719, por
lo que se acepta normalidad con un nivel de confianza de 0.95.

Poderiamos plantearnos qué forma tiene la serie de tiempo de la temperatura asociada a
este periodo (se realiza sobre la variable sin eliminar los indices correspondientes a los datos
faltantes del ozono, ver Figura 3.3). Como es de esperar, las temperaturas son mayores en
los meses centrales (julio y agosto) y mds bajas en los restantes meses. Podria pensarse
en realizar el estudio andlogo para la concentracién de ozono, pero la base de datos posee

datos faltantes en esta variable, por lo que no tendria sentido.

Serie de tiempo de la temperatura
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I
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60
I

Figura 3.3: Serie de tiempo asociada a la variable temperatura, en el periodo en el que

registran las observaciones.

En la primera grafica de la Figura 3.4 se presenta el grafico de dispersion de la concentracion
de ozono con respecto a la temperatura. Como puede observarse, parece que existe relacion
entre la temperatura y la concentracién de ozono, de forma que la concentracion de ozono se
mantiene practicamente constante durante un rango de temperaturas, para luego aumentar
de forma lineal a partir de un cierto valor de la temperatura. Podria pensarse en un ajuste
mediante un modelo de regresion lineal simple, pero como puede observarse en la segunda
gréfica de la Figura 3.4, el ajuste no es bueno (ademas, el estadistico R? ajustado es 0.4832).
Asi, si realizamos los diagramas de cajas de la concentracion de ozono sobre dos rangos de
temperaturas (menores o iguales a 75 y mayores que 75), se observa como los rangos entre
los que varfa la concentracion de ozono son muy distintos (ver Figura 3.5).
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Figura 3.4: De izquierda a derecha, grafico de dispersion de la concentracion de ozono con
respecto a la temperatura y ajuste obtenido mediante el método de regresion lineal simple.
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Figura 3.5: Diagramas de cajas de la concentracion de ozono sobre dos rangos de tempera-
turas (menores o iguales a 75 y mayores que 75).

Concluimos tras este estudio la existencia de relacién entre ambas variables, no explicandose
la variable correspondiente a la concentracién de ozono con un modelo lineal simple sobre
la temperatura. Serd nesesario por tanto utilizar otros métodos, entre ellos la regresion

noparamétrica, que serda el objeto de estudio de las siguientes secciones.

3.3. Estimador lineal local con ventana de validacion

cruzada

No sabemos que escribir
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3.3.1. Marco tedrico

Considérese una muestra de una v.a bidimensional (X,Y’), es decir, un conjunto de pa-
res (X1,Y1),...,(X,,Y,) independientes e identicamente distribuidos a (X,Y) y X =
(X1,...,X,). Entonces, si la variable dependiente Y depende de la variable independiente
X, se tiene que

Y =m(X),

donde m(...) es una funcién, a priori desconocida. En términos generales, la regresién suele
formalizarse como la media condicional de la variable respuesta en funcién del valor que

tome la variable explicativa. La funcion de regresion es, por tanto, de la forma

m(X) =E(Y | X = z), para cualquier valor z de X. (3.1)

En consecuencia, la variable respuesta se puede descomponer en funcién del resultado de

X mas un error de media 0O:
Y=m(X)+e

donde ¢ se conoce como error y verifica E(e | X =2;) =0, i=1,...,n.

El objetivo sed estimar la funcién de regresion que viene expresada en (3.1). De ahora en
adelante, se denotard por f(-) a la funcién de densidad de la variable X. De forma analoga
a como se describi6 en el capitulo anterior, la funciéon K (-) serd usualmente una funcién
de densidad simétrica denominada ntcleo que sera la que asigne los pesos a los promedios
locales (se denotard por Kp(-) al nicleo reescalado).

La idea que subyace a la construccién del estimador lineal local es, para un x dado, modelar
m(-) de forma lineal en un entorno de z cuyo tamano estd determinado por una ventana h
[?7]. Asi, para obtener la curva de regresién en un punto z dado, se debe aplicar la técnica
de la regresion lineal en una franja de datos del entorno de z, es decir,

Y =a(x) + b(z)X; +¢;, para X; € x£h,

donde a(+) y b(-) dependen de = y h es la ventana (tamano del entorno de z). Asignando
el peso Kp(x — X;) para cada punto (X;,Y;), con el objetivo de darle menos importancia
a las contribuciones de los datos que se encuentren lejos de x, se tiene la siguiente funcion
objetivo del problema de minimos cuadrados ponderados:

n

D (Y = alx) = b(x)X,)* Ky(z — X5). (3.2)

=1
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Kh (.l‘—Xl)

I ars el (3.2) se puede escribir de la siguiente forma:
i .

Denotando por Wj,; =

n

> (Y — alz) = b(x) X;)* Wi (3.3)

i=1
Resolviendo (3.3), la solucién obtenida es

n

(4,b) = arg min (Y; — a(z) — b(x) X;)* Wiy

Entonces, estimador lineal local en el punto x es:

~

() = a(x) + b(x)z.

El estimador lineal local el un estimador lineal, es decir, se puede escribir de la forma

donde > 7 l;(z) = 1.

j=1
Teorema 3.3.1. El estimador local lineal se puede escribir en la forma m, (z) = Z?Zl Li(x)Y;
donde l;(z) = %, con
X;—x
b) = K (F470) (Suae) = (6 = 9)Suao)

n

X. —
sn,@):ZK( L x) (X; — ), r=1,2
j=1

Una posibilidad para elegir el parametro de suavizado es utilizar el método de validacion
cruzada adaptado al contexto de la regresion. Esta técnica, como ya se describié en el
Capitulo 2, consiste en, para cada i, con ¢ = 1,...,n, tomar los datos {(X};,Y}), j # i}
para construir una estimacién de la regresién iy, _;(-) y realizar después la validacién del
modelo examinando el error de prediccién Y; — mpp —;(X;). Asi, la funcién de validacién

cruzada se define como
n

CV(h) = 1 Z (Y; —rpr,—i(X5))?

n“
=1

donde My, —;(-) denota al estimador lineal local construido a partir de la muestra original
después de eliminar el par (X;,Y;).
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En concreto, para cualquier estimador lineal 7ia(-) = Y77, [;(2)Y; se define

() =Y L)Y,
j=1
donde

e 0  sij=i
—i(x) = (@) o
j —Zk;ilk(f) sij#i



Capitulo 4

Anexos

4.1. (Cobdigo necesario para el Capitulo 2

4.2. (Cbdigo necesario para el Capitulo 3
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