12. Cokriging universal

Representamos por {Z; (z;;); ¢ =1,...,p; j=1,...,n;} la muestra a partir de la cual
pretendemos predecir Z; (zg), o € D. Al igual que en el caso univariante, dependiendo
de las suposiciones sobre las funciones de tendencia my (z), ..., m, (z) se distinguen tres

tipos de prediccién lineal éptima multivariante:
1. Cokriging simple. Si las funciones de tendencia son conocidas.
2. Cokriging ordinario. Si las funciones de tendencia son desconocidas pero constantes.
3. Cokriging universal. Si las funciones de tendencia son desconocidas.

Evidentemente, el ultimo caso es el méas general y, por ello, el méas utilizado. En el
caso de cokrigin universal se asume que cada tendencia m; (z) puede expresarse como

combinacion lineal de funciones regresoras conocidas:

L;
:E):Zai7lfz~l(x); i=1,2...,p.
1=0

El predictor cokriging se define como el mejor predictor lineal insesgado (BLUP) calcu-

lado con todas las variables observadas:
P
7 (x0) ZZ)\”Z Tij)-
=1 j=1

1. Condicion de insesgadez.

Para que el predictor sea insesgado son condiciones necesarias:

] Z;’il )\Ljf{ (xl,j) fl (l’o) [ = O 1 Ll, xl,j S Sl.
L] Zm )‘wle (l‘@j) = 0; l = 0, 1, e Li; Ti.j € Si; 1= 2, ..., P.

Jj=1

Si ambas se verifican, entonces:

E[Z] (x0)] Zaufl xo) = E[Z1 (z0)].
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2. Condicion de varianza minima.

Al igual que en el caso unidimensional, se trata de un problema de minimizacion
de varianza de prediccién sujeto a las restricciones necesarias para asegurar la
insesgadez del predictor. La funcién a minimizar se plantea utilizando L; + --- +

L, + p multiplicadores de Lagange:

Var (Zi (xo) — Z1 (o)) + 231 hay (Z}L Ajifi(21) — fi (1’0)>
L; n;
O, S (S M (1) )
Mediante derivadas parciales de la expresion anterior se obtiene la expresion ma-

tricial de la cual se deduce el vector de pesos éptimo y la varianza de prediccion.

A continuacién se muestra el aspecto del sistema matricial a resolver en el caso de p = 2
variables estacionarias de segundo orden y con tendencias m; y ms desconocidas pero

constantes (cokriging ordinario).
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12.1. Consideraciones practicas

1. Cuando se trabaja con un proceso espacial multivariante deben calcularse y ajus-
tarse p semivariogramas (o covariogramas) ~;; (h) y p(p — 1) semivariogramas (o
covariogramas) cruzados 7, j (h). Los modelos tedricos escogidos para modelizar los
semivariogramas experimentales deben verificar que la varianza de cualquier com-
binacion lineal de estas variables sea siempre no negativa. Dicho de otra forma,
debe garantizarse que la varianza de prediccién sea siempre no negativa. Para so-
lucionar este problema de elecciéon de modelos suele recurrirse al modelo lineal de

corregionalizacion, que estd implementado en R, y que pasamos a describir:

Supongamos que existen ¢ variables incorreladas dos a dos: Y7 (2), Y5 (2), ..., Y, (),
de forma que las variables espaciales pueden expresarse como combinacion lineal

de ellas:

q
Zi(x) =m; () —I—Zaij (x),Vi=1,2,...,p.
j=1

De la expresién anterior, deducimos que un semivariograma (cruzado si i # j 0 no

cruzado si i = j) puede expresarse segun:

Yig (h) = pagam (h) + aigagoye (h) 4 + @i g 474 (R)
= z‘l,j% (h) + @‘2,]‘72 (h) +---+ @%% (h),
con fj = 0 kO -
Obsérvese que los semivariogramas ; ; son modelos anidados de los semivariogra-
mas que modelizan la dependencia espacial de las variables Y7 (), Y5 (z), ..., Y, ().

Ademas los coeficientes ﬁgfj corresponden a los valores de pepita y meseta de las

funciones 7; ;.

Para asegurar que la varianza de cualquier combinacién lineal de las variables Z; (x)

sea siempre no negativa debe verificarse que la matriz de coeficientes:

5{6 RS ﬁfp
k D) k
p,1 D,p
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sea semidefinida positiva para todos los indices k =1,2,...,q

Como se trata de una matriz simétrica la condicién anterior es equivalente a com-
probar que todos los determinantes de las submatrices cuadradas sean no negativos,

es decir:

551 ﬁfp
Biy Bl R

55,1 55,2

>0 ---

- ? Y

|ﬁf,1‘ Z 07 Z 0.

k k
b1 Byp
2. La funcién wvariogram de la libreria gstat del programa R calcula covariogramas

cruzados y semivariogramas cruzados.

Si se opta por el calculo de semivariogramas cruzados, R utiliza la expresion de
semivariograma cruzado en el caso de que las dos variables tengan el mismo nimero
de observaciones y en las mismas coordenadas. En caso contrario calcula el pseudo-
semivariograma cruzado. Esta opcién se toma de forma automaética, sin consultar

al usuario.

3. La inclusion de variables secundarias siempre da lugar a predicciones para la varia-
ble principal con una varianza de prediccién menor. Sin embargo el beneficio obte-
nido puede no ser signigicativo en muchos casos. En la préctica se ha comprobado
que los sistemas de cokriging mejoran de forma significativa los resultados de los
sistemas de kriging cuando hay un submuestreo de la variable principal en com-
paracion con las secundarias, n; << n;; ¢ # 1, y ademas las variables secundarias

estan fuertemente correladas con la principal.

4. En caso de que las variable sean incorreladas dos a dos, los sistemas de cokriging

coinciden con los sistemas de kriging.

5. Debido a las restricciones impuestas sobre las variables secundarias:

DNl (g) =0, 1=0,1,... L i=2,....p
j=1
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puede demostrarse que los pesos de las variables secundarias son nulos, A; ; = 0 para
un ¢ fijo, si el niimero de observaciones para esa variable i—ésima no es superior al

numero de funciones regresoras, es decir: si n; < L;.

6. Antes de calcular una prediccién cokriging es aconsejable tipificar las variables,

para evitar el efecto que produce trabajar con escalas diferentes.

Ejercicio 5. En la secuencia de aprendizaje encontraréis un script de R, llamado Cokri-

ging.r que debéis ejecutar para contestar las siguientes cuestiones relativas al cokriging.
1. Comenta el coeficiente de correlacion, ;es significativo?

2. En el modelo lineal de corregionalizacion, identifica los coeficientes y los modelos

que se corresponden con lo visto en teoria:
Vi,j (h) = Biﬂ/l (h) + B?J'Yz (h) +F sz’yq (h) .

3. Comprobacion de que se verifican las condiciones necesarias para asegurar que las
varianzas de prediccién seran siempre no negativas: Para asegurar que la varianza
de cualquier combinacion lineal de las variables Z; (x) sea siempre no negativa debe
verificarse que ciertas matrices sean semidefinidas positivas. Identifica las matrices

en este ejemplo.

4. Ajuste de semivariogramas cruzados experimentales a modelos tedricos: A la vista
de los errores cometidos en los ajustes, jqué semivariograma ha sido ajustado con

menor error? ;Y cudl con mayor error?

5. Calculo de predicciones para la variable principal: Viendo las opciones utilizadas
en el fichero de ejemplo, ;qué tipo de cokriging se esta utilizando? ;Las variables

son estacionarias de segundo orden o intrinsecamente estacionarias?

6. Representaciéon grafica de los valores y de las varianzas de prediccion: La grafica
representa los valores obtendios utilizando variables tipificadas pero (sin necesidad

de programar en R, sélo razonando con la teoria) puedes dar una idea de cémo
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crees que serian los semivariogramas tedricos y las varianzas de prediccién para las

variables no tipificadas?
Observaciones para el ejercicio 5.
1. Debéis entregarlo, como muy tarde, el 30 de abril.

2. Espero un fichero de texto con las contestaciones, no tenéis que programar nada.
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