7. Kriging con media desconocida. Kriging universal

Las situaciones més frecuentes en la préctica son aquellas en las que la media m (x) es
desconocida. Fijando ciertas hipdtesis para esta funcién los sistemas de kriging ofrecen

un predictor 6ptimo en el sentido que minimizan la varianza de prediccion.

7.1. Variables estacionarias de segundo orden
7.1.1. Hipotesis iniciales

Dada la variable regionalizada Z (x) = m (z) + Y (z), supongamos que:

= E[Z(2)] = m(z) = YF af (z), donde f' son funciones conocidas y a; son
parametros reales desconocidos.
Suele suponerse f® = 1, con lo que se asegura que el caso de media constante

estd incluido en el modelo.

» Y (x) es estacionaria de segundo orden.

Prediccion:
Dado un punto zy € D se desea construir el mejor predictor lineal insesgado (BLUE) de

la variable Z ().

Z* (xg) = i N Z () + Ao-

i=1
1. Condicion de insesgadez.

Para que el predictor sea insesgado son condiciones necesarias \g = 0y f!(xg) =

S Nt (@i); 1=0,1,..., L. Si ambas se verifican, entonces:
L
E[Z" (x0)] = Y af* (x0) = E[Z (w0)] .
1=0

2. Condicion de varianza minima.

Se trata de un problema de minimizacién de varianza de prediccién sujeto a las

L + 1 restricciones necesarias para asegurar la insesgadez del predictor. La funcion
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a minimizar se plantea utilizando L + 1 multiplicadores de Lagange p;:
Var (Z* (xg) — Z (x0)) Z (Z)\ ) — f1( x0)> :

El problema se reduce a encontrar un vector X = ()\,u)/ = (A, A2, A,
Hoy 41, - - - f4) que minimice la expresién anterior, la cual puede reescribirse de

la siguiente forma:

V(M"(Z ( ) ZL‘() +2ZHZ (Z)\fl xz fl xO))
— E[(Z" (x0) — +22m (ZA ) = £1( xo))
_ (ZAY (m0)> +2Zm (ZA ) - f( xo)).

Calculando las derivadas parciales de esta tultima expresién con respecto a A\; y a yy; se

obtiene el sistema matricial del cual se deduce el vector X'. Si se desea ver el desarrollo

de estas operaciones con mas detalle puede consultarse alguno de los textos citados en

la bibliografia.

7.1.2.

Solucion

El sistema matricial viene dado por:

O(O) O(Qﬁ —1’2) C(l‘l —l’n) fO (ZEl) fL (1’1) )\1

C (ry — 1) C (0) v Omy =) fOz2) -+ fE(29) A2
C(zn— 1) C(x0 — 29) C(0) f° (zn) fr (n) An
10 (1) 12 (@2) 10 (@) 0 0 o
£ (1) 1 (22) £ () 0 0 1L
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C (CCl — 33'0)
C (.TQ — Io)
=1 C(x,— zo)
f? (o)
f* (o)
> F A go
— / = < AX =B.
o0 I Jo

Siempre que A sea no singular, exite una tnica soluciéon dada por
X=A"B.

Varianza de la prediccién
Utilizando la expresion obtenida para X puede obtenerse el valor exacto de la varianza

de la prediccion.

ok, = Var(Z* (zy) — Z(x0)) = E (ZAJ@)-Y@@)

n

= z”: AN C (2 — 7)) = 2> XNC (23— 0) + C (0)

ij=1 i=1

Puesto que C (0) = 0% y que, tal como puede comprobarse en el sistema matricial,

n L
> NC (i —xp) = C(xi — o) = > puf* (x7)
J=1 1=0
se obtiene que
n n L
Oky =07 — Z)\iC(Ii — xg) — Z/\iZszl ()
i=1 i=1 =0
Finalmente, puesto que > | \if! (z;) = f'(z0), podemos concluir que
Oy =0y — X'B.

33



7.1.3. Propiedades

Propiedad de exactitud
Si kg = x; para algin ¢ = 1,2,...,n, entonces Z* (zg) = Z (xg) y 0%y = 0. Es decir, el

sistema de kriging es un interpolador.

7.2. Variables intrinsecas

Si el proceso Z (x) no es estacionario de segundo orden, pero por lo menos verifica la
hipdtesis intrinseca pueden plantearse los sistemas de ecuaciones del kriging para obtener
un predictor lineal puntual. Aunque los desarrollos son muy similares ahora resultan un
poco méas engorrosos en algunos de sus pasos. Como podréis comprobar al final de esta
seccion, los resultados a los que se llegan son parecidos al caso de estacionariedad de

segundo orden.

7.2.1. Hipotesis iniciales

= E[Z(x)) = S0 auf (z), donde f!, son funciones conocidas y a; son pardmetros

reales desconocidos.

» Y (x) verifica la hipétesis intrinseca.

Prediccién:
Dado un punto g € D se desea construir el mejor predictor lineal insesgado (BLUE) de

la variable Z (xg).
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Las condiciones de insesgadez y de varianza minima implican que £ = 0 y que debemos

encontrar un vector X' = (), ,u)’ = (A, A2, ..y A, o, M1, - - -5 (o) que minimice

Var (Z* (xg) — Z (z0)) — 2 Z H (Z Nif' (i) = f! (x()))

=0

= E[(Z" () — —QZM (ZAJCZ ;) — f( xo))
= —ZZ)\Z»/\W( — 1) —1—22/\27 )

i=1 =1
—QZM (ZAfl z;) — f1( a:o)).

Las derivadas parciales de esta ultima expresion dan lugar a un sistema matricial del
/ . . ’
cual se deduce el vector X . Si se desea ver el desarrollo de estas operaciones con més

detalle puede consultarse alguno de los textos citados en la bibliografia.

7.2.2. Solucién

El sistema matricial viene dado por:

v(0) vyl a) o y(@m—w) o) o () A1

v (w2 — 1) 7(0) sy (v — ) fo (zg) -+ fr (72) A2
Y(Tn —21) V(00 —T2) - 7 (0) fo (Tn) - fL (zn) An
10 (1) 12 (@2) f0 (@) 0 0 o
£ (21) 1 (22) I (wn) 0 0 fir
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Y (56’1 - 370)
Y (1’2 - fL’o)
= ¥ (Tn — o)
f? (20)
f* (o)
— F/ " A | " | = ax=5
0 7 Jo

Siempre que A sea no singular, exite una tnica soluciéon dada por
X =A"B.

Varianza de la prediccién

Utilizando la expresion de X puede obtenerse el valor exacto de la varianza del prediccion.
oky = Var(Z* (xo) = Z (20)) = E [(Z" (x0) = Z (20))’]
= X'B.
7.2.3. Propiedades

Si kg = x; para algin i = 1,2,...,n, entonces Z* (z) = Z (7)) y 0%y = 0. Es decir, el

sistema de kriging es un interpolador.

7.3. Kriging con media desconocida pero constante. Kriging

ordinario

Este es un caso particular del kriging universal, en el cual L = 0. Por esta razén ob-
viaremos los desarrollos, pasando directamente a mostrar las expresiones necesarias para
obtener la predicciéon y la varianza kriging.

7.3.1. Variables estacionarias de segundo orden

Hipodtesis iniciales
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» E[Z(z)] =m, Vo € D, con m constante desconocida.

» Y () es estacionaria de segundo orden.

Prediccion y solucién

Bajo estas condiciones el sistema matricial a resolver es:

C (0) C (ZEl - .TQ) C ((L’l — .I‘n) 1 )\1
C (1’2 — ZL‘1) C (O) C (ZL’Q — {L‘n) 1 )\2
C(xy, —1z1) C(x, — 22) C(0) 1 An
1 1 1 0 W
C (z1 — xo)
C (%2 — 33'0)
C (x, — x0)
1
> F A o))
— , = — AX =8B
F0 H Jo

Siempre que A sea estrictamente definida positiva, exite una unica soluciéon dada por
X =A"'B.
Varianza de la prediccion

oko = Var(Z (zy) = Z (w0)) = E[(Z" (x9) = Z (20))"]
= 02 -XB.

7.3.2. Variables intrinsecas
Hipodtesis iniciales

» E[Z(x)] =m, Vo € D, con m constante desconocida.
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» Y (z) verifica la hipdtesis intrinseca

Prediccion y solucién

En este caso el sistema matricial viene dado por

7 (0) Y(r1—x2) o y(r1—m,) 1 At
’7(51?2—951) 7 (0) 7(952—33n) 1 A2
Y (xn - JI1> v (xn - x?) Y (O) 1 )\n

1 1 1 0 L
v (951 - 960)
v (22 — 20)
'V(xn - xO)
1
r F A Yo
— , = = AX =B.
0 M Jo

Siempre que A sea estrictamente definida negativa, exite una unica solucion dada por
X=A"'B.
Varianza de la prediccién

ok = Var(Z*(z0) — Z (x0)) = E [(Z* (20) — Z (0))’]
= X'B.

7.4. Observaciones sobre los sistemas de kriging

» En kriging ordinario y universal se verifica que ) . ; A; = 1. En kriging simple no

tiene por qué verificarse esta igualdad.
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= En caso de no conocerse las verdaderas expresiones de C' (h) y «v (h), éstas deben
sustituirse por sus estimaciones C (h) y 4 (h) en los sistemas de kriging. Esto quiere
decir que el error final de la predicciéon sera algo mayor que el que nos indique la

varianza de la prediccion.

. . 7 . . . . 7’ /
» Bajo las hip6tesis del kriging universal, el vector de pardmetros a = (ag, as, . .., ar)
deberia ser estimado mediante minimos cuadrados generalizados, es decir, deter-

minar el a que minimice

(Z — Fa) $(Z — Fa) =Y's7Y,

donde
Cov(Z(x1),Z(x1)) -+ Cov(Z(x1),Z (x,))

X = )
Cov(Z(x,),Z (x1)) -+ Cov(Z(xn),Z (x))
fola) o fH ()

Fo= ;
foan) o ()

7 = (Z(x1),Z(x2),...,Z(a)),

V' = (Y(21),Y (22),...,Y ().

La soluciéon viene dada por
’ -1 ’
e = (F 2le> F'y'F.

» En kriging universal Y (z) es la variable que presenta la estructura de dependencia
espacial con la cual debe estimarse C' (h) o v (h). Por otra parte C' (h) o 7 (h) son

necesarias para predecir el vector a y poder asi obtener Y ().

Para solucionar este problema, Cressie (1993) propone el siguiente algoritmo:

1. Primero se estima a mediante a,;c0.
2. Se obtiene m (z) = 31, af' (2).

3. Se estima Y (z) = Z (z) — M (z) y S
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e -1 s
4. Se estima a mediante aj;oq = <F Zle) FY 1z
5. Se repite 2-3-4 hasta que H?i’MCG — E‘]\}%GH < €, con € un error determinado

por el usuario.

El hecho de trabajar con Y en vez de con Y introducird sesgo en la estimacién de

C(h)y/o~(h).

» Bajo las hipdtesis de kriging ordinario y con Y (x) variable estacionaria de segundo

orden:

1. Si{Z(z1),Z (x2),...,Z (x,)} incorreladas dos a dos:
N = pio— p/o%; i=1,2,...,n.
= <Z;L:]_Cj0 —a%) /n= X\ = pio + (1 — Z?=1Pj0> /n;i=1,2,...,n.
0o = 0% — 2y Ciopio + 1 (X011 pio — 1) .
2. Si{Z(x1),Z (x9),...,Z (), Z (x0)} incorreladas dos a dos:
Ni=1/n; i=1,2,... . n
p=—oz/n
0% =0%+o%/n.
3. De las expresiones anteriores se deduce que el kriging ordinario, en el caso

de datos incorrelados, resuelve la prediccién de Z (xy) mediante técnicas de

regresion:
* 1 ~ A
A4 (.’13'0) = ﬁ E A (.CEZ) = agp—=—m

y que la varianza de prediccién estda acotada superiormente si la variable es

estacionaria de segundo orden.

= Bajo las hipétesis de kriging universal y con Y (z) variable estacionaria de segundo
orden:
1. Si{Z (z1),Z (z3),...,Z (x,)} incorreladas dos a dos:
A= pio— oo frx) mfoy; i=1,2,...,n.
oky = 0% = >iz1 Ciopio + ZZL:O Hi [Z?:l fH (i) pio = [ (IO)]~
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Los multiplicadores de Lagrange deben calcularse segtin:

Zzzlf”(mk)fo(m Zzz1f0(xk)fL(xk) Ho
Doy FE () fO () - D0y f () 5 () 0

> her f2 (wr) Cho — 0% f° (o)

> ey [1 (k) Cro — a3 7 (20)
2. Si{Z (z1),Z (x9),...,Z (x,),Z (x0)} incorreladas dos a dos:
o= =S @) mfoy; i=1,2,...,n.
Oky = 0%~ Lo tuf" (20).

Los multiplicadores de Lagrange deben calcularse segin:

Soney SO (er) fO (o) - DThoy fO () £ () 1o
ZZ:1 fL (7x) fO (zp) - 22:1 fL (1) fL (z1) ML

—07f° (0)

2 (L

—ozf" (2o)
3. De las expresiones anteriores se deduce que el kriging universal, en el caso
de datos incorrelados, resuelve la prediccién de Z (xy) mediante técnicas de

regresion:
L

7 (w0) = Y auf' (x) = i (x)

=0

y que la varianza de prediccién esta acotada superiormente si la variable es

estacionaria de segundo orden.
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