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Graficos de Medias individuales

rangos moviles o la agrupacién por bloques

Cuando se tiene que el tamano muestral es uno, no podemos
calcular los graficos de medias vistos en el tema anterior. Este tipo
de situaciones suele darse en la industria quimica en la que no tiene
sentido tomar muestras de una misma mezcla ya que la variabilidad
encontrada serd producto del mecanismo usado para la medida y
no de la caracteristica analizada. Por ejemplo en el caso de analizar
muestras de licores de un mismo tanque de produccién no tiene
sentido seleccionar mds de una muestra de un mismo tanque.

El problema en este tipo de estudio estriba en estimar la varianza,
para ello pueden emplearse dos métodos: el de rangos moviles o la
agrupacion por bloques.
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Graficos de Medias individuales

rangos moviles o la agrupacién por bloques

El método de rangos mdviles consiste en agrupar n medias
individuales consecutivas con intencidn de formar una submuestras
que permita estimar los rangos. Una vez creado el primer grupo, se
irdn agrupando sucesivamente la muestras incorporando la nueva
observacién y eliminando la primera de cada muestra.

Por otra parte, cuando exista alguna razén que pueda justifiacar la
agrupacion de los datos en bloques puede recurrirse a formar los
grupos con estos datos. Por ejemplo en una fabrica de cerveza en
la que se tienen dos tanques podria agruparse la producién diaria
en 2 bloques formados por la producion diaria en cada tanque.
Para estimar los limites de control en este caso se procede como
con el grafico de la media pero tomando el tamafio de submuestras
igual a 1. Sigué utilizindose la misma nomenclatura para el calculo
del estimador de la media, X, quedando los limites de control

X+ Z, 0
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Graficos de Medias individuales

rangos moviles o la agrupacién por bloques

La estimacion de o puede hacerse utilizando la media de las
desviaciones tipicas 5,, la media de los rangos R, o la media de las
cuasidesviaciones 5,_71 :
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Graficos de Medias individuales

rangos moviles o la agrupacién por bloques

En el supuesto mas clasico de usar criterios 30 suele utilizarse unas
constantes (Ej, Ex y E3), resultando las férmulas para gréficos
individuales:

X+ Eis,
X+ ER
X+ E3Sn_1

Al igual que ocurria en los graficos de variables también en el caso
de medidas individuales debe hacerse el grafico para las
desviaciones o recorridos, con objeto de controlar la variabilidad de
los datos y no sélo el valor nominal.
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Ejemplo de Control de calidad de un acero con muestras

individuales

Graficos individuales
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Ejemplo de Control de calidad de un acero con muestras

individuales
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Graficos de Medias individuales

Ejemplo
Una destileria envasa diariamente el aguardiente producido en dos
tanques. Se estd interesado en controlar el grado de alcohol del
aguardiente elaborado para lo que se recogen los resultados de los
analisis durante 10 dias consecutivos resultando los datos de la
siguiente tabla:
dia tanque 1 tanque 2 Rango
1 44,497 43,982 0,515

44,354 44,032 0,322

44,523 44,127 0,396

44,12 44,089 0,031

43,576 43,767 0,191

44,546 43,451 1,095

43,221 44,448 1,227

44,549 43,546 1,003

43,337 43,539 0,202
0 43,486 439 0,414
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Graficos de Medias individuales

Ejemplo

En este caso la media de todos los datos resulta X = 43,9545, se ha
utilizado la agrupacién por bloques, produccién de un mismo dia, el
estimador de la desviacidn tipica utilizando el rango medio resulta:

R 0539
do 1,128

Los Iimites de control para este grafico quedan:

o=

= 0,47837

X+ E,R = 43,9545 + 2,66 (0,5396)
LCI = 43,9545 — 2,66 (0,5396) = 42.519
LCS = 43,9545+ 2,66 (0,5396) = 45.390

El correspondiente grafico para los recorridos se calcularia:
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Graficos de Medias individuales

Ejemplo

Si en vez de usar el método de agrupacién por bloques utilizaramos
medias moviles de orden 3, se agruparan los datos en grupos de
forma que el primero esté constituido por las 3 primeras
mediciones, el segundo se forma afiadiendo la cuarta medicién y
eliminando la primera, procediendo de este modo hasta completar
todas las posibilidades, como aparece en la siguiente tabla:

x1 x2 x3 Rango (orden 3)

44,497 43,982 44 354 0,515

43,982 44,354 44,032 0,372

44,354 44,032 44,523 0,491

44,032 44,523 44,127 0,491

44523 44,127 44,12 0,403
44,127 44,12 44,089 0,038
44,12 44,080 43576 0,544

44,089 43,576 43,767 0,513

43,576 43,767 44 546 0,97




Graficos de Medias individuales

Ejemplo

El rango medio en este caso (media de los rangos de orden 3)
resulta R = 0,6862

el estimador de la desviacién tipica utilizando el rango medio
resulta:

R 0,6862
drz 1,693

Los limites de control para este grafico quedan:

= 0,405 32

o=

X+ E3R = 43,9545+ 1,772(0,6862)
LCI 43,9545 — 1,772 (0,6862) = 42.739
LCS = 43,9545 +1,772(0,6862) = 45.17

Salvador Naya Fernandez Control Estadistico de la Calidad



Graficos de Medias individuales

Ejemplo

El correspondiente grafico para los recorridos se calcularia:

R = 0,6862
LCI = D33R=0(0,6862) =0
LCS = Dy3R=2575(0,6862) = 1.7670

Si en lugar de usar medias moéviles de orden 3 se utilizan médias de
orden 2, para lo que se agruparian los datos en submuestras de
tamaio 2, primera y segunda observacién, segunda y tercera, y

asi sucesivamente, los nuevos gréficos resultarian las siguientes
estimaciones:

R 0,517211
G=— = ""°°" 045852
" ha 1,128 ’
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Graficos de Medias individuales

Ejemplo

Los limites de control para este grafico quedan:

X+ EoR = 43,9545+ 266 (0,51721)
LCI 43,9545 — 2,66 (0,51721) = 42.579
LCS = 43,9545+ 2,66(0,51721) = 45.33

El correspondiente grafico para los recorridos se calcularia:

R = 0,51721
LCI = D32R=0(0,51721) =0
LCS = D4R =3,267(0,51721) = 1.6897
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Graficos CUSUM

Construccién del grafico CUSUM

Los gréficos para la media de Shewhart permiten tomar decisiones
sobre si el proceso se encuentra en control o no basandose en los
datos de cada submuestra, no aprovechando toda la informacién
contenida en el estudio. Como alternativa Page (1954) propuso el
denominado gréfico de sumas acumulativas o graficos CUSUM
(Cumulative Sum) que basan la decisién analizando toda o la
mayor parte de la muestra, concretamente usara el estadistico s,

sr= " (X — o)
i=1
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Graficos CUSUM

Construccién del grafico CUSUM

Este estadistico tiene en cuenta las r primeras submuestras para
tomar la decisién sobre la muestra r—ésima. El grafico CUSUM es
la representacion de las sumas acumuladas de las desviaciones
entre cada dato, en este caso la media muestral (X;), y un valor de
referencia (o). Bajo supuestos de normalidad es evidente deducir
la distribucion del estadistico s, :

SrE/V( (1 — o) , mg)

n

Cuando sea cierta la hipdtesis nula p = pg, las sumas acumuladas
s, tendran media 0, con lo que es de esperar que oscilen alrededor
de la recta y = 0. En cl caso en que la hipdtesis no sea cierta los

valores graficados de las sumas s, seran crecientes o decrecientes

dependiento del signo de . — g, lo que permitird detectar salidas
de control eligiendo convenientemente los limites.

Control Estadistico de la Calldad
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Graficos CUSUM

Construccién del grafico CUSUM

Los graficos CUSUM pueden construirse tanto para medidas
individuales como para algin estadistico, media, varianza..., de
muestras de tamafio n > 1. Supongamos que se desea controlar la
evolucién de una variable X“N(u, o), donde o es conocida o se
posee una estimacion.

El CUSUM algoritmico (o tabular) calcula las desviaciones de cada
valor respecto del valor objetivo o nominal p. Se distinguird entre
desviaciones positivas y negativas, puesto que en muchas
situaciones ambas desviaciones no tienen la misma repercusién.
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Graficos CUSUM
Construccién del grafico CUSUM

Es necesario definir un valor K a partir del cual se considera que la
desviacion acumulada es significativa. Este valor determinara la
sensisibilidad del gréfico de control. Si la suma acumulada hasta la
observacién /—ésima es menor que cierto umbral K, se considera
que la desviaciéon acumulada es cero. Si el grafico es insensible a
desviaciones no significativas, serd mas facil visualizar las
desviaciones que sean significativas. La representacién grafica

serd mas limpia. Uniendo esta idea de desviacién significativa con
las de separacién de desviaciones positivas y negativas se tendran
dos tipos de sumas significativas acumuladas: C,-Jr para las
desviaciones positivas y C;” para las negativas. Estas sumas
acumuladas se definen de la siguiente forma:

° C,-Jr:acumulacién de desviaciones positivas significativas:

CiJr = méx{o? Citl + (XI - ,U,) - K}
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Graficos CUSUM

Construccién del grafico CUSUM

De esta forma, si el proceso estd bajo control, la variable X tomara
valores cercanos al nominal y el termino C,-+ tendera a tomar
valores nulos.

. C;”=acumulacién de desviaciones negativas significativas:

C; =min{0,C"; — (X; — pn) — K}

El valor de K se suele elegir en funcién de la desviacién que se
quiera detectar. Supongamos que el valor nominal de la variable de
interés es L.
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Graficos CUSUM

Construccién del grafico CUSUM

Los valores de las sumas acumuladas se han de comparar con el
valor maximo admisible. Este valor, denominado valor de decision
H suele ser H = ho, donde se recomienda que h =5 y por tanto
H = 50 (algunos autores también recomiendan valores de h = 4).
Los valores +=H son los limites de control de este grafico.
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Graficos CUSUM

Estrategia de Respuesta Inicial Rapida (Fast Initial Response: FIR)

Tras una sefial de alarma en el grafico CUSUM se debe buscar la
causa asignable que la originé. Puede suceder que dicha causa
exista pero no se encuentre o que existan varias causas
concurrentes y sélo parte de ellas sean corregidas. En tales
circunstancias, seria deseable que el grafico volviera a detectar de
la salida de control tan rapido como sea posible. Con este fin,
existe una estrategia que consiste en sustituir los valores iniciales
de y iguales a 0 por los siguientes valores:

Se ha comprobado que bajo control la FIR no reduce sensiblemente
el ARL, y sin embargo si reduce notablemente el valor ARL para
desviaciones pequefias respecto al valor nominal.
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefales de control)

El procedimiento de la mascara V es el procedimiento mas popular
de grafico CUSUM, estando implementado en muchos paquetes
estadisticos. La mascara V se basa en la representacién grafica del
estadistico CUSUM:

Ci= ' (X — o)
j=1
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefiales de control)

aunque algunos programas informaticos utilizan la estandarizacién
de la variable de interés:

C= i (XN Ho
=1\ o

donde g es el valor nominal de referencia y o la desviacion tipica
(conocida o estimada) de la variable de interés.
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefales de control)

La mascara V, es un angulo junto con una linea horizontal. El
extremo izquierdo de la linea horizontal (punto 0) se coloca en una
de las observaciones (la que se quiere contrastar), y en el extremo
derecho de dicho segmento horizontal (punto V) se coloca el
vértice del angulo. En estas plantillas, la distancia OP y el angulo 6
determinan la sensibilidad del grafico de control.

Usualmente la mascara se sittia sobre el dltimo punto dibujado. Si
alguno de los puntos previamente dibujados es recubierto por la
mascara, es que ha ocurrido un cambio. Los puntos cubiertos por
la parte superior de la mascara indican un decrecimiento en la
media del proceso, en tanto que los cubiertos por la parte inferior
de la mascara indican un incremento en la media del proceso. El
primer punto recubierto por la mascara indica, aproximadamente,
el tiempo en el que ocurrié el cambio. Cuando no hay puntos
anteriores cubiertos por la mdscara, es que el proceso esta en
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefiales de control)

Muchos paquetes informaticos utilizan el procedimiento de
Johnson y Leone para determinar f071 y la distancia d (distancia
del segmento OP). Estos parametros se fijan de la siguiente forma:

h  20° 1-3
d=—==—In
K 62n a/2

0
0 = arctan <2A>
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefiales de control)

A depende de la escala del grafico. Es la distancia horizontal entre
puntos sucesivos del eje de abscisas medida en las unidades del eje
de ordenadas. Si el grafico se realiza con un programa estadistico
este parametro viene ya predeterminado y no necesita calcularlo el
analista.

0 es la sensibilidad del andlisis y es el grado de desajuste que
queremos detectar, en nimero de desviaciones tipicas. Si queremos
detectar que la media aumente de pg a w1 se tiene que

1 = o + oo

« es la probabilidad de una falsa alarma cuando el proceso

estd bajo control.

3b2 es la probabilidad de NO detectar una desviacién §.

N es el promedio de los tamafios muestrales. Si el grafico es de
observaciones individuales n= 1
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefales de control)

N
|

En el Manual de calidad de Juran se presenta una version
simplificada de este procedimiento, elaborado a partir de una serie
de simplificaciones y valores de parametros de aplicacidn frecuente,
y cuyos pasos son los siguientes:

1. Obtener una estimacién del error estandar del estadistico que se
dibuja; por ejemplo, puede ser obtenido de un grafico de recorridos
de otro estimador apropiado. Si se utiliza un grafico de recorridos,
el estimador es df

2. Determinar la minima variacién en la media D que se desea
poder detectar. Calcular:
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefales de control)

3. Determinar el nivel de significacion a al que se desea tomar las
decisiones. Para limites equivalentes a 30, el nivel de significacion
es a = 0,00135.
4. Determinar el factor de escala k. Es el factor entre las escalas
del eje vertical (estadistico considerado) respecto al eje horizontal
(numeracién de las muestras). Ewan (1963) recomendaba que era
conveniente que k fuese un valor comprendido entre o y 20,
preferentemente cercano a 20.
5. Obtener la distancia principal d de |a tabla siguiente utilizando
el valor de 9 obtenido en la etapa .
) 6 d
0,2 50'43’ 330,4
0,4 11'19’ 82,6
0,5 14°00' 52,9
0,6 16’42’ 36,7

Q "AQ' . 6
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Graficos CUSUM

N
|

Mascara V para deteccién de sefales de control)

6. Obtener el dngulo 6 de la mascara de la tabla anterior hallando
D/k, igualando a 0 en la tabla y leyendo 6. Se debe utilizar
interpolacion lineal si fuese necesario.

Utilizar d y 6 para construir la mascara en V.

El tamafio de las muestras para el grafico CUSUM de medias es el
mismo que para un grafico . Sin embargo, Ewan (1963) sugiere,
para obtener los mejores resultados, que se debe utilizar
n=2,25s2/D donde s es una estimacién de la desviacién tipica
del proceso.

En algunos procesos no es conveniente utilizar la mdscara V. Se
puede utilizar un método alternativo de tabulacién que estda muy
bien adaptado a las aplicaciones con ordenador. Es equivalente al
método de recorrido con la mascara.

También suele utilizarse otros procedimientos como el Nomograma
de Kemp para Ia construcaon de la mascara, en este caso se fija el

co de la Calldad
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Graficos CUSUM

Mascara V para deteccién de sefiales de control)

Ewan (1963) compara los graficos CUSUM vy los para distintos
cambios en la media del proceso. Para cambios entre y , el grafico
CUSUM detecta el cambio con menos muestras de las que son
necesarias en un grafico de medias . Para cambios mayores, no
presentan ventaja los graficos CUSUM. La conclusion de Ewan
supone que el grafico sélo utiliza la regla de un punto fuera de los
limites de control.

Si se utilizan otros criterios de existencia de situacién de fuera de
control (investigacion de tendencias), entonces disminuye la
ventaja de los graficos CUSUM.

Salvador Naya Fernandez Control Estadistico de la Calidad



Ejemplo de graficos CUSUM

Cusum H para el acero

Gréfico de Estado CuSum para dureza

H=48,56
K=4,86
AIM=0,00
K=-4,86
H=-48,56

CuSum

Observacion
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Ejemplo de graficos CUSUM

Cusum H para el acero Grafico de control de Escala para
el acero (CUSUM H)
Gréfico de Estado CuSum para dureza

H=48,56 Escala de Gréfico de Estado Cusum para dureza

K=4,86 — e ‘
AIM=0,00 3 =800
2 K=0,50

€
5 3
@ K=-4,86 c -
S > AIM=0,00
o H=-48,56 g ] !
a K=0,50
S b
15} =7 H=500
,3 -
Observacion 5
0 20 40 60 80 100
o Observacién
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Ejemplo de CUSUM con M4scara

Cusum con mdscara para el acero

Grafico CuSum para dureza
27
17 A
£ A )
S 7 A \
(7} i [
3 3 ¢ [
O ;
13
23 ]
0 10 20 30 40
Subgrupo
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Ejemplo de CUSUM con M4scara

Cusum con mdscara para el acero Grafico CUSUM de orden 5 con

mascara

Grafico CuSum para dureza

2 ™ Grafico CuSum para dureza
17 ™ 16 E
€ 71 | Wy % wpooao N \
(%) LN . b [
S 3 7 - E © PN U~ E
w 1SN
13 ] v
3 4 :
2t i . 3
0 10 20 30 40
-4

Subgrupo
grup 0 4 8 12 16 20 24

o Subgrupo
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Graficos EWMA

Introduccion

Graficos de control de medias méviles ponderadas
exponencialmente (EWMA)

El grafico de medias méviles con ponderacién exponencial o gréfico
EWMA (Exponentially Weighted Moving Average), fue introducido
primeramente por Roberts (1959) y luego por Wortham y Ringer
(1971), que lo propusieron para aplicarlo en procesos industriales,
en sistemas de control en finanzas y en direccion, para las que los
subgrupos formados por varios elementos no son aplicables.

Al igual que los graficos CUSUM, son dtiles para detectar
pequenios cambios en la media.

Para este tipo de graficos se toman normalmente datos
individuales. Las observaciones individuales pueden ser medias
(cuando las observaciones individuales de las que provienen las
medias no estdn disponibles), lecturas individuales, cocientes,
proporciones, o medidas similares.
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

El estadistico dibujado es la media ponderada de la observacién
actual y todas las observaciones precedentes, donde la media
previa recibe mds peso, es decir,

Zt=Xq+(1-N)Zt—-1 0<A<l1
Donde:
°© Zy=p

@ Z; = media moévil ponderada exponencialmente en el tiempo
actual t.

@ Z; 1 = media movil ponderada exponencialmente en el
tiempo inmediatamente precedente t — 1.

@ x; = la observacién presente.

@ ) es el factor de ponderacion para la observacion actual.
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

Si se cumplen las hipétesis de independencia y estabilidad sobre los
xt, se tiene que:

E(Z)=p
Y
A1 — )2t
_ 2
Var(Z;) = o 3

Cuando t aumenta, el dltimo termino entre paréntesis en la parte
derecha converge rapidamente hacia uno, y la correspondiente
expresion para la varianza se transforma en

Var(Zt) = o?[\/(2 — A)]
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

Eligiendo A = 2/(t + 1), la expresién aproximada de la varianza se
transforma en Var(Zt) a 02/t (varianza de medias de muestras de
t elementos)

Bajo estas condiciones, los limites de control se transforman en

o~ 52 s o
p =% 34/ % . Para otros valores de A, los limites de control son:

LSC = fi+364/-—2—
SC w—+ 30 %

.

LIC = [i—36
C uw— 30 7
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

Para las primeras observaciones, se debe utilizar la primera
ecuacién para la varianza. Si no se tiene una buena estimacién

para o, se debe utilizar un grafico de recorridos y estimar por v
En el caso de valores individuales, el recorrido mévil medio se
puede utilizar en la forma en que se hizo para los graficos de

control de valores individuales.
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

El grafico EWMA puede expresarse de la forma general:

k

Zik = Z (WiXtip1) + a
i=1
En donde t es el instante actual, k es el nimero de medias
consideradas en cada punto y que se llama orden del grafico, w; son
los k pesos considerados y a es una constante que puede ser nula.
Con esta expresion general pueden obtenerse distintos graficos:

@ Sik=1, w; =1y a=0 obtendriamos el grafico de Shewart
para la media
@ Si wj =1y a= —kug se obtiene el grafico CUSUM en donde:

k

K
Stk =) (Reit1 — o) = D _Xeir1 — ko
i—1 i=1
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Graficos EWMA

Construccién del grafico

Al igual que el grafico CUSUM, el grafico EWMA es mas efectivo
que el grafico de medias para detectar pequefios cambios en la
media; sin embargo, ambos graficos funcionan peor que el grafico
de medias para grandes cambios. Para superar esta dificultad,
algunos autores han propuesto representar los limites de Shewhart
y los limites EIWMA en el mismo grafico (véase, por ejemplo, Albin
et al. 1997).
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Ejemplo de Graficos EWMA para el acero

EWMA de orden 3

Grafico MA para dureza
525
UCL = 524,9¢
522 - CTR = 519,2¢
Ao\ a A
VARV o LCL = 513,64
< 197 VAR
= 516 k
513
510
0 10 20 30 40
Subgrupo
o

Salvador Naya Fernandez Control Estadistico de la Calidad



Ejemplo de Graficos EWMA para el acero

EWMA de orden 3 Grafico ARIMA para el acero

Grafico MA para dureza
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Gréfico ARIMA para dureza
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Graficos ARIMA

ARIMA

Gréfico MR(2) para dureza
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Graficos ARIMA

ARIMA Gréfico Autocrrelaciones para el

modelo ARIMA
Gréfico MR(2) para dureza
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