1. TEMA 6: ESTIMACION DE LA CAPA-
CIDAD MEDIANTE iNDICES

Contenido del tema: Introduccién. Concepto probabilistico de capacidad.
Indices de capacidad. Indices en metrologia dimensional. Intervalos de confianza
y contrastes para la estimacién de los indices. Ejercicio.

1.1. Introduccidn.

Un nimero indice es una medida estadistica disenada para poner de mani-
fiesto los cambios de una variable o grupo de variables con respecto a una
determinada caracteristica. El empleo de indices es muy habitual en todas
las ciencias, y su funcién principal es la de comparar entre si individuos o
variables. Asi en el ambito econémico son empleados indices de morosidad, o
los fndices conocidos de Gini que permite medir la concentracién da riqueza de
una poblacién, y que se suele acompanar con la denominada curva de Lorenz.
Otro indice ampliamente usado es el conocido como indice de Laspeyres que
permite valorar el consumo del ano en base a precios del mismo ano de estudio,
siendo el indice que utiliza institutos nacionales de Estadistica como el caso
espaniol del INE para la elaboracion del IPC.

Algunos de los indices fueron introducidos hace tiempo y con el uso han
pasado a ser del manejo diario en muchos ambientes. Un ejemplo podria ser
el denominado indice de masa corporal (conocido también como indice de
Quetelet en honor a su descubridor) y que se obtiene como el cociente en-
tre la masa (en kg) entre el cuadrado da altura (en metros) de un paciente.
Otros indices asociados a sus descubridores son los de Paasche, de Fisher, de
Drovisch-Bowley, de Edgeworth-Marshall, de Drovisch-Bowley o el de Wlach.

En el caso del control de calidad los indices permiten medir si un proceso es
0 no capaz, relacionando la variabilidad con las especificaciones (normalmente
fijadas por el cliente). En principio la variabilidad puede ser inherente a la
observacion, lo que se podria denominar variabilidad “instantdnea o natural” o
puede estar dada por la diferencia entre las observaciones a lo largo del tiempo.
El objeto de los indices de capacidad es estimar valores numéricos que permitan
analizar lo “capaz” que puede ser un determinado proceso. N

El uso de indices es habitual en cualquier contexto, pero sin duda donde
tiene una gran importancia es dentro del control estadistico de proceso: son los
conocidos como indices de capacidad. Un indice de la capacidad de un proceso
es un valor numérico que permite tomar decisiones sobre si un proceso es o
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no capaz. El modo de interpretarlos suele asociar que valores grandes de estos
indices darfan un proceso como capaz de producir articulos que cumplen con
los requerimientos del cliente.

Por desgracia, las hipotesis tradicionales sobre los datos como la normalidad
o la independencia son frecuentemente violadas en muchas situaciones reales no
siendo, en estas situaciones, vélidos los indices tradicionales. Asi, en escenario
en la que los supuestos de normalidad o independencia no se verifican, como
por ejemplo cuando los datos estdan correlacionados o cuando pertenecen a
las distribuciones no centradas y sesgadas serdn necesarios indices especificos.
En particular, si la hipétesis de normalidad es violada, es dificil, o incluso
imposible, obtener expresiones cerradas para la distribuciéon de probabilidad
del estimador del correspondiente indice tedrico. Esto significa que en muchos
casos, aunque si se podria dar un valor del indice, no seria posible obtener
estimaciones con sus correspondientes intervalos de confianza para la capacidad
del proceso. Como consecuencia, las estimaciones de capacidad puede estar lejos
de los verdaderos pardmetros de interés y los fabricantes podrian llevarse a cabo
a tomar decisiones equivocadas sobre la calidad del producto.

Muchos autores han estudiado diferentes estimadores de la capacidad del
proceso en diversos marcos de distribucién. Los recientes avances en el andli-
sis inferencial aplicada a las técnicas de control de calidad han motivado obra
tedrica sobre la teorfa de la distribucién de las estimaciones de indices de ca-
pacidad (véase, por ejemplo las obras de Chou y Owen, Clements, Pern y Cols
y Kotz y Johnson). Este tltimo dio lugar a un debate exhaustivo sobre una
serie de indices de capacidad de toma de muestras y sus propiedades. Ademas,
en el caso particular de tratar con datos no normales y los procesos con es-
pecificaciones unilaterales, se pueden consultar los trabajos de Somerville y
Montgomery, Chen y Pern, Kotz y Lovelace, Shore, Palmer y Tsui, Tang y
Than, Chang et al., Pearn y Chen y Kotz y Johnson.

1.2. Concepto probabilistico de capacidad

La capacidad de un proceso puede ser medida conociendo la distribucién
de probabilidad de la variable a controlar. Asi, si la caracteristica de calidad
es continua y con distribucién N(u, ), cuando el proceso se encuentra bajo
control (como se supondré a lo largo de toda esta seccién) casi la totalidad de
las unidades producidas (exactamente el 99,73 % de las mismas) se encuentran
en un intervalo de amplitud 60, centrado en el valor nominal, p. Por ello, el
intervalo [1— 30, u+30] se denomina de tolerancias naturales o intrinsecas
del proceso. Teniendo esto en cuenta se define la capacidad del proceso
como 60. Matemadticamente, equivale a realizar el cédlculo de la probabilidad
de que la variable aleatoria X tome valores en este intervalo, en el caso en que
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Figura 1-1 Probabilidades con 3 sigma y 6 sigma.

esta variable sea normal, esta probabilidad viene dada por:

P(pu—3c<X<pu+3) = P(X—p <30)=o3)—o(-3) =
20(3) -1 = 2-0,998650 — 1 = 0,9973

En este supuesto, los limites de tolerancia natural incluyen el 99,73 % de
la variabilidad, o lo que es equivalente sélo el 0,27 % de las observaciones es-
tarian fuera de estos limites de tolerancia natural. Aunque esta puede ser una
cantidad pequena no lo es tanto si se compara con el tanto por millén, pues en
un proceso con estas caracteristicas de calidad se estarfa permitiendo la fabri-
cacion de 2700 piezas defectuosas por millén de piezas fabricadas, lo que para
los mercados actuales es una cantidad desmesurada. Bajo la metodologfa Seis
Sigma se utiliza como medida alternativa a los indices de capacidad su equiva-
lente en piezas o defectos por millén, mas cominmente, DPMO (Defectos por
millén de Oportunidades)

n° total de defectos

n° unidades x n° oportunidades

DPMO =

En la tabla siguiente puede verse como va cambiando la cantidad de defectos
por millén (DPM) y la probabilidad en funcién de que se trate de un contexto de
distribucién normal centrada o se permita un desplazamiento de 1,50 respecto
al valor de la media, que es la capacidad con la que se trabaja en la metodologia
Seis Sigma. Analizando el valor de los DPM puede informarse al productor en
qué nivel se encuentra, si a un nivel de fabricacién 30, 40, etc.

Nivel Sigma  Centrada Desplazada 1,50 Centrada Desplazada 1,50
DPM DPM Probabilidad Probabilidad

30 2693,93  66810,63 0,99730007 0,93318937

4o 63,37 6209,7 0,99993663 0,99379030

bo 0,574 232,67 0,99999943 0,99976733

60 0,002 3,4 1 0,99999660
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1.3. Indices de capacidad

Para las definiciones de distintos indices de capacidad, se buscard comparar
la variabilidad del proceso con unas especificaciones dadas, bien por el fabri-
cante o bien por el cliente. Se supondra que el intervalo de especificaciones del
proceso es (LIE, LSE). La mayor parte de la literatura dedicada al estudio de
andlisis de capacidad de procesos, con frecuencia, considera cuatro indices, C,,
Cpks Cpm, Cpmi, cuyas definiciones son las siguientes.

c _LSE—LIE_ d
P 60 30

donde d = (LSE — LIE)/2.
Ademss del indice C), se suele usar su valor porcentual:

1
P: —_—
<Cp> 100

También son muy empleados los correspondientes indices de capacidad in-
ferior (Cp;) y superior (Cps) y el valor que los minimiza (Cy):

LSE —pu
s = 30
uw—LIE
Cpi = ————
P 30
) d—|p—M
Cpor, = min{C,, Cps} = %

Siendo M = (LSE + LIE)/2. Generalmente, si Cy;, = C, indica que el
proceso estarfa centrado en torno a la media, mientras que diferencias entre
Cpr v C, indican descentralizaciéon. Este primer indice aparece ya propuesto
por Juran en 1974, mientras que el indice Cpy lo propone Kane (1986).

El indice C), no tiene en cuenta lo descentrado que se encuentra la media
con respecto al valor nominal o Target T', por lo que se suelen utilizar también
los llamados indices de segunda generacién como el (), propuestos por
Hsiang y Taguchi (1985) y, también de forma independientemente, por Chan,
Cheng, y Spiring (1988):

LSE—-LIE  LSE-LIE

o/E[X-17 V7

T = BE[(X-T)7]=c*+(u—-T)>

Com =

Este indice puede expresarse como:
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LSE — LIE C,

Cpm — =
6/ + (u—T)? 1+¢*
-T
£ = o
o

Una forma de estimar el valor C, :

Com =

S]]

| —

~ + _@Q>
N

vV o=

|

Pearn, Kotz y Johnson (1992) definen los llamados indices de tercera
generacién como el Cp.,

min(LSE — p,p— LIE — d— |u— M|

3v/o? + (u—T)° 3y o2+ (u—T)?

Obsérvese que estos fndices coincidirdn en el caso de que =7 = M. Las
propiedades de este tipo de indices pueden estudiarse en la monografia de Kotz
y Johnson (1993).

En el caso de que los datos no sigan una distribucién normal, Luceno en
1996 propone el siguiente indice:

Cpmk =

LSE — LIE
6y/TE[X — T

Nota: Algunos autores, como el caso de Montmgomery (2009), incluyen
también al indice Cp, como de segunda generacién, pues se obtiene con otros
indices primarios.

Che =

1.3.1. Indices generalizados o de cuarta generacion

En 1995 Kerstin Vannman propone una reformulacién de los indices ante-
riores mediante una expresion que permite obtenerlos para distintos valores de
dos nuevo pardmetros no negativos u y v:

d—ulp— M|
3\/02+U(M—T)2

Cp(u,v) =
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Obsérvese que en esta nueva expresion generaliza algunos de los indices
anteriores, sin mds que considerar valores de 0 y 1 para u y v: C,(0,0) = C,;
Cp(1;0) = Cpi; Cp(0,1) = Cp; Cp(1,1) = Cpp-

Este tipo de indices siguen siendo sélo validos para el caso de distribucion de
los datos normal, por lo que Pearn y Chen (1997) consideraron su generalizacién
para el caso de distribuciones arbitrarias de los datos, lo que llamaron como
indice C'N,(u,v), definido del modo siguiente:

d—u|lm— M|
3\/<P99,8656-P0,135>2 +u (M _ T)2

Siendo m la mediana del proceso, y siendo P« el correspondiente percentil
(100c) % de la distribucién. En el caso en que el proceso siga una distribucién
Normal los indices C'N,(u,v) y C,(u,v) proporcionan el mismo resultado.

Finalmente, comentar la aportaciéon de Pearn et al. (2005) que generalizan
estos 1ndices para el caso de distribuciones no normales y asimétricas con el
denominado indice C” Np(u;v):

d* — uA*
3\/(P99,8656-P0,135>2 1+ pA2

donde A = méx {M AT by A% = max § T=D) d*(Tfm)} ,siendo

C”" Np(u;v) =

du O dy du 7 d

d, = LSE —-T, d, = T-LIE y d* = min(d,,d;). Este indice generaliza los
anteriores para diferentes valores de u (0 0 1) y v (0 o 1). En el caso en que
T = M, el indice C” Np(u;v) se reduce al C'N,(u, v).

1.3.2. Indices y capacidad del proceso

Para analizar la adecuacién de un proceso a las especificaciones preestable-
cidas es necesario conocer su capacidad. En un principio los valores vélidos
para suponer que un proceso era capaz se marcaban cuando la variabilidad del
proceso coincida con el valor de su capacidad estimada, es decir cuando los
indices de capacidad sean 1 o superiores. Sin embargo, en la industria actual, y
también en otros contextos, cada vez se exigen requerimientos “més capaces”,
por ejemplo en la metodologia Seix Sigma, la capacidad seria cuando estos
indices dan como resultado el valor 2, siendo empleado su utilizacién para ver-
ificar en qué estado de control se encuentra el proceso, comparandolo con los
distintos niveles 30, 40 0 60.

Si el valor que interesa para comparar el nimero indice se denomina ¢y se
presentan tres casos diferenciados:
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1. O}, < ¢o. El proceso no es capaz, es decir, no puede cumplir las especi-
ficaciones requeridas. Ademds, cuanto mas pequeno sea el indice de ca-
b
pacidad mayor serd la proporcion de piezas defectuosas.

2. (), = ¢. El proceso es potencialmente capaz.

3. C, > co. El proceso es muy capaz. En este caso el porcentaje de defec-
tuosos es realmente muy pequenio (aunque la palabra “pequeno” siempre
es relativa ya que depende del sector industrial concreto).

El indice de capacidad nos permite calcular el porcentaje de defectuosos,
pero ademads también ayuda a elegir entre procesos alternativos, a establecer un
sistema de control durante la fabricacién mediante la toma de muestras cada
cierto tiempo (ver tabla adjunta) e indica un punto de partida para la mejora
del proceso.

Por otra parte en algunos casos puede ser de interés establecer distintos
costes asociados a la capacidad de los procesos, pudiendo calcular indices de
capacidad relacionados con el coste de fabricacién del producto y con el coste
que repercuta en el cliente o usuario del producto, pudiendo determinar difer-
entes valores de capacidad en funcién de los costes establecidos. Esto puede
verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo de capacidad y coste: La desviacién tipica de un proceso de
fabricacién de componentes electrénicos es 0,05 V. Se trata de fabricar dos
componentes A y B que se consideran defectuosos si su tensién varia mas de
0,5 V. Calcular el indice de capacidad del proceso si el coste de fabricaciéon de
ambos es el mismo, 50 euros. pero el coste de fallo para el usuario es de 80 €
para A y 250 € para B.

Suponiendo una funcién de coste cuadrética, los costes sociales en cada caso
son

80
0,25

250

CA((L’) = 07—25

(@ —p?  Cpla) (x — p)?,

luego, los intervalos de tolerancias son [u — 0,395, u — 0,395], para el A, y
[ — 0,224, 11+ 0,224], para el B. Como consecuencia, sus indices de capacidad
son Cpy = % =263y Cyp = % = 1.49. Asf pues el proceso A es muy
capaz y la inspeccién es poco frecuente, mientras que en el B, la capacidad es

adecuada y la inspeccién debe ser moderada.

1.4. Indices en metrologia dimensional

Cuando se pretende controlar el proceso de medir surge de forma légica la
necesidad de utilizar las herramientas propias de la ciencia encargada de las
mediciones: la metrologia, o més concretamente la metrologia dimensional
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como suele denominarse cuando se abordan problemas similares al del control
estadistico de procesos.

Son numerosos los aspectos que dependen de la metrologfa, por ejemplo, en
la industria debe llevarse un control riguroso de la precisiéon que deben tener
las distintas méquinas y la metrologia se hace indispensable en estos procesos.
En general serd una herramienta imprescindible en cualquier proceso en el que
se presente incertidumbre en la medida. En metrologia interesa que la
incertidumbre de la medida sea muy pequena y en control de procesos lo que
se busca son procesos con indices de capacidad altos. Pues bien, la pregunta
légica es {qué impacto tiene la incertidumbre de medicién (error de medicién)
con la capacidad del proceso? Dar respuesta a esta pregunta es el objetivo de
esta seccion.

Desde el punto de vista estadistico lo més resaltable en el contexto de la
Metrologia es analizar la Repetitibilidad y la Reproducibilidad de la medi-
da, los denominados estudios RyR. La principal diferencia del enfoque desde
el punto de vista de la metrologia estd en que en este contexto lo que prevale
es estimar la repetividad y reproducibilidad de los instrumentos de medida, asf
los factores estudiados son las fuentes de variacién y la importancia relativa
de estas fuentes. El enfoque por tanto, debe de ir hacia el estudio de compo-
nentes de la varianza para lo que los disenos “anidados” y “jerarquizados” son
una solucién acertada. Estos disenos se basan en modelos de efectos aleatorios
para las observaciones. El andlisis de estos disenos aparece en la mayoria de los
textos sobre disenio de experimentos (véase, por ejemplo Montgomery (2005))
y en la mayoria de los paquetes estadisticos (por ejemplo el programa R).

La repetibilidad se estima mediante la varianza del instrumento de medicién

(Gfepet), mientras que la reproducibilidad sera la variabilidad producida por el

~2 . e1e , . .,
operador (o ). La suma de estas dos variabilidades nos dard una estimacion

reprod
del sistema de medicidn, es la denominada variabilidad RyR (3?@ R)-

a-\IZQyR = a\-72"epet + a?eprod
Una vez se tiene unas determinadas tolerancias o especificaciones de las
mediciones, para verificar la calidad del instrumento de medicién se utilizan
indices como el cociente entre la variabilidad RyR y los limites de tolerancia,
llamado indice Precisién-Tolerancia (P/T):

k&RyR
LSE — LIE

Es posible establecer una relacién entre los indices utilizados en metrologia
y algunos de los indices de capacidad estudiados en la seccién anterior. Asi, en
el caso de que se considere k = 6 (en el contexto de metrologia suele emplearse
el valor 5,15, valor que tiene que ver con las colas de una distribucién normal
que encierre un 99 % de probabilidad) y se estime la variabilidad RyR mediante
el mismo estimador usado en la variabilidad del proceso (por ejemplo, R/ds),
el indice P/T coincide con el inverso del C,,.

P/T =
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1.5. Intervalos de confianza y contrastes para la
estimacién de los indices

Cuando se obtienen los indices para un determinado proceso, en la prictica
se estiman en base a datos seleccionados mediante algiin método de muestreo.
Como toda estimacion, la de los indices de capacidad estd sometida a errores
que pueden ser controlados mediante una estimacién maés precisa que la pun-
tual, como el caso de la estimacién mediante intervalos de confianza o la real-
izacién de contraste de hipétesis.

En el caso de los indices de primera generacion, se podria calcular el interva-
lo de confianza para Cp utilizando el resultado que proporciona la distribucién
de la varianza muestral (s?), conocido como teorema de Fisher, y que garantiza
la distribucién de la varianza mediante una distribucién Chi-cuadrado con n-1
grados de libertad (x2_,), por lo que se tendria:

LSE —LIE [X3 ajona <o < LSE—LIE X2 j2m 1
6s n—-1 — 7= 6s n—1

De donde se obtiene como intervalo de confianza para Cp al (1 — «) % de

confianza:
2 2
~ [ Xiaszn-1 5 [ Xaj2m-1
C ’ C ’
p\/ n—1 "~ p\/ n—1

Siendo x? jon—1Y X2 21 los valores correspondientes de la distribucién
Chi-cuadrado de Pearson que dejan colas de probabilidad de /2 a su derecha
e izquierda respectivamente. Este tipo de estimacién suelen proporcionar inter-
valos de confianza excesivamente amplios debido al pequeno tamano muestral
utilizado.

Para la estimaciéon de intervalos para otros indices se han propuesto uti-
lizar aproximaciones mediante la distribucién Normal, puede verse el articulo
de Kotz y Lovelace (1998) donde los autores proponen estimaciones para los
intervalos de confianza para los distintos indices.

En el caso de distribuciones no normales, también el propio Lucenio (1996)
propone utilizar el siguiente intervalo para un nivel de confianza del 100(1 —
a) % para su indice C), :

Che Che
1+ ta/2,n—lgf/_cﬁ7 1- ta/2,n—lgf/_cﬁ

Siendo t4/2,—1 €l valor de la t de Student con n — 1 grados de libertad que
deja una cola de probabilidad de «/2.
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Otra alternativa a los intervalos de confianza es usar la filosoffa de los
contrastes de hipdtesis, en este caso se contrastaria la siguiente hipétesis (nula
y alternativa):

Hy = Op<00
H1 : CpZCO

En este caso la hipdtesis nula supone que el proceso es no capaz y se con-
trasta contra la alternativa de que el proceso es capaz, fijado un valor critico
de consenso Cy. En el articulo de Kane (1986) se realiza un amplio estudio
de este tipo de contrastes proponiendo una tabla de valores para la toma de
decisiones.

1.6. Ejercicio

Ejemplo: Con los datos de la dureza del acero de un ejercicio anterior,
que trataba de 20 muestras de tamano 5 con una media de 519.29 MPa y
una media de las desviaciones de 9.45 MPa. Tomando como especificaciones
T =520, LIE =480 y LSE = 560. Calcular los indices de calidad del proceso
y un intervalo de confianza para C,,.

En primer lugar contrastamos la normalidad y analizamos el histograma de
los datos. Para ello realizamos el contraste de bondad de ajuste Chi-cuadrado:

Valor del estadistico chi-cuadrado es 2,39993, con 5 grados de libertad,
resultando un p-valor de 0.791484. Podemos dar por vélida la distribucién
normal de los datos analizados, por lo que se utilizardn los indices para este
caso, como el Cp, y el Cpy:

Como ¢4 = 0,9400 = 7 = £ = %24 = 10,1

I

_ LSE—LIE 560 — 480 139
N 60 ~6(10,1) 7

Cp
Indices de capacidad inferior y superior

10 TEMA 6: ESTIMACION DE LA CAPACIDAD MEDIANTE iNDICES



EJERCICIO

Histograma para dureza
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Figura 1-2 Histograma para la dureza del acero en MPa.
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Figura 1-3 Curva probabilistica para la variable dureza.
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Gréfico Cuantil-Cuantil
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Figura 1-4  Grafico cuantil-cuantil o qq para acero.

LSE —pu 560 — 519,29
Cpu = = =134
P 30 3(10,1)

p—LIE 519,29 — 480
Cy = = =13
o 30 3(10,1) ’

Cor = min{Cy,Cp} =13

Como el valor C, = 1,3, quiere decir que tenemos 96 piezas defectuosas por
millén.

En este caso, supuesto que la desviacién tipica estimada del proceso es
10.1 y puesto que las muestras eran de tamano 5, buscando en la tabla de la
distribucién Chi-cuadrado, resultan x§ o754 = 0,48 y X§ 0254 = 11,14.

[ 2 [ 2
~ [ Xiazn-1 5  [Xaj2m-1
Co n—1 G n—1
11,14
(1 32,/0 11,324/ )

(0,45726,2.2029)

Obsérvese que el intervalo contiene al 1 (e incluso al valor 2), por lo que con
un 95 % de confianza podria considerarse el proceso capaz.
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Proces= Capahilty Analy=i=
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Figura 1-5 Andlisis de la capacidad con el paquete qcc de R.

EJERCICIO
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