1. TEMA5: EL CONTROL DE CALIDAD
POR ATRIBUTOS.

Contenido del tema: Introduccién. Graficos de atributos tipo p y np. Curvas
OC y ARL en el control por atributos. Ejercicios del tema.

1.1. Introduccidn.

En ocasiones una caracteristica de calidad no puede o no interesa medirse
numéricamente y tan sélo se observa si presenta o no determinada propiedad
(una pieza encaja o no en otra, un mecanismo funciona o no funciona, etc), lo
que en control de calidad se suele hablar de “conformidad” o “no conformidad”
se emplea el denominado control por atributos.

Existen normativas especificas que definen estos conceptos sin lugar a equivo
cos, asi, por ejemplo, en las normas UNE se define “defecto” como discon-
formidad de un elemento respecto a las prescripciones impuestas para una
caracteristica. Ademds, aunque no es preciso su clasificacién para el estudio
que se hard en este tema, los defectos suelen agruparse en criticos, principales
y secundarios, en funcién de su importancia.

Por otra parte hay casos en los que atin siendo posible realizar un control
por variables, se lleva a cabo primero uno por atributos. Las razones suelen
ser de tipo econémico (el control por atributos es mucho menos costoso) o
de cualificacién de los operarios (puede ser complicado para un operario no
cualificado realizar ciertas operaciones, pero es muy sencillo el comprobar con
un calibre si una pieza pasa o no de determinada medida). En estos casos, la
informacién obtenida mediante un control por atributos es mucho menor. Por
ello es necesario utilizar un tamano muestral mayor que en el caso del control
por variables.

Normalmente cuando se habla de proporcién de defectos o disconformidades
se entiende que es el total de articulos de una determinada poblacién que no
cumplen las especificaciones de calidad, siendo esta proporcién estimada me-
diante la toma de muestras aleatorias de la poblacién, mediante la proporcién
o fraccién de disconformidades muestral, que no es mas que el cociente entre
los articulos disconformes de la muestre y el tamano de la muestra elegida.

El estudio de las disconformidades puede analizarse desde varias perspecti-
vas, si lo que se busca es anotar si el articulo es correcto o defectuoso se recurrira
a la distribucién binomial, pero en los supuestos que se anotan el nimero de
disconformidades por articulo o por unidad, la distribucién que explica el pro-
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ceso serd la distribucién de Poisson. En el supuesto que se analizase la fraccién
de conformidades (lo equivalente al nimero de éxitos en una distribucién bino-
mial) obtendriamos una estimacién del denominado “rendimiento del proceso”.

En este tema se presentaran los conceptos béasicos del control por atributos,
analizando los graficos més habituales como el de fraccién de disconformes o
grafico p, el llamado gréfico ¢ que analiza el nimero de disconformidades y el
grifico u, que se aplica en los estudios en donde interesa estimar el niimero de
defectos o disconformes por unidad.

1.2. Graficos de atributos tipo p y np

1.2.1. Gréfico tipo p

El objetivo del gréfico p es controlar la proporcién de disconformidades
y en la medida de lo posible conseguir que esta proporcién disminuya. Asi se
estudiardn muestras de n elementos, cuyos individuos (articulos) se clasificaran
en conformes (correctos) y no conformes (defectuosos).

Si denominamos por p a la proporcién de defectusos del proceso, bajo el
supuesto de que esta proporcién permanzca estable a lo largo del tiempo y
ademads, dada la hipé6tesis de independencia, es decir el supuesto de que el hecho
de que un articulo sea defectuoso es independiente de que lo hayan sido o no las
anteriores a él, se podrd enfocar el problema de la estimacién de la proporcién
de defectuosos como un proceso de Bernoulli, siendo la distribucién del mimero
de defectuosos en una muestra de tamano n un distribucién binomial, que
denotaremos como B(n,p).

Hay que recordar que la funcién de masa de probabilidad para una variable
binomial X es:

P(X =k) = ( Z )pk(l —pF k=0,1,2,...,n.

Esta variable tiene como media E(X) = np, siendo su varianza Var(X) =
npq.

Para la estimacion de la proporciéon poblacional se eligird el nimero de
piezas o articulos defectuosos por lote de tamano n, que denotaremos por p, ésta
oscilard de una muestra a otra, con media p y desviacién tipica /p(1 — p)/n.

En el caso en que el tamano de las muestras sea suficientemente grande
(mayor de 25, aunque es habitual elegir muestras de tamano 100 o superior) se
podria aplicar los resultados que garantizan la aproximacién de la distribucién
binomial por la Normal (teorema central del limite). Utilizando esta tltima
distribucién para analizar el proceso.

En el caso del control por atributos se denomina capacidad del proceso
al valor 1 —p, es decir, la proporcién de elementos no defectuosos fabricados (se
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supone en condiciones de control). Para estimar la capacidad podemos seguir
pasos andlogos al caso de control por variables. Es decir, estimar el valor de la
capacidad una vez que el proceso esté bajo control. En general, diremos que el
proceso no esta bajo control si la proporcién de elementos defectuosos se sale
de ciertos limites admisibles (normalmente por haber aumentado notablemente
dicha proporcién). Por tanto serd necesario estimar los limites de control de
graficos para este caso y verificar que las proporciones de las submuestras
elegidas se encuentran entre los lfmites de control superior e inferior de estos
graficos.

Los pasos a seguir para la construccién del grafico de control por atributos
o grafico p serdn los siguientes:

1. Tomar k muestras (al menos 25) de n elementos (n > 50) y contar el
nimero de defectuosos, r;, en cada muestra i-ésima.

2. Estimar la proporcién de elementos defectuosos total de las k muestras
mediante N
D it Ti

p= kn
3. Comprobar que las k£ muestras son homogéneas respecto de la fraccién de
elementos defectuosos. Es decir, comprobar si la fraccién de defectuosos

en cada muestra (p; = r;/n) estd dentro de los limites de control

— o
lméx{ﬁ—:a P1L=p) p),O},ﬁ+3 p(1=p) p)].
n

n

Para ello se construye un grafico de control, similar al grafico de medias
del control por variables, con los limites de control anteriormente citados
(lamados limites de control de prueba), con linea central de altura p y
dibujando los puntos correspondientes a las fracciones de defectuosos de
cada muestra. De esta forma es inmediato reconocer las muestras que
no se hallan bajo control. Eliminado del estudio las muestras que estan
fuera de control y repitiendo los pasos anteriores el nimero necesario de
veces para llegar a un grupo homogéneo puede estimarse fiablemente la
capacidad.

4. Una vez que todas las muestras se encuentren dentro de los limites, eje-
cutando los pasos anteriores las veces necesarias, se eligirdn eses valores
finales que contengan a todas las proporciones muestrales, como limites
de control, es decir:

Obsérvese que en el caso de que la muestras no sean del mismo tamano,
los limites de los graficos de control habria que corregirlos por esos tamanos,
lo que lleva a que las lineas de los limites de control de los gréficos presenten
saltos relacionados con el tamano de la muestra. Asi si llamamos n; al tamafno
de la i-ésima muestra su correspondiente estimacién seria
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1.2.2. Gréficos de control np

En algunas ocasiones interesa analizar el nimero medio de disconfirmidades
en lugar de su propocién, en este caso, se utilizaran los llamados gréficos np.
En esencia son similares a los graficos tipo p y en la eleccién para su empleo
suele influir més el gusto o la costumbre. Para la construccién de este tipo de
grificas se estimardn las proporciones de la misma forma que en los gréficos p
pero se construirdn los graficos basados en la media del proceso del siguiente
modo:

LSC,, = np+3y/np(1—p)

LC,, = np

LIC,, = np—3y/np(l—p)

La interpretaciéon del grafico de control de proporciones (grafico p) o la
del grafico de nimero de defectos (gréfico np) es totalmente andloga a la de
los grificos de medias o de dispersién ya tratados en el tema anterior. De los
dos graficos mencionados aquf es el gréfico p el mas habitual, usdéndose mds
el grafico np cuando los tamanos muestrales sean siempre iguales. Obsérvese
que para la construccién del grafico p no se requiere esta necesidad pudiendo
tomarse muestras de distintos tamanos

Siempre que un valor se salga de los limites de control y una vez descartados
posibles errores de cdlculo o cambios en los criterios de medicién, tendremos
evidencias de que el proceso ha variado, aumentando o disminuyendo el por-
centaje de defectuosos.

1.2.3.  Curva caracteristica de operacién (OC) y curva ARL

Un instrumento interesante para representar la eficacia de un plan de control
por atributos consite en dibujar su curva caracteristica (Curva OC'). Hay que
recordar que esta funcién podria tratarse desde el punto de vista del contraste
de hipdétesis como la curva que grafica la probabilidad de aceptar incorrecta-
mente la hipétesis nula de que el proceso estd bajo control sin estarlo.

Se suele representar la probabilidad de aceptar que el proceso estd bajo
control para los distintos valores de la proporcion verdadera de defectuosos, p.
Es decir, la curva OC representa la probabilidad de cometer un error de tipo
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11 en el supuesto de analizar la fraccién de disconformes mediante un grafico
p esta curva podria obtenerse mediante la expresion:

B(p) = P(LIC < p < LSC/p) = P(p < LSC/p) — P(p < LIC/p)

Si en lugar de utilizar la distribucién binomial se usa su aproximacién me-
diante la correspondiente distribucién normal, se obtendria una curva aproxi-
mada. Asi, por ejemplo, para obtener la curva OC en el caso del grifico np se
procederia represtando para diferentes proporciones p el valor:

LSC —np LIC —np
Bp:PL]C’<]3<LSC'p:¢(—>— (—)
() = P( /) N b
En el supuesto de la curva OC para el gréfico p suponiendo que los tamanos
muestrales difieren para cada muestra ¢, que denotamos por n;, se obtendria

mediante la representacién de:

B(p) :]%U0<p<L&ym:¢(@E§ﬁi@)_¢(EEE;££>

vV 1ipq V/1upq

= ¢ _ _¢ R
Pg pa

La curva caracteristica puede ser usada para determinar el tamano muestral
a utilizar, para ello pueden fijarse dos puntos de esta curva, uno correspondiente
al proceso bajo control y otro un punto cuya proporciéon de defectuosas se
quiera detectar con una alta probabilidad. Si llamamos py a la proporcién
de defectuosas cuando el proceso estd bajo control (es decir en el caso que
solo se comente el error de tipo I cuya probabilidad denotamos por «) y p,
a la proporcién que interesa detectar con probabilidad [, el tamano muestral
se obtendria mediante las férmulas similares a las empleadas al caso de un
contraste de hipdtesis:

Pa — Do
Ejemplo. Para estimar la proporcién, p, de disconformes en un estudio
de control de calidad por atributos de una determinada marca de lamparas,
en el que se pretende analizar la proporcién de ldmaparas que no funcionan
corrrectamente por lote suministrado, se toman 20 muestras de 100 unidades,
verificando si las lamparas funcinan o no, obteniendo los resultados de la tabla
adjunta

2
n><4szme+% mﬂ—mv

Muestra 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Defectos 0 2 0 1 0 4 0 1 2 10
Muestra 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Defectos 0 1 1 3 1 0 1 2 0 1
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Figura 1-1 Primer grafico de control tipo p para la proporcién de disconformes.

Con estos datos construir el gréfico de control por atributos de tipo p y tipo
np.

Los valores de estimados de los limites de control resultan:

La linea central resulta

k
p= —Z;—l 50,015
n

mientras que los valores para los limites inferior y superior serdn:
max {ﬁ — 34/ 2R o} =0y p+ 3202 = 0,05146

Con estas estimaciones se dibuja un primer gréfico tipo p (ver 1-1) y se
observa que la muestra nimero 10 se sale claramente de los limites de control.
Entre los motivos que indican esta salida de control estd la posibilidad de
que el dato apuntado fuese erréneo, y se quisiera apuntar como proporcién
de disconformes 0.01 (mds acorde con un proceso estable) y no el valor 0.1
realmente anotado.

Excluyendo del andlisis la citada muestra se obtiene un nuevo gréfico de
control en el cual se aprecia que no hay ya ninguna muestra fuera de control.
La nueva estimacién de la proporcién de defectos es ahora p = 0,0105 y los
limites de control del nuevo grafico resultardn:

méx{ﬁ—i% p(lT—p)o} =0y p+ 322 = 0,0411

Para este caso la curva caracteristica, que muestra la probabilidad de acep-
tar que el proceso estd bajo control segiin los distintos posibles valores de p
puede verse en la figura 1-3.
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Figura 1-2 Segundo grafico de control excluyendo la muestra niimero 10.

En este ejemplo, si se quisiera calcular el tamano muestral para el caso de
que la eficacia del grifico detectase que cuando la proporcién de defectuosos
fuera del 10 % la probabilidad de detectar que el proceso estd bajo control sea
del 95 % (suponiendo que estamos utilizando que cuando el proceso estd bajo
control es equivalente a que p = 0,01, y que estamos con Z,/, = 3) se tendria:

2
3 /0.01(1 = 0.01) + 1,645+/0 1(1 = 0.1
n2< ( )+ ( )) 77,439

0,1 — 0,01

Es decir, se necesitarfan elegir muestras de tamano mayor de 77.

También se podria hacer el grafico de la correspondiente curva del ARL al
igual que en el caso del control por variables, como puede verse en la figura

Este mismo ejemplo podria analizarse utilizando graficos tipo np, las esti-
maciones en este caso resultan las siguientes (eliminando también la muestra
nimero 10):

LSC,, = np+3y/np(l —p)=4,1143

LC,, = np=10526

LIC,, = np—3ynp(l—p)=0
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Figura 1-3  Curva caracteristica para la proporcion de disconformes.
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Figura 1-4 Curva ARL para los datos del ejemplo.
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1.3. El control de fabricacién por niimero de de-
fectos.

La informacién que aporta el control por atributos es si el producto pre-
senta o no defectos pero no el nimero de defectos que tiene. El control por
atributos no es adecuado cuando los defectos aparecen en un flujo continuo (no
van asociados a unidades). Ejemplos de esta situacién son las burbujas en un
cristal, los defectos de tinte en una tela, las rugosidades en papel, las soldaduras
defectuosas en una plancha de acero, etc. En estos casos puede ser mds ade-
cuado, debido a la naturaleza continua del producto, considerar directamente
el nimero de defectos por unidad de medida (longitud, area, superficie, peso,
etc.).

El control por mimero de defectos también se aplica en el caso de los ele-
mentos de fabricacién estén bien diferenciados (no sean continuos) pero puedan
presentar varios defectos independientes que mermen atin més su calidad. Un
procedimiento que clasifique estos elementos simplemente en defectuosos y no
defectuosos perderia bastante informacion.

Se analizard la construccién de gréaficos de control para el nimero de de-
fectos por unidad (graficos ¢) y también graficos para el promedio de defectos
por unidad (graficos u). La hipdtesis que se usard es la de suponer que la
distribucién del nimero de disconformidades por unidad se distribuye segin
una distribuciéond e Poisson. Para ello serd preciso que el nimero de discon-
formidades sea grande pero que la probabilidad de obetenerla en la unidad
de muestreo sea pequena y constante. Mientras estas hipdtesis se mantegan el
modelo de Poisson serd vélido, pero en ciertas ocasiones estos supuestos son
dificiles de verificar, por lo que habra que ser prudentes en la aplicacién de este
tipo de gréficos. En todo caso debe recordarse que una variable de Poisson no
es mas que el limite de una variable binomial, B(n,p), en la que el n tiende a
infinito y p a cero, manteniendo constante la media np.

1.3.1. Gréficos de control tipo ¢

En este contexto del control de fabricacién por niimero de defectos, se dird
que el proceso estd bajo control cuando el proceso es estable (es decir, fabrica un
nimero de defectos por unidad de medida, ¢, constante a lo largo del tiempo) y
los defectos aparecen independientemente los unos de los otros. La capacidad
del proceso se definird como el nimero medio de defectos por unidad de
medida, es decir el valor c.

Suponiendo que el nimero de defectos por unidad de medida sigue una
distribucién de Poisson de pardametro ¢, su funcién de masa de probabilidad
vendrd dada por:
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Figura 1-5 Grafico np para los datos Orangejuice.
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P(X =r)= r=20,1,2,...

rl
Para estimar ¢ y determinar, por tanto, la capacidad del proceso y los

grificos de control, se realizard el siguiente proceso iterativo andlogo al descrito
en apartados anteriores:

1. Se eligen k muestras de tamafnio n y se determina el nimero de defectos
de cada una, ¢, co, ..., k.

2. Se estima ¢ mediante el nimero medio de defectos por unidad de medida
en el total de las k£ muestras:

Ci+Cy+ -+
i .

C =

3. Se construye un gréfico de control (grafico ¢) del nimero de defectos
observados en cada muestra, tomando como linea central ¢ y lineas de

control méx {é —3ve, 0} y &+ 3V/e.

>

LSC, —
LC, —
LIC, — max{é—?,\/é,o}

+3

>

o>

4. Se repiten los pasos anteriores el nimero de veces necesarias, eliminando
las muestras que hayan salido de los limites de control.
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1.3.2. Gréficos de control tipo u

En ocasiones puede ser interesante analizar el niimero medio de disconformi-
dades por unidad de inspeccién, sin necesidad de que estas unidades contengan
el mismo tamano de piezas analizadas. En este caso se pueden elegir & mues-

tras, suponiendo que no sean del mismo tamano, y se utilizard la estimacién
siguiente:
> i Ci

>
7 (2
donde n; es el tamano muestral de la :-ésima muestra, dibujando un nuevo

grafico de control, denominado grafico u, para el nimero de defectos por unidad
de medida, con linea central en @ y limites de control para la muestra ¢ fijados en

max {12 — 3y/u/n;, O} y 4+ 34/1/n; y rechazando toda muestra cuyo nimero
de defectos por unidad de medida, ¢;/n;, se salga de los citados limites.

U=

LSC, = a+3y/a/n;
LC. =

LIC, = max{a—3 ﬁ/ni,O}

1.3.3. Sistemas de demérito

En determinados estudios de disconformidades es frecuente que no todos
los defectos tengan la misma importancia, en estos casos se suelen clasificar las

disconformidades de acuerdo a su importancia, que se denominars esquema de
demérito.
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Figura 1-6 Ejemplo del grafico u.

Una posible clasificacién puede ser la siguiente: defectos muy graves (clase
A), graves (clase B), moderadamente importantes (clase C) y poco importantes
(Clase D). En la que emplearamos las ponderaciones 100, 50, 10 y 1, respec-
tivamnte para cadad una de las clases de disconformidades, A, B, C y D. En
este caso el nimero medio de deméritos por unidad de inspeccién seria

De =100C4 4+ 50CE + 10C. + Cp

Siendo el mimero medio de deméritos por unidad de muestras de tamano
n?

De
n

u =

Puesto que 7 es una combinacién lineal de distribuciones de Poisson, se
podrian construir graficos de control basados en los deméritos:

LSCDE = u-+ 30-ﬂ
LCpe = @
LICp. = méx{u— 3040}

siendo

(100%4 + 50%up + 10%u0 + ED) 1/2
Oy —
n

donde 4, Up, Uc v up representan el nimero medio de defectos de clase A,
B, C y D, respectivamente.
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Existen otras formas de clasificacién de los defectos, como por ejemplo
en defectos funcionales o de aspecto, posibilitando la construccién de nuevos
graficos de control.

También se pueden obtener grificos con otro tipo de distribuciones que no
se ajusten a la Poisson, pues no siempre esta serd la distribuciéon que mejor
modelo los datos, ejemplos de estos graficos probabilisticos alternativos a los
tratados en los apartados anteriores, pueden verse en los trabajos de Johson
y Kotz (1969) o un interesante articulo de Jackson (1972). En el trabajo de
Benneyan (2006) se discute sobre el empleo de distintos graficos de control
para aplicaciones médicas, proponiendo nuevos gréficos, llamados gréficos g,
basados en la distribucién geométrica.

1.4. Ejercicios:

1. Célculese la curva caracteristica del ejemplo de las lamparas, dando tan-
to la funcién con la distribuciéon binomial como su aproximada mediante la
distribucién normal.

2. Se seleccionan, de manera aleatoria, 15 unidades de un proceso de man-
ufactura con el propésito de verificar el porcentaje de unidades defectuosas en
la produccién. Con base en informacién pasada, la probabilidad de tener una
unidad defectuosa es p = 0,05. Si la gerencia ha decidido detener la produccién
cada vez que una muestra de 15 unidades tenga dos o més de\-fec\-tuo\-sas.
. Cuadl es la probabilidad de que, un dia determinado, el proceso se detenga,
supuesto que funciona correctamente? ;Cudl es la probabilidad de que no se
detenga si p = 0,17

3. Analizar el grifico de atributos para los siguientes datos, en los que
se representa el nimero de defectos por soldaduras en las planchas de acero
utilizadas para la construccién de buques. En cuanto a la variable tamano
representa el nimero de unidades de inspeccién en rollo (de tamano variable
de la muestra).

X tamano
14 10
12 8
20 13
11 10
7 9,5
10 10
21 12
16 10,5
19 12
23 12,5
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4. Un gréfico de control de fraccién de disconformes tiene un valor éptimo
de 0.01. Si se inspeccionan 50 articulos por difa. ;Cudl es la probabilidad de
detectar un cambio en la fraccién de disconformes de 0.02 en el primer dia
después del cambio?; Y la probabilidad de detectar este cambio después del
quinto dia de inspeccién?

5. Si se quiere elaborar un gréfico de control de atributos, donde la linea
central es de 0.01. ;Qué tamano muestral serfa necesario para determinar un
cambio en la fraccién de disconformes de una centésima con una probabilidad
del 95 %7

6. ;Por qué no son adecuados los graficos np y u cuando el tamano de las
muestras es diferente?

14 TEMA 5: EL CONTROL DE CALIDAD POR ATRIBUTOS.
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