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Introduccidn

Contenido del tema

@ Limites de tolerancia y capacidad del proceso.

o Gréficos tipo Shewhart por variables.

@ Curva caracteristica de operacién (OC) y longitud media de
racha (ARL) en el control por variables.

@ Optimizacién de graficos de control.

@ Ejercicios.

Salvador Naya Fernandez Control Estadistico de la Calidad



El control de fabricacién por variables

Intervalos de tolerancia

Supondremos que se fabrican elementos con una calidad descrita
por una caracteristica medible, X, cuyo objetivo (o valor nominal o
Target T) se representard por .

Asi, si X es una longitud, p serd la medida especificada por el
diseno de la pieza en cuestion. En este caso, supondremos que el
proceso se ajusta de manera que la media de la variable aleatoria
X es precisamente p. El objetivo del control de fabricacién

serd mantener el proceso en estado de control: comprobando que
la media del proceso se mantiene en el valor nominal (¢) y que la
dispersion es constante.
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El control de fabricacién por variables

Intervalos de tolerancia

El intervalo de tolerancia para X es el conjunto de valores que se
consideran admisibles. Tradicionalmente, si una desviaciéon mayor
de L hace que el producto sea defectuoso, el intervalo de tolerancia
se fijaba como [ — L, pu + L]. Este enfoque tiene dos
inconvenientes. Uno de ellos es que, si el objetivo final es fabricar
componentes con caracteristica nominal y, no parece légico
considerar igualmente buenas cualesquiera unidades incluidas en el
intervalo [ — L, pu + L], sin tener en cuenta su cercania a p. Otro
problema consiste en que, de esa forma, no se estd teniendo en
cuenta el coste que tiene para el usuario la falta de calidad.
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El control de fabricacién por variables

Funcién de Taguchi

Para resolver ambos problemas Taguchi propone una funcién de
coste cuadratica. Esto garantiza que las desviaciones por exceso y
por defecto del valor nominal presentan el mismo coste y que las
desviaciones pequeiias tienen un coste reducido, aumentando luego
el coste rapidamente.

Clx) = K- (x — p)?,
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El control de fabricacién por variables. Calidad y coste

Funcién de Taguchi

La determinacién del intervalo de tolerancia, por parte del
fabricante, debe hacerse teniendo en cuenta el coste que para un
usuario representa el que un producto sea defectuoso.

x:u:tL”gf.

En base a estos razonamientos, el intervalo de tolerancia del

fabricante debe ser
e | Cr
_ [ ]=t Ty il
[/’1’ CC Y :LL + CC Y
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Ejemplo Taguchi

Considérese la fabricacién de una pieza, con longitud nominal de
625 mm y que es defectuosa si se desvia en mas de 3 mm de este
valor, siendo 300 euros el coste de reposicién para el usuario de
una pieza defectuosa.

Co(x) = 300 <X - 625>2 .

Si el coste de reposicién para el fabricante es de 50 euros, su
tolerancia de fabricacién debe ser

50 50
25 — 34/ ——,625 + 31/ — | = [623.78,626.22
[65 3\/ 3557625 +3 30()] [623.78,626.22] ,
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Gréfico de medias (X, s)

Para construir el grafico de medias supondremos que Xx;; es el
Jj-€ simo elemento de la i-ésima muestra.

Considérese k, el nimero de muestras y n el tamafio de las mismas.

Aunque la estimacién de la media del proceso puede hacerse
mediante la media de todos los datos.

X 22l i
ok N

x|

, con N = kn,

Pero la estimacién de la variabilidad no es tnica, dando lugar a
distintos graficos de control: utilizando desviaciones tipicas,
cuasidesviaciones, varianzas o recorridos.
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Grafico de Control o graficos Shewhart

Zona Il

LCS= pt+30

Zonall
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Gréfico de medias (X, s)

En el caso en que se usen las desviaciones tipicas muestrales s; se
procede como sigue:

@ Calcular la media y la desviacidn tipica de cada muestra, X; y
si, respectivamente (i = 1,2,..., k).

@ Calcular la media global y la cuasidesviacién tipica de cada
muestra. La media global es un estimador insesgado de la
media tedrica, p. La cuasidesviacion tipica muestral es un
estimador sesgado de la desviacién tipica tedrica.

De hecho se tiene E [s;] = cs0, donde ¢4 es una constante,
dependiente de n.
5 _2iSi

Cy () k

o=

como estimador (centrado) de la desviacién tipica tedrica.
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Gréfico de medias (X, s)

@ Se usa & =5/cp como estimador de la desviacién tipica.

@ Si todas las muestras provienen de la misma distribucién
entonces se tiene que

vne(xi —X)

tiene distribucién aproximada N(0, 1). Con lo cual cada valor
X; debe estar en el intervalo

X — X +

\/ECQ7 \/ECQ

con probabilidad aproximada del 99,74 .
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Grafico de desviaciones tipicas s

Grafico de desviaciones tipicas s

Un intervalo que contiene a la desviacién tipica muestral s; con
probabilidad aproximada de 0,99 es el dado por (BsS, B45) donde
las constantes B3 y B (que dependen de n) estdn tabuladas.
Para construir este grafico de control se procede de la siguiente
forma:

e Dado n, encontrar los valores B; y B, y calcular 5. Con todo
ello obtener los limites inferior B35 y superior B4s de control.

@ Construir un grafico que presente en abscisas el tiempo y en
ordenadas los valores s;. Trazar también las lineas central (5 )
y los limites de control (B35 y BsS).

@ Si alguna de las desviaciones tipicas se sale de los limites de
control, se admite que el proceso no estd bajo control en ese
instante.
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Otros graficos de control

Graficos de control con recorridos

El rango de una muestra no es mds que la diferencia entre la mayor
y la menor de sus observaciones.

Bajo la hipdtesis de que la distribucién es normal, puede calcularse
la distribucidn del rango muestral. En particular, su media es dxo,
donde d, es una constante que depende del tamano muestral, n, y
que esta tabulada. También estan tabulados los coeficientes D; y
D5 que definen el intervalo en el que se debe encontrar el rango
muestral con una probabilidad de 0.99 para una poblacién normal
de varianza 1.
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Otros graficos de control

Graficos de control con recorridos

En procesos bajo control, en los que se supone o conocida, puede
construirse un grafico de control para la dispersién, medida é sta
mediante rangos.

Tomando como linea central el valor esperado del rango muestral
(d20) y como limites de control los dados por las constantes
tabuladas (D10 y Dy0o), se realiza un gra fica en la que se
representan los rangos muestrales.

Cada vez que uno de ellos se salga de los limites de control
diremos que el proceso no est a bajo control.
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Otros graficos de control

Graficos de control con recorridos o rangos

El rango puede sustituir a la desviacidn tipica en lo gréficos de
control de la media, sirviendo entonces también para el cdlculo de
la capacidad. Para ello basta darse cuenta de que R;/d> es un
estimador insesgado de o vy, por tanto, su media (a lo largo de
todas las muestras) también lo serd. Definiendo

R — Zi Ri
k )
se tiene entonces que podemos estimar o mediante R/d» y
construir los limites de control (X, R) mediante:

3R
vndy'

+

X
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Férmulas para los graficos de control

LCL =
CL =
UCL = X+ AR

— AR

I Il

Andlogamente, el grafico de variabilidad mediante rangos tiene una
linea central con altura R y lineas de control D3R y D4R,

R
5o — dat
OR 3d2
— R
LCL = R-33p=R-3d_ =DiR
2
CL = R
R
UcL = R+3JR—R—|—3d3d = D4R
2
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Férmulas para los distintos graficos de control

LCL = X—A;s
CL = X
UCL = X+ A;s
en donde A; = ﬁ
G5 _2ib
Ch C4k

como estimador (centrado) de la desviacién tipica tedrica.
El valor ¢4 viene dado por la expresidn:

o
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Férmulas para los distintos graficos de control

Usando causidesviaciones tipicas los limites de control 3o

LCL = X—A3s
CL = X
UCL = X+ A3s
en donde Az = \/%C4.
LCL = Bss
CL = 5
UCL = Bas

en donde B3:1—C%\/1—cfyB4:1+C%\/1—cf.
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Graficos con valores poblacionales conocidos

LCL = p—Ac
CL 1
UCL = p+ Ao

_ 3
en donde A = N
Del mismo modo para la construccién de un grafico tipo R:

LCL = dyo—3d30 = Do
CL = dyo
UCL = dro+3d30 = Dso

en donde D1 = dr, —3d3 y D> = d> + 3ds.
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Graficos probabilisticos

También existe la opcién de utilizar graficos basados directamente
en la varianza muestral del proceso (o en la cuasivarianza) S2 :

S2?
LCL = mxi/Z,nfl
L = §2

S2
UcL = —1 T a/2n1

2 2 ;
en donde Xaj2,n-1Y X1-a/2.n1 denot.an los cuantiles
correspondientes de la distribucién Chi-cuadrado de Pearson con
n-1 grados de libertad. En el caso que se tuviese un valor conocido
de o también podria utilizarse en la expresién anterior.
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Graficos para medidas individuales

En el supuesto que lassubmuestras utilizadas sean de un solo valor,
es decir el tamafo muestral n es 1, este es un caso frecuente en
control de calidad de industrias quimicas, en las que no tiene
mucho sentido tomar muestras de varias unidades de la misma
mezcla (piensese en una cervezera). En este suelen usarse medias
méviles de distinto orden o la amplitud mévil entre dos
observaciones sucesivas para estimar la variabilidad del proceso, a
partir de estas amplitudes se estimaria la media de esos rangos.
Asi si se utilizasen sélo dos valores las constantes utilizadas para el
grafico serian las equivalentes a las usadas de una muestra de
tamaio n = 2 que resulta un valor de d, = 1,128.
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Tablas para los distintos graficos de control
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Estimacién de la capacidad

Estimacion de la capacidad

Si en alguno de los dos graficos hay alguna muestra que se sale de
los limites de control, la eliminaremos, pasando a representar
nuevamente los graficos excluyendo los valores fuera de control. Si
en ese momento todas las muestras se hallan bajo control, las
consideraremos un grupo homogéneo y en caso contrario
procederemos como se acaba de indicar, eliminando las muestras
fuera de control y repitiendo el proceso hasta obtener un grupo
homogéneo.

Seguidamente se contrasta la normalidad de la distribucién de
fabricaci én con los datos de los casos que han quedado bajo
control. Para ello pueden utilizarse contrastes como el
chi-cuadrado, Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors, o el de Shapiro-Wilk
(entre otros).
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Control por variables. El concepto de capacidad

El concepto de capacidad

En todo proceso productivo se puede definir una medida de la
capacidad que el proceso tiene para cumplir con sus
especificaciones de calidad. Es el llamado indice de capacidad.
Si la caracteristica de calidad es continua y con distribucidn
N(u, o), cuando el proceso se encuentra bajo control se tiene:

P(pu—30c<X<pu+30) = P(X—pl<30)=d3)—d(-3)=
20(3)—1 = 2-0,998650 — 1 = 0,997
Por ello, el intervalo [ — 30, pu + 30] se denomina de tolerancias

naturales o intrinsecas del proceso. Teniendo esto en cuenta se
define la capacidad del proceso a 60.
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Control por variables. El concepto de capacidad

El concepto de capacidad

Para analizar |la adecuacién de un proceso a las especificaciones
preestablecidas es absolutamente necesario conocer su capacidad.
Supd ngase que el intervalo de tolerancias de fabricacién de un
proceso es (LTy, LTy), centrado en . Entonces, se define el indice
de capacidad del proceso como

LT - LTy

/
S 60

Atendiendo al valor del indice de capacidad se presentan tres casos
diferenciados: IC <1 /C=11IC > 1
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Control por variables. El concepto de capacidad

El concepto de capacidad

@ /C < 1. El proceso no puede cumplir las especificaciones
requeridas. Ademads, cuanto mas pequeio sea el indice de
capacidad mayor sera la proporcién de piezas defectuosas. La
recomendacion pr actica sera tratar de reducir la variabilidad
no asignable, lo cual requiere cambios en el proceso o en el
producto. Si esto no es posible, el proceso ha de someterse a
una inspeccién muy frecuente para prevenir cualquier pequeio
desajuste que aumente, aiin mas, el ndmero de defectuosos.

@ /C = 1. Segiin lo apuntado anteriormente, el proceso
fabricard aproximadamente un 0,3 de defectuosos.
Tradicionalmente un tipo de proceso que cumpliese esta
caracteristica se consideraba justamente apto para la
fabricacién. No obstante, en la actualidad este porcentaje de
defectuosos puede ser inaceptable en muchos productos
(cuyas proporciones de defectuosos se cuentan en uno o dos
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Control por variables. El concepto de capacidad

El concepto de capacidad

@ /C > 1. En este caso el porcentaje de defectuosos es realmente
muy pequefio (aunque la palabra “pequefio” siempre es
relativa ya que depende del sector industrial concreto). Por
este motivo tan sélo es necesario supervisar el proceso por si
se producen desviaciones acusadas del estado de control.

o El indice de capacidad nos permite calcular el porcentaje de
defectuosos, pero ademds también ayuda a elegir entre
procesos alternativos, a establecer un sistema de control
durante la fabricacién mediante la toma de muestras cada
cierto tiempo e indica un punto de partida para la mejora del
proceso.
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Control por variables. El concepto de capacidad

El concepto de capacidad

indice de capacidad Frecuencia de inspeccién

IC <1 Todas las unidades

1<IC<14 Intensiva (cada 15 6 30 minutos)
14<IC<17 Moderada (cada hora)

1,7<IC<2 Espaciada (cada 2 horas)

2<IC Depende de la frecuencia de anomalias
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Control por variables. El concepto de capacidad

Ejemplo

La desviacién tipica de un proceso de fabricacién de componentes
electrénicos es 0,05 V. Se trata de fabricar dos componentes Ay B
que se consideran defectuosos si su tensién varia mas de 0,5 V.
Calcular el indice de capacidad del proceso si el coste de
fabricacion de ambos es el mismo, 50 euros. pero el coste de fallo
para el usuario es de 80 euros para Ay 250 para B.

2

2
% : = 20 (-,

luego, los intervalos de tolerancias son [ — 0,395,  — 0,395], para
el Ay [u— 0,224, i+ 0,224], para el B. Como consecuencia, sus
i ndices de capacidad son ICy = 8’28 =2.63yICg = 062%8 =1.49.
Asi pues el proceso A es muy capéz y la inspeccidn es pbco
frecuente, mientras que en el B, la capacidad es adecuada.

Ca(x)
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Funcién caracteristica de operacién (Curva OC)

Curva OC para control por variables

Si la hipétesis nula es que el proceso esta bajo control frente a la
alternativa que seria que el proceso no estd bajo control, bajo estas
premisas surge los conceptos de error de tipo | que seria el error
que se comete al suponer el proceso fuera de control cuando
realmente esta bajo control, también llamado en este contexto
riesgo del vendedor o proveedor o riesgo o (también se puede
llamar probabilidad de falsa alarma) y el error de tipo II; que es el
que se comete al considerar que el proceso si estd bajo control no
estandolo, llamado riesgo 3 o riesgo del comprador. Estos riesgos
dependen del tamano de la muestra y de los intervalos de
aceptacion y rechazo de la hipdtesis nula. Cuando se grafican el
riesgo (B en funcidén de la magnitud del cambio que se pretende
estudiar (normalmente expresado en unidades de desviacién
estandar) se obtiene una curva denominada Curva Caracteristica
de Operacién o curva OC (Operating Characteristics).
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Funcién caracteristica de operacién (Curva OC)

Curva OC para control por variables

En el caso de que estemos interesados en calcular el error de tipo Il
al pasar de un valor nominal x a un valor p; = g + ko, supuesto

que la caracteristica de calidad medible se ajusta a una distribucién
N(u, o), con lo que la media muestral X € N(u, %), si suponemos

que UCL:uo—FdWyLCL:,uO—dW

B = P(LCL<Xx<UCL/p=p1 = po+ ko)
o = ¢!UCL—(50+ka) _¢!LCL—(50+/<J)
Vn Vn

B = ®[d—kyn] —®[-d— ky/n]

En el supuesto mds cldsico en que se usen limites 3 sigma (d = 3),
tomando por ejemplo n =5y k =1, es decir u1 = po + o,
tendriamos:
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Funcién caracteristica de operacién (Curva OC)

Curva OC para control por variables

Para la construccién de la curva OC para un grafico de variables se
puede hacer una gréfica en la que en el eje Y se ponga la
probabibilidad del error de tipo Il o riesgo (G y en el eje de abscisas
distintos valores para k, segln la expresion

=& [d—kyn| —®[—d— ky/n|, de esta forma es posible
obtener varias curvas OC para cada uno de los tamafios de las
submuestras consideradas n.

Dados los puntos en la curva caracteristica (0, ) y (1, 5)
teniendo en cuenta la teoria de contraste de hipétesis, suponiendo
una que los datos siguen una distribucién normal, el tamano
muestral vendria determinado por:

2
. Z%—i-Zg
d

siendo d el descentrado relativo, es decir,
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Funcién caracteristica de operacién (Curva OC)

Curva OC para control por variables

La probabilidad de rechazar Ho(p = o) vs Hi(p # po) :

2_ [cb (z% —dﬁ) +<D<Z% +dﬁ)}

La curva caracteristica o probabilidad de aceptar Hy en funcién del
descentrado d, seria:

0C(d) = & (z% —dVn) + o (z% +dvn) -1

En el supuesto de que estemos interesados en contrastar hipdteis
unilateral del tipo Ho(p = o) vs Hi(w > o),

OC(d):¢<Z%—dﬁ), d>0

y el tamano de la muestra en este supuesto unilateral de la
hipdtesis alternativa se podria calcular fijando los puntos de la
.. A .

a Nto-
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Curva OC para control por variables

Ejemplo

|

En la fabricacion de botes de refrescos se quiere verificar que su
valor nominal esta entorno a los 33 cl que marca el envase, para
determinar el valor de la curva caracteristica para un valor del
tamaiio muestral de 5 se queremos detectar un cambio cuando el
contenio medio sea inferior a 32 cl, suponiendo una desviacién
tipica poblacional de oy = 1,23 obtendriamos:

| — ol _ |33 —32]

d= oo = 13 - 0,81301
Por tanto OC(d) = @ (1,645 — 0,81301/5) = &(
—0,17) = 0,4325:

Esto quiere decir que si la media del proceso fuese realmente 32 cl
en el 43.25% de las muestras de tamaiio 5 se llegaria a aceptar
que la media real es de 33 cl (Hipdtesis nula), es decir
cometeriamos un error de tipo Il con probabilidad 0.4325, lo que
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El ARL para gréficos de variables)

Concepto de ARL

La probabilidad de detectar un cambio en la primera muestra es
1- B’

en la segunda muestra serd (1 — 3), en general la probabilidad
de conseguir detectar el cambio en la k-ésima muestra sera:

= (1 — ). Teniendo esto en cuenta podemos estimar el nimero
de submuestras que habria que analizar antes de detectar el
cambio (se trataria de una distribucién geométrica):

1
=15

> k< (1-p)
k=1
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El ARL para gréficos de variables)

Concepto de ARL

A este valor del nimero de muestras necesarias para detectar la
primera muestra defectuosa o fuera de control se denomina ARL
(Average Run Length).

ARL:L

1-p
El ARL o longitud media de racha es el promedio de puntos que
hacen falta representar en el grafico (muestras a tomar) hasta que
el primer punto muestre senal de fuera de control. El valor del ARL
puede calcularse analiticamente o por medio de simulacién.
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El ARL para gréficos de variables)

Concepto de ARL

ARLy_o =+

(0%

donde « es la probabilidad del error de primera especie. Si por
ejemplo estamos utilizando graficos de control 3 sigma, saldria un
ARL de 1/0,0027 = 370,37,

Para los grafico de Shehart se pueden graficar distintos valores
para el ARL en funcién de k y n.

El conocimiento de los valores de ARL para proceso bajo control y
fuera de control es fundamental en el disefio de los graficos de
control de calidad. Pues debemos asegurarnos de tener una baja
tasa de falsas alarmas (ARL bajo control alto) y, al mismo tiempo,
rapidez suficiente para detectar los cambio (ARL fuera de control
bajo).
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El ATS para graficos de variables)

Concepto de ATS

También se puede utilizar el ATS (Average Time to Signal) o
tiempo promedio hasta la sefial, como el tiempo promedio que
tardara el grafico hasta que éste indique una senal de falta de
control. Resulta sencillo obtener una férmula aproximada para el
valor de ATS si conocemos el tiempo entre muestras, h:

ATS = ARL.h
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Ejemplo de Control de calidad de un acero

Proceso de produccién de acero

laminado

Control de resistencia de acero
corrugado

Datos de 100 probetas de acero

Muestra

Muestrazo

1

x

Medias

s
BT

Recorridos  Desviaclones

23
1875

cuasi_desvia
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Ejemplo de Co

Histograma acero

Histogram of dureza

Salvador Naya Fernandez

Grafico de control para las

medias

xbar Chart
for grupos[1:20,]

530
I

525
I

Group summary statistics
520
1
—
S

510
L

Growp

Number of groups = 20

Center = 519 2948
StdDev=10.10011

LCL =505.7441
UCL =532 8455

Number beyond limits = 0
Number violating runs = 0
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| de calidad de un ace

Ejemplo de C

Estudio de la capacidad Curvas OC para acero

P Capability Analysi
mciz:g:u'fos'['ﬁ‘m"]a It OC curves for xbar chart
a |
o
o
E 5
=
&
a = |
E o
o
o
t T T f =
430 500 520 540 560
Mumber of 0bs =100 Target =520 Exp<LSL 0% g - et
Center =519.2948 LSL =430 Exp=USL 0% T T T T T T
StdDev=1010011  USL =560 Obs<L5L 0% 0 1 2 3 4 =
Obs=USL 0% -
Process shift (std.dev)
v
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Ejemplo de Control de calidad (Montgomery)

Anillos de pistén forjado

Table 53 Inside Diameter Measurements (mm) for Automobile Engine Piston Rings

Grafico de control

Sample
Number Observations % s

1 74019 73992 74.008 74010 0.0148

2 74001 74011 74004 74.001 0.0075

3 74021 74005 74002 74.008 0.0147

4 73.9 74003

s 74003

6 73996

7 74.000

N 73.997

9 74.005 74.004

10 74.007 73.998

1 73.995 73.994

2 74.000 74.001

13 73997 73.998

14 74.000 73.990

15 73.999 74.006

16 73.998 73.997

17 74005 74007 74.001

18 74003 74000 74007

19 74005 73997 73,998

20 74020 74003 74009

21 74005 7399 74.000

2 74006 74.009 74.002

2 73990 74000 74014 74.002

2 73993 74000 74010 74005

25 73995 74017 74013 73.998 0.0162
0.028 02351

74.001

0.0004

Salvador Naya

xbar Chart
for diameter[1:40, ]

74.020
I

SR
DizRsriia

73.890
I

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T 7T
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40

Growp

Nurber of groups = 40
Center=74.0036 LCL =7398789  Numberbeyond limits =0
StdDev= 001171539 UCL=74.01932  Numberviolating runs =0

Control Estadistico de la Cal




Ejemplo de Cont

Anillos de pistén forjado (se

eliminan datos)

Table 54 Inside Diameter Measurements (mm

on Automobile Engine Piston Rings

Sample
Number Obscrvations B 5
[ 73992 74008 74010 00148
2 73996 00046
3 74002 74008 00147
4 74000 74003 00091
s 74014 74003 0012
6 73996 0.0099
7 73999 00055
N 73988 T30 00123
9 74004 00064
10 73995 0.0063
n 73994 00029
[ 74.000 74000 00042
3 73994 00100
1 74000 739N T390 00153
15 74008 00087
16 73998 7399 0.0078
17 74005 00115
18 74003 74000 0.0070
1 74005 0.0085.
20 0.0068
2 74005 00122
2 74.006 0.0074
3 74000 74014 00119
2 74000 74010 0.0087
25 74017 74013 0.0162

Salvador Naya
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