1. TEMA 4: EL CONTROL DE FABRI-
CACION POR VARIABLES

Contenido del tema: Introduccién. Gréficos de control de la media. Capaci-
dad del proceso. Curvas OC. El ARL en el control por variables. Ejercicios del
tema.

1.1. Introduccidn.

Cuando la caracteristica de calidad puede expresarse en términos de una
variable aleatoria continua (longitud, peso, resistencia,...) tendrd interés con-
trolar el valor medio y la variabilidad, para ello existe toda una teorfa que se
engloba dentro del denominado control por variables.

Supondremos que queremos controlar una caracteristica medible, X, cuyo
objetivo o valor nominal, (en inglés Target: blanco u objetivo) se representard
por T'. Asi, si X representa a la variable aleatoria que mide la longitud de una
pieza, T serd la medida especificada por el diseno de la pieza en cuestién. En
este caso, supondremos que el proceso se ajusta de manera que la media de la
variable aleatoria X es precisamente 7'.

1.2. Graficos de control para variables

Para determinar la capacidad de un proceso debemos obtener datos de su
funcionamiento en condiciones normales, es decir tratando de eliminar todas las
causas asignables de variacién. En ese supuesto, estimar la capacidad equivale
a estimar la desviacién tipica de la caracter istica medible, X.

Dado que durante la propia recogida de informacién podria ocurrir que el
proceso pasase a una situacién fuera de control, es aconsejable tomar varias
muestras de tamano pequeno e igualmente espaciadas a lo largo del intervalo
de produccién. Denétese por z;; el j-¢ simo elemento de la i-ésima muestra
y considérese k, el nimero de muestras, y n, el tamano de las mismas. Si
el proceso hubiese permanecido bajo control a lo largo de todo el periodo de
recogida de informacion, puede estimarse la varianza mediante la cuasivarianza

muestral conjunta
k =
2 _ D in1 Z;L:1(xij — )

nk —1 ’
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siendo T la media muestral conjunta de los nk datos.

YT DT
kN

No debe olvidarse que el estado de control no es algo espontdneo siné un
logro en sf mismo, por ello es probable que no todas las k£ muestras provengan
de la misma poblacién. Por este motivo se utilizan los graficos de control.

El objetivo del control de procesos es detectar, lo antes posible, que el proce-
so estd fuera de control. Una vez detectada la salida de control del proceso debe
iniciarse una investigacion con el objeto de encontrar cual es la causa asignable,
eliminarla del proceso y volver a la situaciéon bajo control. Este método asegu-
ra que la variabilidad final que recibe el cliente sea mucho menor que si no se
realizara el control, independientemente de que todas las piezas puedan seguir
siendo correctas en cuanto a que pertenecen al intervalo de tolerancias.

Para el diseno de este tipo de graficos es necesario especificar el tamano de
la muestra, la amplitud de los limites de control y el intervalo de muestreo que
se va a utilizar. Para dar una solucién exacta a este problema de estimacién es
necesario contar con la ayuda de las personas involucradas en el proceso y tener
también en cuenta los factores econémicos del muestreo. En un primer estu-
dio analizaremos la estimacién de este tipo de graficos dando unas directrices
genéricas sin valorar estos aspectos econémicos.

Para la construccién de los grificos de control supondremos que se toman
de k muestras aleatorias de tamano n de los objetos de interés que se suponen
homogéneas. A continuacién se siguen los siguientes pasos que serdn diferentes
segun se estén utilizando las desviaciones tipicas muestrales s; o los recorridos
R;.

Sl

, con N = kn,

1.2.1. Gréficos de control (Z, R)

Para el control de una caracteristica medible y representada por una vari-
able aleatoria X, existen dos tipos de gréficos, por una parte gréficos que nos
ayuden a controlar la posicién (graficos de la media o mediana) y por otra los
que controlan la dispersién (gréficos de desviaciones, varianzas o recorridos).
Existiendo distintos graficos para el control de variables pero, por tradiccién,
uno de los mdas populares son los basados en rangos, basicamente por su gran
facilidad de célculo.

El rango de una muestra no es mas que la diferencia entre la mayor y la
menor de sus observaciones. Bajo la hipétesis de que la distribucién es normal,
puede calcularse la distribucién del rango muestral. En particular, su media
es dyo, donde ds es una constante que depende del tamano muestral, n, y que
estd tabulada. También estan tabulados los coeficientes Dy y D5 que definen el
intervalo en el que se debe encontrar el rango muestral con una probabilidad
del 99 % para una poblacién normal de varianza 1.
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En procesos bajo control, en los que se supone ¢ conocida, puede construirse
un grafico de control para la dispersion, medida ésta mediante rangos. Tomando
como linea central el valor esperado del rango muestral (deo) y como limites
de control los dados por las constantes tabuladas (D0 y Dy0), se realiza una
grafica en la que se representan los rangos muestrales. Cada vez que uno de
ellos se salga de los lfmites de control diremos que el proceso no estd bajo
control.

Puesto que R;/ds es un estimador insesgado de o y, por tanto, su media (a
lo largo de todas las muestras) también lo serd. Definiendo

—_— Z.Ri
R = 3
L

se tiene entonces que podemos estimar o mediante R/d, y construir los limites
de control de los gréficos de medias (llamados ahora gréficos (7, R)) mediante

_ 3R
T+ .
v Vnds

En donde T es la media global de todos los datos o, lo que es equivalente,
la media de las medias de cada submuetra:

= El;xl = Zl%] L con N = kn,

Sl

Si todas las muestras provienen de la misma distribucién entonces se tiene

que
Vndy(T; — )

R

tiene distribucién aproximada N(0,1). Con lo cual cada valor Z; debe estar en
el intervalo

= _ 3R = 3R |
vndy'© T y/ndy|

con probabilidad aproximada del 99,73. Utilizando intervalos de amplitud 3
sigma se tiene una probabilidad de cometer un falsa alarma o error de primera
especie « igual al 2,7 por mil, ya que 1 — a = 0,0027. Las constantes As estdn
tabuladas para distintos valores de n.

Podremos obtener los valores de los limites de control 30 para la media
como:

[T — A>R, T+ AsR|

LCL T — AR
CL = =
UCL = T+ AR
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Anédlogamente, el grifico de variabilidad mediante rangos tiene una linea
central con altura R y lineas de control DsR y D4R, estando Dy y D4 también
tabuladas.

Para la determinacion de D3 y Dy se debe de tener en cuenta que la idea es
construir limites de control inferior y superior para el recorrido medio (la linea
central en este caso serd R). Si suponemos que 0r = dso, un estimador para
OR Sera:

R
83 = dg—

da

por lo que podremos obtener como limites de control 3o:

_ _ R _
LCL = R—38R:R—3d3d—=D33
2
CL = R B
UCL = E+38R:E+3d3d—:D4Tz
2

donde las constantes, antes mencionadas D3 y Dy, que vienen dadas por:

d3

Dy = 1—-3-—=
3 a
ds

D, =1 —
4 + 3d2

estan tabuladas en funcién de los valores de n.

1.2.2. Gréficos de control (7, s)

Como se coment6 anteriormente para el caso de los recorridos, partideremos
de k muestras de tamano n. En este caso los pasos para la construccion del
grafico (7, s) serdn los siguientes:

1. Calcular la media y la desviacién tipica de cada muestra, T; v s;, respec-
tivamente (i = 1,2,..., k).

2. Calcular la media y la desviacién tipica global. La media global no es més
que la media de las medias muestrales, que puede calcularse promediando

las medias de cada submuestra o bien promediando el total de los datos
(kn)

T = , con N = kn,

DT Zz‘z]’xij
kN

4 TEMA 4: EL CONTROL DE FABRICACION POR VARIABLES



Esta media resulta ser un estimador insesgado de la media tedrica,

(también denominda por T' en este contexto). Como, la desviacién tipica

muestral es un estimador sesgado (aunque asintéticamente insesgado) de

la, desviacién tipica tedrica. De hecho se tiene FE [s;] = cy0, donde c¢; es

una constante, dependiente de n, que suele venir tabulada. De esta forma,

si/co es un estimador insesgado de o y ello motiva el utilizar
32

G = —
Co Cgk

como estimador (centrado) de la desviacién tipica tedrica.

Si la varianza fuese la misma en todas las muestras, el estimador prop-
uesto es ligeramente peor que el basado en la media de las cuasivarianzas

22 o 7.)2
A2 Zz 31‘ o Zz Zj(xlj xl) o n 2
T T T k1) _N—kzijs“

que es insesgado para o2, pero cuya rafz cuadrada no lo es para o. La
razén de usar 6 = 5/cy es que es mas robusto.

3. Contrastar si todas las medias son homogéneas. Si todas las muestras
provienen de la misma distribucién entonces se tiene que

Ve (T; — T)

tiene distribucién aproximada N(0,1). Con lo cual cada valor T; debe

estar en el intervalo
_ 35 _— 3s

T \/ﬁCQ - + \/ﬁCQ
con probabilidad aproximada del 99,73. Utilizando intervalos de amplitud

3 sigma se tiene una probabilidad de cometer un falsa alarma o error de
primera especie « igual al 2,7 por mil, ya que 1 — a = 0,0027.

4. Podremos obtener los valores de los limites de control 30 para la media
como:

LCL T — As
CL =7

en donde A; = ﬁ

Para ejecutar el contraste de que las k muestras, lo que equivale a realizar k
contrastes de hipétesis, se suele hacer uso de un gréfico en el que se representa
en abscisas el tiempo (el numero de muestras elegidas de forma temporal) y
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en ordenadas la media de la muestra en cuestién. Dibujando dos lineas hori-
zontales, o limites de control, de altura igual a los extremos del intervalo ante-
riormente mencionado, se comprueba facilmente cuando alguna de las medias
en cuestion cae fuera de los limites de control, siendo esto indicacién de que el
proceso, en ese instante, estd fuera de control.

1.2.3. Gréfico de desviaciones tipicas s

Este es un gréfico en el que se mide la variabilidad de cada muestra haciendo
uso de su desviacion tipica, s;. Puede demostrarse que un intervalo que contiene
a la desviacién tipica muestral s; con probabilidad aproximada de un 99,73 %
es el dado por (B33, B4S) donde las constantes Bs y By (que dependen de n)
estdn tabuladas.

Para construir este gréfico de control se procede de la siguiente forma:

1. Dado n, encontrar los valores Bs y B4 y calcular 5. Con todo ello obtener
los limites inferior B3s y superior B,s de control.

2. Construir un grafico que presente en abscisas el tiempo y en ordenadas
los valores s;. Trazar también las lineas central (5 ) y los limites de control

3. Si alguna de las desviaciones tipicas se sale de los limites de control, se
admite que el proceso no esta bajo control en ese instante.

1.2.4. Graficos de control (Z, s)

Es frecuente, la mayaria de los programas de ordenador lo hacen, usar las
cuasidesviaciones tipicas, §;, en lugar de las desviaciones tipicas muestrales, en
este caso los valores de las constantes cambian. De hecho se tiene E [3;] = ¢40,
donde ¢4 es una constante, dependiente de n, que suele venir tabulada. De esta
forma, §;/c4 es un estimador insesgado de o y ello motiva usar:

E:Zigi

o =
C4 cak

como estimador (centrado) de la desviacién tipica tedrica.
El valor ¢4 viene dado por la expresion:

2 (2

n— 1T (21

2

Cq =

Podremos obtener los valores de los limites de control 30 para la media
como:
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LCL = T
CL =7
UCL T+ Ass

en donde A5 = ﬁ

En este supuesto que §/cy se utiliza para estimar la desviacién tipica, se
pueden obtener los siguientes limites para el grafico de dispersion:

LCL = Bs8
CL H
UCL = B8

— 3 2 _ 3 2
endonde By =1—2y/1—cijy Bi=1+2+/1—¢.

1.2.5.  Otros graficos de control para variables

Aunque los gréficos vistos anteriormente son los mds utilizados, existen
otras opciones.

Gréficos con valores poblacionales conocidos

Cuando se conocen la media o la desviacién de la variable a estimar podria
utilizarse estos valores para la construccion de los diagramas de control:

LCL = p—Ac
CL = pu
UCL = p+Ac
en donde A = \%

Del mismo modo para la construccién de un gréfico tipo R conociendo la
desviacién o, teniendo en cuenta que o = R/ds, y que or = d3o quedaria:

LCL = dyo —dsoc= Do
CL = dQO'
UCL = d20’ -+ ng' = DQO’

en donde D1 = d2 — 3d3 y D2 = dg + 3d3
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Figura 1-1 Grafico para la media con 20 subgrupos utilizando las desviaciones
tipicas.

Gréficos probabilisticos

También existe la opcién de utilizar gréficos basados directamente en la
varianza muestral del proceso (o en la cuasivarianza) S? :

52,
LOL = ——Xajzn-1
CL = S?

S2?
UCL = m %—a/27n—1

en donde x? jon—1Y X3, J2n—1 denotan los cuantiles correspondientes de la
distribucién Chi-cuadrado de Pearson con n-1 grados de libertad. En el caso
que se tuviese un valor conocido de ¢ también podria utilizarse en la expresion
anterior.

Gréficos para medidas individuales

En el supuesto que lassubmuestras utilizadas sean de un solo valor, es decir
el tamano muestral n es 1, este es un caso frecuente en control de calidad de
industrias quimicas, en las que no tiene mucho sentido tomar muestras de varias
unidades de la misma mezcla (piensese en una cervezera). En este suelen usarse
medias méviles de distinto orden o la amplitud mévil entre dos observaciones
sucesivas para estimar la variabilidad del proceso, a partir de estas amplitudes
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se estimaria la media de esos rangos. Asi si se utilizasen sélo dos valores las
constantes utilizadas para el grafico serfan las equivalentes a las usadas de una
muestra de tamano n = 2 que resulta un valor de dy = 1,128.

Estimacion de la capacidad

Si en alguno de los dos graficos anteriormente citados hay alguna muestra
que se sale de los limites de control, la eliminaremos, pasando a representar
nuevamente los gréaficos excluyendo los valores fuera de control. Si en ese mo-
mento todas las muestras se hallan bajo control, las consideraremos un grupo
homogéneo y en caso contrario procederemos como se acaba de indicar, elim-
inando las muestras fuera de control y repitiendo el proceso hasta obtener un
grupo homogéneo.

Seguidamente se contrasta la normalidad de la distribucién de fabricacién
con los datos de los casos que han quedado bajo control. Para ello pueden
utilizarse contrastes como el chi-cuadrado, Kolmogorov-Smirnov-Lilliefors, o el
de Shapiro-Wilk (entre otros).

Una vez comprobada la normalidad, la varianza se estimara mediante 5/cs.
En procesos mal controlados (es decir, con muchas muestras heterogéneas) el
estimador anterior puede ser poco preciso. En tal caso, es conveniente tomar
la estimaciéon como un valor inicial en base al cual comenzar a controlar el
proceso.

1.2.6. El concepto de capacidad

En todo proceso productivo se puede definir una medida de la capacidad
que el proceso tiene para cumplir para satisfacer sus especificaciones de calidad.
Es el llamado indice de capacidad.

Si la caracteristica de calidad es continua y con distribucién N (7', o), cuando
el proceso se encuentra bajo control casi la totalidad de las unidades produci-
das (exdctamente el 99,73 % de las mismas) se encuentran en un intervalo de
amplitud 60, centrado en el valor nominal, 7. Matemé&ticamente,

P(T-30<X<T+30) = P(|X—T|<30)=2%(3)—d(-3) =
20(3) —1 = 2-0,998650 — 1 = 0,9973

Por ello, el intervalo [T' — 30,7 + 30| se denomina de tolerancias naturales
o intrinsecas del proceso. Teniendo esto en cuenta se define la capacidad del
proceso como 60.

Para analizar la adecuacién de un proceso a las especificaciones preestable-
cidas es absolutamente necesario conocer su capacidad. Supéngase que el in-
tervalo de tolerancias de fabricacién de un proceso es (LS, L), centrado en 7.
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Entonces, se define el indice de capacidad del proceso como

LS-LI

IC
60

Atendiendo al valor del indice de capacidad se presentan tres casos diferen-

ciados:

1. IC' < 1. El proceso no puede cumplir las especificaciones requeridas.

Ademis, cuanto méds pequeno sea el indice de capacidad mayor serd la
proporcion de piezas defectuosas. La recomendacién prictica serd tratar
de reducir la variabilidad no asignable, lo cual requiere cambios en el pro-
ceso o en el producto. Si esto no es posible, el proceso ha de someterse a
una inspeccién muy frecuente para prevenir cualquier pequeno desajuste
que aumente, atin més, el nimero de defectuosos. Nunca deben modifi-
carse las tolerancias, que deben estar basadas en especificaciones técnicas
y razones econdmicas, pero no en la capacidad del proceso.

. IC = 1. Segin lo apuntado anteriormente, el proceso fabricard aproxi-

madamente un 0,3 de defectuosos. Tradicionalmente un tipo de proceso
que cumpliese esta caracteristica se consideraba justamente apto para la
fabricacién. No obstante, en la actualidad este porcentaje de defectuosos
puede ser inaceptable en muchos productos (cuyas proporciones de de-
fectuosos se cuentan en uno o dos por millén). Ademds también exije
un control muy estricto porque pequenos desplazamientos de la media
pueden provocar aumentos muy considerables de la proporcién de defec-
tuosos.

. IC > 1. En este caso el porcentaje de defectuosos es realmente muy pe-

queno (aunque la palabra “pequeno” siempre es relativa ya que depende
del sector industrial concreto). Por este motivo tan sélo es necesario su-
pervisar el proceso por si se producen desviaciones acusadas del estado
de control.

El indice de capacidad nos permite calcular el porcentaje de defectuosos,

pero ademds también ayuda a elegir entre procesos alternativos, a establecer
un sistema de control durante la fabricacién mediante la toma de muestras
cada cierto tiempo (ver tabla adjunta) e indica un punto de partida para la
mejora del proceso. En la metodologfa Six Sigma este indice se busca que de
un nimero superior a 2.

10

Indice de capacidad Frecuencia de inspeccion

IC<1 Todas las unidades

1<IC<14 Intensiva (cada 15 6 30 minutos)
1l4<IC<17 Moderada (cada hora)

1,7<IC <2 Espaciada (cada 2 horas)

2<IC Depende de la frecuencia de anomalias
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CAPACIDAD A TRES SIGMA

Figura 1-2 Concepto de capacidad seglin seis sigma.

Example 1 La desviacion tipica de un proceso de fabricacion de componentes
electronicos es 0,05 V. Se trata de fabricar dos componentes A y B que se
consideran defectuosos si su tension var ia mds de 0,5 V. Calcular el indice de
capacidad del proceso si el coste de fabricacion de ambos es el mismo, 50 euros.
pero el coste de fallo para el usuario es de 80 euros para A y 250 para B.
Suponiendo una funcion de coste cuadrdtica, los costes sociales en cada caso

son
80

T 025

250

CA($) = 07—25

(z—T) Cp(x) (z—T)

luego, los intervalos de tolerancias son [T — 0,395,T — 0,395], para el A, y
[T — 0,224, T +0,224], para el B. Como consecuencia, sus indices de capacidad
son ICy = 8% =263 yICp = % = 1.49. Asi pues el proceso A es muy
capaz y la inspeccion es poco frecuente, mientras que en el B, la capacidad es
adecuada y la inpeccion debe ser moderada. Desde la perspectiva Sixz Sigma el

proceso B no seria capaz, mientras que el A si.

Example 2 Para determinar la capacidad de un proceso se toman k = 25
muestras de tama no n = 6 y se calculan la media y la desviacion tipica de
cada una de ellas. A continuacion se adjuntan los resultados de las medias
de cada muestra, indicando entre paréntesis la desviacion tipica: 53 (9,3), 51
(3,1), 48 (2,5), 48 (1,3), 48 (6,7), 51 (7,9), 49 (3,8), 51 (8,2), 48 (2,6), 49 (5,4),
47 (4,4), 47 (5,1), 57 (2,9), 51 (4,1), 48 (1,4), 49 (4,2), 52 (5,3), 50 (6,6), 51
(6,7), 51 (8,1), 49 (6,0), 50 (7,9), 49 (9,8), 46 (4,2), 47 (3,5).

Pueden calcularse facilmente los limites para los grdficos de control. Para el
grifico de medias las lineas de control son T + \/?;—f@ =56,34 yT — \/%562 = 42,86,
con linea central en 49,6. Por su parte, para el grifico s, las lineas de control
son B4s = 10,32 y B3s = 0,1597, con linea central en 5,24. A partir del total de
25 muestras la estimacion para la media del proceso es 49,6 y para la desviacion
tipica, 5,51.

Mediante los grificos de control (T,s) y s, resulta facil ver que la muestra
nimero 18 (con una media de 57 y una desviacion tipica de 2,9) se sale de
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control en el grifico de medias. Si se procede a eliminarla y se calculan nueva-
mente los limites de control (56,16 y 42,42, para el de medias, con linea central
en 49,29, y 10,51 y 0,1627, para el de desviaciones tipicas, con | inea central
en 5,34)

Ahora ya no hay ninguna muestra que se salga de control y, por tanto,
finaliza el procediento para determinar la estimacion de la media y la varianza
del proceso, siendo esos valores T = 49,29 y & = 5,61. De hecho, el intervalo
de tolerancias naturales del proceso seria (32.46,66.12), de longitud 33. 66.

Example 3 Determinar el nimero de submuetras k, en un grifico de control
para la media, en el que queremos elegir submuestras de tamano 4, y pre-
tendemos que la diferencia entre el valor nominal y la media muestral no sea
superior a 5 milésimas con un riesgo o = 0,1, suponiendo una desviacion tipica
de 0.02.

Utilizando la férmula para un intervalo de confianza en el que el tamano
muestral seria kn, se obtiene

Zon\
kn = (U /2>
€

A 1(0,02(2,575)
4\ 0,005

k= 26,523

Por tanto habria que tomar un total de 27 submuestras de tamano 4.

Una vez determinada la capacidad de un proceso, se compara con las tol-
erancias del producto, para hallar asi el indice de capacidad y seleccionar la
frecuencia de muestreo. Asi se da paso al llamado control de fabricacion.

El objetivo del control estadistico de fabricacién es comprobar continua-
mente si el proceso se encuentra bajo control. Es un error muy frecuente el
pensar que el control de fabricacién se introduce para observar si el producto
se halla dentro de tolerancias (cambiando los 1i mites de control por los de
tolerancia).

Construyendo graficos de medias y de variabilidad puede observarse si, a
lo largo del tiempo, el proceso estd bajo control, simplemente viendo que en
ninguno de los dos graficos las observaciones se escapan de los | fmites de
control. Si, por el contrario, en alguno de estos gra ficos una muestra se sale
de control, dado que la probabilidad de error de tipo I (afirmar que la muestra
no estd bajo control cuando realmente lo estd) es muy pequena (del orden del
1), rechazaremos el que el proceso se encuentre bajo control en ese instante e
investigaremos las causas de este hecho para evitarlas en el futuro.
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1.3.  Curva caracteristica de operacién (Curva OC)

Con objeto de valorar la idoneidad de los gréficos de control para detectar
cambios en el proceso se puede recurrir a la teoria de los contrastes de hipdtesis,
en donde la hipdtesis nula serfa considerar que el proceso estd bajo control
frente a la alternativa que serfa que el proceso no estd bajo control, bajo estas
premisas surge los conceptos de error de tipo I que serfa el error que se comete al
suponer el proceso fuera de control cuando realmente estd bajo control, también
llamado en este contexto riesgo del vendedor o proveedor o riesgo a (también
se puede llamar probabilidad de falsa alarma) y el error de tipo II; que es el
que se comete al considerar que el proceso si estd bajo control no estdndolo,
llamado riesgo 8 o riesgo del comprador. Estos riesgos dependen del tamano
de la muestra y de los intervalos de aceptacién y rechazo de la hipétesis nula.
Cuando se grafican el riesgo [ en funcién de la magnitud del cambio que se
pretende estudiar (normalmente expresado en unidades de desviacién estandar)
se obtiene una curva denominada Curva Caracteristica de Operacion o curva
OC (Operating Characteristics, que serfa la equivalente a la curva de potencia
de un contraste, concretamente serfa uno menos la potencia).

En la figura 1-3 se muestra la curva OC para el control de la media del
proceso, mientras que la figura 1-4 muestra como varian estas curvas en funcién
del tamano muestral de cada submuestra, graficando la probabilidad de aceptar
en funcién de valores de la media en el primer caso y en funcién de la desviacién
tipica en el segundo caso.

Curva O para X-bar

- B
1E - . ]
IR

23

Friaceplar)

a1z

oo o=- : . .. . .. ' 7
S0 S S0 5230 531 0 350
Media el Procesn

Figura 1-3 Curva OC para la media del proceso.

En el caso de que estemos interesados en calcular el error de tipo II al pasar
de un valor nominal p a un valor p; = p, + ko, supuesto que la caracteristica
de calidad medible se ajusta a una distribucién N(u, o), con lo que la media
muestral T € N (u, \/iﬁ), si suponemos que UCL = py+d7= y LOL = pg—d-—=
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OC curves for xbar chart
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Figura 1-4 Diferentes curvas OC en funcién del tamafio de las submuestras.

p = P(LCL<Z<UCL/pu=py = p,+ ko)

5 q)_UOL—guo—Irk:a) e LOL—(U,uo—l—ka)
i Vi VA

5 = q)_ﬂo+d\/iﬁz(ﬂo+k0) B po — d-7= — (ko + ko)
i vn VA

B = ®[d—kyn] —®[—d—kyn]

En el supuesto més clésico en que se usen limites 3 sigma (d = 3), tomando
por ejemplo n =5y k =1, es decir p; = g + o, tendriamos:

3 = @[3—1\/5} —@[—3—1\/3]
— $[0,76393] — & [~5.236 1]
~ (,7764

En este supuesto el error de tipo II tiene una alta probabilidad, si lo que se
pretende es medir el riesgo cuando p; = p, + 20, realizando célculos similares
se obtendria un valor de 0,07 para la probabilidad de error de tipo II.

Para la construccién de la curva OC' para un gréafico de variables se puede
hacer una gréfica en la que en el eje Y se ponga la probabibilidad del error
de tipo II o riesgo [ y en el eje de abscisas distintos valores para k, segin la
expresion = ® [d — ky/n] — ®[—d — ky/n], de esta forma es posible obtener
varias curvas OC para cada uno de los tamanos de las submuestras consideradas
n.
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Dados los puntos en la curva caracteristica (0,«) y (¢;,3) teniendo en
cuenta la teorfa de contraste de hipdtesis, suponiendo una que los datos siguen
una distribucién normal, el tamano muestral vendria determinado por:

2
. Z%—l—Zg
d

siendo d el descentrado relativo, es decir,

)

En este contexto la probabilidad de rechazar Hy(u = 1) vs Ho(p # i) :

2—[®(Zs —dvn) + @ (Zs + dv/n)]

La curva caracteristica o probabilidad de aceptar Hy en funcién del descen-
trado d, seria:

OC(d) = ® (Zs —dy/n) +® (Za +dy/n) — 1

En el supuesto de que estemos interesados en contrastar hipéteis unilateral
del tipo Ho(p = po) vs Ho(p > 1), la expresion de la curva caracteristica
serfa:

OC(d) = ® (Zs —dv/n), d>0

y el tamano de la muestra en este supuesto unilateral de la hipétesis alter-
nativa se podria calcular fijando los puntos de la curva caracteristica (0, a) y

(d, B) mediante:
o (Zat 2 2
- d

®(Za —dyn) <= —Zg>Za —dy/n

ya que

Ejemplo: En la fabricacién de botes de refrescos se quiere verificar que su
valor nominal estd entorno a los 33 cl que marca el envase, para determinar
el valor de la curva caracteristica para un valor del tamano muestral de 5 se
queremos detectar un cambio cuando el contenio medio sea inferior a 32 cl,
suponiendo una desviacion tipica poblacional de oy = 1,23 obtendriamos:

Ll pl _[33-32)
oo 1,23

Por tanto OC(d) = ® (1,645 — 0,81301V/5) = ®( —0,17) = 0,4325:
Esto quiere decir que si la media del proceso fuese realmente 32 cl en el
43.25% de las muestras de tamano 5 se llegaria a aceptar que la media real

= (,81301
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es de 33 cl (Hipotesis nula), es decir cometeriamos un error de tipo II con
probabilidad 0.4325, lo que llevarfa a buscar otro test distinto o bien a aumentar
el tamano muestral con objeto de hacer este mds potente (la potencia en este
caso serfa sélo del 56.75 % (1 — 0,4325).

Si quisieramos una potencia del test del 95% (8 = 0,05, Zs = 1,645)

Zo+ Z5\" 1,645 + 1,645 2
> (ZeT 2B (2222 T 0 4637
n—( d ) ( 0,81301 ) :

1.4. EI ARL para graficos de variables

El uso de las curvas caracteristicas permite estimar el tamano muestral
necesario para detectar cambios en el riesgo 3. La probabilidad de que se detecte
un cambio en la k-ésima muestra posterior, serd 1 — 3 veces la probabilidad de
no descubrirlo en cada una de las k£ — 1 muestras iniciales. Asi la probabilidad
de detectar el cambio en la primera muestra es 1 — 3, en la segunda muestra
serd 3 (1 — /), en general la probabilidad de conseguir detectar el cambio en la
k-ésima muestra serd: 35! (1 — ). Teniendo esto en cuenta podemos estimar
el nimero de submuestras que habria que analizar antes de detectar el cambio
(se tratarfa de una distribucién geométrica):

— 1
S kB (1-p) = 1-3
k=1
A este valor del nimero de muestras necesarias para detectar la primera
muestra defectuosa o fuera de control se denomina ARL (Average Run Length).

1

El ARL o longitud media de racha es el promedio de puntos que hacen falta
representar en el grafico (muestras a tomar) hasta que el primer punto muestre
senal de fuera de control. El valor del ARL puede calcularse analiticamente o
por medio de simulacién (véase la figura 1-5).

Si por ejemplo se tuviese un valor para 5 de 0.05 el nimero esperado de
submuestras que habria que analizar para detectar el cambio serfa de 1053,
mientras que si el riesgo 8 fuese grande, por ejemplo 0.75, harfan falta sélo 4
muestras. Es precisamente a raiz del estudio de este tipo de curvas OC cuando
surgen las recomendaciones de tomar 20 o 25 submuestras para establecer los
limites de control. En el caso en que se si verifica la hipdtesis nula, es decir,
cuando si estd el proceso bajo control, se tiene:

1
ARLj—g = —
«
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donde « es la probabilidad del error de primera especie. Si por ejemplo
estamos utilizando graficos de control 3 sigma, saldria un ARL de 1/0,0027 =
370,37,

Para los gréafico de Shehart se pueden graficar distintos valores para el ARL
en funcién de k y n.

El conocimiento de los valores de ARL para proceso bajo control y fuera
de control es fundamental en el diseno de los graficos de control de calidad.
Pues debemos asegurarnos de tener una baja tasa de falsas alarmas (ARL bajo
control alto) y, al mismo tiempo, rapidez suficiente para detectar los cambio
(ARL fuera de control bajo).

También se puede utilizar el ATS (Average Time to Signal) o tiempo prome-
dio hasta la senal, como el tiempo promedio que tardard el grafico hasta que
éste indique una senal de falta de control. Resulta sencillo obtener una férmula
aproximada para el valor de ATS si conocemos el tiempo entre muestras, h:

ATS = ARL.h

Curva ARL para X-bar
500 & ‘ ' ' ' g

400 © £
300 © ]
200 = ]

100 [ E

o
T
1

510 514 518 522 526 530
Media del Proceso

Duracion de ejecucion media

Figura 1-5 Curva ARL.

1.5. Ejercicios del tema

1.5.1. Ejercicio 1:

En un control de calidad la responsable del empaquetado estd interesada en
controlar el contenido de humedad de dichos paquetes, para ello seleccionada
32 submuestras de tamano 5, como medida toma el contenido de humedad en
los paquetes de sal, como porcentaje del peso total. Resultando una media de
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las 32 submuestras de 2.6502, una media de las desviaciones tipicas de 0.2425
y una media de los recorridos de 0.6066

a) Calcular los limites de control utilizando las desviaciones al nivel 3o.

b) Calcular los limites de control utilizando los recorridos al nivel 3.

c) A la vista de los resultados, ;qué diagrama de los anteriores considera
mejor?

1.5.2. Ejercicio 2

Para realizar un control de calidad sobre el porcentaje de materia grasa
de una determinada marca de mantequilla, se seleccionaron 100 embases de
mantequilla, elegidos en submuestras de tamano 5. Se determiné el contenido
de de materia grasa total de cada embase, resultando los datos de la tabal
adjunta.

a) Calcula los limites de los gréaficos de control 3 de medias para el
contenido medio de materia grasa.

b) Calcula los limites de los graficos de control de desviaciones tipicas

c) Considerando como intervalo de tolerancias de materia grasa [65,95],

jcudl serfa la capacidad del proceso segiin una metodologia 307
Subgrupo Tamano X-bar S

1 5 85,4626 8,21722
2 5 78,1281 3,66889
3 5 78,9408 3,2049

4 5 78,9221 5,43189
5 5 82,544 5,77852

6 5 79,9901 5,08758
7 5 78,8692 4,22067
8 5 78,8248 7,59128
9 5 79,5877 1,63957
10 5 78,5338 3,64375
11 5 78,8045 4,54403
12 5 80,7316 3,18696
13 5 76,208 3,83605
14 5 79,589 6,29734
15 5 83,5223 5,30842
16 5 80,1668 5,11653
17 5 77,278 3,28091
18 5 81,6929 1,22231
19 5 76,6554 5,13308
20 5 76,1949 3,79899

Pueden ser de interés los siguientes datos (calculados a partir de la tabla
anterior):
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Media del Proceso = 79,5368
Sigma del Proceso = 4,79847
Sigma Media = 4,51044

1.5.3. Ejercicio 3

Para controlar la calidad de un acero, se toman 10 muestras de tamano 6
y se calculan la media y la cuasidesviacién tipica muestral de la dureza (en
Rocwell C) de cada una de ellas. A continuacién se adjuntan los resultados de
las medias de cada muestra, indicando entre paréntesis la desviacién tipica: 53
(9.3), 51 (3.1), 48 (2.5), 59 (1.3), 48 (6.7), 51 (7.9), 49 (3.8), 51 (8.2), 48 (2.6),
57 (5.4).

a) Calcular un intervalo de confianza, al 99.7 %, para la dureza media
del acero, puede utilizarse como desviacion tipica muestral 5.51.

b) Deducir los limites de los gréficos de control 3 de Medias y de
desviaciones tipicas. ;Qué conclusiones se sacarian de cara a controlar la cali-
dad? ;Estaria el proceso bajo control?

c) Considerando como amplitud del intervalo de tolerancia 30, ;Cudl
serfa la capacidad del proceso segiin una metodologia 3M?

1.5.4. Ejercicio 4

Se estd investigando la consistencia de un proceso de fabricacion. Los sigu-
ientes datos se tomaron en cuatro momentos distintos de un dfa. Cada vez,
se extrajeron cinco articulos acabados y se obtu-vieron las siguientes medidas
para cada uno:

M1 M 2 M 3 M 4

1.025 1.036 1.011 1.022

1.042 1.016 1.029 1.027

1.013 1.028 1.031 1.046

1.027 1.023 1.021 1.033

1.018 1.025 1.019 1.034

a) Determinar los graficos de control de la media (a partir de la desviacién
tipica y del recorrido), la desviacién tipica y el recorrido para un nivel de
confianza del 95 %. Dibujar las cuatro muestras en estos graficos.

b) Discutir si se debe hacer algiin cambio a los graficos de control obtenidos.

c¢) Estimar la proporcién de articulos que tendran una medida menor o igual
que 1.000 cuando el proceso estd bajo control.
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