MOTIVACION DEL PRINCIPIO
BOOTSTRAP

1. Nota historica.
2. El bootstrap uniforme.

3. Cdlculo de la distribucién bootstrap: distribucién exacta y aproximada
por Monte Carlo. Ejemplos.

¢QUE ES EL BOOTSTRAP?

Procedimiento estadistico que modeliza el muestreo de una
poblacion mediante el remuestreo de una muestra.

e Ventajas
Sin hipdtesis sobre el mecanismo que genera los datos.

e Inconveniente
Técnica de “computacion intensiva” (suavizada por la fuerza
bruta del método de Monte Carlo).

e Etimologia
bootstrap = oreja.

El siguiente modismo anglosajon sugiere su filosofia:

“to pull oneself up by one’s bootstraps”

(reponerse gracias a sus propios esfuerzos)




BREVE NOTA HISTORICA SOBRE EL BOOTSTRAP

PREHISTORIA (precursores tedricos remotos)
e | APLACE (1810). Teoria limite de primer orden.
e CHEBYSCHEV (final s. XIX). Teoria limite de segundo orden.
PRIMERAS CONTRIBUCIONES
e HUBBACK (1878-1968). Esquemas de muestreo espacial para ensayos
agricolas.
e MAHALANOBIS (afios 30 y PGM). Precursor del bootstrap por bloques.
OTRAS CONTRIBUCIONES
® GURNEY/McCARTHY/HARTIGAN (afios 60, 70). Métodos de half-
sampling para estimacion de varianzas (U.S. Bureau of de Census).
® MARITZ/JARRET/SIMON (afios 70, 80). Métodos de permutaciones
relacionados con el bootstrap.
ACTUALIDAD
® EFRON, B. (Stanford University). Fusiond la potencia de Monte Carlo
con la resolucion de problemas planteados de forma muy general.
® HALL, P. (Australian National University). Estadistico excepcional que

dedica al bootstrap gran parte de su produccién.
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X con distribucion F desconocida — 0 = Q(F)
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BOOTSTRAP UNIFORME
El bootstrap uniforme estima la distribucion poblacional con la empirica.

F(x)=P(X <x)

-t

i y y A n°obs.x, <x 1<
. |=|/n ni_ Fx)=———"=2==3"1
X, .. X,

r= = n n g
xn pa L 1 X
< <
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e [’ esuna funcién de distribucién que asignamasa 1/nacada z,1 = 1,...,n.
e X con distribucién I es la variable aleatoria discreta que toma valores z,1=1..n
con probabilidad 1/n.

Notemos que 1 1
* o n . * o n —\2
EX = EZH r; VX = ;Zi—l (z, — 7)

R(X;F):éze()?):% X =X  ¢Distribucion?

2
-]
n

n . . . .
1 ¥ —. Distribucién conocida o
- Z . aproximable por Monte Carlo

NOTA. Aproximamos la distribucion de )_(, variable de la que solo conocemos un
valor, por la distribucién de X .
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~om 1) P ang (e,

R(f(*ﬁ) — 0 =0 X*) _ v Distribucién conocida o
’ aproximable por Monte Carlo

)
R()_(’;F):éze(_)):X(m) éDist.? |— N|c
(sin

NOTA. Aproximamos la distribucion de X(m), variable de la que solo conocemos un
valor, por la distribucién de X(*m)'

CALCULO DE LA DISTRIBUCION BOOTSTRAP

e Puede calcularse exactamente (con dificultad si n es grande) si el nimero
de posibles valores de R )?*;F) es igual al nimero de posibles m.a.s. de
tamafio n extraidas de X sin tener en cuenta el orden. Por ejemplo, si X
es continuay R()?;F) =0 = 0()?) = Q(ﬁ) es un estadistico funcional
(toma el mismo valor sobre todas las permutaciones de una muestra
dada), como una media o varianza muestral.

NO Sl
Funcional Funcional
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CALCULO DE LA DISTRIBUCION BOOTSTRAP

e La distribucion bootstrap puede calcularse exactamente en algunos casos
de modo sencillo, como por ejemplo cuando el estadistico de interés es la
mediana muestral.

R(X;F)=X,, si n=2m-1

e La distribucidn bootstrap siempre se puede aproximar por Monte Carlo.

e CALCULO EXACTO SI #R( X*;ﬁ)z#m.a.s. de X" (SALVO EL ORDEN)
iCoémo se genera 1* — Z/ ?
a
P(x,)=1/n . .
() () = (50)

@ @ n extrac. con reemplazamiento = m.a.s. (n) de X “con dist. £

Si N, =n°de veces que se obtiene x, = #{X* = xi} , entonces

(Vo M) M, (1 (Y1 11)
P(N, =nl,...,Nn=nn)=ﬁGjm [lj =M {n >0, Zn —n}

n n!-n!

Por lo tanto, ésta es la probabilidad de cada m.a.s. particular de X" con dist. F, salvo
permutaciones de sus elementos. En consecuencia, bajo la suposmon anterior, es
también la probabilidad de cada valor de la variable bootstrap R X F
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VECTOR DE REMUESTREO BOOTSTRAP

Se llama vector de remuestreo bootstrap al vector aleatorio

P =(P...p) :%(Nl,..., ) E%M” (n (llD

n n

Sus valores, también llamados vectores de remuestreo (particulares), son masas de
probabilidad sobre Xx,,...,x  cuyas coordenadas son (salvo 1/n) nimeros enteros
gue suman n. Cada vector de remuestreo caracteriza un elemento de X (réplica
bootstrap de (..., X, ) ). Asi, sin=5, (2/5,0,1/5,2/5,0) = (x,,%x,X;,%,,X, ) -

Vectores de remuestreo bootstrap. Caso n=3.

(0,0,1)=B (O,f’zj

Simplex S, proyectado (32 dim.: p; =1—p, — p,)

Ejemplo de calculo exacto de la distribucion bootstrap

R(X:F)=0=0(%)=0(F)=%  R(X':F)=0"=0(%)=0(F)=X
D[R(X%:F)=X] « D|R(X':F)=X]

xTSerem (N N,Ny)  (BLBLE) 3037 ninte! X
(x,x,%)  (3,0,0) (1,0,0) 0,0370 (3x,)/3
(x,,%,,x,)  (0,3,0) (0,1,0) 0,0370 (3x,)/3
(x;,%5,%,)  (0,0,3) (0,0,1) 0,0370 (3x,)/3
(x,,%,,3) (LL1)  (1/3.1/3,1/3) 02222 (x+x,+x,)/3
(x,%,x,) (2,1,0)  (2/3,1/3,0) 01111  (2x,+x,)/3
(oxex;)  (2,01)  (2/3,0,/3) 01111 (2x,+x;)/3
(x,x,x,)  (L2,0)  (1/3,2/3,0) 01111  (x,+2x,)/3
(x,x,x)  (0,21)  (0,2/3,1/3) 01111 (2x,+x3)/3
(%55, %3) (1,0,2) (1/3,0,2/3) 0,1111 (x,+2x,)/3
(x,,%3,%3) (0,1,2) (0,1/3,2/3) 01111  (x,+2x)/3




Como consecuencia de las consideraciones multinomiales anteriores, la distribucidn
bootstrap puede considerarse continua:

(Nl,...,Nn)eMn(n,(%,...,%))
P(N,=n,,...,N, =nn)=”—!(ljn] (lj =L' {n,. >0, =n}

nm!--n !\ n n n!l---n! P
, 2n-1
e N2 de atomos de (Nl,,,,,Nn):
n=3 300 = eeexx n
030 —> XeeeX .
003 —> XxXXees ][\l‘de g
111 exX X ormas de
210 : ->-<><>-<>< ° total 2n—1 2n—1 seleccionar
L n°total = =

201 — eexXXe n— n 2 cruces
120 — exeex entre.S
02] — XeeXe x  separador posiciones.
102 — exxes [ d ]
012 — Xexee — ¢ ato

o Atomo mas probable (1, =---=n, =1) : probabilidad = n!n™"

TABLE A.l. Number of atoms, (*",7), of bootstrap distribution,
together with probability, n!j_n", of most likely or modal atom. In
each case the modal value is §, the original statistic computed from

the sample.
number probability of

n of atoms most likely atom
By, 3 0.5

3 10 0.2222

4 35 0.0940

5 126 0.0384

6 462 1.5 x 10~2
7 1,716 6.1 x 103

8 6,435 2.4 x 1073
9 24,310 9.4 x 10~
10 92,378 3.6 x 10~*
12 1,352,078 54x10°®
15 7.8 x 107 3.0x 1076
20 6.9 x 1010 2.3x10°%




e CALCULO EXACTO EN CASOS PARTICULARES: MEDIANA MUESTRAL

0=cy, =cl/2(F):inf{t/PF(Xél)Zl/Z}

() -0-0[%)-0(F) -1 (F )00
D[R()? F)= (,,,J « D|R(X X, |
NOTA. X,

......
(4)
(2,2,5,16 1,6,7,7)

Si %=(%,00%,)=(4,5,7,2,6,1,9) - (1,1,4,|4 ,4,6,7)
(45,5.6]7.9.9)




e LA DISTRIBUCION BOOTSTRAP SIEMPRE SE PUEDE APROXIMAR POR
MONTE CARLO

Si se conoce el mecanismo que genera los datos se podra simular el mecanismo
que genera los valores de cualquier variable R(X;F) :

X"/ F conocida (escenario controlado)

X o (R =RXGF) [ p ey cmobsrsx
m.a.s. natural d B B
_MC 1 & o
A :R(yc*”;F) * E:R “pL”
b=1,...B Me 18 (. 1E ., ?
m.a.s. artificiales * I:R :_ZK’/ ——Zr j
B4 BiI
SMe .,
e C =7
P

(&3]

NOTA. Las V.A. que aportan esas 4 estimaciones, obtenidas reemplazando r por
R"=R(X™:;F),b=1,..,B, son estadisticos sobre la m.a.s. (R '..R B) que con-
vergen C. S., consistencia fuerte, a los correspondientes 4 objetivos poblacionales.

—

La obtencién de una muestra artificial de /' puede basarse en la simulacién de
una variable aleatoria uniforme en (0,1), o bien, en una uniforme discreta de

tamafio n.
17 1 FOR i=1TO n
2 j=0
ifn ==, 3 A(i)=RND
] 4 j=j+1
5 IF A(i)<j/n GOTO 7
] 6 GOTO 4
2/n__e , 7 Xi* =X,
Un |-z 8 NEXT i
0
I I [ (ir (1),.0ir (n))
Xi = Xy =1,
xl 'IQ Q?n
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SEGUNDGC AUTOVALOR
Aproximacibn normal:
Estimacién densidad Bootstrap:

iLas aproximaciones bootstrap y TCL pueden ser muy distintas!

trazo discontinuo
trazo continue.

ONE-SAMPLE PROBLEMS

REAL WORLD

BOOTSTRAP WORLD

Unknown

Probability ~ Observed Random 5 Bootstrap
Sampie Empirical
Distribution p! Disirﬁ:ution Sample
A -~ ® - 3 -
F——p x=(x1, X - %) 7 F— x= (] X X}

|

B=s(x)

Statistic of interest

l

Bes(x)

Bootsirap Replication

S ——

Figure 8.1. A schematic diagram of the bootstrap as it applies to one-
sample problems. In the real world, the unknown probability distribution
F gives the date x = (z1,z2,-- z,,,) by random sampling; from x we
calculate the statistic of interest § = s(x). In the bootstrap world, F
generates x* by random samnpling, giving 6* = s(x"). There is only one
observed value of 8, but we can generate as many bootsirap replications
6" as affordable. The crucial step in the bootsirap process is "=»", the
process by which we construct from X an estimate F of the unknown
population F.




EL BOOTSTRAP Y LA ESTI!VIACI(')N
DEL SESGO Y LA PRECISION DE UN
ESTIMADOR

1. Estimacion bootstrap del sesgo y la precision de un estimador.
2. Estimacion jackknife del sesgo y la precisién de un estimador.

3. Relacién entre el bootstrap y el jackknife en la estimacidn del sesgo y
la precision de un estimador. Ejemplos.

Aplicaciones:
® Aproximacién por Monte Carlo de la distribucién bootstrap de
variables aleatorias de interés y caracteristicas de las mismas. P6

® Comparacion del bootstrap y el jackknife en la estimacion de sesgos y
varianzas. P7

ESTIMACION BOOTSTRAP DEL SESGO Y LA PRECISION DE
UN ESTIMADOR e=e(x) DE 0 =0(F)

(a7 SesgoFé:EFR
R=R(X;F)=0(X)-0(F) - Var 6 Var R

_boot

~

SesgoFQ =E.R

F

R =R(X':F)=0(X")-0(F) —

boot
A

Var.0 = VarﬁR*




Notemos que la ultima expresidn anterior,

- MC
boot MC - MC

bt ——mC = 1&[ oy 1& [
Va0 =V.R =V, (0(X")) :EZ‘{H(X )_EZ‘H(X )}

permite aproximar por Monte Carlo la varianza de un estimador sin conocer su
expresion exacta (utilizando solo el concepto de varianza).

A — A A A2 2
e Si 0=X=var,0=FE, [(Q—EFQ) :|:O'_ (expresion conocida)
n
— boot — 1 & " n % 1({ 1 —\2 S2
var, X =var, X =var,—) X, =—var, X =—|—) (X, -X) |=—
F F Fn; i n2 F n(n;( ! ) j n

que es la version plug-in de la varianza conocida anterior.

® Sjahora é es cualquier otro estimador de varianza desconocida, la estimacion
bootstrap exacta de ésta (su plug-in) también sera desconocida, pero se podra
aproximar muy bien por Monte Carlo (consistencia fuerte y B tan grande como
queramos).

Eiemplo:
Supongamos que hemos observado 15 tiempos de vida de un organismo y queremos

estimar la precisién de dos estimadores de su vida media: media y mediana muestral.

% =(0,143;0,182; 0,256; 0,260; 0,270; 0,437; 0,509; 0,611; 0,712; 1,04; 1,09; 1,15; 1,46; 1,88; 2,08)
O(F)=u — 6(X)=X (=0,804 sobre %)
_ Var(X ) V2 = 1 . vz
o(X)= - 6(X)=| 52 (x-X) | =055

0(F)=cy, > 0(X)=c,,, (=0,611 sobre¥)

0'(cm/2 )?? - U(Cn’l/z )??

NOTA. La Teoria clasica considera estimadores de maxima verosimilitud y aproxima su
precisién por el inverso de la raiz cuadrada de la informacién de Fisher (contexto
paramétrico) o bien, en contexto no paramétrico, considera la aproximacion asintdtica
gue proporciona el T.C.L. (expresién que depende de la densidad poblacional ...).

El bootstrap proporciona una respuesta mas general a la estimacidon de la precision.




#Para la muestra de TIEMPOS DE VIDA, estima (plug-in) la precisién de la media muestral

# (desvmedia) y también aproxima por Monte Carlo la estimacidén bootstrap de dicha precisién
# (desvmediaboot) y también la precisién de la mediana muestral, de la cual no se conoce su
#expresién, (desvmedianaboot). También estima el sesgo bootstrap de esos dos estimadores

# (sesgomediaboot y sesgomedianaboot, respectivamente).

FREFEA AR AR R R R R R R R R 33

muestra<-c(0.143,0.182,0.256,0.260,0.270,0.437,0.509,0.611,0.712,1.04,1.09,1.15,1.46,1.88,2.08);
n=length (muestra);
varmedia<-(1/(n”2)) *sum( (muestra-mean (muestra)) "2);
desvmedia=sqrt (varmedia)
remuestra<-numeric (n) ;
B=1000
media<-numeric (B) - —
remordenada<-numeric (n) r = 07 804 x(g) - 07 61 1
mediana<-numeric (B)
for (k in 1:B) Estimacion precision (plug-in) 0,155579 ?
( H
for (i in 1:n) . ., . e
{ Estimacion precision (bootstrap) 0,155591 0,250086
=1
u=runif (1)
while (u>=j/n) Estimacién sesgo (bootstrap) 0,005875 0,055414
{
j=3+1
}
remuestral[il=muestraljl;
}
media[k]=mean (remuestra)
remordenada=sort (remuestra)
mediana[k]=remordenada[8]
}
varmediaboot=(1/B) *sum( (media-mean (media))"2);
desvmediaboot=sqgrt (varmediaboot) ;
varmedianaboot=(1/B) *sum( (mediana-mean (mediana)) "2);
desvmedianaboot=sqgrt (varmedianaboot) ;
desvmedia
desvmediaboot
desvmedianaboot
sesgomediaboot=mean (media)-mean (muestra)
sesgomedianaboot=mean (mediana)-muestral[8]
sesgomediaboot
sesgomedianaboot

ESTIMACION JACKKNIFE DEL SESGO Y LA PRECISION DE UN
ESTIMADOR e=e(x) DE 0 =0(F)

R()i’fﬁ)]

* . .
X es el resultado de “exprimir” los datos de alguna manera:

e En el bootstrap se remuestrea realizando muestreo aleatorio con reemplazamiento
y tamafio fijo de la muestra inicial (m.a.s. de su funcién de distribucidn empirica).
Sus vectores de remuestreo son P" =(n/n,..,n,/n)/n eZ", i=1,..,n, Z”f =n.

e En el jackknife se remuestrea omitiendo un dato en cada réplica de la muestra
inicial. Sus vectores de remuestreo son }3([*.) =(1/n-1,..0..,1/n=1)/, i=1..,n.
i)
Nota. El submuestreo aleatorio realiza muestreo aleatorio sin reemplazamiento y
tamafo variable de la muestra inicial.
tpc




o7 BT (P* P P*) Vectores de remuestreo bootstrap y jackknife, n=3
taciones) 1242543
Bootstrap 3
(%%, %) (1,0,0) Sy = p:<p1’p‘2’p3)/pi 20,;]?27 =1
Y2202 (0’1’0) (Conjunto de posibles ponderaciones de los datos)
X3, %, X3 (0,0,1)
(1/3.1/3,1/3)

(2/3,1/3,0
(2/3,0,1/3
(1/3,2/3,0
(
(

)

)
(EE ) (1/2,0.1/2) (1/2,1/2,0)
(x27x2’x3 0)2/371/3) (l 0_ _’OJ

3
(%5, X, 1/3,0,2/3)
(armi) - (01/3,2/3) (0.0.1) (0,1,0)
Jackknife

(x.x)  (0,1/2,1/2)
(xl’ ,x3) (1/2’0’1/2) Simplex S, proyectado (32 dim.: p, =l-p,—-p,)

(x,x, ) (1/2,1/2,0)

El jackknife no suele utilizarse para aproximar la distribucién de R (X; F | sino
para estimar caracteristicas de esa variable aleatoria, como su sesgo y varianza.

SesgoFé =E.R

R=R(X;F)=0(X)-0(F) — Var 6 Var R

R = R()?*;ﬁ) = Q(X*)—Q(ﬁ), X' e Z;"“/% = {fc(i) :(xl,...,xi_l,xl.ﬂ,...,xn), i :1,...,n}

Si, razonando como en el bootstrap, definimos los estimadores jackknife del sesgo y
la varianza de @ como:

entonces, como las réplicas jackknife de X son mas parecidas a X que, por ejemplo,
las réplicas bootstrap, se tendria que
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e Por (1), ER’ estaria infraestimando Sesgo.0 (el segundo miembro de (1)
es el plug-in de dicho sesgo: estimacidn bootstrap).

e Por (2), VR" estariainfraestimando Var.6 (la esperanza bajo la empirica
del segundo miembro de (2) también es el plug-in de dicha varianza:
estimacion bootstrap).

N

e(f((l.))j <(o(X)-EF)  (2)

S |-

i=1

Serd necesario introducir un factor de elevacion en ambos estimadores.

QUENOUILLI (1949) introduce el método jackknife para estimar el sesgo de
un estimador ¢ como:

_jackk

Sesgo0 =(”%1){%i‘9(5{(0)_‘9(y)

[
(Factor elevacion)

Su idea fue elegir el factor de elevacion de modo que si & es un estimador
usual (media o varianza muestral) el estimador jackknife de su sesgo fuera
insesgado en él.

Si 0= (9()() =X = (l/n)Z){, (6 = 1) entonces va a ocurrir que el
estimador jackknife del sesgo de & serd insesgado en dicho sesgo (como
estimador de /) para cualquier factor de elevacién, lo que no nos permitiria
encontrar dicho factor: _ _

1G5 1

i=l - X
n n—1

1 2 (n=1)X,

A = =12
Si 9—9( )— 2—(1/n)2 (X,—X) (6=0") entonces puede
probarse facilmente que con el factor de eIevaC|on (n-1) el estlmadorJackknlfe
del sesgo de 6? es insesgado en dicho sesgo (como estimador de o’ ).

_jackk R R 2
E, (Sesgo@ j:Sesgoé’ {: E.0-c° zn—laz ~-o’ —G—}

n n




TUCKEY (1958) bautiza el método jackknife y lo utiliza para estimar la varianza
de un estimador & como:

(Factor elevacion)

Nota
El jackknife es inconsistente estimando la varianza de otros estimadores,
como por ejemplo, la mediana muestral.

El factor de elevacion, que coincide con el del estimador jackknife del sesgo,
se elige con la misma idea anterior; en este caso, que el estimador jackknife
de la varianza de 6’ X sea insesgado en la varianza de (9 como estimador
de 0 = u.

Comprobemos la afirmacion anterior:

f-7-13 X,
) n iz
. VarFé =Var,X = g
n
-~ Jackk n—1< - 1 . 2
a0 =S {Q(X(i))_;;a(x(i))} .
> 1<, (s nX - X, nX - X,
0(X)) =, 20(%0)= ";( ]
* = —
nX — X, 1 ——nXX(nl)XXX
T a1 _n(n— >(nnX—nX) n—1 n—1 1
— 2
n-1G(X-X ) 1 &G, o S
* i_][ n—1 ] _n(n—l);(Xl ) n




RELACION ENTRE EL BOOTSTRAP Y EL JACKKNIFE EN LA
ESTIMACIONDEL SESGO Y LA PRECISION DE UN ESTIMADOR

Un estadistico funcional se puede considerar como una superficie aleatoria sobre § :

Eiemplo: Q(F) = deF(x)

.13*=F*_[f(11 p’;jaﬁ(ﬁ*)zﬁ(ﬁ*)
:jxdﬁ'*(x)z ;pl
1 0
°13<l>EF<:>E{ }_1 v ;(_IJAQ(PU)‘Q(
1 i n

3 . - t . . . .
Fijada una m.a.s. particular X = (xl,...,xn) esa superficie es determinista.

S P SRR

Diremos que &( p) es un funcional lineal si:

0(p)=a+(p-p,) b EaeR,beR”/ibi :0]

i=1

Diremos que (9( ) es un funcional cuadratico si:
aeR

- N 1, v ,. . T
H(p):aJr(p—pO) b+§(p—p0) c(p—po) beR"/pb=0
c=(cl_.j)/ﬁ(’)c=O

c nxn,simétrica
TEOREMA 1

A 2 . . fae
Si @ =.S° (cualquier funcional cuadratico en general), entonces

_Jjackk _boot

Sesgo.0 = LlSengFQ




TEOREMA 2

Si @ = X (cualquier funcional lineal en general), entonces

- Jackk n _ boot
Var.0 = —VarFG
n—1
Ejemplo:
— jackk 1 1 n —\2 0'2
o Var. X =—| — X —-X insesgado en —
! n (n -1 ;( ’ ) ] 8 n

— boot — 1 & * %
* Varn,X =Var,X :Varﬁ—ZXi :%VarﬁX =
ng n

2

2
:l(lZ(Xi—)?)z):S— sesgado en 9

n n
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Tables 1.1 and 1.2 present the results of a simulation study comparing the bootstrap and
jackknife approximations to the variance of the sample mean, median and a-trimmed means for a
N(0,1) population. We have used (2.6) and (2.12) and the fact that, in this case, the theoretical
variance of the mean is % and the asymptotic variances of the sample median and o-trimmed

m
means are ;- and

Fyaar (B2 + 20(27Y(1 - ))?

n(1 — 2a)? :
respectively, where F,(; 3/2) and ® are the distribution functions for the gamma and normal
distributions, respectively. Both tables give the exact variance of the estimates and the means
and mean squared errors —between parentheses— of the jackknife and bootstrap approximations
for 1000 simulated samples of size 11 (Table 1.1) and 21 (Table 1.2) with B = 200 bootstrap

replications.

Exact Jackknife Bootstrap
Mean Var. 0.0909 0.0904 (0.0016) 0.0821 (0.0014)
Median Var. | 0.1427 0.1685 (0.0415) 0.1738 (0.0148)
0.l-mean Var. | 0.0963 0.0978 (0.0025) 0.0989 (0.0021)
0.2-mean Var. | 0.1040 0.1103 (0.0052) 0.1099 (0.0031)
0.3-mean Var. | 0.1138 0.1267 (0.0110) 0.1222 (0.0050)
0.4-mean Var. | 0.1263 0.1685 (0.0426) 0.1400 (0.0084)

Table 1.1

Exact Jackknife Bootstrap
Mean Var. 0.0476 0.0475 (0.0002) 0.0452 (0.0002)
Median Var. | 0.0747 0.1078 (0.0227) 0.0895 (0.0031)
0.1-mean Var. | 0.0504 0.0506 (0.0003) 0.0520 (0.0003)
0.2-mean Var. | 0.0545 0.0554 (0.0006) 0.0563 (0.0005)
0.3-mean Var. | 0.0596 0.0636 (0.0014) 0.0625 (0.0008)
0.4-mean Var. | 0.0661 0.0793 (0.0054) 0.0718 (0.0016)

Table 1.2

As expected. the results show a better behavior of the bootstrap approximation in mean
squared error, improving with a.

#Para la muestra de TIEMPOS DE VIDA, estima (plug-in) la precisién de la media muestral

# (desvmedia) y también estima mediante el jackknife dicha precisién

# (desvmediajackk) y también la precisién de la mediana muestral, de la cual no se conoce su
#expresién, (desvmedianajackk). También estima el sesgo jackknife de esos dos estimadores

# (sesgomediajackk y sesgomedianajackk, respectivamente).

FREFHH AR R R R R R 33

muestra<-c(0.143,0.182,0.256,0.260,0.270,0.437,0.509,0.611,0.712,1.04,1.09,1.15,1.46,1.88,2.08);
n=length (muestra)

varmedia<-(1/(n"2)) *sum( (muestra-mean (muestra))"2);

desvmedia=sqrt (varmedia)
imuestra<-numeric (n-1);
media<-numeric (n)
remordenada<-numeric (n-1)
mediana<-numeric (n)

z = 0,804 Tig) = 0,611
0,155579 ?
0,161040 0,183451

-0,003733

Estimacion precision (plug-in)

for (i in 1:n) Estimacién precision (jackknife)
{
imuestra=muestra[-i]
media[i]=mean (imuestra)
remordenada=sort (imuestra)
mediana[i]=(remordenada[7]+remordenadal[8])/2
}
varmediajackk=((n-1)/n) *sum( (media-mean (media))"2) ;
desvmediajackk=sqrt (varmediajackk) ;
varmedianajackk=((n-1)/n) *sum( (mediana-mean (mediana))"2);
desvmedianajackk=sqgrt (varmedianajackk) ;
desvmedia
desvmediajackk
desvmedianajackk
sesgomediajackk=(n-1) * (mean (media) -mean (muestra))
sesgomedianajackk=(n-1) * (mean (mediana) -muestra[8])
sesgomediajackk
sesgomedianajackk

Estimacion sesgo (jackknife) 0

Recordemos que:

7 = 0,804

.’L‘(B) = 0, 611

Estimacion precision (plug-in)
Estimacion precision (bootstrap)

Estimacion sesgo (bootstrap)

0,155579 ?

0,155591
0,005875

0,250086
0,055414




MODIFICACIONES DEL BOOTSTRAP
UNIFORME

Bootstrap paramétrico.
Bootstrap simetrizado.
Bootstrap suavizado.

Bootstrap ponderado y sesgado.

vk N e

Deficiencias del bootstrap uniforme.

Aplicacion:

® Aproximacion de la distribucién de un estadistico (de distribucién
conocida) mediante el bootstrap uniforme, paramétrico, simetrizado y
suavizado. Comparacion de las aproximaciones con la distribucion
exacta. P8

En contextos de inferencia con informacién parcial acerca del mecanismo que
genera los datos, podemos utilizar mejores estimadores que /' para aproximar F.

BOOTSTRAP PARAMETRICO

Si suponemos que [ = F, (modelo paramétrico), podemos estimarlo con Fé ,
. A . , . T . m.yv.
siendo ¢9mv el estimador de maxima verosimilitud de @, construido con los datos

observados.
El planteamiento bootstrap resultante de reemplazar F' por Fé se conoce como
botstrap paramétrico. "

XeF, — D|R(X:F,)|

(xl,.T.,xn)

X'eF | - D[R()?*;Fé )}

m.v.

NOTA. La aproximacion por Monte Carlo, en este caso, se hace a partir de un
modelo continuo (si F, es continua).




BOOTSTRAP SIMETRIZADO

Si suponemos que F’' es un modelo simétrico (X simétrica respecto de 1),
como los datos (xl,...,xn) no tienen por qué reflejar esta propiedad (simetria
respecto de su X, ), podemos simetrizarlos duplicando la muestra inicial de la
siguiente forma:

X, j=1..,n

2x,—x;, j=n+L.,2n

Notemos que:

2n

. 1 2n _L n _ _L _ 1
yz'l_Z;yj_Zn ]Z;xj+ Z(2xn xjfn) =3 [nxn+2nxn nxn]_

j=n+l n

=I

El planteamiento bootstrap resultante de reemplazar F por F, (distribucién
empirica de la muestra simetrizada)

R 1 2n
F‘; (X) o Z;[{yiﬁx}

se conoce como bootstrap simetrizado.
XeF - D[R()?;F)]

(xl,?,xn)

NOTA

e Al simetrizar “intervengo” en los datos: puedo, tengo informacién adicional
en ese sentido vy la utilizo.

e Esta simetrizacidn de los datos altera minimamente su modelo empirico,
pues conserva la media (como vimos) y sus momentos centrales pares (los
impares claramente se anulan).

e La aproximacion por Monte Carlo se hace a partir de los nuevos 2n datos.




BOOTSTRAP SUAVIZADO

Si suponemos que F' es un modelo absolutamente continuo con densidad £,
podemos estimarlo mediante la integral del estimador no paramétrico de Parzen
Rosemblat de f, es decir

£ (x)= ] Fi(e)de

El planteamiento bootstrap resultante de reemplazar F por F, se conoce como
bootstrap suavizado .

XeF - D[R()?;F)}
(50-1:%,)

X'eF D[R(f(*;ﬁhﬂ

—

Para aproximar por Monte Carlo la distribucién de R(X*;F}l) notemos que:

MO S 5 Eme) [me-ia()

Por lo tanto:
A X A 1 1 X 1 n X=X;
Fy(x)=] £ (t)de =;Z'[_®K,1(t—xi)dt=;Zj_w K,(z)dz
i=1 i=1

Por otro lado:

Y =variable aleatoria con funcion de densidad K ( y)

o T:hY%{yzizﬂ=l—>Kh(t)le(ijesladensidad deT}
h dt h h \h
.onﬁz{l/n l/nJ
xl oo xn
C hY <x-X 1 & pe
P(hY+X0£x):IZ=l:P( %(fx,-jP(XO:xf):Z;J—w K, (z)dz

Es decir,

A

F}, eslafuncion de distribuciéon de hY + X,

(Convolucidén de las distribuciones de los datos y del nucleo reescalado)




Remuestreo bootstrap suavizado

XeF - D[R()?;F)]

(55-3,)

X' eF - D[R()?*;ﬁhﬂ

x, =h-y +z, -
zZ, € "
-xl cee xn XO
x/

’ _b* a . .7
De esta forma generariamos tantos valores de R(X ,Fh) como quisiéramos.

b=1,..B — f*b:(xl*,...,x*)b — r*b=R(f*b;ﬁh)

n

BOOTSTRAP PONDERADO Y SESGADO

. A l/l’l e l/l’l
El planteamiento bootstrap resultante de reemplazar F = por

; xl Y x

A =]

Fp :[Pl p”j i1 Pi
X X p,20,i=1..n

n

n

se conoce como bootstrap ponderado .

XeF — D[R()?;F)]
(55 3,)

X' eF, - D[R(f(*;]?i)}

p

Espacio de todos los p

Se obtienen interesantes propiedades
estadisticas (Hall, 98) si se elige p
minimizando la distancia a (l/n,...,l/n)
sujeto a un conjunto de restricciones
estadisticas (bootstrap sesgado)

(l/n l/n) Espacio de p dyjeto
":’ a restricciones




DEFICIENCIAS DEL BOOTSTRAP UNIFORME

Ejemplo de mal funcionamiento (estimando una funcién de densidad)

e Supongamos un contexto paramétrico [, y un estadistico con distribucion exacta
conocida salvo por el valor de @ (sabemos que en contexto paramétrico no hay
problemas en ese sentido).

7, (x)=V xe(0,0
X eU(0,6) =) x<(0:0)

l Fg(x):xe x€(0,0)

X=(X,... Xn)[ - Q:H(X):X( ) (mdximo muestral )
m.a.s.de X

7

X

Distribucion exacta de

e Fijemos @ =1 (conocimiento total de /') y obtengamos por Monte Carlo una
muestra artificial de tamafio 50, X = (x1 yeees Xsg ), de esa poblacion (supongamos
que su maximo valor fue X(s0) = 0,988).

e Olvidémonos ahora de que conocemos F' y utilicemos el bootstrap uniforme (no
paramétrico) y el paramétrico sobre la muestra artificial para estimar la
distribucion de X ,, es decir, para “reconstruir g “ La distribucién bootstrap la
aproximamos por Monte Carlo (B=2000). Dicho de otra forma, procedamos
como si fuera una muestra natural en contextos no paramétrico o paramétrico.

Bootstrap no paramétrico

l

X

b

X' =

—*p

Vo Yo
X Xy

* x \bL.D *]
:(Xl,...,xso) % X(SO)

1,...,2000

Bootstrap paramétrico

- 0,988)

X e U(O, 0

m.y.
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Figure 7.11. The left panel shows a histogram of 2000 bootstrap replica-
tions of 6* = X(n) obtained by sampling with replacement from a sample
of 50 uniform numbers. The right panel shows 2000 parametric bootstrap
replications obtained by sampling from the uniform distribution on (0, é)

OBSERVACIONES

® En general, el bootstrap uniforme va a funcionar mal aproximando la distribucion
de estadisticos que persigan extremos de un soporte, dado el caracter finito de
la muestra (incluso si n — o).

. . *
e Lavariable aleatoria X, 5) toma como valores los datos muestrales, por lo que
es discreta (n fijo), y por lo tanto inadecuada para aproximar a otra continua.

e Ademds, todas las réplicas bootstrap de la muestra inicial que contengan al
maximo o al minimo muestral (x(n) 0 x(l)) van a proporcionar ese valor para la
. * s . .
variable X(SO), lo que le otorgara un “protagonismo excesivo” (aunque n —» o©0):

¢ P(ngl(l)’;if - x(so)) = P(ngil)’;if < X(s0) ) - P(nglg;if < X(49)) =

=1—(1—lj ———1-¢"=0,632 |!
n

° P (X (*553,,, = x(so)) =0




BOOTSTRAP NO PARAMETRICO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap no paramétrico de X(SO)
VERDE: Distribucién exacta de X,
ROJO: Estimacidn no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap

muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)

60
!

for (iin 1:n)
{
=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+1
}

remuestra[i]l=muestra[j];

Density
40

maximo[k]=max(remuestra) o |

I3Y
}

plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.0,1.0),ylim=c(0.0,75.0))

hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)

rug(maximo)

y<-seq(0,1,length=200) N

lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2) o IJZIL [ [ |

max(muestra) T T T T T

bli =1.0
abline(v=1.0) 0.75 0.80 0.85 0.90 095 1.00

N=2000 Bandwidth=0.008721 0,980

OBSERVACIONES

e En realidad, no es muy adecuado utilizar la estimacién no paramétrica de la
densidad de X(*SO) , pues tal variable (como ya se indicd) es discreta. Sin
embargo, “puede hacerse”, pues la distribucidn que se busca es absolutamente
continua.

e Todas las réplicas bootstrap de la muestra inicial que contengan al maximo
muestral, X(s0) - Van a proporcionar ese valor para la variable X(*so) . Por otro
lado, las que conte*ngan 3 X(49) Y N0 A X5, (menos que antes), proporcionaran
para la variable X(so) el valor X(49)"

NOTA

e Como se observa en la siguiente imagen, el funcionamiento del bootstrap
paramétrico en este caso es mucho mejor (ya conocido).

e Para el bootstrap simetrizado son validas en general las observaciones relativas
al bootstrap no paramétrico, en este caso.




BOOTSTRAP PARAMETRICO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap paramétrico de X(SO)

VERDE: Distribucién exacta de X,
ROJO: Estimacidn no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap

60

muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);

>
B=2000 £ g
maximo<-numeric(B) 5
for (k in 1:B) o
{
remuestra<-runif(n,0,max(muestra));
maximo[k]=max(remuestra)
o
N

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))
hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)
y<-seq(0,1,length=200)
lines(y,50*y~49,col=3,lwd=2)
max(muestra)

jefecto f

pntera!

abline(v=1.0) ° ‘ ‘ L LA LI L O | |
075 0.80 0.85 0.90 0.95
N=2000 Bandwidth = 0.003238
BOOTSTRAP SIMETRIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap simetrizado de X(SO)
VERDE: Distribucién exacta de X,
ROJO: Estimacidn no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap

muestra<-runif(50)
muestrasim<-c(muestra,2*mean(muestra)-muestra)
n=length(muestrasim);
remuestra<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
=i+l
}
remuestra[i]=muestrasiml[j];
}

maximo[k]=max(remuestra)

60

Density
40

20

plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))
hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)

rug(maximo)

y<-seq(0,1,length=200)

lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2)

max(muestra)

abline(v=1.0)

0.75

0.80 0.85 0.90

N=2000 Bandwidth=0.005728

0.95

1.00




BOOTSTRAP SUAVIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap suavizado de X(SO)
VERDE: Distribucion exacta de X,

ROJO: Estimacién no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap

o
©
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o
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muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);
remuestrasu<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
j=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+l
}
remuestra[i]=muestra[j];

}
remuestrasu=remuestra+0.001*rnorm(50,0,1)
maximo[k]=max(remuestrasu)

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))
hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)
y<-seq(0,1,length=200)
lines(y,50*y”*49,col=3,lwd=2)

max(muestra)
abline(v=1.0) raliPn !‘ﬂﬂ
I [ | | .!
I I I I T
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

N =2000 Bandwidth=0.0002517

h=0,001

BOOTSTRAP SUAVIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap suavizado de X(
VERDE: Distribucion exacta de X,

50)

ROJO: Estimacion no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap
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muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);
remuestrasu<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
j=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+1
}
remuestra[i]=muestra[j];
} -
remuestrasu=remuestra+0.005*rnorm(50,0,1)
maximo[k]=max(remuestrasu)

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))
hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)
y<-seq(0,1,length=200)
lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2)

max(muestra)
abline(v=1.0) D
Il — i
I I I T
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

N =2000 Bandwidth=0.001005

h=0,005




BOOTSTRAP SUAVIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap suavizado de X(
VERDE: Distribucion exacta de X(so)

50)

ROJO: Estimacién no paramétrica de la densidad de X(SO), sobre esas 2000 réplicas bootstrap

Density

o
©

40

20

muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);
remuestrasu<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
j=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+l
}
remuestra[i]=muestra[j];

}

remuestrasu=remuestra+0.010*rnorm(50,0,1)

maximo[k]=max(remuestrasu)

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))

hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)
y<-seq(0,1,length=200)

lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2) 7
max(muestra)
abline(v=1.0) ___5_54
TN ]
I I T
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00

N =2000 Bandwidth=0.003373

h=0,010

BOOTSTRAP SUAVIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap suavizado de X(
VERDE: Distribucion exacta de X

(50)

50)

ROJO: Estimacidn no paramétrica de la densidad de X(SO) , sobre esas 2000 réplicas bootstrap

Density
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muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
remuestra<-numeric(n);
remuestrasu<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
j=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+1
}
remuestra[i]=muestra[j];

}

remuestrasu=remuestra+0.015*rnorm(50,0,1)
maximo[k]=max(remuestrasu)

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))
hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)
y<-seq(0,1,length=200) /
lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2)

max(muestra) C
abline(v=1.0)

II | L 100 L O DD

0.75 0.80 0.85 0.90 0.95

N =2000 Bandwidth=0.003093

1.00

h=0,015




BOOTSTRAP SUAVIZADO

Histograma de las 2000 réplicas bootstrap suavizado de X(
VERDE: Distribucion exacta de X

(50)

50)

ROJO: Estimacién no paramétrica de la densidad de X(SO) , sobre esas 2000 réplicas bootstrap

Density
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40

20

muestra<-runif(50)
n=length(muestra);
_| remuestra<-numeric(n);
remuestrasu<-numeric(n);
B=2000
maximo<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
j=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=j+l
}
remuestra[i]=muestra[j];
}

remuestrasu=remuestra+0.030*rnorm(50,0,1)

— maximo[k]=max(remuestrasu)

}
plot(density(maximo),col=2,xlim=c(0.75,1.0),ylim=c(0.0,75.0))

hist(maximo,freq=FALSE,add=TRUE,lwd=3)
rug(maximo)

y<-seq(0,1,length=200) iz~
lines(y,50*y”49,col=3,lwd=2)
max(muestra)

abline(v=1.0)

/

I I I
0.75 0.80 0.85 0.90 0.95

N =2000 Bandwidth=0.005577

L1 L1 DI

h=0,030

1.00

Bootstrap no paramétrico aproximando la densidad de la media muestral sobre una
muestra de tamafio 20 (sesgada: media=-0,26) de una poblacién normal (0,1).

Density

Lo
Y

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

Medias de las 500 réplicas
bootstrap de la muestra inicial.

e

SMNITNN T 71 11 [
[——"

L
-1.0 -0.5 0.0 05

N =500 Bandwidth=0.06806

1.0




Bootstrap simetrizado (no paramétrico) aproximando la densidad de la media
muestral sobre una muestra de tamafo 20 (mala) de una poblaciéon normal (0,1).

Lo
3"

a

1.5 2.0

Density

1.0

0.5

/

Al haber el doble de datos en un
rango parecido, las medias de las
500 réplicas son mas parecidas,
tienen menos dispersién (se
aprecia en la figura). No obstante,
si la muestra de partida es
sesgada (su media muestral en
este caso es -0,26), ningun
bootstrap funcionara bien.

S—— L T

-1.0 -0.5 0.0

1.0

N =500 Bandwidth=0.04514

Comparacion aproximaciones normal y bootstrap de una funcién de distribucién

m=13

n=2*m-1
g=function(x,m=13,F=pexp,f=dexp){choose(2*m-1,m)*m*F(x)*(m-1)*(1-F(x))*(m-1)*f(x)}
curve(g(x,m=13,F=pexp,f=dexp),from=0,t0=1.7)
G=function(lim){integrate(g,lower=0,upper=lim)$value}

x=seq(0,1.7,length=100)

Gf=numeric(length(x))

for (i in 1:length(x)){

Gf[i]=G(x[i])

}
plot(x,Gf,type="1",ylim=c(0,1), Iwd=2)

muestra<-rexp(n)
xmed=median(muestra)
lines(x,pnorm(x,mean=xmed,sd=1/sqrt(4*n*(density(x,n=1,from=xmed,to=xmed)$y)"2)),col=2)

Distribucidn exacta de la mediana muestral
de una poblacion Exponencial (1), con n=25

Aproximacion normal con una muestra
generada de esa poblacién (n=25)

n=length(muestra)
remuestranp<-numeric(n)
remuestrasu<-numeric(B)
B=2000
mediananp<-numeric(B)
medianasu<-numeric(B)
for (kin 1:B)
{
for (iin 1:n)
{
=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)
{
j=ivl
}
remuestranp[i]=muestral[j];

}
mediananp[k]=median(remuestranp)
remuestrasu=remuestranp+0.1*rnorm(50,0,1)
medianasu[k]=median(remuestrasu)

}
Bnp=ecdf(mediananp)
curve(Bnp,from=0,to=1.7,col=3,add=TRUE)
Bsu=ecdf(medianasu)
curve(Bsu,from=0, to=1.7,col=4,add=TRUE)

legend("topleft",legend=c("Exacta","Normal","Bootstrap n.p.","Bootstrap suav."),lwd=2,col = ¢(1,2,3,4))

Aproximaciones bootstrap no
paramétrico y suavizado con esa
misma muestra
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INTERVALOS DE CONFIANZA
BOOTSTRAP

Consideraciones y resultados tedricos generales.

2. Intervalos de confianza asintdticos normales unilaterales y bilaterales.
Errores de recubrimiento.

3. Intervalos de confianza bootstrap unilaterales: métodos percentil,
percentil-t y percentil-t simetrizado. Errores de recubrimiento.

4. Intervalos de confianza bootstrap bilaterales: métodos percentil,
percentil-t y percentil-t simetrizado. Errores de recubrimiento.

5. Estudios de simulacion.

Aplicacion:
® Construccion de intervalos de confianza bootstrap unilaterales y
bilaterales. Comparacion con la aproximacion normal. P9

CONSIDERACIONES Y RESULTADOS TEORICOS GENERALES

e Recordemos que para construir intervalos de nivel de confianza 1 — a hay que
conocer la distribucion de ciertas variables aleatorias (variables pivotales).

e Restringiéndonos al contexto no paramétrico (planteamiento realista) la
respuesta a este problema es siempre aproximada y ademas, facil sélo
cuando el objetivo son medias o funciones suaves de medias (en otro caso la
respuesta puede ser muy complicada). El planteamiento clasico estd basado
en resultados del tipo

JZ)_(;” = N(0,1)

Veremos como el bootstrap nos permitira de modo facil y siempre aproximar
la distribucidn de estadisticos pivotales, y ademas, en algunos casos, los
intervalos de confianza bootstrap tendran menor error de recubrimiento que
los construidos con la teoria clasica.




DESARROLLOS DE EDGEWORTH

Sea X una variable aleatoria'y a(t) =E, (e”X) su funcion caracteristica.

Llamaremos j-ésimo cumulante de X (lo denotaremos kj ) al coeficiente de

N ioui :
(lt) /j! en el siguiente desarrollo:

loga ik

Es decir, . (it)'
a(t)= exp{zk/ 7}
J=1 :

Si (D(t) denota la funcién caracteristica de una variable aleatoria N(O,l)

o(t)= exp{i? (l;—?]}

j-ésimo cumulante de la N(0,1)

el cociente entre ambas funciones caracteristicas es

es decir,

Por la formula de inversion:

F(x)=F(y)=

O —itx —ity
1 _ 'y

2z 7 it

Haciendo tender y a —oo, se tiene el desarrollo de Edgeworth de /' en X :

A
>_¢

~—

~.
@
~.
—~

=

N—"

D(x)+ 3 (k7

Jj=1 J




RELACION ENTRE MOMENTOS Y CUMULANTES

= J!

i)(f(i;—.?j =1+Z(EFXJ')ﬂ

)

Y
X

>y L Z()%

a; =momento de orden j

k

La relacidn entre momentos y cumulantes se tiene identificando los coeficientes
de (it)]/j! en esta Ultima expresion:

ki =a,=E.X

k, =a, —0512 =V, X

ky=a, 3,0, +2a° = E, (X —E,X)

ky=a, -4, =30 +12a,a” - 60y = Ey (X—EFX)4 —?)(I/FX)2

. \2
Ejemplo : XeN(,u,az)—Hog(p(t):logexp u(it)+02%
r1
e Vs v, =0 si i>2

OBSERVACIONES

] kj es un polinomio homogéneo en los momentos, de grado ;.
(analogamente a; esun polinomio homogéneo en los kj, de grado ;.

ks

e — —> coeficiente de sesgo de X.

(o2
k4

- —( —> coeficiente de curtosis de X.




TEOREMA DE CRAMER

Sean X,..., X variables aleatorlas independientes e idénticamente distribuidas
(con medla M Yy varianza o ?) tales que

E(‘X‘ )<oo y hmsup‘a ‘<1.

Entonces: |t}

P(x/ZX—ﬂ <yj—q)(J’)+n;pl(y)¢(y)+...+njzlpjl(y)¢(y)+0£né/J

o

uniformemente en y € R. Los polinomios p; dependen de los momentos de X de
orden menor o igual que i + 2, son de grado 3/ —1 vy tienen paridad opuesta a su

|nd|ce(p1() pl( ) (y) —pz( ) . ). En este desarrollo:

OBSERVACIONES

e La condicidon de continuidad de Cramer

hmsup‘a ‘< 1,

|10

fallasi X es de tipo “lattice”, es decir

x € soportede X < x= jh+a, h>0, —co<a<wo y jentero.

® Si X esabsolutamente continua, entonces limsup‘a(t)‘ =0.

‘t‘—)oo

® Notemos que el teorema de Cramer aporta informacién relevante sobre
la velocidad de convergencia implicita en el Teorema de Lévy-Lindeberg:

(JZX;” ZEN N(0,1)J




Consecuencia del teorema anterior es lo siguiente:

i (( 7
+O[n2.

Aporta a la normal una correccién de primer orden por SESGO (si k; =0
ese término de error no existe).

Aporta a la normal una correccién de segundo orden por CURTOSIS (si
ky, =k, =0 ese término de error no existe).

Tpc
peso errores
con n=100

—GA <y los momentos poblacionales «; por los muestales 0?]-

X' -X Tiene un desarrollo de Edgeworth andlogo, reemplazando
P|\n
(implicitos en k).

1
Como siempre se verifica que &j =a;+ Op(n 2 j, se tiene:

p— — p—

P(\/ZX_“ gyj—P(\/ZX

-X
- < y] =0, (n*' ) uniformemente en y.
o o

Vedmoslo:
1

P(&X_”gy}:qp(y)mz(...k3...)+n1(...k3,k4...)+...

— J—

P(\/ZX

_A—ngj:q)(y)wi(...,33...)+,,,—1(...,;3,,g4...)+...
o)

1

Restando ambas expresiones desaparece cI)( y) ycomo k; =k; + Op(n 2 ]
_1 _

Y n e XN P! = n"!, se obtiene el resultado indicado.




CONSIDERACIONES IMPORTANTES

e El bootstrap captura adecuadamente el efecto de la asimetria: recordemos
que el primer término de error (orden n7"?) en el desarrollo de Edgeworth
anterior desaparece si el coeficiente de sesgo o asimetria es 0.

fiatee o

(o}

*

LXsy]-0,)

mientras que, evidentemente, para la aproximacion normal se tiene que

;p(&X—ﬂ gyj_q)@):o(nvz)z

o

e Notemos también que si X es simétrica, el bootstrap uniforme no aporta
mejora sobre la aproximacion normal (ya de orden 0( n! )). )
Es importante indicar que si utilizamos el bootstrap simetrizado ( k; = 0),
entonces, razonando como antes, el bootstrap recupera su ventaja:

O, ( n~? ) frente a O(/f1 )

TEOREMA (BHATTACHARYA-GHOST)

Sea é = 9(1:") el estimador bootstrap de 6 = H(F) y supongamos que
\/;(é—Q)T)N(O,GZ )

Bajo condiciones de regularidad generales (Bhattacharya and Ghost, 1978) se
verifica que

P \/Zé;gﬁx =@ (x)+n 2p (x)g(x)+n" py(x)g(x)+:

A 1

P \/ZQ_AQ <x :CD(x)+n7ql(x)¢(x)+ n'q, (x)¢(x)+---

o

donde P, y ¢4, son polinomios de grado 3/ —1 y paridad opuesta a sus indices.




En particular se tiene que:

+n1£y{é<yz_3 _LS (y4+2y —3 _Z(y +3)D¢( )+

NOTA

e En contexto mas general caben, por lo tanto, las mismas consideraciones
realizadas para el caso de la media muestral no studentizada.

e En particular también se tiene el teorema anterior.

INTERVALOS DE CONFIANZA ASINTOTICOS NORMALES PARA L
TEORIA CLASICA

v t . . ~ .
Sea X = (Xl,...,Xn ) una muestra aleatoria simple de tamafio n de F' desconocida

INTERVALOS UNILATERALES

= O
P 0, X ——=z, | |=]l-«
(,ue( \/nZ )j (Nota: z, <0)




INTERVALOS BILATERALES

INTERVALOS DE CONFIANZA ASINTOTICOS NORMALES PARA /!
ERRORES DE RECUBRIMIENTO

Veamos la utilidad de los teoremas anteriores para calcular el error de recubrimiento
(cobertura) de los intervalos de confianza normales para x de una distribucién bajo
sus hipdtesis.

J, :(—oo,)?—izaj 1.C.(u)de nivel =(1—a )unilateral
Vn

I, = ()_( $iza j 1.C.(u)de nivel =(1— o ) bilateral
Jn
Por el teorema de Cramer:

. P(,ueJO)zP(,uﬁ)?—izajzl—P(yZ)?—izaj:

n
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o

N—
I
S
—~~
Ny

N
~
+
S
ol
S
—~~
(\]
N
~
ASS
—
(\]

N
~
+
S
—_—
:I
N




Andlogamente, razonando con el intervalo bilateral:

=l-a+0 nfl) (pues p(y)=p(-y))

OBSERVACION
® La aproximacion normal es mejor en el caso bilateral.

e Analogo resultado se obtiene si o2 es desconocida (estimandola con %)
utilizando el teorema de Bhattacharya-Ghost.

INTERVALOS DE CONFIANZA BOOTSTRAP UNILATEREALES:
métodos percentil y percentil-t. ERRORES DE RECUBRIMIENTO

Sea X = (X X, )t una muestra aleatoria simple de tamafio n de F' desconocida

OBIJETIVO: Construir un intervalo de confianza unilateral de nivel (1— 06) para
@ = 0( F ) a partir de un estimador 6 = G(X) con varianza asintética o?/n (en
las hipdtesis de los teoremas previos anteriores).

METODO PERCENTIL

Si se conociera la distribucién de J;( é - 6?) bajo F', entonces, si x, es el cuantil
de orden & de esa distribucion,

1 1
a=PF(\/Z(0—9)S)CQ):PF(QZH—n_zan:PF[HSH—n_zxajzl—a
y por lo tanto:

!
J:(—oo, H—nzxaj 1.C. para 0 de nivel (1—-a )




El método percentil aproxima la distribucién de R()?,F) =

F porlade R(X'*,Is’) :x/;(é* —é) bajo ﬁ,es decir

PF(\/;(é—Q)Sy):Pﬁ(x/;(é*—é)éy

y por lo tanto, si x; es el cuantil de orden o de \/Z( 6" -0

1

\/Z(é—e) bajo

)

7

)

Ji

(

En la practica, x; se aproxima por Monte Carlo a partir de X. Asi,si @ = u y é - X

—m,é—nﬁg) 1.C. BOOT. PERCENTIL para 0 de nivel (1-a)

y v .V

\L X, X, K’\

Xt V*bZR(f*b,ﬁ')Z\/;()_C*b—)_C) —e o oo oo o o ——

b=1,..,B i
K== e

ERROR DE COBERTURA METODO PERCENTIL

Consideremos @ =1y ) = X .
Por el teorema de Cramer sabemos que

ﬂ(JZL?—u)Sy):®(£)+O[

Ademds, también sabemos que

L
n 2

)

&(V%(X*—X)Sy):®(%)+6%(n;)
Por lo tanto,
pF(ﬁ(y_ﬂ)Sy)_pﬁ(ﬁ(y*_;?)gy):op[n‘i}




En consecuencia,

Notemos que este error de recubrimiento coincide con el de la teoria clasica:

1
PF(,ueJO):l—a+O[n_2j

1
PF(yeJl):l—a+OP(n2j

METODO PERCENTIL-t

Si se conociera la distribucidn de la variable aleatoria

0-6
VH—F
o
bajo F', entonces, si x, es el cuantil de orden ¢ de esa distribucion,

1 1

azPF[\/ZGTQSan:PF(HZé—oA'n_zxa}:PF(HSé—&n_Zxajzl—a

(o)

y por lo tanto:

1
J:(—oo, «9—&n_2xaj 1.C. para 6 de nivel (1—-a).

~

El método percentil-t aproxima la distribucién de R()?;F) =Vn— bajo F'
o

Ny A

por la de R()?*,ﬁ') = \/;9 —— bajo F, es decir
o




j:Pﬁ(\lne A_*egyj,
O
i o

A Kk

o

— <y
O

PF[\/E

y por lo tanto, si X, es el cuantil de orden o de \/;

’

1
A A TH %
—o0, 0 —on 2x,

=

j 1.C. BOOT. PERCENTIL —t para 0 de nivel (1-« )

En la practica, x:, se aproxima por Monte Carlo a partirde X. Asi,si @ = 1 y 0 = X

a4
X,

l X, K—\
- X' -X
)?b _)rh:R(fb,F):\/; ~ D — o 0 0 0 o ¢ @ L4
b=1,.,B — 1
x; ~ xZ — p([Ba])

ERROR DE COBERTURA METODO PERCENTIL-t

Consideremos 6 = y § = X .
Por el teorema de Bhattacharya-Ghost, sabemos que

1

PF(\/Z A
(o2

<)

=®(y)+n?

@

(2y2+1)j¢(y)+0(n_1).

7

Reemplazando momentos poblacionales por muestrales se tiene una expresion

X' -X

Ak
Restando ambas expresiones se deduce por lo tanto:

PF(JZ j_pﬁ(ﬁ

andloga para Vn

Ademads, también sabemos que
1

5 =
a; —05].+Op(n

X—,u<

~ —

X' -X
<y

Ak

=z Op(n_l).




En consecuencia,

=1—(,Z+OP(I/I_1)

Notemos que este error de recubrimiento mejora al de la teoria clasica:

1
PF(yeJO):l—a+O(n_2j

P(uely,)=l-a+0,(n")

Variables pivotales Intervalos de confianza unilaterales Error de
“aproximadas” para la media poblacional de nivel recubrimiento
para una media poblacional -« P(uel)-(1-a)
X — . L 1
Jn A'U:N(O,l) J0=(—OO,X—6'n 2zaj O(nz)
o
P (K)o Torhe) ()
\/Z(X—,u)zJZ(X*—X) Jl:\_OO’X_n 2xa) OPanj

\/ZX ’u:\/ZX A_*X JZ:(—OO,X—&n 2x;j Op(n™)




CONSIDERACIONES IMPORTANTES

e Notemos que el método percentil invierte su esfuerzo en
calcular una correccién para la escala de @, por lo que no
proporciona una correccion efectiva para el sesgo.

e El método percentil-t, al estar el estadistico ya corregido
por su escala, invierte su esfuerzo en corregir el sesgo y
de ahi su mejor comportamiento (recordemos que el
principal término del error cometido, respecto de la
normal, al aproximar la distribucidon de un estadistico es
debido al sesgo, ver teoremas de Cramer y de
Bhattacharya-Ghost).

INTERVALOS DE CONFIANZA BOOTSTRAP BILATERALES:

métodos percentil, percentil-t y percentil-t simetrizado.
ERRORES DE RECUBRIMIENTO

v t . . ~ .
Sea X = (Xl,...,X,, ) una muestra aleatoria simple de tamafio n de F' desconocida

OBIJETIVO: Construir un intervalo de confianza bilateral de nivel (1— 06) para
0 = 0( F) a partir de un estimador 6 = H(X) con varianza asintética o?/n (en
las hipdtesis de los teoremas previos anteriores).

METODO PERCENTIL

Si se conociera la distribucion de /n| @ — 9) bajo F', entonces, si x, es el cuantil
de orden & de esa distribucion,

PF(x% S\/;(é—e)ﬁxl_%)zl—a

y por lo tanto:

1 1
— _n2 ) _ 5 2 ; —
I [9 n xl_%,é’ n x%j 1.C. para 0 de nivel (1-a )




El método percentil aproxima la distribucién de R()?,F) = \/Z( 0— (9) bajo
F porlade R()?*,ﬁ’) = \/;(19* —(9) bajo F, es decir

Po(a(6-0)<y)= P (Vu(6 -8)<y).

7

y por lo tanto, si x:, es el cuantil de orden o de \/;( 6 -0

)

1
I, = (6’ — niixi

7

1
,0—n 2x

; j 1.C. BOOT. PERCENTIL para 6 de nivel (1—c )

En la practica, x; se aproxima por Monte Carlo a partir de X. Asi,si @ = u y é - X

l X, e X, K‘\
Z’z j).’gb:R(%*b,ﬁ):\/;()_c*b_)—c) —o—$—H—-—tj‘;¥—o—
EREE T FE E )

ERROR DE COBERTURA METODO PERCENTIL

Consideremos @ =1y ) = X .

Por el teorema de Cramer sabemos que
PF(x/Z()_(—,u) < y) = @(%ijO(

Ademds, también sabemos que

L
n 2

)

Pﬁ(ﬁ()?*—)?)gy)zm(g)+op(n2).
Por lo tanto,
pF(ﬁ(y_ﬂ)Sy)_pﬁ(J;(y*_)?)Sy):op[n‘i}




En consecuencia,

1

:PF(\/Z()?—IU)le*%)—PF(\/;()?—,U)SxZﬂ):

1

{pﬁ(&(y*_;‘()gx;%)+op(nzn_[pﬁ(ﬁ(y*_)?)gx;%)+op .

:Pﬁ(x:% S\/;()?*—)?)Sxf_%)thp(n_;j:1—a+OP(n_;)

Notemos que este error de recubrimiento es peor que el de la teoria clasica:

P(uely)=1-a+0(n")

1
PF(yell):l—a+OP(n2J

—— 1
PF(yell):PF(X—n_le*_% SluéX—n_%c;%j:PF(x:% S«/;(X—y)éxl_%

METODO PERCENTIL-t
Si se conociera la distribucion de la variable aleatoria
0-0
Vn=—
o
bajo F', entonces, si x, es el cuantil de orden ¢ de esa distribucion,

PF(X% S\/Zlgjeéxl%jZI—a

o
y por lo tanto:

1 1
I=|0-6n2x_,,0—6n2x, 1.C. para 0 de nivel (1-a).
=% %

~

El método percentil-t aproxima la distribucién de R(A?;F) =n bajo F'

Ny ~

por la de R()?*,ﬁ') = \/;9 —— bajo F, es decir
o)




<

~ —

PFL\/Z

y por lo tanto, si X, es el cuantil de orden & de \/;

orf

-y

A K
(o2

A

0*

<

~

)

-0

7

1
,0—0o6n 2x

1
A A THE %
0—on le

%

X

; j 1.C. BOOT. PERCENTIL —t de nivel (1-«)
2

En la practica, x:, se aproxima por Monte Carlo a partirde X. Asi,si @ = y 0 = X

e vV
l R

X

n

=¥ —
f*b N r*b:R(f*bF):\/;% —._%_._._.' o —eo
b-1...B 6 1
=) | [ o A
% =7

ERROR DE COBERTURA METODO PERCENTIL-t

Consideremos 0 =1 y § = X .

1

Ly = o(y)en>

~

Por el teorema de Bhattacharya-Ghost, sabemos que
(2y° +1)j¢(y)+0(n_l )-

1

< —
‘yj (6y
1

Reemplazando momentos poblacionales por muestrales se tiene una expresion

X' -X

Ak
Restando ambas expresiones se deduce por lo tanto:

PF(\/; yj—Pﬁ(\/;

PF(\/Z

andloga para Vn

Ademads, también sabemos que
a,=a;+ OP(

L
n 2

X—,u<

~ —_

X_XSy

Op(n_l).

Ak

o




En consecuencia,

o)
_PF(ﬁX;ﬂ_x;‘azj—PF(\/ZX; gxa/zj:
_[PF(\/;X*&_)_(SXT% +OP(”1)}—{Pﬁ(\/;)_(*&_yﬁx;%j+0p(n1)}:
—PF(xllzSﬁi*;yéxf_azjmp(n-l):1—a+0p(n—1)

Notemos que este error de recubrimiento coincide con el de la teoria clasica:

P(uely)=1-a+0(n")

Po(pel)=1-a+0,(n")

METODO PERCENTIL-t SIMETRIZADO

Es andlogo al método percentil-t, pero difiere en la forma de estimar los cuantiles:

* El método percentil-t (anterior) considera intervalos de “colas iguales”:

o)

e Los intervalos que considera el método percentil-t simetrizado no tienen por
qué ser de “colas iguales”, al estar definidos a partir del cuantil 1-« de | X]|.

P(|X|Sylfa):1_a




Conociéndose la distribucion de la variable aleatoria

In 0-0
n—,
o
bajo I, si 1, eselcuantilde orden 1—a de su valor absoluto,

~

_@(Jﬁe

A69 S;Jﬁ—a j ::1__(Z

1
I= (916‘1@2)/10,) 1.C. para 6 de nivel (1-a).

entonces:

~

0-0

El método percentil-t simetrizado aproxima la distribucién de R()?;F) =n =
o

S t§*
bajo F porIadeR(X;F):\/; —
o

0 .
— bajo F', es decir

~

&(Jﬁe

ap j:@(Jﬁ

y por lo tanto, si y{‘la es el cuantil de orden 1 — o de \/;

1
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6 -6
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En la practica, yl*_a se aproxima por Monte Carlo a partir de X. Asi,si 0 = 1 y 0=X
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ERROR DE COBERTURA METODO PERCENTIL-t SIMETRIZADO

Consideremos 0 =1y § = X .

Por el teorema de Bhattacharya-Ghost, sabemos que

PF(\/ZX_

~

= Sy)=®(y)+n_;ql(y)¢(y)+nlqz(y)¢(y)+0(

3
n 2

siendo ¢; un polinomio de orden par simétrico. Se tiene entonces:

X -
A’uﬁyj—PF(\/Z
o

~

PF(\/Z

Sy):PF(x/Z

:[q)(y)+n_;ql(y)¢(y)+”_l%(y)¢(y)+0(

=—4:(7) =¢(y)

)

—1-d(y)  =a(y) =4(»)

=2®(y>—1+2nlqz<y>¢(y>+o[

3
n 2

X—pu

nz

—[®(—y)+ n_;fll(—y)?ﬁ(—y )+n7q (—y)(-y)+ O(H_Z

A

-
Iy
))-

3

3

)

Como reemplazando momentos poblacionales por muestrales (cuyo orden de
aproximacion conocemos, O( n™"?)) se tiene una expresién analoga para la
correspondiente variable bootstrap:

PF(\/Z Syj—PF(JZ
(]

J-1-aso,(n? _

Notemos que este error de recubrimiento mejora al de la teoria clasica:

|

_ 3
X =

<

A A K

En consecuencia,

_ _ X—u
Po(uely)=P| X=6nly,<u<X+6n?y.,
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P(pel)=1-a+0(n™")

3

2
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Variables pivotales Intervalos de confianza bilaterales Error de

“aproximadas” para la media poblacional de nivel recubrimiento
para una media poblacional l-«a P(pel,)-(1-a)
\/—X‘” 1—)?—“% o(n™
n— = N(0,1) 0= Fon 2z, (n )

—X-u ~X'-X 5 (v a3 m_oama ) oy
] PO _ Z—kA—Gn X oo X —On xa/ZJ Op(n
(o) (o)
- X-X — E
\/Z ,\/u :\/;T I, = X-T—O'l’lz O, n?
- Y P
(o} o a

* Notemos que el método percentil-t simetrizado (cuarta aproximacion: estadistico
positivo corregido por su escala) es mejor que el percentil-t (tercera aproximacion:
estadistico solo corregido por su escala) y éste a su vez mejor que el método percentil
(segunda aproximacion: estadistico sin correcciones para sus sesgo y escala).

ESTUDIO DE SIMULACION
Comparativa aproximaciones normal y bootstrap. P9
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#Estimacion por Monte Carlo de la cobertura de los intervalos bilaterales para la media: clasico, boot.percentil, boot.percentil-t
#y boot.percentil-t simetrizado, en un estudio de simulacién. Escenario exponencial (rate=1/100).

tl=proc.time()
alpha=0.1

n=100

N=1000
cobertural0O=numeric(N)
coberturall=numeric(N)
cobertural2=numeric(N)
cobertural3=numeric(N)
muestra=numeric(n)

for (zin 1:N)

— |

desv=sd(muestra)

B=1000
percentil<-numeric(B)

percentilt<-numeric(B)

remuestra<-numeric(n)

percentilord<-numeric(B)

Clasico Percentil

1-a=09

n=100
B=1000
N=1000

0.890
(39)

0.887
(49)

muestra<-rexp(n,rate=0.01)
media=mean(muestra)

10=c(media-desv*(qnorm(1-(alpha/2))/sqrt(n)),media+desv*(gnorm(1-(alpha/2))/sqrt(n)))
if ((10[1]<100)&(100<10[2]))
{coberturalO[z]=1}

—> CLAsICO

Percentil-t Time user

simetrizado
0.900
(19)

Percentil-t

0.896
(29)

3.18 h.

cuantilli=percentilord[floor(B*(1-(alpha/2)))]
cuantills=percentilord[floor(B*(alpha/2))]
11=c(media-cuantilli/sqrt(n),media-cuantills/sqrt(n))
i ((11[1]<100)&(100<11[2]))

percentiltord<-numeric(B)
percentilts<-numeric(B)
percentiltsord<-numeric(B)

{coberturall[z]=1}

—> PERCENTIL

for (kin 1:B)

— 1

cuantil2i=percentiltord[floor(B*(1-(alpha/2)))]
cuantil2s=percentiltord[floor(B*(alpha/2))]
12=c(media-desv*cuantil2i/sqrt(n),media-desv*cuantil2s/sqrt(n))

for (iin 1:n)

{
=1
u=runif(1)
while (u>=j/n)

j=itl
}

remuestra[i]=muestral[j];

percentil[k]=sqrt(n)*(mean(remuestra)-media)
percentilt[k]=sqrt(n)*(mean(remuestra)-media)/sd(remuestra)
percentilts[k]=sqrt(n)*(abs(mean(remuestra)-media))/sd(remuestra)

}
percentilord=sort(percentil)

percentiltord=sort(percentilt)
percentiltsord=sort(percentilts)

if ((12[1]<100)&(100<12[2]))
{cobertural2[z]=1}

—> PERCENTIL-T

cuantil3=percentiltsord[floor(B*(1-alpha))]
13=c(media-desv*cuantil3/sqrt(n),media+desv*cuantil3/sqrt(n))

if ((13[1]<100)&(100<I13[2]))
{cobertural3[z]=1}
}

c0<-mean(cobertural0)
cl<-mean(coberturall)
c2<-mean(cobertural2)
c3<-mean(cobertural3)
c0

cl

c2

c3

proc.time()-t1

—> PERCENTIL-T SIMETRIZADO

COBERTURAS ESTIMADAS POR MONTE CARLO PARA

xeExp( Yo) (2=100)

l-a=0,9
N =100

/o

10 100 0,78

500

100
500

100
500

100
500

25 0,82

100 0,84

200 0,92

/1
0,40
0,51
0,57
0,68
0,71
0,76
0,82
0,86

/2
0,55
0,66
0,65
0,70
0,70
0,82
0,82
0,92

/3
0,60
0,65
0,71
0,76
0,83
0,88
0,94
0,89




