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Introduccién

» En diversos campos surgen problemas estadisticos dénde los
datos son dados mediante medidas angulares dando la
orientacién o angulos en el plano (datos circulares) o en el
espacio (datos esféricos).

» Datos circulares es el caso mas simple de esta categoria de
datos llamada datos direccionales, dénde la tnica respuesta
es no escalar, pero es angular o direccional.
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Introduccién

Notacién
» Las direcciones en el plano pueden ser observadas como
vectores en el plano o como puntos en el circulo unidad.
Tambien se pueden observar, como angulos o como niimeros
complejos.

» Escogemos direcccidn y orientacidn inicial.

Luego cada punto x en el circulo unidad puede ser representado
por un angulo 8 o por un nimero complejo unitario z.

x = (cosb, senf)

0

z = ¢e'"" = cosf + isenf
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Introduccién

Medidas de localizacién
» Sean xi,..., X, cuyos angulos correspondientes 6;,
i=1,...,n.
» La direccién media 0 de 64,...,8, es la direccién de
x1 + ...+ x,. Es tambien el centro de masa x de xi, ..., xn.
> Las coordenadas catesianas de x; son (cosb;, senf;)

» Las coordenadas cartesianas del centro de masa son (C, S).
n
1
- E cost);
n<
Jj=1
n
1
— E sent);
n<
Jj=1

')
Il

Wi
Il
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Introduccién

Medidas de localizacién
» Dénde 0 es la solucién de las ecuaciones
C = Rcosf
S = Rsenf
» La media de la longitud resultante R es dada por

R=+C2+52
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Introduccién

Medidas de localizacion
» Notemos que 6 no ests definida cuando R = 0
» Cuando R > 0, 0 es dada por
tan~3(5/C) si. C>0

tan }(5/C)+7 si C<0

Notemos que en el contexto de estadistica circular 8 no es la media
(01+...+6,)/n
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Introduccién

Medidas de localizacion

» Notemos que la media muestral de la direccion es equivariante
bajo rotacién.

» Diferentes estadisticos utilizando diferentes sistemas de
coordenadas estaran de acuerdo en donde estd la media la
muestral, a pesar de que puede usar nimeros diferentes para
describir su posicién
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Introduccién

Medidas de localizacién

» La mediana muestral de la direccién @ de los dngulos
(01,...,0,)/n es algin angulo ¢ tal que
1. La mitad de los puntos se encuentran en el arco [¢, ¢ + 7)
2. la mayoria de los puntos estdn mas cerca de ¢ que de ¢ +

» Cuando n es par, la mediana coincide con uno de ellos.

» Cuando n es impar, es conveniente tomar la mediana como el
punto medio de dos puntos adyacentes adecuados.
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Introduccién

Medidas de concentracién y dispersién

» R=1+/C?+ 52, entonces si x1, ..., X, son vectores unitarios,

0<R<1

> Si las direcciones 01, .., 0, estan estrechamente agrupadas
luego R = 1.

» Sif1,...,60, estdn muy dispersas luego R =1

serad practicamente 0.

Por tanto, R es una medida de concentracién del conjunto de
datos..
» R es invariante bajo rotaciones.

» La longitud resultante R es la longitud del vector resultante
X1+ ...+ Xn.
» R=nR
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Introduccién

Medidas de concentracion y dispersién

» La media de longitud resultante R es la medida de dispersién
mds importante.

> A veces emplearemos otras medidas de dispersién de datos
circulares, para comparar con datos en linea: la medida mas
simple es la varianza circular muestral

V=1-R
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Introduccién

Medidas de concentraciéon y dispersién
Otras medidas de dispersién

» Distancia entre dos dangulos 6 y £
min(0 — & 2m — (0 — &) =7 — |7 — [0 — ]|

> Medida de dispersién de los dngulos 64, ..., 60, sobre un
angulo dado « es

do(@) =+ > — I 16— al)

i=1

> la funcién dy toma el minimo en la mediana muestral . La
desviacién circular media es dy(0)
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Distribuciones notables

Distribucidn circular

» Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad la
cual estd concentrada en la circunferencia de circulo unidad.
» Las distribuciones circulres son de dos tipos:
1. Discretas- asignan masas de probabilidad solo a un nimero de
direcciones
2. Absolutamente continuas
» Existe la funciém de densidad f(6)
1. f(9) >0
f f(0)do =1
3 f(0) = (0 + k2m) para algtin entero k. (f es periddica)
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Distribuciones notables

Distribucion lattice

2
Pr(9:v—|—ﬂ):prr:0717...7m_1
m
m—1
pr 2> 0, Zpr:
r=0

» Los puntos 2—,7;7’ son los vértices de un poligono de m lados
inscrito en el circulo unidad.

» Si los pesos son p, = % entonces se le denomina distribucién
uniforme discretizada en m puntos.
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Distribuciones notables

Distribucion uniforme

» A menudo usada como modelo nulo.

» Es la unica distribucién en el circulo la cual es invariante bajo
rotacién y reflexion.

» Su funcién de masa de probabilidad

(6) = 55
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises
Definicion
1

_ ekcos(@—u)
27lo(k)

g(0; p, k)

> [y denota la funcién de Bessel modificada de primer tipo y
orden 0,

1 o kcos6
Io(k) ekeest g
0

T o

inf

r=0

> El pardmetro p es la media de las direcciones

» k es el parametro de concentracion.
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises

Relacién v,R,Sﬁ y parametro de concentracion

1. Generamos una muestra de tamafo 3000 para cada pardmetro
k (75 valores)
2. Calculamos para cada una de las muestras
» la varianza definida de forma andloga que en el caso lineal con
respecto a la distancia euclidea y a la distancia definida por la
longitud de arco,
» el pardmetro de concentracién R =+/C2+4 52y
> la desviacién circular estandard 1/2(1 — R).
3. Representamos la estimador local-lineal de cada una de las
estimaciones anteriores frente el pardmetro de von-Mises y la
funcién 1/k.
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises

Relacién v,R,52 y pardmetro de concentracién

1 n
2= 23" d*(01,0)
i=1

1
0= miny— ; d*(6;,y)
d*(0:,60j) = m — |m — 16; — 6]
d(0:,6j) = 2(1 — (cos(6; - 6;)))
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises

T
o |
M
“ ———  Varianza (distancia arco)
Varianza (distancia euclidea)
@ ——— Uk concentracion von Misses)
| —_— R
\ Desviacion tipica cicular
°
N
o
o ]
°c
o |
s
e
S
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises
Definicion
» Notemos que M(u + m, k) y M(u, —k) son la misma
distribucion.

» Para eliminar la indeterminacién de los pardmetros i,k es
usual tomar k > 0.
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Distribuciones notables

Distribucién von Mises
Forma
> La distribucién es unimodal y es simétrica sobre 6 =

» La moda se encuentra en §# =y y la antimodaen 0 = u+ 7

> la relacién de la moda de la densidad y la antimoda viene
dada por e%¥, asi que cuanto mayor sea el valor de k, mayor es
el agrupamiento acerca de la moda.
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises

1.0

0.6

Densidad Von Mises

0.2

0.0
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises
Relacion con otras distribuciones

» Si k=0, entonces M(p, k) es la distribucién uniforme.

» La aproximacién exp(x) = 1 4 x, muestra que para k
pequefios M(u, k) = C(u, k/2), dénde C(u, k/2) denota una
distribucién Cardioid.

» Cualquier von Mises puede ser aproximada por una
distribucién normal wrapped.

M(p, k) = WN(u, A(k)), k — oo
A = h(k)/lo(k)
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises

Funcidon de distribucidn

10
F(0;0,k) = /o(k)/o ekeosu gy
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Distribuciones notables

Distribucion von Mises
Convolucion
» La convolucién de dos von Mises no es una distribucién von

Mises.

» La convolucién de dos distribuciones normal wrapped,
WN (1, A(k1)) y WN(pu2, A(k)) es la distribucién wrapped
normal WN(u1 + po, A(k1)A(k2)). La cual puede ser
aproximada porM(uy + 2, A~1(A(k1)A(k2)))

01+ 0 ~ (M(p1 + pi2, A1 (A(k1) A(K2)))
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Distribuciones notables

Distribuciéon Cardioid

>

Perturbacién de la densidad uniforme por la funcién coseno da
lugar a una distribucién Cardioid C(u, p)

Funcién de masa de probabilidad

1 1
F(0) = 5 (1 +2pcos(6 —p)) lp| < 5

La media de longitud resultante es p

La media de la direccién es

La distribucién es simétrica y unimodal en p (si p > 0).

Si p = 0 la distribucién se reduce a la distribucién uniforme.

El principal uso de estas distribuciones es como
aproximaciones de poca concentracidn a las distribuciones von
Mises
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Distribuciones notables

Distribucion Cardioid

0; ~ Cui, pi)(i =1,2) = 01 + 02 ~ C(p1 + p2, p2p2)

El conjunto de distribuciones Cardioids es cerrado bajo
convolucién
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Distribuciones notables

Distribucion Cardioid

10

Densidad Cardioide

0.2
|

0.0
|
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Distribuciones notables

Distribuciéon Normal proyectada

» Distribuciones en el ciclo pueden seer obtenidas por
proyeccién radial de la distribucién radial en el plano.

» Sea x un vector aleatorio bidimensional, Pr(x=0)=0. Luego
||x||~1x es un punto aleatorio sobre el circulo unidad.

> Un ejemplo importante es aquel en el que x tiene una
distribucién normal bivariante N(p, Y "), en cuyo caso
||x||~1x se dice que sigue una distribucién normal proyectada

PNx(p, 37)-
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Distribuciones notables

Distribucion Normal proyectada

Aplicacion

Meteorologia: cuando la velocidad del viento es modelada por una
distribucién normal bivariante, la distribucién marginal resultante
para la direccién del viento es una distribucién normal proyectada.
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Distribuciones notables

Distribuciéon Normal proyectada

pO:ip, Yy )=
$(0:0,3) + [ [T2D(0)p(D()o(I X |72 (xT = x)HPu A x)
xT S 71 x

» ¢(+;0,> ) denota la funcién de masa de probabilidad, ¢ y ®
denotan la funcién de masa de probabilidad y la funcién de
densidad acumulada de N(0,1), x = (cosf, senf) "

T -1
ptyo X
D)= =117
(xT Y )Y
p A x = pysen — pipcost p = (p1, p2) "
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Distribuciones notables

Distribucion Wrapped
Definicién
» Dada una distribuciéon en la linea, se puede envolver alrededor
de la circunferencia del circulo de radio uno.

» Si x es una variable aleatoria en la linea, la variable aleatoria
correspondiente x,, de la distribuciéon wrapped viene dada por

xw = x(mod2r)

» Si el circulo es identificado con el conjunto de nimeros
complejos de médulo la unidad luego el mapa wraping
X — Xy, pueden ser escrito como

X — e27I'IX
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Definicion
» Si x tiene como funcién de distribucién F = la funcién de
distribucién F,, de x,, viene dada por

o0

Fu(0) = > {F(0+2mk) — F(2mk)}

k=—00

» Si x tiene como funcién de masa de probilidad f = la funcién
de masa de probabilidad £, de x,, es

Fu(0) = i £(0 + 27k)

k=—00
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Distribuciones notables

Distribucion Wrapped
Propiedades

L (x+Y)w =Xw+ yw
2. Si la funcién caracteristica de x es ¢ entonces la funcién
caracteristica {¢, : p =0,=%1,...} de x,, es dada por

op = ¢(p)

3. Si ¢ es integrable entonces x tiene funcién una densidad y

o0 1 o0

fu(0) = Y f(0+2mk) = o142 > (apcospt) + Bpsenpd)]
k=—00 p=1

®(p) = ap+iBp

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Propiedades

» Hay muchas distribuciones en las lineas las cuales pueden ser
envueltas en cualquier distribucién dada en el circulo.

» Sea g la funcién de masa de probabilidad de una distribucién
en el circulo y define una funcién de masa de probabilidad en
la linea por

f(x) = pre(x)
2nr < x <2m(r+1) r=0,£1,4£2,...,

> p, son ndmeros no negativos tales que, Y o p, = 1.
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribucion Poisson Wraped

» Asi como médulo de reduccién de 27 ajusta la linea en el
circulo.

» Reducciéon médulo 2rm (m entero positivo) ajusta los enteros
en el grupo de las m-raices de uno, considerado como un
subgrupo del ciclo.

» x variable aleatoria en los enteros, luego x,,
Xy = 2mx(mod2mm)

> es una variable lattice {27r/m:0,1,...,m — 1} en el circulo.
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribucién Poisson Wraped

» La funcién de probabilidad de x,, es dada por

2rr >
Pr(x, = —) = k =0,1,...,m—1,
r(x m) E p(r+ km) r=0 m
dénde p es la funcién de probabilidad de x.

» Si x sigue una Poisson con media A, luego x,, tiene
distribucién Poisson wrapped con funcién de probabilidad

> \rtkm

Pr(xw = @ = _)‘Z

—|—km
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribucién Poisson Wraped

> Ball y Blackwel (1992) han escrito estas probabilidades de
forma finita

2 Wi
Pr(xw ﬂ) = Z e Aw "
M=o

> w es una raiz m-ésima raiz de uno
» Funcién carateristica de 6 es ¢, = exp {\(1 — ez’”p/’")}

» La convolucién de distribuciones Poisson wrapped de

parametro A1 y A2 es una distribucién Poisson wrapped de
pardmetro A1 + Ao

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribuciéon Normal Wrapped

» WN(u, p) es obtenido mediante "wrapping’la distribucién
WN (i1, 02) en el circulo

o2 = —2logp
p= e—02/2

» Funcién de masa de probabilidad

— —(0 — p + 27k)?
w(l; 1, p) = —— ex|
?b ( 2 P) U\/ﬂ k_z_oo P 20-2

1 =
(011, p) = 5 1+2zlp" cosp(0 —p) p 0<p<1
p:
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Distribuciones notables

Distribucion Wrapped
Distribuciéon Normal Wrapped

» WN(u, p) es unimodal y asimétrica sobre su moda u.

» p— 0, WN(u,p) tiende a la distribucién uniforme, mientras
p — 1, tiende a una distribucién puntual en p.
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped

Distribuciéon Normal Wrapped

10

Densidad Normal Wrapped
0.8
|

0.2
|

0.0
|
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Distribuciones notables

Distribucion Wrapped
Distribuciéon Cauchy Wrapped

» Distribucién en la linea real con densidad

1 a

f(X;/’L7a):;32+(X_H)27

—oco< u<oo, a>0

» Dendidad de la distribucién Cauchy Wrapped

c(0; u, p) = Z f(0+2mk; u,a) = % 1+2prcosp(9,u)}

k=—00 p=1
> p = e
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribuciéon Cauchy Wrapped
» De considerar la parte real de la serie geométrica se sigue que
> et pPe~P(0=1) se sigue que

1 1—p?
21 1+ p? — 2pcos(6 — p)

(b p, p) =

» La media de la direccién es p(mod2m) y la media de longitud
resultante es p.

» Denotamos esta distribucién por WC(pu, p)
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribuciéon Cauchy Wrapped

» Cuando p — 0 tiende a la distribucién uniforme.
» Cuando p —> 1, esta concentrada en p.

» Funcién de distribucion

1 (1 +pP)cos(0 — p) —2p
F(0) — F(u) = =—cos ! { 1+ p? —2pcos(0 — p) }

p<O0<p+m

» La connvolucién de las distribuciones Cauchy Wrapped
WC(u1,p1) y WC(uz, p2) es la distribucién Cauchy Wrapped
WC(p1 + 2, p1p2)
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribuciéon Cauchy Wrapped

°
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Distribuciones notables

Distribuciéon Wrapped
Distribuciéon Cauchy Wrapped

6 ~ PN(0,0) = 20 ~ WC(p, p)
o _ tr(o) —2[o|*?
~ tr(o) + 2|o|1/2

0% 012
g = 2
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Test de uniformidad

Test de Rayleigh

» E[(cos),sen(6) "] = 0 cuando @ sigue una distribucién
uniforme, es razonable rechazar la uniformidad cuando el
vector muestral de medias (C, S) estd lejos de cero, es decir
cuando R es grande.

Estadistico
Es (til tomar para el test el siguiente estadistico 2nR?. El cual bajo

uniformidad .
2nR? ~ x3

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Test de uniformidad

Test de Rayleigh

Direccion media dada

> Se rechaza la uniformidad para valores grandes de
- 1<
C=- Z cos(b; — p)
n
i=1

» Bajo uniformidad B
2nC? ~ 3
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Test de uniformidad

Test de Kuiper

Test para la distribucion linear estan basados en la desviacién entre
la distribucién empirica y la hipotética funcién de distribucién.

Distribucién
» Las observaciones ordenadas 6y, . .., 0, aumentan con ¢y =0
Yy Hn—l—l =27
» S, es definida por

Sa(0)=i/nSif;<0<0,i=01,....n
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Test de uniformidad

Test de Kuiper
» S.(0) y F(0). Es atil
0;

= — ] =

1,... 1
1 27_[_’ ) 7n+

» Considerando el estadistico de Kolmogorov-Smirnov, sugiere
que la distribucién circular sea rechazada para grandes valores
de max(D;F, D,), dénde

D}t = supp(Sn(0) — F(0))
Dy = supy(F(0) — Sa(0))

» F(0)=0/27
» Kuiper(1990) V, = D;F + D,



Test de uniformidad

Test de Kuiper
» Kuiper(1990)

V, =D} +D;
0.155 0.24
Vi =n2v,(1+ —+=—)

» La distribucién bajo uniformidad de V¥ varia muy poco con n
n> 8.
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Test de uniformidad

Test de U? de Watson

» Estadistico de Watson
n . 2
2 s 1/2 1 i
U? = ; [U, U =+ o]+

U:(U1+...,Un)/n

n _ ) n _
V=3 U2 —nU= =3 i+ (n+ 1)U +

i=1 i=1

» El estadistico Cramer-von Mises

n . 2
2 =12 1
W_Z[U' n } +12n

i=1
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Test de uniformidad

Test de U? de Watson

» El estadistico Cramer-von Mises

n . 2
i—1/2 1
w? = Ui — —
Z[ n } +12n

i=1

» Estadistico modificado
01 0.1 %

U*2:(U2—T—?)(1+

> La distribucién de este estadistico bajo uniformidad varia muy
poco con n
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Test de uniformidad

Test de U? de Watson

» Distribucién asintética de U?

[e.9]

2,2
limp—, 00 Pr( U? > u) = Z )m_le_2m Ty

m=1

» Esta serie converge rdpidamente y puede ser calculada
rapidamente.

» Watson(1961) muestra que una muestra de gran tamafio la
distribucién asintética de U? es la misma que la de V? /72

Wi (t) = n'/25,(t) — F(t)

» Dénde F(t) =t/2n
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Test de uniformidad

Test de Hodges-Ajne

» Una estrategia para testar la uniformidad de una distribucién
en el circulo es que se rechace la uniformidad si el niimero de
puntos observados de una muestra los cuales caen en un
conjunto adecuado difieren de un nimero esperado.

» Dos medidas adecuadas de la discrepancia entre lo esperado y
lo observado

» La diferencia maxima

» La media de diferencias al cuadrado la diferencia como el
conjunto varia en una determinada clase. (Estadistico A, de
Ajne)
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Test de uniformidad

Test de Hodges-Ajne

» Sea N(0) el nimero de observaciones en el semiciclo centrado
en 0, es decir, en el arco (0 — 7/2,0 + 7/2)

» El test rechaza la uniformidad para valores grandes de
maxgN(0) o para valores pequefios de m = mingN(0)

» Test introducido por Ajne(1968), usando m-n, el maximo
nimerode observaciones en un semicirculo.

Pr(m < t)=2""t(n—2t)("), t < g

Leyenda Rodriguez, Maria Datos direccionales.



Test de uniformidad

Test rango

» w es la la longitud del menor arco que contiene a todas las
observaciones

w=2r—T T:maxlg,-g,,T,-
7—,':6,'—9,'_1, i:l,...,n—l, Tn:277_(9(n)_9(1))

» La hipdtesis de uniformidad es rechazada para valores
pequenos de w.

» Funcién de distribucidn de el rango circular

k=1

Priw<r) =Y (%) [1 k(1 é)

n—1
o

» 1-k(1-45)>0
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Test de uniformidad

Test rango

» Bajo uniformidad E[T;] = 27/n. Por tanto esrazonable
rechazar la uniformidad para valores grandes de

L= %27:1|Ti_ 2T7r|
» Shermam (1950)

nt/2(L —2m/e)
27m(2e~1 — 5e—2)1/2

~ N(0,1)
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Test de uniformidad

Test Ajne An

» Sea N(0) el ndmero de observaciones en el semicirculo
centrado en 6.

» El valor esperado bajo uniformidad es n/2. Se rechaza la
uniformidad para grandes valores de

A, = 2W{N(9)—g}2d9A,,—n<1—Do>

-
Do=— 5" {r—I(m — 16~ )

i=1 j=1
> La distribucién de A, bajo uniformidad es

m 2k -1 2
k=1
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Test de uniformidad

Test Hermans-Rasson

» Se rechaza la hipdtesis de uniformidad para grandes valores de

n j—1
2
Hy, =271A, —2895 g g <]sen J-)\—)
™

J2l*
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Series de tiempo con datos direccionales

Definicién
El vector unitario aleatorio x = (cosf, sinf) 7 tiene distribicién von
Mises con media p y concentracién k > 0. Si su densidad es

f(x) = [2rlo(k)] texp(xT @)

dénde el vector de concentracién a = k(cosu, sinu) T y 1,(-)
funcién de Bessel modificada de primer tipo y orden v. En este

caso podemos escribir
x ~ VM(«)
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Series de tiempo con datos direccionales

El proceso autorregresivo de von Mises

» Breckling(1989), el proceso autorregresivo (AR) de von Mises.

» {6:}, es un proceso direccional. Si la distribucién condicionada
de 0;, dados (0¢_1,...,0:—p) es von Mises con vector de
concentracién vy = Zf:l ki(cosOr_j,sinf:_;) T + (ko,0)T

> Luego 0; es un proceso de von Mises

F(0r]0-1,. .., 00— p) = 2mlo(ue)] ™t
P
exp Z kjcos(8: — 0+_;) + kocost;

j=1

ur = [|ve|
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Series de tiempo con datos direccionales

El proceso Linked

> Fisher y Lee (1994), usan la idea de funciones link entre los
modelos de series de tiempo lineales a un contexto direccional.

» Proceso estacionario direccional {6:} con media direccional
con media p es un proceso "link.2untoregresivo de medias
mobiles (LARMA); si y solo si el proceso
{x¢} = {g_l(et — u)} es un proceso auntoregresivo de
medias mobiles (ARMA)

» Dénde g es par , es una funcién monétona(—m, 7] y g(0)=0

» k-lag funcién circular de autocorrelacién de {6;} es dado como

pr(k) = pr{8(X¢), 8(Xek)}
_ E[sen(©1 — ©3)sen(P1 — )]
{E[sen2(©1 — ©,)]E[sen?(®; — ¢2)]}1/2

PT
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Series de tiempo con datos direccionales

Proceso autorregresivo wrapped (WAR)

» Dado el proceso lineal AR(p)

p
Xt = Zant_j + €
j=1
et ~ N(0, 0?)iid

» El proceso WAR(p) v; es definido por vy = X¢(mod2r),
t=1,...,n

» Si v; es la serie observada, el proceso lineal viene dado por
Xt = vy + 2mk;. k¢ coeficientes wrapping.

» La complejidad de inferencia surge del hecho de que
necesitamos estimar los pardmetros azy, ..., ap, o2 de el
proceso lineal, dado solo el proceso wrappped.
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo seno de series de tiempo

» La densidad conjunta de dos variables circulares aleatorias 61,
f> del modelo del seno es dada por

f(01,02) = Cexp {kicos(01 — p1) + kacos(02 — pi2) +
Asen(61 — p1)sen(fa — o)

—n<01,0, <7
ki, ko >0

—0 <A< o0
TS p1,p2 ST

L= 3 Y ) (k) n(e)
m=0

4ki ko
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo seno de series de tiempo

» Dada la distribucion condicional de 6> dado 87 como von
Mises con densidad

f(91|(92) _ [27”0(31 )]71ekgcos(6’27u2)+)\sin(91f,ul)sen(927;12)
a1 = k3 + N?sen®(H, — ,ul)l/2

» Para formular un modelo de series de tiempo reemplazamos 6,
por 6: y 61 por 8:_1 y usamos la densidad condicional de 6;
dado 6;_1.
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo seno de series de tiempo

» Dada la distribucién condicional de 6; dado 6;_1 como von
Mises con densidad

f(9t|9t71) — [27rlo(kt)]—1ekcos(Gt—u)—l—)\sin(é't—p,)sin(Gt_l—p,)
ke = {K? + N2sen(0r_y — )}

A
W =+ tan~1 {ksen(Ht_l —u)} t=2,...,n

» Como un proceso circular AR(1), el modelo puede ser
equivalentemente expresado como

O =+ tan~ ! {2sen(6t_1 — u)} + €
EtNM(O,kt) t:2,...,n
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo coseno de series de tiempo

» Modelamos el vector unitario x; = (cosf, senf;)"
condicionado a x;_1 como von Mises

Xt’Xt—l ~ VM(aXt_]_ + be)

» a,b > 0 escalares, e = (cosu, senu)”

f(xe|xe_1) = [2mlo(||axe_1 + be||)] L & (axe-1+be)
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo coseno de series de tiempo

O ~ M(,u’ta k¢

pr = tan—1(asenf;_1 + bseny, acosf;_1 + bcosp
ke = \/32 + b? +2abcos(f;—1 — p

tan '(p,q) € [-7, 7

)
)
)
)

» Es el angulo entre el eje positivo x y el vector (p,q)

-1

f(0¢]0¢—1) = [27r/0( a? + b% + 2abcos(0—1 — 1))
e(acos(ﬂt—Gt_1)—I—bcos(@t_l—p,))
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo Mobius de series de tiempo

» La componente deterministica del modelo de regresién
estudiado por Downs y Mardia(2002) une a la variable angular
dependiente v con la variable angular independiente u
mediante

tan%(v - B) = wtan%(u —a)

1
v=p3+2tan! {wtanz(u - a)}

» w € [—1,1] es el pardmetro pendiente.

» —71 <, < 7 son los parametros angulares de localizacién.
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo Mobius de series de tiempo

» Reemplazamos el dangulo v por 6; y el angulo u por 6;_1,
t=2,....,n.a=0

1 1
tan§(9t —a) = wtani(et_l —a)
1
0; = o+ 2tan! {wtan2(0t_1 — a)}

1
9t|0t71 ~ M(Oé + 2tan_1 {Wt3n2(0t1 — O[)} s k)
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Series de tiempo con datos direccionales

El modelo Mobius de series de tiempo

» Por tanto el modelo de serie de tiempo se convierte en

1
0; = a + 2tan! {wtan2(9t1 — a)} + €
€t ~ M(O, k)

1
pe = o+ 2tan~! {wtanz(et_l - a)}
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Series de tiempo con datos direccionales

Datos direccionales.

Analisis descriptivo.

Leyenda Rodriguez, Maria

17 de febrero de 2011
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