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Optimización global.

Funciones dc: Propiedades básicas y su optimización.
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Funciones DC

Tuy, 1998

Actually most functions encountered in practice are dc

f : S −→ R : dc (diferencia de convexas) en el convexo S si f + h
es convexa en S ⊂ Rn para alguna h : S −→ R convexa en S .

f : S −→ R : dc (diferencia de convexas) en el convexo S si
existen g , h : S −→ R, ambas convexas en S y f = g − h.
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Descomposiciones dc

Descomposición dc

f = g − h

Si f = (f + h)− h es una descomposición dc de la dc f , entonces
cualquier convexa k da otra descomposición dc:
f = (f + h + k)− (h + k).
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Funciones dc. Propiedades

Si f ∈ C2(Rn), entonces f es dc en cualquier compacto convexo S .

Esquema de prueba

Escribe f (x) como
(
f (x) + τ‖x‖2

)
− τ‖x‖2 para τ suficientemente

grande.

Sea S : cerrado o abierto. Una función localmente dc en S es dc
en S .

Pero esto no nos dice cómo obtener una descomposición dc!!!
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Composición

Sean S1 ⊂ Rn,S2 ⊂ Rm convexos, con S1 : abierto o cerrado y S2 :
abierto. Si F1 : S1 −→ S2 y F2 : S2 −→ Rk son dc componente a
componente, entonces F2 ◦ F1 : S1 −→ Rk también es dc
componente a componente.

Para S1, S2 como antes, si F1 es dc y F2 es C2, entonces F2 ◦ F1 es
dc. En particular,

el producto de funciones dc en un convexo (abierto o cerrado)
es dc

si f es positiva y dc en un convexo abierto o cerrado, entonces
1/f es dc.
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Obtención de descomposiciones dc

Tuy, 1998

The problem of effective dc representation is far from trivial

Horst-Tuy, 1990

. . . however, in many special cases of interest, the exact dc
decomposition is already given or easily found
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Obtención de descomposiciones dc

f : R −→ R, suave, convexa en (−∞, x0), cóncava en (x0,+∞)
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Obtención de descomposiciones dc

f : R −→ R, suave, convexa en (−∞, x0), cóncava en (x0,+∞)

f = g − h

g(x) = . . .{
f (x), si x ≤ x0
f (x0) + f ′(x0)(x − x0), si x > x0

h(x) = g(x)− f (x) = . . .{
0, si x ≤ x0
f (x0) + f ′(x0)(x − x0)− f (x), si x > x0
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Obtención de descomposiciones dc

f : R −→ R, lineal a trozos y continua

f (x) = . . .


m0x + n0, si x ≤ x0

m1x + n1, si x0 ≤ x ≤ x1

...
...

mr x + nr , si xr−1 ≤ xr

mr+1x + nr+1, si xr ≤ x
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Obtención de descomposiciones dc

f : R −→ R,

g(x) = . . .


a0x + b0, si x ≤ x0

a1x + b1, si x0 ≤ x ≤ x1

...
...

ar x + br , si xr−1 ≤ xr

ar+1x + br+1, si xr ≤ x

h(x) = g(x)− f (x)
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h(x) = g(x)− f (x)

Convexidad de g , h

ai ≤ ai+1

ai −mi ≤ ai+1 −mi+1

aixi + bi = ai+1xi + bi+1

a0 = 0
ai = ai−1 + max{0,mi −mi−1}
b0 = 0
bi = bi−1 + (ai−1 − ai )xi−1
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Obtención de descomposiciones dc

Para f ∈ C2(S) y S : compacto,

Fácil!!!

Tomar:

λ∗(x) : menor autovalor de Hf (x), el hessiano de f en x

τ ≥ max{0,−1

2
min
x∈S

λ∗(x)}

f (x) =
(
f (x) + τ‖x‖2

)
− τ‖x‖2
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Obtención de descomposiciones dc

Para f ∈ C2(S) y S : compacto,

es aśı de fácil??

minx∈S λ
∗(x) : hay que calcularlo (o acotarlo)

α-BB: I.P. Androulakis, C.D. Maranas, y C.A. Floudas. ”A
Global Optimization Method for Generalized Constrained
Nonconvex Problems”. Journal of Global Optimization 7
(1995) 337–363.
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Propiedades de la funciones dc

Álgebra

f1 = g1 − h1

f2 = g2 − h2

}
⇒

−f1 = h1 − g1

(f1 + f2) = (g1 + g2)− (h1 + h2)

max{f1, f2} = max{g1 − h1, g2 − h2} =
max{g1 + h2, g2 + h1} − (h1 + h2)

min{f1, f2} = min{g1 − h1, g2 − h2} =
g1 + g2 −max{g2 + h1, g1 + h2}
|f1| = max{f1,−f1} = 2 max{g1, h1} − (g1 + h1)
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Composición

Sea S : compacto, sea f : S −→ [0, a] dc en S , con
descomposición f = g − h. Si q : [0, a] −→ R es convexa no
decreciente con q′−(a) <∞, entonces q ◦ f es dc con
descomposición dc

q(f (x)) = (q(f (x)) + Kh(x))− Kh(x)

para cualquier K ≥ q′−(a).

Por qué?

Define q(s, t) := q(s − t) + Kt. q : convexa y no decreciente
componente a componente.

g ◦ f = q(g , h) + Kh − Kh

Optimización Global (III)



Composición

Sea S : compacto, sea f : S −→ [0, a] dc en S , con
descomposición f = g − h. Si q : [0, a] −→ R es convexa no
decreciente con q′−(a) <∞, entonces q ◦ f es dc con
descomposición dc

q(f (x)) = (q(f (x)) + Kh(x))− Kh(x)

para cualquier K ≥ q′−(a).

Por qué?
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Composición

Sean S : compacto convexo, f : S −→ R+ dc en S , con
descomposición dc f = g − h. Si q : R+ −→ R es convexa no
creciente con q′+(0) > −∞, entonces q ◦ f es dc con
descomposición dc

q(f (x)) = (q(f (x)) + K (g(x) + h(x)))− K (g(x) + h(x))

para cualquier K ≥ q′+(0).
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Composición

Sean S : compacto convexo, f : S −→ R+ dc en S , con
descomposición dc f = g − h. Si q : R+ −→ R es cóncava no
decreciente con q′+(0) <∞, entonces q ◦ f es dc con
descomposición dc

q(f (x)) = K (g(x) + h(x))− (K (g(x) + h(x))− q(f (x)))

para cualquier K ≥ q′+(0).
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min
x∈S

f (x)

f : dc, con descomposición f = g − h conocida

S : politopo en Rn
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Qué hacemos con una descomposición dc?

h(t) = t4 − 2t3 + t2 + 0.1t, t ∈ [0, 1]
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Qué hacemos con una descomposición dc?

h(t) =
(
t4 − t2 + 0.1t

)
+
(
−2t3

)
, t ∈ [0, 1]
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Qué hacemos con una descomposición dc?

miny∈R h(y)
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Qué hacemos con una descomposición dc?

miny∈R h(y). Métodos DCA, CCCP, MM
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Qué hacemos con una descomposición dc?

miny∈R h(y). ???
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Qué hacemos con una descomposición dc?

miny∈R h(y). αBB
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Qué hacemos con una descomposición dc?

miny∈R h(y)
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No unicidad de la descomposición dc

Descomposiciones ”óptimas”

Ferrer, Mart́ınez-Legaz (2009); Bomze, Locatelli (2004); Blanquero,
Carrizosa, Conde (2001), . . .

Optimización Global (III)



No unicidad de la descomposición dc

Descomposiciones ”óptimas”
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Minimización cóncava

min
x∈S

f (x)

Supongamos f : cóncava.

Una solución de f : en algún elemento de ext(S).

Problema duro en general. Fácil por ejemplo, si S : simplex o
de dimensión baja.
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Construcción de cotas inferiores cóncavas

f = g − h

Toma x∗ ∈ S , and toma p ∈ ∂g(x∗)

Por definición de subgradiente, g(x) ≥ g(x∗) + p>(x − x∗) ∀x

f (x) ≥ g(x∗) + p>(x − x∗)− h(x), cóncava
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Branch and bound en un simplex S

Inicio

Tomar x1 ∈ S , hacer f = f (x1), x∗ = x1

Construir la lista L de sı́mplices por analizar, con
L = {S}

Calcular f (S), cota inferior de f en S .

Iteración k = 1,2, . . .

Eliminar de L todo sı́mplex S∗ con f (S∗) ≥ f − ε.
Extraer de L el sı́mplex S∗ con menor valor f (S∗).
Evaluar f en algún x ∈ S∗ y actualizar, si procede, f .
Ramificar S∗, y a~nadir a L todos los sı́mplices y la

cota inferior de los mismos.
Si f − f ≤ ε entonces PARAR.

Ir a la iteración k + 1.
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