Estadistica Noparamétrica
|

ntroduccioén

Estudio de la dependencia entre dos variables

En muchas situaciones interesa analizar la relacién existente entre
dos variables, X e Y. El andlisis de regresion estudia de que forma
Y (la variable dependiente) se puede explicar a partir de X. Si YV’
depende de X entonces

Y = m(X),

donde m es una funcién. En muchos casos no existe ninguna teoria
que diga como debe de ser m. El anélisis de la informacién
empirica disponible nos deberia de proporcionar informacién sobre
m.
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ntroduccioén

Estudio de la dependencia entre dos variables

Consideremos el siguiente ejemplo. Sea Y el gasto en patatasy X
los ingresos netos de una familia. Nos interesa saber cudnto es el
gasto en patatas dado un nivel de ingresos. ; Cémo es la funciéon m
que relaciona los ingresos X con el gasto Y7 En teoria econémica
se dice que un producto es inferior si el nivel de gasto tiende a
disminuir a partir de un cierto nivel de ingresos.
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ntroduccioén

Estudio de la dependencia entre dos variables

iSon las patatas un producto inferior? Para saberlo deberiamos
recoger un conjunto representativo de datos y estimar m. Como
las leyes generales pueden no ser vélidas para un consumidor
particular debemos tener en cuenta que la relacién puede ser sélo
valida en términos medios, es decir,

yi =m(x;) +e, i=1,...,n,

de forma que
m(z) =EY|X = x).

La variable ¢; representa la variabilidad en el gasto del individuo ¢
sobre el consumo medio correspondiente a su nivel de ingresos z;.
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Estudio de la dependencia entre dos variables

El objetivo es estimar la funcién m a partir de la observacién de un
conjunto finito de observaciones

(:Eivyi)v i = 1"")77“
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Regresion no paramétrica y esperanza condicional

En regresién paramétrica habitualmente se supone que m depende
linealmente de un vector de pardmetros. Por ejemplo, en regresién
lineal simple se supone que

m(z) = a+ Px.

Este modelo seria muy restrictivo para ejemplos como el anterior.
No permite que el consumo se incremente hasta un cierto nivel a
partir del cual baja o se mantiene estable. En los modelos de
regresién no paramétricos no se impone ninguna restriccion a priori
sobre m. Obviamente existe un precio a pagar por esta flexibilidad.
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Regresion no paramétrica y esperanza condicional

Antes de presentar los diferentes métodos de estimacion es
conveniente recordar brevemente el concepto de media condicional.
Si X e Y son dos variables aleatorias con funcién de densidad
conjunta f(z,y) se define la media condicional de Y dado X =z

como Tuf d
yj\x,y)ay
EY|IX==x :/yfyxdyzi,
(VX =) = [ yf(yle)dy = 2575
donde )
T,y
fyle) = ——=
(y[x) ()
es la densidad condicional de Y dado X =z y fx es la densidad
marginal de X.
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Introduccién

Regresion no paramétrica y esperanza condicional

Supongamos que

con densidad

1L o O - () 4 20 (53 (43
2moT/1 — p? P 2(1-p?)

Demuestra que E(Y|X = z) = a+ Sz donde « = n — upr/oy
B=pr/o.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Disefio fijo y aleatorio

Nos centraremos en el caso de diseno aleatorio. En este diseno se
supone que se dispone de una muestra aleatoria simple

(X1,Y1), ..., (X, Yy), i=1,...,n

de la distribucién conjunta (X,Y’) con densidad f(z,y).

En algunos contextos (en ciencias principalmente) el investigador
puede disenar previamente el experimento y fijar de antemano los
valores de la variable X. En este caso X no es una variable
aleatoria mientras que Y si. Esto simplifica la estimacién de m asf
como el andlisis de las propiedades estadisticas de los estimadores.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion nicleo de la esperanza condicional

El estimador tipo niicleo se basa en la férmula de la media
condicional
E(Y|X = z) = Jyf(z,y)d

fx(z
Para estimar m basta por tanto estimar fx(z) y f(x,y). La
estimacién tipo nicleo de fx(z)y f(z,y) ya la hemos visto.
Recordemos que para estimar la densidad bivariante f(x,y) es
habitual emplear el estimador tipo nicleo con nicleo producto

~—

Frx(z,y) = ZKhl’— 3Ky (y—Y5).
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion nicleo de la esperanza condicional

Por tanto el estimador del numerador de |la media condicional seria

" 11 - X; —Y;
vty = 25" <$T> / %K <y7> dy
1~1 ~- X

donde en la dltima igualdad se ha usado que K es una funcién
simétrica alrededor del cero con integral uno. El estimador de la
funcién m resultante de reemplazar las cantidades desconocidas
por sus estimadores en la férmula de la esperanza condicional fue
propuesto por Nadaraya y Watson en 1964

Z?:l Kp(z — X;)Y;
> k1 Kn(z — Xi)

T, i () =
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Estadistica Noparamétrica

Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

i) §Cémo es el estimador si utilizamos para estimar la densidad el
estimador Naive? Recordemos que el estimador Naive es un
estimador tipo niicleo con nticleo

() = %11(_1 <z<1)

Utilizando este niicleo el estimador de Nadaraya-Watson en el
punto x es la media de aquellos valores Y; para los cuales su
correspondiente X; esté en el intervalo (x — h,x + h)

S I(XG € (@ —hya+h)Y;
ST I(X; € (z— hya+h))

Mn,(T) =
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

ii) El estimador de Nadaraya-Watson se puede reescribir como

n

Kh Qf—X)
My, Y; = W,
K (x sz 1Kh$—Xk) Z nj (2

donde

Kp(z — Xj) K (z_hXj)

Wigl@) =Wile) = s =55 = S K ()

Por tanto el estimador tipo nicleo de la funcién de regresién es
una media (local) ponderada de los valores observados de la

. n
variable Y donde i, W;(z) = 1.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

i) El estimador tipo nicleo es un caso particular de los
denominados estimadores lineales. Los estimadores lineales son
aquellos estimadores m que se pueden escribir como

n _ . . ,
donde } 7, I;(x) = 1. Por tanto el estimador tipo niicleo de la
funcién de regresién es un estimador lineal con

K(I—hX]) '
j1=1,...

- n z—X ’
S K (255)

Li(x)
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

iv) Podemos utilizar el cdlculo matricial para evaluar el estimador
de Nadaraya-Watson en una rejilla de puntos (t1,...,ty). El valor
del estimador en el punto t; viene dado por

LN~ Kt X5) m
T 1 (1) = sz Rl Xk)Y JE:ILUY =1,...

donde

ti—X
(i)

Por tanto, si h = (17(t1),...,M(tn))!, Y es el vector con las
observaciones (Y1,...,Y,), y L es la matriz m x n definida por la
expresion anterior, se tiene que m = LY.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

v) En particular si queremos evaluar el estimador en los puntos de

la muestra (X1,...,X,), tendriamos que calcular la matrizn x n
L, donde el elemento (i,5) viene dado por la expresién
ol )
Li; = W;(X;) = =1,...n,5=1,...,n

Sio K (K

Una posibilidad seria calcular primero la matriz con los elementos
K((X; — X;)/h) y posteriormente dividir cada fila por la suma de
la misma. Una vez calculada la matriz LL se tiene que

m=LY

donde m = (m(X1),...,m(X,))!
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

vi) El pardmetro h controla el grado de suavidad del estimador.

15
1
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1
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Estadistica Noparamétrica

Estimacion tipo nucleo de la regresion

Estimacion tipo niicleo de la regresion: Observaciones

vii) Si h — 0 entonces
M,k (Xi) = Y5,

por tanto, el estimador tiende a interpolar los datos si h es
pequefio (infrasuavizado). Por otra parte, si h — oo entonces

mn,K(XZ) - Y)
es decir, el estimador es una funcién constante (sobresuavizado).

Nota

Puede ocurrir, en zonas donde hay pocos datos, que el
denominador de W;(x) valga cero. En este caso, como el
numerador también valdria cero, se considera que el estimador no
estd definido.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Eleccién del parametro de suavizado por validacién cruzada

Una posibilidad para elegir el pardmetro de suavizado es usar el
método de validacién cruzada, convenientemente adaptado al
contexto de regresion. Para medir la bondad de ajuste que se
consigue con una ventana h podriamos usar el error medio

1 ¢ A
=~ > (Vi — i i (X0))*.
i=1

Esta medida de error global aproximaria el error de prediccién. Sin
embargo, la aproximacién seria un tanto optimista ya que
estariamos usando el valor de Y; dos veces: una a la hora de medir
el error, y otra a la hora de construir el estimador.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Eleccién del parametro de suavizado por validacién cruzada

Para evaluar mejor el error de prediccion se suele eliminar el dato
i-ésimo cuando calculamos el error de prediccién para Y;. Asi la
funcién de validacién cruzada se define como

=1

donde m_ ;) i denota el estimador de Nadaraya-Watson construido
a partir de la muestra original después de eliminar el par (X;,Y;).
La idea seria tomar aquel i que haga que C'V sea minimo.
Aunque se podria calcular directamente C'V, esto requeriria
evaluar, para cada h, n veces el estimador de Nadaraya-Watson,
construido a partir de una muestra de (n — 1) puntos. Muchos de
estos calculos serian redundantes y se pueden simplificar.
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Estimacion tipo nucleo de la regresion
Eleccién del parametro de suavizado por validacién cruzada

Teorema

La funcién de validacion cruzada del estimador de
Nadaraya-Watson se puede escribir de la siguiente forma

donde L;; es el elemento i-de la diagonal de la matriz de suavizado
L necesaria para calcular el estimador en los puntos (X1, ..., X,).

Es decir i
i (

X;— X,

o
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Estadistica Noparamétrica

Estimacion tipo nucleo de la regresion

Eleccién del parametro de suavizado por validacion cruzada

El resultado anterior es un caso particular de un resultado mas
general que existe para estimadores lineales. Sea

i(x) =) 1;(x)Y;,
j=1

un estimador lineal. Se define

My (@) =Y Ly (@)Y,
j=1
donde
o 0 sij—i
i(—)\ L) = l(a:) .. .
0 S lh@ S F
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Estimacion tipo nucleo de la regresion

Eleccién del parametro de suavizado por validacién cruzada

Igual que antes, se define la funcién de validacién cruzada como

Teorema

Se tiene que
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Ajuste polinémico local
Modelo lineal local

La idea de este método es muy sencilla. En lugar de hacer un
ajuste global por minimos cuadrados de una recta podemos
intentar buscar una recta que ajuste bien sélo en los puntos
proximos a x. Dado h > 0 podemos proponer un modelo lineal
valido sélo en el entorno (z — h,z + h)

Yi=oa(z)+ p(x)X; + €, X; € (x —h,z+ h).

R. M. Crujeiras, A. Rodriguez Estadistica Noparamétrica 23/44




Estadistica Noparamétrica
Ai

juste polinémico local

Minimos cuadrados ponderados

Ajustariamos entonces por minimos cuadrados los parametros del
modelo usando sélo los datos del entorno local (z — h,x + h)

n

> (Yi—alz) = B(2) X)’L(|X; — 2| < h).

i=1
Minimizar la suma de cuadrados anterior es equivalente a minimizar

n

Z(Yz‘ —a(x) — B(z) X;) wi(z — X),

i=1

donde, recordemos, w es la densidad uniforme en (—1,1)
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juste polinémico local

Minimos cuadrados ponderados

Al igual que ocurria en la estimacién de la densidad, no parece del
todo razonable que en la suma de cuadrados anterior tenga el
mismo peso todos los errores del intervalo (z — h,x + h),
independientemente de su proximidad a x. Para corregir eso
podemos reemplazar la suma de cuadrados anterior por

n

> (Vi —a(z) - B(2)X:) Kz — X3),

i=1

donde K una funcién de densidad unimodal y simétrica alrededor
del cero.
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El estimador lineal local

El estimador lineal local en el punto x vendra dado por
M, L (z) = a(x) + b(x)z,
donde a(z),b(x) son los valores que minimizan la suma de

cuadrados ponderada

n

> (Vi —a(x) = B(2)X;)* Kn(z — X;).

i=1
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juste polinémico local

El estimador lineal local

Por tanto para evaluar el estimador lineal local tenemos que
encontrar a y b que minimicen

n

D (Y — o — BX;)* Wi,

=1

donde Wi = Kp(v — X;)/ 227y Kn(x — Xj). Si derivamos con
respecto a las variables o y 3 (x esta fijo) obtenemos la ecuaciones

(ejercicio)
n n
D WhiYi = atby WiX;
i=1 i=1
n n n
Z W X:Y; = a Z WX | +0b Z VVM‘XZ-2
i=1 i=1 i=1
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Ajuste polinémico local
El estimador lineal local

Si utilizamos la notacién p/ . =S W}, X7Y? el sistema
:ur,s i=1 )
anterior puede escribirse como
h h
por = a+buig
h h h
pia = apgg+busgg

)

Despejando (ejercicio)
h h . h
H11 — F1oMo,1

azﬂg,l—bﬂ’f,oa b= . . 3
Koo — (Nl,o)

iA qué convergen ay bsi h — oo?
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uste polinémico local

El estimador lineal local es un estimador lineal

Al igual que ocurria con el estimador de Nadaraya-Watson, el
estimador lineal local también es un estimador lineal. Por tanto, la
funcién de validacidn cruzada es bastante sencilla de calcular.

Teorema

El estimador local lineal se puede escribir de la forma

bj(x)

)Y;, SR -
T, oo (2 Zz donde [;(x) ST @)’
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juste polinémico local
Nadaraya-Watson como estimador localmente constante

Supongamos que en vez de haber ajustado una recta localmente se
hubiera ajustado una constante en el entorno (x — h,x + h). Se
trataria de buscar aquel a que minimice la suma de cuadrados

ponderada
n

> (¥ - @)’ Kz - X5),

i=1
0, equivalentemente,

n

D (Y = a)’ Wy

i=1

Por las propiedades de la media se sabe que (ejercicio)

a =Y Wy =1 k(z),

i=1

es decir el estimador de Nadaraya-Watson en z.
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juste polinémico local

Comparacion entre el estimador de Nadaraya-Watson y el Local Lineal

En la siguiente tabla se muestra el sesgo y varianza asintética
(para disefio aleatorio) de los estimadores de Nadaraya-Watson y

local lineal:
Método Sesgo Varianza
Nadaraya-Watson | (m”(z) + %)bn Va
Local lineal m” (z)by, Va
donde 2(1)
1 o°(x
by = —po(K)h?, V, = ——L R(K

Es sorprendente que a pesar de estimar un parametro mas en el
estimador local lineal que en el de Nadaraya-Watson la varianza
asintética es la misma.
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egresion polinémica local

Introduccién

Es posible generalizar el método local lineal y ajustar localmente
un polinomio de grado p. Supongamos que m tiene (p + 1)
derivadas continuas en un entorno de z. Por el teorema de Taylor

m(z) = m(z)+m/(z)(z2—2)+—=—>

Podemos ajustar localmente este polinomio de grado p mediante
minimos cuadrados ponderados. Habria que encontrar el pardmetro

B = (ﬂo,ﬂl,...,ﬂp) que minimiza la funcién
n p 2
U =Y |Vi=> Bi(Xi—a) | Kuyz—X;)
i=1 §=0
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R

egresion polinémica local

Introduccién

Nétese que Bj estima

En particular
1n,pL(T) = Bo,

es el estimador polinémico local de orden p de m(x).
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Regresion polinémica local

Minimos locales ponderados

El problema anterior se puede escribir de forma matricial. Sean

1 (Xy—2) - (X — )P

X = : : : :
1 Xp—2) -+ (Xp—a)P
Y Bo
Y = : ﬂ =
Y, Bp
Kh(w—Xl) 0 0
0 Kh(x—Xg) 0
Wx = .
0 0 Kh(x_Xn)
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egresion polinémica local

Minimos locales ponderados

Con esta notacién la funcién ¥ puede escribirse asi
T(B) = (Y - XB)'W(Y — X5).
Es conocido que su minimo se alcanza en
B(z) = (X'W,X)"'X'W,Y = HY

El vector solucién tiene (p + 1) componentes. La componente
jJ-ésima permite estimar la derivada correspondiente de m

mW (z) = 16; (x).
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Regresion polinémica local

Minimos locales ponderados

En particular
mmpL(J}) = e'iHY,

siendo e; = (1,0,...,0)" € RP*!. Por tanto,

es un estimador lineal, donde I(z) = (I1(z),...,l,(x))! viene dado
por la expresidn

I(z) = e} (X'W,X) ' X'W,.
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B

andas de confianza

El problema del sesgo

Supongamos que queremos construir una banda de confianza para
la funcién de regresiéon m. Si usamos un estimador 7, parece
natural construir bandas de la forma

Mmp () £ ¢ X sp(x)

donde s, (x) es un estimador de la desviacién tipica de 71, y c es
una constante (habitualmente un cuantil de la distribucién normal
estandar). Antes de explicar cémo construir dichas bandas
debemos mencionar un problema que aparece en todos los métodos
de suavizado cuando queremos construir una banda de confianza:
el problema del sesgo.
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B

andas de confianza
__ Elpoblemadelseso
Las bandas de confianza que vamos a construir seran en realidad
bandas para la media del estimador m,(x) = E(7,(x)). Construir
una banda para m es complicado.
Supongamos que my(z) es aproximadamente normal con media
My (x) y desviacion tipica sy, (z). Entonces

mp(z) —m(x) _ Mp () —Mp(x) () — m(z)
sn() sn() Sp()
e Seswolma(o)

Desviacién tipica(my,(x))

La teorfa asegura que Z,(z) es (bajo ciertas condiciones)
aproximadamente normal estdandar, para n suficientemente grande.
Si el segundo término fuera pequefio comparado con el primero
podriamos ignorarlo. Pero ese no es el caso en los métodos de
suavizado donde el parametro usualmente se coge de forma en que
se equilibre el sesgo y la desviacién tipica.
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andas de confianza

El problema del sesgo

Por tanto, si suavizamos de forma dptima no podemos ignorar el
segundo término de la expresion anterior cuando construyamos el
intervalo. Existen varias alternativas para solucionar esto. La mds
sencilla es: asumamos la dificultad. Es decir, aceptemos que el
intervalo no es para m(x), sino que es para m(x). Por tanto, la
banda nos dard informacién sobre la variabilidad del estimador
alrededor de su media y no alrededor de la funcién de regresién que
queremos estimar.
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Bandas de confianza

El problema del sesgo

Supongamos que queremos estimar la funcién de regresion

m(x) = ¢(z;2,1) + ¢(2;4,0.5) + ¢(x;6,0.1) + ¢(x;8,0.05),

donde ¢(-; i, o) denota la funcién de densidad de la normal de
media p y desviacién tipica o.

Dibuja la funcién de regresién en el intervalo [0, 10].

H Supongamos que para estimar m usamos el estimador de
Nadaraya-Watson con niicleo gaussiano y ventana h = 0.27
basado en 100 observaciones

Y, =m (110> +0.2N(0,1),i =1,...,100.

Calcula la funcién 7, en este caso y comparala con m.
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Construccién de la banda de confianza

Supongamos que los datos se generan segtin el modelo
Y = m(x;) + €,

con Var(e;) = o2, Si 1, es un estimador lineal
mn(z) =) _1i(2)Y;
J
la varianza de 7, viene dada por la expresién

Var(mn(x) = () B(x))o”.
J

Por tanto, si M, es asintéticamente normal, un intervalo de nivel
1 — « para m(x) vendrd dado por
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Ejercicio

En el ejercicio anterior construye una banda de confianza a partir
de una muestra aleatoria generada seglin el modelo propuesto.
Compara la banda construida con la verdadera funcién de regresion
y con la media del estimador.

Obviamente si queremos aplicar la ecuacién anterior a un conjunto
de datos reales tendriamos que estimar de alguna forma o. Existen
varias alternativas. Una de las mas sencillas fue propuesta por Rice
(1984). Si suponemos que los z; estan ordenados entonces

n—1

D (Vi - V)2

=1

1
£2
7 T om-1)
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Carga los datos mcycle de la libreria MASS y construye una banda
de confianza del 95% para el estimador de Nadaraya-Watson con
nicleo gaussiano y ventana tomada por validacién cruzada. ;jCrees
que la estimacién de la desviacidn tipica es razonable en este
ejemplo?
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Si la varianza o2 depende del punto z podemos utilizar el siguiente
método. Supongamos que

Yi=m(x;) +o(zi)e, i=1,...,n,
con Var(e;) = 1. Sea Z; = log((Y; — m(x))?). Entonces
Z; = log(o®(x;)) + log é2.

Esto sugiere el siguiente procedimiento:
Estima m utilizando un estimador m,,.
B Define Z; = log(Y; — 1, (2;))?.
Realiza la regresién de los Z; sobre los x; para obtener el
estimador () de log o%(z). Entonces

6% (x) = 1@,
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