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Estadistica Noparamétrica

Ejercicio. Para el estimador Naive que has programado, vamos a
programar una aproximacién del MISE de la siguiente forma:

MISE(h) =E / (fan(z) — f(2))%da

[1 Consideramos una secuencia de ventanas H entre 0'2 y 1, con
paso 0'05.

[0 Generamos una muestra de una NN (0,1) de tamafio n = 100
para construir el Naive.

[0 Evaluamos el Naive, para cada H[i] (y la densidad Normal) en
una secuencia de puntos x entre -3 y 3, con espaciado 0'01.

0 Aproximamos [ (f, n(z) — f(z))?dz como suma de las

diferencias al cuadrado.

Repetimos el procedimiento anterior para M = 100 muestras.
Para cada HJi] promediamos el MISE en las M muestras.
Representamos M ISE(h) ~ h. ;Ddénde se encuentra el

R. M. Crujeiras, A. Rodriguez Estadistica Noparamétrica 1/42




Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Introduccién

El estimador Naive viene dado por la expresion

5 Yz —-h< X;<x4h)
fov(a) = = ,

que se puede reescribir como

" 1 1 " - X;
fan(x) = — (r—h< X, <z+h)=— w(xh>
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo

Por tanto la aportacién de cada observaciéon X; al Estimador Naive
en el punto z viene determinado por el valor de

w CC—Xi
h )

que vale 1/2 para todos los puntos en (z — h,x + h)
independientemente de su proximidad a x.
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Estadistica Noparamétrica
Esti . .

stimador tipo nicleo

Introduccién

Si se reemplaza w por una densidad K (denominada nicleo) con
una unica moda en cero y simétrica se obtiene el estimador tipo
ntcleo

Foielz) = hZK( ) - Zwa)

donde 1
Kalw) = 35 ()

es la densidad de h X g siendo X g una variable con funcién de
densidad K.
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo

i Como se interpreta el estimador tipo nicleo?

| | /\'\

-4 -2 0 2 4
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Efecto del nicleo

A continuacién se muestran algunos nucleos utilizados en la
practica:
00 Uniforme: 1/2I(|z| < 1).
Triangular: (1 — |z)I(]z] < 1).
Epanechnikov: 3/4(1 — 22)I(|z| < 1).
Biweight: 15/16(1 — 2%)%1(|z| < 1).
Triweight: 35/32(1 — 22)%1(|z| < 1).
Gaussiano: (27)~1/2 exp(—x2/2).

O 0Ooo0oogod
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Efecto del nicleo

R's density() kernels with width = 1
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Efecto del nicleo

El estimador tipo niicleo hereda las propiedades de suavidad del
nucleo. Sin embargo la forma del nicleo no tiene un papel tan
determinante como la ventana h.

7 nacleos diferentes

N =299 Bandwidth = 0.09013
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo
Efecto de la ventana en la estimacién de una densidad N(0,1),
con el estimador tipo ntcleo:

Densidad
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Error Cuadratico Medio

Para evaluar an(:c) como estimador de f(x), utilizamos el Error
Cuadrético Medio:

MSE(z) = E(an(fL‘) — f(x))?

que sabemos se puede descomponer en sesgo al cuadrado y
varianza:

MSE() = (E(fu (@) ~ f(2)) +Var(fu (@),
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Error Cuadratico Medio

Al igual que derivamos las expresiones del sesgo y la varianza del
Naive, podemos hacer lo mismo con las del estimador tipo niicleo,
obteniendo:

[0 Para el sesgo:

E(an(a:)) = /K(u)f(m — hu)du

Bajo condiciones de regularidad sobre f (Wand y Jones, 1995)
podemos obtener la siguiente aproximacion:

Flo — hu) = F(@) — huf () + () () + 0(0?)
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Error Cuadratico Medio

Si suponemos que ua(K) = [u?K(u)du < oo, entonces:

~ 1"

E(fu (@) = £(@) + gh2ua(K) S () + o(h?)

donde hemos utilizado que K es una densidad simétrica, y por
tanto:

/K(u)du =1, /uK(u)du = 0.

i Qué relacion tiene con el sesgo del Naive que obtuvimos antes?
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Error Cuadratico Medio

Para la varianza tenemos:

Var(fp.i(z)) = %Var(Kh(:B - X1))

[E(Kj(z — X1)) — E*(Kp(z - X1))]

=[xt wswar - ([ e s dy)j
_ nlh/K2(u)f(x — hu)du — % (/ K (u)f(x — hu)du>2

/ K () (£(2) + o{1)) du — ~ (f(x) + o(1))?

\*—‘ S

= R(K)f(2) + ol(nh) ")
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Error Cuadratico Medio Asintético

Utilizando las expresiones anteriores del sesgo y la varianza
tenemos:

MSE(x) = = RK) ()4 {h (K (£ (@) Fol(nh) 40,

El AMSE en un punto x viene dado por:

AMSE(z) = %R(K)f(x) + %h4M2(K ) (f"(ac))2
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Mean Integrated Squared Error

Integrando el MSE en x tenemos:

MISB(h) = %R(K )+ %h%(K RS +o((nh)™ + 1)

y la versién asintética:

AMISE(h) = %R(K) + %h%(K R(f")
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Mean Integrated Squared Error

Ejercicio (Estimador Kernel)
Prueba que el valor que minimiza el AMISE es:

hamise = (R(K)(fﬂ))%

np2(K)*R
y por tanto:
inf AMISE(h) = > (MQ(K)2R4(K)R( f”)) V8 s
h>0 4
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Comparacién con el Histograma

El AMISE del Histograma (Wand y Jones, 1995, p.23) viene dado
por:

1 1 /

— +—R

nh * 12 ()

y el menor error que podemos cometer en muestras grandes,
utilizando el Histograma es:

AMISEg(h) =

inf AMISEy(h) = ~(36R(f )02/,
h>0 4

iEs mejor o peor que el estimador niicleo?
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Algunos ejercicios

Ejercicio (Estimador Kernel) Prueba que si f es N(u,d?),
entonces:
hamise = (W) . o
3u2(K)*n

Ejercicio (Estimador Kernel) En el caso anterior, prueba que si
K es la densidad de la N(0,1) entonces:

AN/
hAMISE:<3n> o

Ejercicio (Estimador Kernel) Calcula haprsg con f densidad de
una N(u,02) y K el niicleo de Epanechnikov.

U R. M. Crujeiras, A. Rodriguez Estadistica Noparamétrica 18/42



Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Algunos ejercicios

Ejercicio.
a) Carga los datos del Geyser de la libreria MASS. Utiliza la
funcién hist para los datos de espera entre erupciones.
b) Aplica el estimador Naive sobre estos datos.
c) Programa el estimador Ndcleo (kerdens) y los niicleos
Uniforme y Epanechnikov (kerfun). Aplica ambas

estimaciones sobre los datos de espera y comprueba que el
resultado con el nicleo Uniforme es el Naive.
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Métodos de seleccién de la ventana

Ventana Normal
Si f es una densidad Normal con desviacidn tipica o, entonces:

SyTR(K)\/°

La ventana Normal se obtiene reemplazando ¢ por una estimacién

| h (SﬁR(K)>1/5&

g.

3p2(K)*n

Por ejemplo 6 = S, cuasi-desviacién tipica.
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Métodos de seleccién de la ventana

Se puede utilizar un estimador mds robusto de la desviacién, que
viene dado por el rango intercuartilico estandarizado:

A IQR
QR = -1(0/75) — -1(0'25)’

donde ®~! es la funcién cuantil de la N(0,1). Para reducir el
riesgo de sobresuavizar, Silverman (1986, p.47) recomienda utilizar
el minimo entre 67gr y S.
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Métodos de seleccién de la ventana

Validacion cruzada
El Error Cuadratico Integrado (ISE) se define como:

1SE) = [ (Fakle) = 1)) " ds

que se puede escribir como:

ISE() = [ £2@yds 2 [ fr(@)f@do+ [ )iz

Podemos buscar la ventana que haga el ISE lo mds pequefio
posible.
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Métodos de seleccién de la ventana

A partir de la expresidn anterior, bastara con minimizar:

CV(h) = / f2 (@) — 2 / foorc (@) f ()

El primer término de C'V es facil de calcular a partir de la muestra:

R 1 X — X,
2 _ ? J

donde
K+ K@) = [ K@K - )iy

es la convolucién de K con K.
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Métodos de seleccién de la ventana

El segundo término no se puede calcular directamente a partir de
la muestra, pero podemos estimarlo:

2 [ Fuc@)f(@)do = 28 (X))

donde X es una v.a. con densidad f. Entonces, si tuviésemos una
m.a.s. Y1,...,Y, de X (independiente de la muestra de los
X1,...,Xy) podriamos construir el estimador:

1 o= &
n;an(Yi)
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Estadistica Noparamétrica
Esti . .

stimador tipo nicleo

Métodos de seleccién de la ventana

El procedimiento anterior lo podemos imitar construyendo para
cada X; el estimador del segundo término utilizando toda la
muestra excepto esa observacion:

Frie(Xi) = n—lZKh (Xi — X;)
J#i
Entonces:
1 n
S 0 = i S K- X))
=1 z*l 7>t

serd un estimador de [ f, x(z)f(z)dz.

U R. M. Crujeiras, A. Rodriguez Estadistica Noparamétrica 25/42



Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Métodos de seleccién de la ventana

Por tanto, la funcién CV se puede estimar mediante:

n

CV(h) = % Y KK (Xi . Xj>_n(n4_ 22> KX X;)
.7

i=1 j>i

El método de validacién cruzada selecciona como parametro de
suavizado el valor hgy que minimiza CV.
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Estadistica Noparamétrica

Estimador tipo nicleo

Biased Cross-Validation

En lugar de utilizar la férmula del MISE se considera su expresién
asintdtica:

AMISE(h) = %R(K) + ih”‘uz(K )R(f")

donde la funcién objetivo a minimizar (BC'V') se obtiene
substituyendo R(f") por el estimador:

R(f") = ;ZZ (K« Ky ) (X - X;)

i=1 j#i
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Seather-Jones

Recordemos que estamos trabajando con la suposiciéon de que
R(f") < co. Bajo condiciones de regularidad sobre f, y aplicando
integracidn por partes, se puede demostrar que:

[ @pdn = [ 19 @1 = v

donde ¢y = E(f7(X)).
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Seather-Jones

Jones y Seather (1991) propusieron estimar v, como:
. 1 n , 1 n n .
Yr(g) = - > fn,)L,g(Xz‘) =3 SN L)X - X))
i=1 i=1 j=1

donde L es una funcién nicleo y g es una ventana, no
necesariamente iguales a Ky h (aunque se suele tomar L = K).
Pero tenemos que seleccionar g...
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Seather-Jones

Para seleccionar g, buscamos el que minimiza el AMSE(0) (Wand
y Jones, 1995):

QKT) (0) 1/(r+3)

AMSE = \ =7 77~
g p2 (K )ntr 2
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Seather-Jones

Volviendo al problema inicial, recordemos que:
p2(K)?nps )

Si reemplazamos 4 por su estimador, utilizando la ventana éptima
gamsE tendriamos:

hamise = <

1/5
A R(K) /
hpr = P )
p(K)?*nipa(gamse)
donde: 17
[ 2KY(0)
JAMSE pa (K )ne
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Estadistica Noparamétrica
Estimador tipo nicleo
Seather-Jones

Pero esto vuelve a depender de g, y si hacemos lo mismo,
volvemos a tener ...
Normalmente, se para después de varias etapas (dos etapas). En la
ultima etapa, se reemplaza el valor de 1, por lo que valdria para la
densidad Normal. En el caso de una Normal con desviacién o, para
r par se tiene:
(—1)7/2p!
T oy e
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Seather-Jones

Ejercicio. Detalla el método de Seather-Jones en dos etapas, para
la seleccién de ventana.
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Seleccion Bootstrap

También se puede utilizar el Bootstrap para seleccionar la ventana.
La versién Boostrap del MISE es:

MISE'(0) =B [ (£ o) = fuc(o9) da

En esta expresion tenemos dos ventanas: g, la ventana que se
utiliza para la estimacién Ndcleo inicial y h, la ventana Bootstrap.
La generacién de la muestra Bootstrap X7, ..., X puede
realizarse de distintas maneras.
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Estadistica Noparamétrica
E:

stimador tipo nicleo

Modificaciones del estimador Nucleo

Estimador Niicleo local
N 1 r T — X;
nic (@) = —— > K [
@) = S 2 (')

[0 La ventana depende de cada punto x.
[0 El estimador local no tiene porqué ser una densidad.

[0 El AMSE es del mismo orden que para el estimador Niicleo

(o(n=*/9)).
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Estadistica Noparamétrica
Esti . .

stimador tipo nicleo

Modificaciones del estimador Nucleo

Estimador Nicleo variable

) =13 ek (555

=1

[0 Si K es densidad, el estimador Ndcleo variable también lo es.

[ Una buena eleccién es a(X;) = hf~'/2(X;), que proporciona
un sesgo de orden h*.
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Estadistica Noparamétrica
Esti . . N

stimador Nicleo multidimensional

Sea X un vector aleatorio d-dimensional y X = (Xy,...,X,) una
m.a.s. El estimador Nicleo se puede generalizar al caso
multidimensional como:

Fo i1 (x) = |I;|1/2 ZK (H'?2(x - X;)), xeR?

donde H es una matriz de ventanas (simétrica y definida positiva)
y K una densidad d-dimensional. Si denotamos por
Ky (u) = |H|7Y2K (HY?u) podemos escribir:

Frote, (% ZKH (x — X;).
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Estadistica Noparamétrica

Estimador Nucleo multidimensional

[0 ;Cémo se define el niicleo?

[J jCémo puede ser la matriz ventana? ;Qué condiciones debe
cumplir?

[0 jSesgo y varianza?
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Estadistica Noparamétrica
Of

tros estimadores

Desarrollos ortogonales

Un ejemplo:
Sea f una densidad sobre [0, 1] y consideremos la serie ¢, :

po(z) =1
por(z) = \/5003(27rm;)
©or_1(x) = V2sin(27rz)

Podemos representar f como:

o0 1
o) =3 o), o= /0 f (@) pu(w)de
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Estadistica Noparamétrica
Of

tros estimadores

Cada uno de los coeficientes puede escribirse como:

fV:E(SOV(X))? X~ f

por lo que podemos estimarlos como:
1 n
fv = n Z v (Xi)
=1
y podemos construir:
oo
f(w) = Z fu‘Pu(x)
v=0
pero debemos truncar la serie en alglin sumando .
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Estadistica Noparamétrica
Otros estimadores
Desarrollos ortogonales

Una aproximacién mdas general consiste en introducir una secuencia
de pesos A, tal que A\, — 0 cuando v — oc:

f(ZE) = Z )\Vfusou(ﬂj)
v=0

La rapidez con la que la secuencia de pesos tiende a 0 determinara
el suavizado de este estimador.
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